
Departamento de Engenharia Civil da FCTUC
Exame de An�alise Matem�atica

28 de Novembro de 1998 Durac�~ao: 3h00m
Observa�c~ao: A resolu�c~ao completa de cada exerc��cio inclui a justi�ca�c~ao do racioc��nioutilizado e a apresenta�c~ao dos c�alculos efectuados.
1. Num circuito el�ectrico com voltagem aplicada E(t) e inductância L, a carga no con-densador q vem dada pela seguinte equa�c~ao diferencial ordin�aria de segunda ordem

Ld2qdt2 +Rdq
dt +

1
C q = E(t);

onde R �e a resistência e C a capacitância.
(a) Determine a solu�c~ao geral da equa�c~ao homog�enea (E � 0) em fun�c~ao dos parâ-metros. Discuta o comportamento f��sico das solu�c~oes obtidas.
(b) Determine o estado estacion�ario da corrente i = dq=dt num circuito modelizadopela equa�c~ao dada na al��nea anterior, com L = 1 henry, R = 2 ohm, C = 0:25farad e E(t) = 50 cos t volt.

2. (a) Seja f : IR �! IR uma fun�c~ao peri�odica de per��odo 2�, cont��nua, com primeirae segunda derivadas cont��nuas. Mostre que a sua s�erie de Fourier converge, emcada x 2 IR, para o valor de f(x).
(b) Determine a s�erie de Fourier de f(x) =

8><
>:

0; x 2]� �;��2 [;1; x 2 [��2 ; �2 ];0; x 2]�2 ; �]
(fun�c~ao de per��odo

2�) e indique o valor da soma da s�erie para cada x 2 IR.
3. Suponha que a temperatura numa barra de comprimento �, espessura desprez�avel en~ao isolada lateralmente �e dada pela equa�c~ao

cuxx � hu = ut; 0 < x < �; t > 0;
com c > 0 a difusividade t�ermica e h uma constante.
(a) Determine, usando o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis, a temperatura u(x; t),considerando u(x; 0) = cosx e os extremos da barra, x = 0 e x = �, isolados.
(b) Particularize a solu�c~ao obtida na al��nea anterior para o caso de f ser a fun�c~aodada em 2.(b).

v.s.f.f.



4. (a) Sendo F [f ] a transformada de Fourier de f prove que:
i. se g(x) = Z x

0 f(t)dt+ c;
ent~ao

F [g] = 1
i!F [f ]; ! 6= 0;

ii. se pudermos trocar a ordem de integra�c~ao, ent~ao, para qualquer c e d ar-bitr�arios, Z d

c
f(x)dx = 1

2�
Z
1

�1

f̂(!)ei!d � ei!c
i! d!;

onde f̂ � F [f ].
(b) Considere o problema da corda vibrante in�nita utt � c2uxx = 0, �1 < x < 1,0 < t < 1, sujeita �as condi�c~oes iniciais u(x; 0) = f(x) e ut(x; 0) = g(x).Mostre, recorrendo �as transformadas de Fourier, que, mediante certas condi�c~oes,a sua solu�c~ao �e

u(x; t) = 1
2(f(x+ ct) + f(x� ct)) + 1

2c
Z x+ct

x�ct
g(s)ds:

5. Considere o problema de Dirichlet para a equa�c~ao de Laplace num dom��nio bidimen-sional D.
(a) Supondo conhecidos os princ��pios do m�aximo e do m��nimos, prove que se oproblema tem solu�c~ao, ent~ao ela �e �unica e o problema �e bem posto no sentido deHadamard.
(b) Determine a solu�c~ao u(x; y) do problema supondo apenas um dos seguinte casos:

i. D = f(x; y) 2 IR2 : 0 � x � �; y � 0g; u(0; y) = u(�; y) = 0, u(x; 0) =sin (2x) e u(x; y) �e limitada quando y �!1;
ii. D = f(x; y) 2 IR2 : 0 � x; y � �g; uy(0; y) = uy(�; y) = 0, u(x; 0) = 0 eu(x; �) = sin (2x).


