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Capitulo 1

Séries Numéricas

1.1 Generalizacao da operacao adicao

A operagao adigao (ou soma) é inicialmente definida como a aplicacdo que a cada
par de numeros reais faz corresponder um nimero real, de acordo com determinadas
regras. Essa operacao goza de certas propriedades e verificamos que podemos generalizar
a operacao a um numero finito de parcelas mantendo todas as propriedades. A defini¢ao
de soma de um numero finito de parcelas é feita por recorréncia:

as, se n=1

n
n—1
E a; =
— g a; | +a,, sen>1
1=
i=1
Podemos pensar agora em fazer uma generalizacao a um nimero infinito numeravel
de parcelas. As parcelas constituirao a sucessao ai, as, ..., Ay, . . ..
Se existir uma ordem p a partir da qual todos os termos da sucessao sao nulos, tem-se
a soma de todas as parcelas igual a soma dos p primeiros termos:

p
E a; = E a;.
neN =1

Se existir uma subsucessao de termos nao nulos poderemos chamar soma ao limite,

se existir e for finito, da sucessao das somas dos n primeiros termos de a,,, sucessao essa
n

Sn = Zai.

=1
Seza sucessao a, tivesse todos os termos positivos, poderia parecer a primeira vista
que S, nao é convergente. De facto, supor que a soma de um ntmero infinito de parcelas
positivas é um numero real nao é um conceito intuitivo.
Neste caso, a intuicao falha precisamente porque pretendemos generalizar para o infi-
nito um conceito, o de soma, que temos intuitivo para um nimero finito de parcelas. E
comum que a intuicao nos engane em casos de “passagem” do finito para o infinito.
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De qualquer modo é verdade que S,, nem sempre é convergente, ou seja, que nem
sempre poderemos definir, por este processo, soma de um nimero infinito de parcelas.
Interessa, no entanto, saber como deve ser a sucessao a, de modo que a essa sucessao
esteja associado um numero real, soma de todos os seus termos.

Citando o Prof. Campos Ferreira:

“Vem a propédsito lembrar um dos paradoxos formulados, hd mais de 2000 anos, pelo
filésofo grego Zenao. Zenao imaginou um corredor, deslocando-se de certo ponto A para
a meta B, com velocidade constante, e raciocionou de maneira que pode exprimir-se nos
termos seguintes: designe-se por A; o ponto médio do segmento AB, por As o ponto
médio de A;B, etc. Em geral, para todo o n € N, A, designard o ponto médio do
segmento A, B.

I y '
L, t t

A A, A, Ay B

Nestas condigoes, se for ¢ o tempo gasto pelo corredor a percorrer a distancia que vai
de A a Ay, serd t/2 o tempo gasto de A; a As, /2% 0 tempo necessdrio para ir de Ay a As,
etc. O tempo total necessario para completar a corrida, T', equivaleria assim a “soma” de
uma infinidade de tempos parciais todos positivos:

t t t
T=t+-—+—=+...+—+...
2 22 2n
Daqui julgava Zenao poder deduzir que esse tempo total era necessariamente infinito
e que, portanto, o corredor jamais poderia atingir a meta. Tal resultado, que lhe parecia
solidamente estabelecido, estava porém em contradicao evidente com o facto de que,
sendo o movimento uniforme por hipdtese, o tempo correspondente ao percurso deveria ser
simplesmente o dobro do que o corredor gastava na primeira metade, isto é, T" = 2¢t. Além
disso, aquele resultado estava ainda em contradi¢ao com a mais elementar experiéncia do
mundo fisico. Por isso se dizia tratar-se de um paradoxo.
O esclarecimento completo da questao sé veio a ser alcancado, cerca de 2000 anos
depois de o paradoxo ter sido enunciado por Zenao, com a criacao da teoria das séries.
Convém ainda registar que coube a um matematico portugués, José Anastacio da
Cunha, um papel percursor de grande relevo no estudo desta teoria (em particular, deve-
-se-lhe a primeira definigao rigorosa do conceito de série convergente, formulada em 1790);
mais tarde, gracas a trabalhos de grandes matematicos como Cauchy, Weierstrass, etc., as
séries tornar-se-iam instrumentos de valor inestimavel para o desenvolvimento de todos
os ramos da Analise Matematica.”
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1.2 Definicao de série. Convergéncia. Propriedades
gerais

Definicao 1.2.1 Seja a,, uma sucessao numérica. Chama-se série gerada por a, a
sucessao S, definida do modo sequinte:

Sl = a1
Sg = aj+ ay

Sg = a1 +as+as

Sp = a1taytazt---ta,

Para designar a série usa-se qualquer das notagoes:

o0
E Qn, E Qp, @1+ az+ag—+---
n=1

Os numeros ay, as, ..., chamam-se termos da série, a,, diz-se termo geral da série
e as somas S1, 99, ...chamam-se somas parciais.

Defini¢ao 1.2.2 A série > a, diz-se convergente se ezistir e for finito o limite

n

lim S, = lim g a;.
n—+oo n—-+oo £ T
1=

Se este limite ndao existir ou nao for finito a série diz-se divergente.

No caso de convergéncia chama-se soma da série ao valor, S, do limite, isto é,

o0

§= lim S, = ;an.

NOTA: A identificagao de uma série com o simbolo Y > | a,, ¢ um abuso de linguagem j4
que ¢ a identificacao da série com a sua soma, quando ela existe. Este abuso, no entanto,

¢é de uso corrente e tem-se demonstrado 1til e inofensivo.

EXEMPLO 1: Chama-se série geométrica a série gerada por uma progressao geomeétri-
ca: se a, é uma progressao geométrica de razao r # 1 temos que

n n
i1 1—r"
Sn:E aizg ar’”  =aq - T,
i=1 i=1
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Sabemos que S,, é convergente se, e s6 se, |r| < 1, logo a série geométrica é convergente
se, e sO se, o valor absoluto da razao da progressao geométrica que a gerou for menor do
que 1. No caso de convergéncia temos que

o

> -
a, = .
" 1—r

n=1

Se r =1 a série é uma série de termo geral constante, isto é,

[e.e] [e.e]
E ap = E aq,
n=1 n=1
tendo-se, assim, S,, = na; e, se a; # 0, a série serd divergente.

construamos a sucessao das suas somas

= 1
EXEMPLO 2: Consideremos a série E T,
n

n=1

parciais e estudemos o seu limite:

S =1
1

Sy = 1+ —

? V2

Ss = 1+ L + L

: VoRVE
1 1 1

Sp = 1+t —++—
V2 V3 Vn

Como
1 1 1 1 1 1 1 n

I+ —=+—=+- —+—+—n+---+—:—:\/ﬁ

VI Y TRV Y RV Vi i

e lim /n = 400, a sucessao S, tem limite +oo e a série em estudo é divergente.
n—-—+0o0o

> 1
EXEMPLO 3: Consideremos a série g (7
n(n
n=1

+1)

1 1 1

. Sabendo que

nn+1) n n+l

podemos escrever a sucessao das somas parciais:
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1
Sl :1—5
1 1 1 1
= l--4+-—-=1-=
52 57373 3
Ss = 1 1+1 L1
5 33 4 4
1
S = 1—
n-+1

Como lim S, =1, a série é convergente e a sua soma ¢é 1:

n—-+o0o

= 1
Zn(n+1) =1

n=1

EXEMPLO 4: A sucessao das somas parciais da série

nio;log (%) - nf; (log n — log(n + 1))

é a sucessao
S1 = logl—log2= —1log2

Sy = —log2+log2—logd=—1log3
S3 = —log3+log3—logd =—log4
S, = —log(n+1)

Como lim (—log(n+ 1)) = —o0, a série é divergente.

n—-+00
EXEMPLO 5: O termo geral da série

o0

1
ZnQ—I—?m

n=1

1/1 1 . .
pode escrever-se na forma sln "33 ) A sucessao das somas parciais pode agora ser
n o n
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construida:
1 1
= —(1=-=
o= 503
1 1 1/1 1 1 1 1 1
% 3( 4>+3(2 5) 3( 472 5)
o 1 . 1+1 1 +1 1 1
573 42 5 3\3 6
1 . 1+1 1+1 1
3 4 2 5 3 6
5—111+11+11+111
T3 42 53 6) 3\4 7
1 , 1+1 1+1 1 1 1
3 4 2 5 3 6 4 7T
1 1+1 1+1 1 1
-3 2 5 3 6 7
1 1 1 1 1 1 1/1 1
= —(1+=—=-4=>—=-—= ==
s 3(+2 57376 7) 3(5 8)
_11+1 1+11111—11++ 1 1
3 2 5 3 6 7 5 8 3 2 3 6 T 8
1 1 1 1 1 1
o= —|1+=4+=— _ _
S 3( +2+3 n+1 n+2 n—l—B)

. 1 1 1 L

Como lim S, == |14+ =+ - ], a série é convergente.
n—+00 3 2 3

Os treés ultimos exemplos sao casos particulares de um tipo de séries chamadas séries

telescopicas. Sao séries cujo termo geral a, se pode escrever na forma «,, — a,.%, com

ke N:

[e.o]

Z(an — Qpik)-

n=1

Estas séries sao convergentes se, e s6 se, lim wv,, onde v,, = 41+ - - - + Quk, existe

n—-4o00o

e é finito.
No caso particular de existir, finito, lim «,, temos:

n—-+o0o

0

k
Z(an - anJrk) = ZO%' - ka,
=1

n=1
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sendo a = lim «,. De facto, a sucessao das somas parciais é a sucessao
n—-+o0o

n

Sy = Z(ai_aiJrk)

= ay+- o tapp o Fa,— (g + o Fan Fanp oo+ )

= a1+"~—|—ak—(an+1+~-an+k)
k k

= E Oéi—E Qitn
=1 =1

Sendo a,, convergente entao lim «;y, existe e

n—-+00
lim o, = lim a;,
n—-+4o00 n—-—+oo

donde se conclui que
k k
lim S, = E o; — lim g Qitn
n—-+o0o
i=1 i=1

n—-+00
k
= Z o; — ka.
=1

[e.o]

Teorema 1.2.1 Se a série g a, € convergente entao a, € um infinitésimo.

n=1

n

Demonstracao: Como a série é convergente, a sucessao S, = g a; ¢ uma sucessao con-
i=1

vergente, o mesmo acontecendo a S,,_1, tendo-se lim S, = lim S, ;. Entao
n—-4o00 n—-4o00

lim a, = lim (S, —S,-1)= lim S,— lim S, ;1 =0m
n—-400 n—-—4o00 n——4o00 n——4o00

NOTA: Este teorema indica uma condigao necessaria, mas nao suficiente para que uma
série seja convergente. Assim a sua utilidade é sobretudo para decidir que uma série é
divergente ja que se o termo geral nao for um infinitésimo a série sera concerteza diver-
gente.

" ¢di ¢ I "
e divergente porque 11m =
n-+1 & porq n—+oom + 1

EXEMPLO 6: A série Z
n=1
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EXEMPLO 7: Consideremos a série Z \/_ Temos que h+ T = 0, o que nao nos

permite concluir nada pelo Teorema 1.2.1. No entanto, ja demonstramos, no Exemplo 2,
que esta série é divergente.

o0
Teorema 1.2.2 Sejam Zan e an séries convergentes de somas A e B, respectiva-

n=1 n=1

mente, e A\ € R. Entdo

a) A série E (an, +by), a que se chama série soma, também é convergente e a sua soma

n=1
¢ A+ B:
D (@ tb) =D ant ) b
n=1 n=1 n=1
e.¢]
b) A série Z Aa, € convergente e a sua soma € \A:
n=1
> dae =30
n=1 n=1
Demonstracao:

a) Sejam S} e S¥* as sucessoes das somas parciais das séries g ay, € g b,, respectiva-
n=1 n=1
mente. Como sao séries convergentes temos que

lim S;=A e lim SI* =B

n—-+00 n—-+o00

n

Seja S,, a sucessao das somas parciais da série soma, isto é, S, = g (a; + b;)

=1
n

Zai + 2”: b, =S, +S,". Entao
1 i=1

1=

lim S, = lim (S;+95;)= lim S, + lim S;"=A+ B,

n—-+00 n—-+00 n—-+00 n—-—+o0o

[e.9]

isto &, Z(an +b,,) é convergente e tem soma A + B.
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(o]
b) Seja S a sucessao das somas parciais da série E a,. Por hipétese, lim S; = A. Seja
n—-400
n=1
o0 n n
S, a sucessao das somas parciais da série E Aa,,. Entao S, = E Aa; = A E a; = AS;,.
n=1 i=1 i=1

Assim,
lim S, = lim AS; =X lim S, = \A,

n—-+00 n—-—+00 n—-—+00
o0
isto ¢, a série E Aa, € convergente e tem soma A\A. m

n=1
NOTAS:

1. Da demonstracao da alinea a) ressalta que pode acontecer que as séries dadas sejam
divergentes e, no entanto, a série soma seja convergente. Também se nota através
da demonstracao que se as sucessoes das somas parciais tiverem limites infinitos
do mesmo sinal — as séries sao ambas divergentes — a sucessao das somas parciais
serd divergente, o mesmo acontecendo se uma das séries for convergente e a outra
divergente. Se S; e S’* tiverem limites infinitos, mas de sinais contrarios, a série
soma podera ser convergente ou divergente ja que no calculo do limite aparece uma

indeterminacao.
(o]
2. Da demonstracao de b) resulta que se A # 0, a série Z Aa,, é convergente se, e SO
n=1
o0 o0
se, a série Zan o for. Se A = 0, a série Z Aa,, é convergente pois todos os seus
n=1 n=1

termos serao nulos.

1
n(n+3)(n+6)

EXEMPLO 8: Consideremos a série Z
=1

1 1 /1 1 1 1 1
nn+3)(n+6) 18\n n+3 18\n+3 n+6/)"

= (1 1 1
A série Z ( ) é uma série telescopica em que o, = — e k = 3. Como
n

= n n+3
. L , 1 11
lnf a, = 0 a série é convergente e a sua soma ¢ 1 + 3 + 3= %"
e - 1 1 1
A série — é igualmente uma série telescopica em que o, = ——
Zn:1<n—|—3 n—|—6) & P b n+3

k=3 C I 0 a série & t (11 1.3
(& = O. omo m o, = a sSerie € convergente € a sua soma € — —= - = —.
i & 47576 60
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Como sao ambas convergentes, a série dada também é convergente e

S - s s ()5 s () -
S n(n+3)(n+6) 18 n n+3 18 n+3 n+6) 1080°

n=1 n=1

o0

Teorema 1.2.3 Uma série E a, converge se, e SO Se,

n=1

Vo>0 IpeN: m>n>p=lap+-+an| <0.

Demonstracao: Como

m n
|an+1+"'+am’ - Zai _Zai — |Sm_Sn|7
i=1 i=1
(o]
o que pretendemos demonstrar é que a série Z a, converge se, e so se,
n=1

Vo>0 dpeN: m>n>p=|S,— S, <9,
ou seja, S, ¢ uma sucessao de Cauchy.

Mas, por definicao, a série E a, converge se, e s se, S, € uma sucessao convergente
n=1
e em R uma sucessao é convergente se, e s6 se, é de Cauchy. O teorema fica assim
demonstrado. =

o0

EXEMPLO 9: Consideremos a série E — denominada série harmoénica. Vamos de-
n=1 n
monstrar, utilizando o Teorema 1.2.3, que a série harmoénica é divergente.

Se a série fosse convergente, dado § > 0, existiria p € N tal que se m > n > p entao
|ans1 + -+ + am| < 5. Mas, se m =n + n,

@1+t am| = fape1r + 0+ o

n+1 n+mn
1

1
> ot
n-—+mn n—+mn
1
B 1
2

ou seja, a condi¢ao do teorema nao se verifica para § < % Portanto, a série harménica é
divergente.
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Corolario 1 A natureza de uma série nao depende dos p primeiros termos, seja qual for

[oe) o0

p € N, isto é, se E an € g b, sao séries tais que dp € N : a,, = b, Yn > p, entao ou
n=1 n=1

sao ambas convergentes ou sao ambas divergentes.

Definicao 1.2.3 Chama-se resto de ordem p da série Zan a série

n=1

o0 o0
p = E An4p = E Ay, .
n=1 n=p+1

Pelo corolario anterior podemos concluir que se uma série é convergente o mesmo
acontece ao seu resto de qualquer ordem. A soma do resto de ordem p de uma série
convergente da-nos o erro que se comete quando se toma para valor aproximado da soma
da série a sua soma parcial S,. De facto, o erro é dado por:

[e’e) o) D [e’e)
E an—Sp:E an—g an:E Upyp = Tp.
n=1 n=1 n=1 n=1

Corolario 2 A natureza de uma série nao € alterada se lhe suprimirmos um niumero
finito, arbitrdrio, de termos.

O teorema que se segue pode considerar-se, de certo modo, uma generalizagao da
propriedade associativa da adi¢ao ao caso das séries convergentes.

o0

Teorema 1.2.4 Sejam E a, uma série convergente e ki, ko, ..., k,,... uma sucessao de
n=1
elementos de N, estritamente crescente. Seja ainda b, a sucessao definida do sequinte

modo:

k1
Z a;, sen=1
bn — z:lkn
Z a;, sen>1

i=kp_1+1

o0

Entao a série Z b, € convergente e
n=1

00 00
g b, = E Q-
n=1 n=1
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Demonstracao: Por definicao de série convergente existe e é finito o limite

n

lim S, = lim Zai.

n—+o0o n—-+o00 £
i=1

o0

Entao qualquer subsucessao de 5, serd convergente e terda o mesmo limite S = g Q.-

n=1

[e.9] n
so. , , ’
A série g b, sera convergente se, e sé se, S, = g b; for convergente. Mas
i=1

n=1
n kl k)2 kn kn
!
Sn:E bi:E a; + E a; + -+ E ai:E ai = Sk,
i=1 i=1 i=k1+1 i=kn_1+1 i=1

. / /7 ~
ou seja, .S, ¢ uma subsucessao de S,, sendo, portanto, convergente e para o mesmo valor:

3= i .=l 5= 3o
n=1 n=1
NOTA: O teorema diz que se a série Z a, é convergente entao
n=1
atag+ - tap FoooFag+ooo=( 4+ Fag) + (g + o Far,) o

Esta “propriedade associativa’nao é vélida se a série for divergente. Basta observar que
se na demonstracao do teorema, S,, nao fosse convergente nada poderiamos dizer sobre a
o

/ 7. ’ . . ~
natureza de S,,. Por exemplo, a série E (—1)" é divergente pois o seu termo geral nao

n=1

tende para zero. No entanto, (—1+ 1)+ (=1+1)4---=0.
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1.3 Séries alternadas

Definicao 1.3.1 Uma série diz-se alternada se os seus termos sao alternadamente po-
5181008 e negativos.

Supondo que o primeiro termo da série é positivo podemos escrevé-la na forma

o
Z(—l)”_lan, a, >0 VnelN.
n=1
Teorema 1.3.1 (Critério de Leibnitz)
Se a, € uma sucessao decrescente de termos positivos e lim a, = 0 entdo a série

n—-+o00
00

Z(—l)”_lan ¢ convergente.

n=1

Demonstracao: Seja S,, a sucessao das somas parciais desta série:

Sn = a1 — ay + as — -+ - + (—1)”*1%.

Vamos estudar as subsucessoes de indices pares e de indices impares. Seja k € N, qual-
quer;

Sor = a1 — Qg+ -+ A1 — A2k

Sokt1 = Ay —ag+ -+ dgg1 — dog + A2k

A subsucessao Ss, é crescente porque, como a,, é decrescente,

Sokya — Sk = a1 — Qg+ -+ + Qop—1 — Aok + Qok+1 — Gokt2—
—(ay —az + -+ + agg—1 — az)

= Q2k+1 — A2k42
> 0

e é uma sucessao limitada porque
SQ §S2k:a1—[(a2—a3)+(a4—a5)+---+a2k] < ay

Sendo uma sucessao monotona e limitada, So;, ¢ uma sucessao convergente. Por outro lado,
de Sogr1 = Sor + agky1 conclui-se que lim Sopy; = lim Sy, visto que por hipdtese a,
k—4o00 k—4o00
¢ um infinitésimo.
Como as subsucessoes dos termos de ordem par e de ordem fmpar tém o mesmo limite,
[e.e]

n

S, é convergente. Entao, por definicao, a série E (-=1)""'a, é convergente. m

n=1

Teorema 1.3.2 Sejam a, uma sucessio decrescente de termos positivos, tal que

o0
lim a, =0, ¢S a soma da série E (—=1)"'a,. Entdo
n—+oo 1

n—=

0< (—1)*(S = S,) < anpa VneN.
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Demonstracao: Sabemos da demonstracao do teorema anterior que Sg, é uma subsucessao
de S, crescente e com o mesmo limite, .S, da subsucessao Sor11. Prova-se, por um processo
analogo ao usado para Sy, que Soxy1 € decrescente. Entao

Sgk S S € S S 52k+1 Vk € N.
Destas desigualdades conclui-se que

0 < So—1 — S < Sop1 — Sop = agg
0 <S5 — S < Sopy1 — Soi = Aoy,

isto é,
0< So1— 5 < ag
0<S5 — S < aggqr,

ou ainda,
0 < (=118 — Sap—1) < ag
0 < (=1)%(S — Sor) < agprs-

Destas duas tltimas desigualdades conclui-se que
0< (=1)"(S =5, <apyi.m

Corolario 1 Sejam a, uma sucessao decrescente de termos positivos tal que lim a,= 0
n—-—+00

e S a soma da série Z(—l)”_lan. Entao

n=1

|S_Sn| San+1 Vn € N.

NOTA: Do corolario anterior ressalta que, nas condigoes indicadas, o erro que se comete
quando se toma para valor aproximado da soma de uma série alternada alguma soma
parcial é, em valor absoluto, inferior ao valor absoluto do primeiro dos termos desprezados.
Com efeito,

[(=1)"(S = Sn)| < |(=1)"an 4],
ou seja,
‘S - Sn' S Ap41-

EXEMPLO 1: Consideremos a série Z(—l)" , denominada série harménica alter-

n=1

S~

nada. Pelo Critério de Leibnitz esta série é convergente, pois a, = — é uma sucessao
n

de termos positivos, decrescente e com limite zero. Se nesta série tomarmos para valor
aproximado da soma a soma parcial Sy cometeremos um erro que em valor absoluto é

inferior a 1—10, valor de aq.
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- 1
EXEMPLO 2: Consideremos a série Z(—l)”—, acR.
nO{
n=1
Se a < 0 a série diverge porque o seu termo geral nao tende para zero.
1

Se a > 0 a série é convergente porque a, = — ¢ uma sucessao decrescente, de termos
n

positivos e lim a, = 0.
n—-—+00

: o= (D) (—=1)"
EXEMPLO 3: Seja a,, o termo geral da série E 1+ :
—~ \/n Vvn
Como a,, é um infinitésimo e a,, > 0 Vn > 1, mas a, nao é decrescente, pelo Critério

de Leibnitz nada podemos concluir.
No entanto, vé-se facilmente que a série dada é divergente porque é a soma de uma

[e.o] o0

. : 1 L . 1

série convergente — a série E (—1)"—= — com uma série divergente — a série E —.
n

vn

n=1 n=1
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1.4 Convergéncia absoluta

o oo
Teorema 1.4.1 Se a série E la,| € convergente, o mesmo acontece a série E Q-
n=1 n=1
o0

Demonstragao: A série g la,| é convergente se, e s se,

n=1

Vo>0 JpeN: m>n>p=|lap|+ -+ |an|| <o

Como
|@ni1 + -t am| < anga| + -+ am]
e
Hanta| 4+ + lam| | = lansa] + -+ + an]
temos que
Vo>0 dpeN: m>n>p=|ap+- -+ an| <0,
0o
ou seja, a série Z a, € convergente. m
n=1

NOTA: E importante observar que o reciproco deste teorema nao é verdadeiro, isto é,
o0 o

a série E a, pode ser convergente sem que a série dos médulos, E la,|, o seja. Basta

n=1 n=1
observar a série harmonica (divergente) e a série harménica alternada (convergente): a

série harmonica ¢ a série dos modulos da série harmoénica alternada.
o0
Definicao 1.4.1 Uma série E a, diz-se absolutamente convergente se a série

n=1
[eS) )

E la,| for convergente. Uma série E a, diz-se stmplesmente convergente ou con-

[e.e]

dicionalmente convergente se for convergente e a série E la,| for divergente.

n=1
oo o0
Definicao 1.4.2 Diz-se que a série g b, € um rearrangjo da série E a,, ou que desta
n=1 n=1

se obtém por reordenacgao dos seus termos, se existir uma bijeccao ¢ de N em N tal que
bn = a¢(n).
o

Teorema 1.4.2 Se a série E a, € absolutamente convergente entao qualquer série que

n=1

dela se obtenha por reordenacdao dos seus termos é absolutamente convergente e tem a
mesma soma.
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Este teorema generaliza as séries absolutamente convergentes a propriedade comuta-
tiva da adicao usual. Contudo, é de referir que esta propriedade nao vale para as séries
simplesmente convergentes e pode mesmo demonstrar-se que por reordenacao dos termos
de uma série simplesmente convergente se pode obter outra série de soma previamente
fixada e até uma série divergente.

o0

Teorema 1.4.3 Seja Zan uma série simplesmente convergente. Entdo:

n=1
o
a) Existem bijecgoes ¢ - N — N tais que a série Z ag(n) € divergente.
n=1

oo

b) Para todo o numero real k existe uma bijec¢cio ¢ : N — N tal que a série Z%(”) é

n=1
convergente e tem soma igual a k.
- 1
EXEMPLO: Consideremos a série harménica alternada, Z(—l)"’1 —, que sabemos
n
n=1

ser simplesmente convergente. Reorganizemos os seus termos por forma que cada termo
positivo seja seguido por dois termos negativos. Obtemos a seguinte série:

Slzl
, 1
S, = 1—=
2 T 111 1\ 1
! :1————:———:— 1__ — =
% 2 4 2 4 2( 2) 5
, 1 1 1
— 11— _Z4=
N ERE
/ :1____ L4
RN
S = 1—--_-—Z4+-_-_Z2 —(1-2)_-2 Z_Z)_z
6 24+368(24+(36)8
o111 R IS A N 9
T2 476 8 2 23 4) 27
, , 011 11 1 1 1 11 1
= e (e ) - =
5 %510 12 2( 273 4)+(5 10) 12
1
+ JR—
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onde S, = Z(—l)i_ll.

- 2
=1

1 1
Entao 53 Sgn o que implica que, sendo hrf S, =19, hril 53 55 .
1 1
e Syio = Sy, + ST R —— tem-se

Como Sy,q = Sy, + =—— 1

lim 5’3n+1— lim Sgn—I— lim

n——+60 n—-+oo n—-+oo 2N, + 1
e 1
lim S, = lim S, + lim 1m
i S =l Sy, 4 Hm ot - M s
ou seja,

lim S. — lim S, = lim S, ==9.
n—-too 3n+1 n—-Foo 3n+2 n—-Foo 3n 2

. : . A D L. . .
Conclui-se assim que lim S, = §S , isto é, a série obtida por reordenacgao dos termos
n—-4o00

da série harmoénica alternada é convergente e tem soma igual a metade da soma da série
dada.
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1.5 Séries de termos nao negativos

Neste paragrafo vamos estabelecer alguns critérios de convergéncia de séries de termos
nao negativos e, portanto, aplicaveis também a investigacao da convergéncia absoluta das
séries em geral. E evidente que uma série de termos nao negativos se for convergente é
absolutamente convergente uma vez que o valor absoluto do seu termo geral é ele proprio.

s

o0 oo
Teorema 1.5.1 Seja E a, uma série de termos nao negativos. Entao a série E ay €
n=1 n=1
convergente se, € S0 se, a sucessao das suas somas parciais € limitada.
n
Demonstracao: Seja .S, = E a;. Se a série é convergente entao, por defini¢ao, a sucessao
i=1
S, tem limite finito. Consequentemente é uma sucessao limitada.
Suponhamos que 5, é limitada. Como a,, > 0 tem-se 5,11 > 5, Vn € N, ou seja, S, é

uma sucessao monotona crescente. As duas afirmagoes anteriores implicam a convergéncia
o0

de S,, 0 que equivale a dizer que a série E a, ¢ convergente. m

n=1

o0 o

Teorema 1.5.2 (Critério geral de comparagao) Sejam Z a, € Z b, duas séries de
n=1 n=1

termos nao negativos tais que a, < b,, ¥n € N.

(e 9] o0

a) Se a série E b, € convergente entao a série E a, € convergente.

n=1 n=1
o o

b) Se a série E a, € divergente entao a série E b, € divergente.
n=1 n=1

n n
Demonstracao: Sejam S,, = Z a; e S;l = Z b;. Como 0 < a, <b,, Vn € N, temos que
i=1 i=1

7
0<5,<8,.
o0
. ’ ~ o . / V] . .
a) Visto que g b, é convergente a sucessao das suas somas parciais, S,, é limitada

n=1
)

(Teorema 1.5.1) o que implica que a sucessao S,, também ¢é limitada, isto é, a série E G,

n=1
é convergente.
o0

b) Se a série Z a, ¢ divergente entao a sucessao S, nao é limitada (Teorema 1.5.1). Isto

n=1
)

. . ~ / , ~ J T . . a 7 .
implica que a sucessao S, também nao ¢é limitada e, assim, a série g b, € divergente. m

n=1
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NOTA: A omissao de um numero finito de termos nao altera a natureza da série como
vimos, portanto, o teorema anterior mantém-se valido se dp € N : a,, < b, Vn > p.

=1
EXEMPLO 1: Consideremos a série g - Como
n!
n=1

0< L ! < !
n! nn-1)mn-2)...2 = 2n1
— 1 =1
e a série 5 = é uma série geométrica de razao 2 portanto convergente, a série E port
- n!
n=1 n=1

¢é convergente.

= 1
EXEMPLO 2: Consideremos a série Z—, a < 1. Com esta hipbtese, n® < n, o
nOC

n=1
- 11 = - , ,
que implica que — > —. Como a série Z — ¢é divergente a série dada também serd
n< n n
divergente.
=1 = 1
EXEMPLO 3: Estudemos a natureza da série Z —. Ja vimos que a série Z _
= n? “—~n(n+1)

¢ convergente e como temos

1 1
0< <
(n+1)2 nn+1)
. R
podemos concluir, pelo Teorema 1.5.2, que a série Z ———— ¢é convergente, 0 mesmo
= (1)

[o.¢]
. 1 .
acontecendo a série E — porque difere desta apenas num termo.
n

n=1
o0 o0
Corolario 1 Sejam E a, € E b, duas séries de termos positivos, ¢ uma constante
n=1 n=1

positiva e p um numero natural tais que a, < cb,, Yn > p.

(e 9] o0

a) Se a série E b, € convergente entao a série g a, € convergente.

n=1 n=1

e} o
b) Se a série E a, € divergente entao a série E b, € divergente.

n=1 n=1
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Demonstracao: Seja ¢, = c¢b,. Pelo Teorema,

oo oo
a) se a série Z ¢, € convergente entao a série Z a, € convergente;
n=1 n=1
o0 oo
b) se a série Z a, ¢ divergente entao a série Z ¢, € divergente.
n=1 n=1
[e.e] o0
Como ¢ > 0, as séries Z c, € Z b, tém a mesma natureza e deste facto sai o resultado
n=1 n=1

pretendido. m

Corolario 2 Sejam Zan e an duas séries tais que a, > 0 eb, >0, Vn € N. Se

n=1 n=1

. An . L. .
lim — =k € R" entdo as séries sao da mesma natureza.

n—+oo 0,

~ . . a .~
Demonstracao: Seja lim -—— = k. Por definicao,
n—+o0 0y,

V6>0 dpeN: Vn>p Z—"—k <6

. k .
Seja 6 = 5 A partir de certa ordem p temos

Qn k k  a, k k  a, 3

E_k <§©—§<E—k<§@§<a<§k
e, portanto,

3 k
an<§kbn € §bn<an‘

Destas desigualdades conclui-se, pelo coroldrio anterior, o resultado pretendido. m

o0 o
Corolario 3 Sejam Zan e an duas séries tais que a, > 0 eb, >0, Vn € N. Se

n=1 n=1
lim 2° — 0 entao
n—+oo 0,
[e.e] o0
a) se a série an € convergente, a série Zan também é convergente;
n=1 n=1

o o
b) se a série g a, € divergente, a série E b, também é divergente.

n=1 n=1
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- . . G, ..
Demonstracao: Seja lim -— = 0. Por definicao,
n—-+oo bn

V>0 dpeN: Vn>p

A partir de certa ordem p temos

pois a,, > 0 e b, > 0. Consequentemente, 0 < a,, < 6b,,, e do Corolario 1 sai o resultado. m

Corolario 4 Sejam Zan e an duas séries tais que a, > 0 eb, >0, Vn € N. Se
n=1

n=1

. anp .
lim — = +o0 entdo
n—-+4oo bn

[e.9] oo

a) se a série g b, € divergente, a série 5 a, também é divergente;
n=1 n=1
o0 o

b) se a série g a, € convergente, a série E b, também é convergente.
n=1 n=1

~ . . G, .
Demonstracao: Seja lim -— = +o00. Por definicao,
n—-+o0o bn

V6>0 IpeN: Vn>p ‘b‘—">5.

A partir de certa ordem p temos a,, > db,, > 0, pois b, > 0, e desta desigualdade conclui-se,
pelo Corolério 1, o que pretendiamos. m

Corolario 5 Sejam Zan e an duas séries tais que a,, > 0 eb, >0, Vn € N. Se
n=1 n=1

existir p € N tal que

an+1 < bn+1 n > P

an - bn
entao
[e.9] o
a) se a série an € convergente, a série Zan € convergente;
n=1 n=1
o o

b) se a série E a, € divergente, a série E b, € divergente.

n=1 n=1
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Demonstracao: Como a,, > 0 e b, > 0 temos

Qp+1 < anrl Ap+1 Gy,

an bn bn+1 - bn,

. ~ Gp ~ . - .
ou seja, a sucessao — € uma sucessao decrescente a partir da ordem p. Entao existe uma

n

constante k (k > %) tal que
p

an
— <k
by —

ou seja, a, < kb,, Yn > p. Do Corolario 1 sai o resultado. m

o
. . 2n?+1 » N
EXEMPLO 4: Consideremos a série E i3 E uma série de termos positivos. Como
n
n=1
2n? +1
4 o2n* 4+ n?
lim M3 — hm avtnt 9
n—-+00 1 n—to0o nt+3
n2
o0 o
2n? +1 1
elo Corolério 2 as séries —— e — tém a mesma natureza e como esta ultima
P Zl nt+3 ; n?

é convergente (Exemplo 3)_a série dada 6 convergente.

o0

1+ (—=1)”
EXEMPLO 5: A série Z Lﬁ ¢ uma série de termos nao negativos. Como
n
n=1
1 _ n
o< LHED 2
- n? — n?
RN s . (.
e a série Z — € convergente, a série dada é convergente (Corolério 1).
n
n=1
. x—logn . i . — 1
EXEMPLO 6: A série 5~ ¢ uma scrie de termos nao negativos. Como Z — ¢
n=1 n n=1 n
convergente e
logn
3 logn
lim q = lim B1 _ 0
n—-4oo n—-+4oo n
n?

podemos concluir, pelo Corolario 3, que a série dada também é convergente.
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o0 [o¢] 1 . . 1 o0
EXEMPLO 7: Consideremos as séries Z b, = Z a ?2) >><< 1. 2n e Z —. Sao
n=1 n=1

ambas séries de termos positivos, sendo a segunda divergente. Como

Ix3x---x(2n—1)2n+1) 1
bny1 2x4x---2n(2n+2) _2n+1 o Mt _m4l_ M
by, Ix3x---x(2n—1) C2n 42 P A
2x4x---2n n
verifica-se facilmente que
n 2n+1
< Y
n+1~" 2n+2
o que permite concluir, pelo Corolério 5, que a série Z b, é divergente.
n=1
Teorema 1.5.3 (Critério da Razao) Seja Zan uma série de termos positivos.
n=1

oo
C . a ~ L. .
a) Se existirem r < 1 e p € N tais que ntl <r<1,Vn >p, entao a série g an €

a
n n=1

convergente.

an+1
Qnp,

b) Se existir p € N tal que > 1, Vn > p, entao a série Zan ¢ divergente.

n=1

Demonstracéo

) A série E bn, E r’ é uma série geométrica de razao r. Como 0 < r < 1, a série é

n=1
convergente Mas

+1
py1 1"
= < =T, \vn'zipa
Ay, T
[ee]
o que implica, pelo Coroléario 5, que a série E a, ¢ convergente.
n=1
o o
b) A série E b, = E 1 é uma série divergente. Como
n=1
Ap41 bry1
ntl > = 2 Vn > p,
an bn
o

o Corolario 5 permite-nos afirmar que a série E a, ¢ divergente. m

n=1
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Corolario 1 (Critério de D’Alembert) Seja Z a, uma série de termos positivos. Se

n=1
Qp41

existir lim =a (a € Ry oua=+0c0), entio

n—-+4oo ap,

o
a) sea <1, a série E a, € convergente;

n=1

o0
b) se a > 1, a série Zan ¢ divergente.

n=1

Demonstracao: Sabemos que, se a € R,

n—-+o0o Qp, n

lim & — e8>0 dpeN: Vn>p ‘an+1—a‘<5.

a) Seja d tal que 0 < 6 < 1 — a. Entao existe p € N tal que

Qp+1 Ap+1 Ap+1

Qn

<) Vn>p& —i< —a<d Vn>p&sa—0<

Qn an

—a <a+90 Vn>p.

Mas se 6 < 1 —a entdo a+ 6 < 1 e a alinea a) do Critério da Razao permite-nos concluir
o0

que a série E a, é convergente.

n=1
b) Se a € R, seja § = a — 1. Entao existe p € N tal que

a a
l_gl<a—1 Vn>pelc 2 <20—1 Yn>p.
Qp anp,
o0
Pelo teorema anterior a série Z a, diverge.
n=1
Se a = 400, existe p € N tal que
a
"tls 1 V> D,
Qn
o0
e, ainda pelo teorema anterior, a série Z a, diverge. m
n=1

. an+1 . . . ] . s .
NOTA: Se lim = 1 nada se pode concluir, pois existem séries divergentes e séries
n—-+4o00o an,
o0

convergentes nesta situagao. Por exemplo, a série harmonica E — ¢ uma série divergente
n

n=1
¢ a n
. n+1 .
lim = lim =1
n—+00 Ay, n—+oon + 1
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=1
e a série E - é convergente e
n

n=1

2
. Ap+1 . n
lim —— = lim =1
n—+oo QA n—+oo \ 1+ 1

CLn—i—l

No entanto, se lim

=1 e a convergéncia for por valores maiores do que 1, isso
n—-+oo an,

Ap+1

significa que existe uma ordem p € N a partir da qual > 1, o que implica, pelo

n
o
Critério da Razao, que a série E a, ¢ divergente.

n=1

Ny
EXEMPLO 8: Seja k > 0. A série ™ ¢ uma série de termos positivos. Como
nn
n=1
Ent(n+1)!
: (n 4 1)n+t . k" (n+ )" , n \" 1
lim ————4— = 1 = lim k- — k.-
n—l>r-|r-loo k"n! n—IH—loo knn) (n + 1)”+1 n—1>r-|r-loo n+1 e
nn

o Critério de D’Alembert permite-nos concluir que: se — < 1, isto é, se k < e, a série é
e

k
convergente e se — > 1, isto é, se k > e, a série é divergente.
e

k
Se — =1, isto é, se k = e, nada se pode concluir pelo Critério de D’Alembert. No
e

n—+1
n

n

n
, ~ .. n , ~
entanto, como ( ) é uma sucessao crescente com limite e, (ﬁ) € uma sucessao
n

n

serd decrescente e terd limite

o1 .
decrescente com limite —, o que implica que e - n
e n

Qp41

1, ou seja, tende para 1 por valores maiores do que 1. Entao a série é divergente se

k=e.

n

(n)2+n! L. »
) é uma série de termos positivos e

EXEMPLO 9: A série »  +———
serie ; (4n '+n4

(n)?+n!  2(n!)?

VS e S
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2(n!)?
(Eln )) ' pelo Critério de D’Alembert.
n)!

o0
Estudemos a série E
n=1

2((n+1)!)?
lim _Untd) lim (n+ 1) =0
n—too  2(nl)? St (dn+4)(4n +3)(dn+2)(dn +1)
(4n)!

2(n!)? .
(an)] converge, logo a série dada converge.
n)!

o
Concluimos, assim, que a série E
n=1

EXEMPLO 10: Consideremos a série de termos positivos
1 n 1 1 n 1 1 n 1 1 N 1 1
2 2 3 22 3 22 32 23 32

) 1 1 1 1 1 1 1 nd
ouseja, a1 = -, =< 7,03 = 5 '"Z,04 = 5" =, ..., OU alnda,
2 2 3 22 3 22 32
11 )
—= = S€E N € par
L _ ) 2533 P
" 1 1 L
, sen éimpar
2" 3" P
1 1
G oEEZ3T 233t |
se n é par entao 232 Y =2"1==
i, 1 9mPas 2
23 3%
1 1
nfl onfl 93ty 1
se n é fmpar entdao ntl _ 2232 _ 5 =31==
a, 25372 3

Pelo Critério da Razao a série converge.

oo
Teorema 1.5.4 (Critério da Raiz) Seja Zan uma série de termos ndao negativos.

n=1
[e'S)

a) Se existirem r < 1 e p € N tais que {/a, <r, ¥Yn > p, entio a série Zan ¢ conver-
n=1

gente.
b) Se existirem p € N e uma subsucessdo, (ay,), de (a,) tal que */ar, > 1, Vk, > p,

oo
entao a série g a, € divergente.

n=1
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Demonstracao:
o0
a) Se Ya, <r, Vn>pentdo a, < r" < 1 Vn > p. A série ZT" é uma série
n=1

convergente por ser uma série geométrica de razao r, com 0 < r < 1. Portanto, a série

oo
E a, é convergente.
n=1

b) Se %/ax, > 1, Vk, > p entao a, > 1, Vk, > p, pelo que nao tende para zero.

Em consequéncia, a sucessao a, nao tende para zero o que implica que a série E ay, €
n=1
divergente. m

o0

Corolario 1 Seja E a, uma série de termos nao negativos.

n=1

o
a) Se nlirpm va, <1, a série E a, € convergente.

n=1

o0
b) Se nlirpw Ya, > 1, a série Z a, € divergente.

n=1

Demonstracao: Seja a = lim_{/a,.

a) Seja r tal que a < r < 1. Podemos afirmar que

dpeN: Vn>p Va,<r

o0

o que implica, pela alinea a) do teorema, que a série E a, converge.
n=1
b) Por defini¢do de limite superior, existe uma subsucessao de /a, com limite a > 1,

pelo que esta sucessao tem uma infinidade de valores maiores do que 1. Pela alinea b) do
teorema, a série diverge. m

oo
Corolario 2 (Critério da Raiz de Cauchy) Seja Zan uma série de termos nao
n=1
negativos. Se existir liril Va, =a (a € RJ oua=+0c0), entdo
n—-roo
[e.9]

a) sea <1, a série E a, € convergente;
n=1
o0

b) sea>1, a série g a, € divergente.

n=1
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Demonstracao:

Se existir lim </a, = a, entao lim {/a, = lim <a, = a e aplica-se o Corolario 1. m
n—>+oo n—-+oo n——+o0o

NOTA: Se lim </a, = 1 nada se pode concluir, pois existem séries divergentes e séries
n—-+00
1

convergentes nesta situacao. Por exemplo, a série harmonica E — é uma série divergente
n

[e o]

n=1

(§]
. 1 ) 1
lim {/— = lim =1
n—-+o00 n n—-—+00 {L/ﬁ
)
,.§:1 ,
€ a Sserie - € Convergente €
n
n=1

. Nt . 1
lim — = lim =1.
n——+o0o n2 n—-+oo 4} n2

2
o0 1 n
EXEMPLO 11: A série Z (n + ) é uma série de termos positivos. Como
n

n=1

2

. o (n+1\" . n+1\"
lim = lim =e>1
n—-+4oo n n—-+4oo n

a série é divergente.

it 1
EXEMPLO 12: Consideremos a série —_—
; B+ (=1)m)"
1 ,
1 1’ se n é par
3+ (=) ) 1
B+ (=) 5 se n é impar

1
Entao {/a, < 3 < 1, Vn € N. Portanto, pelo Critério da Raiz a série é convergente.

NOTA: O Critério de Cauchy é mais geral do que o Critério de D’Alembert. Isto significa
que se nada se puder concluir pelo Critério de Cauchy também nada se concluira pelo

s . (41 .
Critério de D’Alembert. De facto, sabe-se que lim - 0= lim a4, = a (em
n—-+oo anp n—-+4oo

particular, se a = 1, o Critério de D’Alembert é inconclusivo, o mesmo acontecendo com o
Critério de Cauchy). Note-se que o reciproco nao é verdadeiro. Pode, portanto, acontecer
que se possam tirar conclusoes através do Critério de Cauchy sem que o possamos fazer
com o Critério de D’Alembert.
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EXEMPLO 13: Consideremos a série Z 277=(=1" Usando o Critério de Cauchy,

n=1

n -n" 1
m V2 (D" — Lm 2°'2- S =2 <1

n—-+4oo n—-+oo 2

concluimos que a série é convergente. Pelo Critério de D’Alembert nada se pode concluir.
De facto,

9 (nt1)=(~1)"+1
2-n—(=1)"

_ g () (-1 _ g1 (-1 _ [ 2, sen épar
273 sen é impar

Teorema 1.5.5 (Critério de Kummer) Sejam Zan e an duas séries de termos
n=1 n=1

ay, 1

1
positivos, com an divergente. Se existir nhr+noo (b_ > ;
- n n+1 n+1

) =k (k€R ou
n=1
k = 00), entdo

o0
a) se k>0, a série E a, € convergente;

n=1

b) se k <0, a série Z a, € divergente.

n=1

Demonstracao: Se k € R,

an 1

1 a 1 1
lim | — —— — =k V>0 IpeN Vn > — — -kl <4
71<Z+O° (bn Ap41 bn+1> P P bn Ap+41 bn+1
as

1 an 1

bn Qp+1 bn+ 1

<5<:>k:—5<i- 1

—k
bn Ant1 bn+1

<k+96

k
a) Seja k e RT e § = 5 Existe uma ordem ny € N a partir da qual se tem

k: 1 a, 1
2

k —

b an+1 bn+1
k‘ 1 a, 1
2

CLn—&-l bn+1

b
J2(L e 1
k bn (41 bn—i—l

- - 2 1 a, 1
a, — ap —— —
i k i by ani1 brt1

2 Qn An+1
S < - —-—
S g (bn an)

7
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Somando ordenadamente os dois membros da desigualdade desde ng + 1 até n + 1

obtemos
n+1 n+1
2 (a;-1  a
2ow< > o
i=ng+1 i=no+1 il i
an 2 (a a a a a a
1 1 2 1
E:ai<_(ﬂ_ n0++n0+—n0++"'+—n— n+>
i=ng+1 k b”O b”0+1 bno+1 bno+2 by, bn+1
n+1
2 (Gny  Gny1 2 ap,
E a < — =2 - < ==
= k \bn, bnt1 k bn,
oo
Entao a sucessao das somas parciais da série g a, é limitada, pois
n=1
n+1

2 an,
O<Sn+1 :Zai:Sn0+an0+1+"'+an+l < Sno+Eb—0
i=1 no

[oe)
e pelo Teorema 1.5.1 a série Z a, converge.
n=1
Se k = +o00, seja a > 0, qualquer. Existe uma ordem ny € N a partir da qual se tem

1 an, 1 -
bn Q41 bn+1

| e

e podemos aplicar o raciocinio anterior.
b) Seja k € R~ e § = —k. Existe uma ordem ngy € N a partir da qual se tem

1 a 1
— - <0
bn An+1 bn+1

o I bn
&nJrl bn+1

o Gp41 > bn+1
an by,

o0 o0

Como a série E b, é divergente, o Coroldrio 5 permite-nos concluir que E a, €

n=1 n=1
divergente.

Se k = —o0, também existe uma ordem ng € N a partir da qual se tem

e termina-se do mesmo modo. =
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o

Corolario 1 (Critério de Raabe) Seja Z a, uma série de termos positivos. Se existir

n=1

an .
lim n < — 1) = a, entao

oo\ Ap

oo
a) sea <1, a série E a, € divergente;

n=1

(e 9]
b) sea>1, a série E a, € convergente.

n=1

oo
. : 1 . T, ..
Demonstracao: Basta fazer no teorema anterior b, = —. A série E — ¢ divergente e
n n

n=1

1 n 1 . n . n
lim <—~ In_ _ ): lim (n a —n—l): lim n( a —1)—12@—1.
n—+o0 bn Qp41 bn+1 n—+o0 Qp+1 n—+o00 An+1

O corolario estd demonstrado. m

NOTA: Muitas vezes os casos que pelo Critério de D’Alembert sao inconclusivos podem
ser resolvidos pelo Critério de Raabe.

oo

I1x3x---x(2n—-1) 1 >
EXEMPLO 14: Consideremos a série 3 —="——_~ @n-1) 1_ Y an.
n
n=1 n=1

2X4x---X%X2n

m T n(2n +1)

e, assim, pelo Critério de D’Alembert nada se pode concluir. Pelo Critério de Raabe

lim ( an _1) ~ bim n((n+1)(2n+2)_1)

n—-too Ani1 n—-+oo n(2n+1)
— lim (n—l—l)(2n+2)—n(2n+1): lim 3n+2 3

portanto, a série é convergente.

Teorema 1.5.6 (Critério do integral) Seja f : [1,+o00o[— R uma fung¢do continua,

positiva e decrescente em [1,4+00[. Para cada n € N, seja a, = f(n). Entio a série

o0
E a, e o integral improprio / f(z)dx sio da mesma natureza (isto €, sio ambos
n=1 1
convergentes ou ambos divergentes).
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Demonstracao: Vx > 1 In € N:n <z <n+ 1. Como f é decrescente,

fin+1) < fz) < fn).

Mas f(n) = a, e podemos escrever

CLn—‘,—l S f(ff) S A .

Integrando em ordem a x entre n e n + 1 obtemos

n+1 n+1 n+1 n+1
/ Apyq dr < / flx) de < / ap dr < apq < / f(x) dz < a,.

Somando ordenadamente desde n =1 até n = N — 1 temos

N—-1 N-—1
Zan+1 < Z </ f(z) dx) < an
— n=1
N—-1
= n < f n
a +1 / 2 a

Se o integral é divergente, pelas condigoes de f, Nlim / f(z) dx = +00. Entao, pela
——400 1
desigualdade da direita, o limite da sucessao das somas parciais da série é também +oo,
N

isto é, a série diverge. Se o integral converge entdo existe e é finito lim f(z) dz
N—+o00

1
n

Em consequéncia, a sucessao S, = E a; € limitada. Como a série é de termos positivos
i=1
conclui-se que é convergente. m

= 1
EXEMPLO 15: Consideremos a série Z —, a € R, habitualmente designada por série
nOé
de Dirichlet. B

Se a < 0, a série é divergente porque o seu termo geral nao tende para zero.

Se a > 0, a fungdo f(z) = — ¢ continua, positiva e decrescente em [1, +oo[. Sabemos
T

+oo
que / — dx converge se, e s0 se, @ > 1. Entao, pelo Critério do Integral, a série
x

converge se, e sO se, a > 1.

= 1
EXEMPLO 16: Seja Z a, a série de termo geral a,, = ———,
—~ n(log(n))*

a € R. Seja

1

1) = oy
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E uma fungao positiva e continua em [2, +o00[. Como, se x > 2,

(log(x))* + a(log(x))*™

)
_ (log(x))*~(log(x) + a)
< 2@

< log(x) +a=0
Sr=e°
se x > e~ vem f'(z) < 0 e, portanto, f é decrescente. Estudemos o integral

/pm o

«

sendo p e Ntal quep>2ep>e“.

Sea=1
/ TToa(z) 10;(96) dx = [ log(log(x)) ], = log(log(t)) — log(log(p))
esea#1
/t; dr = { (log()) " }t _ (log(t))™**" — (log(p)) ™"
p x(log(z))* —a+1 v —a+1
tendo-se
. t 1 +00, sea <1
tEeroodex: w, se a > 1

a—1
Entao o integral converge se, e s6 se, a > 1. Pelo Critério do integral a série converge se,
e s6 se, a > 1.
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1.6 Multiplicacao de séries

Sejam E Gy € E b, duas séries convergentes de somas A e B, respectivamente. Ao

n=1 n=1
pensarmos no produto (Z an> X (Z bn> serd natural defini-lo por forma que a série
n=1

obtida, sendo convergente, tenha soma A x B. Podemos definir, por exemplo

() (50) £ 2)

Z(aank> —Zan-B—B-ian—BxA.

n=1 n=1 n=1

obtendo-se

Pode, no entanto, perguntar-se se nao seria possivel fazer o produto das séries mul-
tiplicando cada termo a, da primeira por cada termo by e formar uma unica série cujos
termos sejam os produtos a, by por qualquer ordem, de modo que a soma dessa série fosse
A x B. Como resposta temos o teorema

Teorema 1.6.1 Sejam Zan e Zb duas séries convergentes, de somas A e B, res-

n=1

pectivamente. Seja ¢ uma aplicagao bzyectwa ¢ :N? - N, ¢(i,j) =n. A cada ¢

podemos fazer corresponder uma série g Cn, COM Cp = Co(ij) = a; X bj. A série E Cn

n=1 n=1
oo oo

converge, seja qual for a aplicacdo ¢ considerada se, e so se, g ay € E b, sao absolu-

n=1 n=1
oo oo

tamente convergentes e, nesse caso, tem-se E ¢, = A X B, sendo a série E ¢, também
n=1 n=1
absolutamente convergente.

NOTA: Dizer que ch converge seja qual for a aplicacao ¢ considerada, equivale a

n=1
afirmar que a série produto converge seja qual for a ordem por que se tomem os seus

termos.

[e.9]

Definicao 1.6.1 Chama-se produto de Cauchy de duas séries convergentes, Zan €

(o) o0 n
E b,, a série E E ap bp_ky1 |-
n=1 n=1 k=1

n=1
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NOTA: Se n € Ny entao o produto de Cauchy escreve-se

o0 [e.o]

Corolario 1 Se E ay, € E b,, sdo séries absolutamente convergentes de somas A e B,

n=1 n=1
respectivamente, entao o seu produto de Cauchy é absolutamente convergente e tem soma

A x B.

o0 n

EXEMPLO 1: Consideremos a série Z x—|, x € R. Como
n!
n=0
xn+1 ‘
!
lim (n+ 1Y _ lim &l =
n—-+o0 z" n—+oo 1 + 1
n!

a série é absolutamente convergente Vo € R. Entao o produto de Cauchy de duas séries
deste tipo é absolutamente convergente. Formemos o produto e verifiquemos que a série
obtida é absolutamente convergente.

(£5)-(£5)-Z (&7 )

(1l n! k, n—k
= 2| Kin—kt Y
TLO:OO =
_ Z@”FZ/)"
|
n=0 n

NOTA: O produto de Cauchy de duas séries nao absolutamente convergentes pode con-
duzir a uma série divergente.

(=)™
Vi

produto de Cauchy da serle por ela propria, obtemos
(~1)F = (& 1
= —1)"
5 (5 vite) S B e
N Z <Z\/k+1\/n k:+1>
- Z(—l)”an

n=0

é uma série simplesmente convergente. Calculando o

EXEMPLO 2: A série Z
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que é uma série alternada e como

n

1

> =1
Z\//7<:—|—1\/n—/7<:+1 k:O\/n+1\/n+1
a, nao tende para zero, sendo a série produto uma série divergente.
Teorema 1.6.2 (Mertens) Se pelo menos uma das séries convergentes Z ay, € Z b, €
n=1 n=1

absolutamente convergente, entao o seu produto de Cauchy € convergente e tem por soma
o produto das somas das séries dadas.

Teorema 1.6.3 Se as séries g an € g b, sdo convergentes, de somas A e B, respecti-

n=1 n=1
vamente, entdo, se o seu produto de Cauchy € convergente, tem soma A X B.

(=n"

n2

-1
EXEMPLO 3: A série Z ) é uma série simplesmente convergente e a série Z

n=1
é uma série absolutamente convergente. Pelo Teorema de Mertens a série produto, que é

uma série alternada, é convergente:

() (5 - (25 )

= n=1 n=1 k=1
n
1

- (S )

k=1
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Capitulo 2

Séries de Funcoes

2.1 Introducao. Sucessoes de funcoes

Em muitas questoes de Anélise interessa considerar sucessoes de funcoes da forma
fi(z), fa(x), ..., falz), ... e surge evidentemente a questao da passagem ao limite.

Definigao 2.1.1 Seja f, uma sucessao de fungoes, f, : D C R — R. Diz-se que f,
converge num ponto a € D se a sucessio numérica f,(a) é convergente (com limite

finito).
Se a sucessao f, converge em todos os pontos de D, pode definir-se uma func¢ao
f:D—Rporf(x)= lirf fu(2), a qual se diz limite de f, em D. Diz-se também que

fn converge pontualmente para f em D.

EXEMPLO 1: A sucessao de funcoes (1 + E) , definidas em R, converge qualquer que
n
seja z € R. A funcdo limite ¢ a funcao f(z) = e™:

lim (1+£>n:em Vz € R.
n

n—-+o0o

EXEMPLO 2: Consideremos as fungoes f,(z) = 2™, n € N, no intervalo [0,1]. Sao
funcoes continuas e a funcao limite existe:

0, sel0<x<1

n——+00 1, sex=1

fz) = lim 2" :{

Note-se que esta func¢ao nao é continua.
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08

0.6

0.4

02

—_ e e e e e

0.2 0.4 0.6 0.8

Vimos em Anélise Matematica I que se verifica uma certa compatibilidade entre as
operagoes algébricas fundamentais e a continuidade, derivabilidade e integrabilidade de
funcgoes reais de varidvel real. Surge naturalmente a pergunta: verificar-se-a esse mesmo
tipo de compatibilidade entre continuidade, derivabilidade e integrabilidade e a passagem
ao limite? No caso da continuidade, por exemplo, a pergunta pode por-se da seguinte
forma: se a sucessao de fungoes convergir para uma funcao determinada e se os termos
da sucessao sao fungoes continuas, serd também continua a fungao limite? A resposta é:
nao necessariamente, isto é, existem sucessoes de fungoes continuas que convergem, no
sentido da Defini¢ao 2.1.1, para uma fungao descontinua (Exemplo 2).

E possivel, no entanto, definir outro tipo de convergéncia de forma a obter resposta
afirmativa a pergunta anterior. Trata-se da convergéncia uniforme.

Definicao 2.1.2 Diz-se que a sucessao de fungoes f, converge uniformemente para
f em D se
Vo>0 dpeN:n>p=|fulr)— f(z)|<d, VreD.

Esta condicao € equivalente a

Vo>0 dpeN: Vn>p, sup|fu(z) — f(x)] <d
zeD
1sto €,
lim sup |fo(z) = f()] =0

n—+00 zep

E evidente que se uma sucessao de funcoes f, converge uniformemente para f em D,
entao também f, converge pontualmente para f em D. A reciproca nao é verdadeira. Se
tomarmos a sucessao f, do EXEMPLO 2, que converge pontualmente para f em [0, 1],

temos sup |f,(x) — f(z)| =1 Vn € N, pelo que f,, ndo converge uniformemente para f
z€[0,1]

em [0, 1].
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A definicao de convergéncia uniforme significa que, seja qual for § > 0 fixado, existe
uma ordem a partir da qual todas as fungoes estdo na faixa entre f(z) —d e f(z) + 0.

Geometricamente,

f09+5
£ é;v 19

/M 1x)-5

Evidentemente, existem

v

sucessoes de fungoes que convergem para fungoes continuas,

mas nao uniformemente, como se pode ver no exemplo seguinte.

EXEMPLO 3: A sucessao de fungoes f,(x) = xn“e™"* converge para a funcao f(z) =0
Vo € Rar . No entanto, essa convergéncia nao é uniforme, se o > 1: note-se que

sup | fu(

xeRg

0.4

) = F0)] = max (o) = o (1) =

n (&

z€R;

[S]
IS
o)
o
=
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2.2 Convergéncia pontual e convergéncia uniforme
de séries de funcoes

Os conceitos de convergéncia pontual e convergéncia uniforme estendem-se as séries
de funcoes.

Definicao 2.2.1 Seja f, uma sucessao de funcoes, f, : X C R — R. Chama-se série
de termo geral f, a sucessao de funcgoes S, definida por

Sp(x) = fi(r) + fa(z) + - + fulz), Vo € X;

o0

também se representa a série por g fn

n=1

o

Definicao 2.2.2 Diz-se que a série an converge no ponto a € X se a Série

n=1
numeérica E fn(a) for convergente.

Se a seme for convergente em todos os pontos de D C X, podemos deﬁmr uma fung¢ao

f:D — R que a cada ponto x € D faz corresponder a soma da série Z fulz

x); 4 fungao
~ . n:1
f chama-se funcao soma da série
.
EXEMPLO 1: Consideremos a série —_—
EXEMPLO 1 S
Se x = 0 a série dada ¢ a série nula logo convergente
Se x # 0, podemos escrever
o0 2 o o0 n
T 1 1
> o L - ()
n=0 n=0 n=0
L - s . 1
e esta série é uma série geométrica de razao r = m, como |r| < 1, a série é convergente
x
Entao
oo
22 2
=2 =142
1+ 22

e a funcao soma é

/()

1+2% sex#0
0, sex =0
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EXEMPLO 2: Consideremos a série Z cc_' )
n!

n=0
Podemos usar os critérios das séries numéricas para estudar a convergéncia pontual

das séries de fungoes. Neste caso, vamos aplicar o critério de D’Alembert para estudar a
série

o n
s

2
n=0

xn—i—l

!
T G L R O
n—-oo " n——+oco N, + 1
n!

Concluimos, assim, que a série dada é absolutamente convergente Vx € R, definindo uma
funcao f em R. Veremos mais tarde que f(x) = e”, isto é,

(e 9] n

Y L=, VzeR

n!
n=0

EXEMPLO 3: Consideremos a série Zw (1—x)", z€]l0,1].
n=0

Se x = 0 a série dada ¢ a série nula, logo convergente.
[e.@]

Se x # 0, como a série E (1 —2)" é uma série geométrica derazdor =1—ze|r| <1
n=0
se, e 80 se, 0 < x < 2, a série converge porque z € ]0,1]. Neste caso,

= 1
Zx(l—x)”:x-izl.
o 1—(1—x)
Podemos entao dizer que a série Z x (1 —2)" z €]0,1], converge pontualmente para a
n=0

funcao

f(:l:):{ 1, se0<zx <1

0, sex=0

Definicao 2.2.3 Diz-se que a série Z fn(z) converge uniformemente para a fungao

n=1

femDCR (D#0) se

V5>OEIpEN:n>p:>|f(:c)—2fi(x)|<5, Vo e D.
i=1
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Esta condicao € equivalente a

V6 >03dpeN: Vn>p, sup|f(z) — Su(x)| <9

zeD

1sto €,
lim sup|f(z) — Sn(x)| =0.

n—+00 zep

NOTA: A convergéncia uniforme implica a convergéncia pontual, mas o reciproco nao é
verdadeiro.

2

- x
EXEMPLO 4: Vimos que a série E m é pontualmente convergente para a funcao
€T n
n=0

f definida por

[ 1+2% sex#0
f(‘”)_{o, sex =0

No entanto, esta série ndo é uniformemente convergente em [—1, 1], por exemplo. De
facto,

lim sup |f(z) — S,(z)] = lim sup

1+2% — (1+2%) <1—(;>’

n——+oo z€[—1,1] n—-+00 ve[-11] 1+ x2)"+1
z#0 7
’ ‘ 1 I 1 .
= nimm sup ZE i n_{moo sup T oo
* z € [—1,1] (1—1—1‘) - z € [-1,1] (1+x)
z#0 r#0

o
Teorema 2.2.1 F condicao necessaria e suficiente para que a série E fn seja unifor-

n=1
memente convergente em D C R que

> L)

r=n+1

Vo>0dpeN: m>n>p= <6, VxeD.

Teorema 2.2.2 (Weierstrass) Se ezistir uma série numérica convergente, de termos
[e.9]

POSItivos, Zan, tal que
n=1

|fu(2)] < a,, Vo€ D, VneN

o0

entao a série g fn € uniformemente convergente em D.

n=1
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e}

Demonstracao: Sabemos, pelo Teorema 1.2.3, que E a, converge se, e so se,

n=1

Vo>0dpeN: m>n>p = |apy + - +an| <4
Seja 0 > 0.

|fori(@) + -+ (@) < fasa (@) + -+ [fnl2)]
<apy1+---+a, VreD
= |aps1 + -+ + aml|, pois a, >0Vn e N.

Entao
EIpEN: m>n>p:>|fn+1(x)++fm(x)|<5
ou ainda,
dpeN: m>n>p= Z fr(z)] <.
r=n+1

Do teorema anterior sai o resultado pretendido. m

EXEMPLO 5: Seja k uma constante tal que |k|] < 1. A série an(a:), onde
n=1

CIx3x--x(2n—

falz) =
2X4X---X2n
conjunto D C R. De facto,

2

sen(x))=", é uniformemente convergente em qualquer

Ix3x:-x(2n—
2X4xX---X%X2n

Ix3x:-x(2n—
2XxX4x--X%X2n

1 1
) - k*(sen(x))*"| < ) ‘kK*, YreD

o)l =|

ZIx3x--x(2n—1)

- k*" é convergente. Para o verificar basta
2x4x---XxX2n

e a série numérica

n—=
aplicar o critério de D’Alembert:

Ix3x---x(2n—-1)2n+1)

, 2x4x--x2n(2n +2) . 2n+1
lim = lim

n—-+0o Ix3x---x(2n—1) o2 n—-+oo 21 + 2

2xX4 XX 2n

X |k|2n+2

k2 =P < 1

1

o0
sen(nz) L. L, .
< —, Yz € R, e a série E —; ¢é convergente, a série
n n
n=1

EXEMPLO 6: Como

n2

oo

sen(nz) , . _

E >— ¢ uniformemente convergente em qualquer subconjunto de R.
n

n=1
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NOTA: O Critério de Weierstrass é uma condicao suficiente, mas nao necessaria para a
convergéncia uniforme de uma série de fungoes: ha séries uniformemente convergentes cujo
termo geral nao admite uma majoracao do tipo da do Critério de Weierstrass. Repare-se
que essa majoracao implica a convergéncia absoluta da série de fungoes.

2
n T tmn

5 E uma série alternada e pelo

EXEMPLO 7: Consideremos a série Z(—l)

n=1
Critério de Leibnitz podemos afirmar que é convergente qualquer que seja x € R. Mas

nao é absolutamente convergente porque

n

2 2
nAn_ +n2

n2

1
— VzxeR
n

-1

n2

o0
L. ., .. e , g . .
e a série E — ¢é divergente. Nao é entao possivel usar o Critério de Weierstrass para tirar
n
n=1
conclusoes sobre a convergéncia uniforme desta série.

[e.e]

Teorema 2.2.3 Se as funcoes fi, fa,..., fn,... sdo continuas em D e a série E fn

n=1
converge uniformemente para f em D, entdo f € continua em D.

Demonstracao: Seja xy um ponto arbitrario de D. QQueremos provar que

V6>0 3e>0 |z —xo| <e=|f(x) — flxg)] <.
Podemos escrever
f(@) = f(xo) = f(x) = Su(2) + Su(x) = Sn(x0) + Sn(20) = f(20),
o que implica que
|[f (@) = fzo)| < [f(x) = Su(@)] + |Su(2) = Su(xo)| + |Sn(we) — f(0)].
Seja § > 0. Como a série converge uniformemente para f sabemos que
dpeN: Vn>p |f(x)— Su(z) <g Vo e D.

Como fi, fo, ..., fn,... sao continuas, S,, é uma fungao continua, isto é,

4
de >0 |z —zo| <e=|Su(x) — Snlxo)] < 3

Entao
Je >0 |z —ao| <e=|f(x) — flxo)] <.

Da arbitrariedade de zy sai o resultado. m
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NOTA: Se a soma de uma série de fungoes nao é continua isso significa que as funcgoes
fi, fay -y fn, ... nao sao continuas ou a convergéencia da série nao é uniforme. Portanto,
se fi, fay..., fn,... sdo fungoes continuas e f nao é continua podemos afirmar que a
convergéncia nao é uniforme.

2

EXEMPLO 8: Consideremos a série E 7(1 f T no intervalo [—a, a], a > 0. Provamos
€T n
n=0

que esta série converge pontualmente para a fungao

1+2% sex#0

fz) =
0, sex =0
72
Como f é descontinua em x = 0 e f,(z) = axaor é continua Vn € N, a convergéncia
x
da série nao ¢é uniforme.
Teorema 2.2.4 Sejam a,b € R, a < b. Se as funcoes f1, fa,..., fu,... s@o continuas em
0

la,b] e a série Z fn converge uniformemente para f em [a,b], entdo

n=1

/abf(x) iz — g/abfn(x) dx

(Diz-se que a série é integrdvel termo a termo).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.3 f é continua em [a, b], portanto, integrével em [a, b].
Por hipétese, as fungoes f1, fa, ..., fu,... sdo continuas em [a,b], o que implica que sdo
integraveis nesse intervalo.

)
Pretendemos provar que a sucessao S; das somas parciais da série E / fn(z) dx tem
a

n=1

b
hmite/ f(z)dz, isto é,

Vo >0 dpeN: Vn>p < 0.

50~ [ s as

Seja o > 0.
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dx—/f

= [ 1Sula) — J(@)] da.

a

Mas a série Z fn(x) converge uniformemente para f em [a, b], portanto

0
b—a

dpeN: Vn>p |f(z)— Su(x)] <
o que implica que

b b
dpeN: Vn>p /|Sn($)—f(x)|dx</ dr=9.m

b—a

EXEMPLO 9: Consideremos a série Z 62—n, em [0, 1].

n=1
e "™ 1 1
2n eann - 2 vx < [O ]

o
1
A série E on ¢ uma série geométrica de razao 5 sendo, portanto, convergente. Pelo

n=1
Teorema de Weierstrass a série dada é uniformemente convergente em [0, 1]. Pelo Teore-

ma 2.2.4
looefnzd_oo lefnxd_ool e~ ne 1_001_6711

0 n=1

EXEMPLO 10: A série Z — ¢ uniformemente convergente em qualquer intervalo [a, b],

n= 0
a,b € R, pois nesse 1ntervalo

n n

— sendo M = max (|al, |]),
n!

T

n!
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=M™ x” = "
e a série E — é convergente. Como f,(z) = —~ é continua Vn € N, a série E —~ é
n=0 n=0

integravel termo a termo e

n+1 :|b 0 bn+1 . an+1

—~ (n+1)! '

NOTA: Uma série pode nao ser uniformemente convergente num intervalo [a,b] e ser
integravel termo a termo nesse intervalo.

EXEMPLO 11: A série x—{—Z(x" —2™ 1) é convergente em [0, 1] para a funcio f definida

n=2

f(x):{o’ se0<z<l

por

, sex=1
Como f, é continua em [0,1] ¥n € N, e f é descontinua nesse intervalo, a série nao é

1
uniformemente convergente. No entanto, / flz)dr=0e
0

0 1 1 o 1
;/g fn(a:)dzz::/() a:dx+;/o(:v”—x"1)dx

1’2 1 e xn—f—l " 1
[2]0 - {”"'1 nL

n=

1 < 1 1
- 1+ (e w)
1 i 1 I
2 —\n n+ 1)
Corolario 1 Sejam a,b € R, a < b. Se as funcoes fi, fo,..., fn,... SG0 continuas em

la,b] e a série Z fn converge uniformemente para f em [a,b], entdo

n=1

/zf(t)dt—Z/xfn(t)dt, Va € [a, b],

isto €, a série € primitivdvel termo a termo.
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o0

Corolario 2 Sejam a,b € R, a < b. Se a série E fn converge pontualmente, no inter-
n=1
valo [a,b] para a funcao f, se nesse intervalo existem e sao continuas as derivadas f, e
o0

se a série Z [ converge uniformemente em |a,b] entao f € diferencidvel em [a,b] e

n=1

= Zf;(x), Vo € [a,b].

Demonstragao: Seja g(z Z f1(x), x € [a,b]. Pelo Coroldrio 1
[ ottrde=" [ giteyde =S 1500 = So(hale) = o)),
a n=1va n=1 n=1
ou seja,

ou ainda,
ﬂ@=/9®ﬁ+ﬂ%
o que implica que f'(z) = g(x), isto é, f'(x Z fr(x
EXEMPLO 12: Consideremos a série Z 2", E uma série geométrica de razao x. A série
n=0

converge se, e s6 se, |z| < 1 e, neste caso,

o
gx":

o
Seja 0 < r < 1. Entao |z"| < ™, Yz € [—r,r]. Como a série ZT” é uma série

n=0
oo

numérica convergente, a série E 2™ é uniformemente convergente em [—r, r].
n=0



2.2 Convergéncia pontual e convergéncia uniforme de séries de fungoes 51

r

/Zx dm-Z/Tx”dx
—r o T,ZO —r
- [—logu—xurzz[nﬂ}

n=0
e rn-{—l o (_7,.)77,—‘,-1
< —logl|l — log |1 =
oxlt —rl tleg = ()
1+T’ o0 7,,nJrl o0 T2n+1
s 1 = 1— (=" =2 .
on (107) = X a- o =2 3
o0
Consideremos novamente a série Zaz” Derivando-a termo a termo obtemos a série
n=0
Z(n—i— 1)z". Como
n=0
2 n+1 2
i (020 2]
n—+oo |(n + 1)z"| n—+oo N+ 1

podemos afirmar, pelo Critério de D’Alembert, que se |x| < 1 a série converge e se |z| > 1
o (0.)

a série diverge; se |r| = 1 temos as séries divergentes Z(n +1)e Z(n +1)(=1)".

n=0 n=0
o0
Esta série, Z(n +1)z", é uniformemente convergente em qualquer intervalo [—r, 7] se
n=0 ~
0 <r < 1porque |[(n+1)z"| < (n+ 1)r" e a série Z(n + 1)r" é convergente. Podemos
n=0

entao escrever que
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2.3 Séries de poténcias

Definicao 2.3.1 Seja zq € R. Chama-se série de poténcias em x — xy a uma série

da forma Zan (x — x0)" com a, € R, Yn € N.

n=0

NOTA: Fazendo y = = — xq, as séries de poténcias podem sempre reduzir-se a forma

[o¢]
g an x".
n=0

o0

Teorema 2.3.1 Seja — =r. Ser € RY, entdo a série de poténcias Zan x" €
lim {/|a,| =

absolutamente convergente em cada ponto x € | — r,r| e divergente em cada ponto x €

| = oo, —r[U]r, +00[. Se r = 400 entdo a série de poténcias € absolutamente convergente
para todo o x € R. Ser =0, a série converge se x = 0 e diverge se x # 0.

o0
Demonstracao: Consideremos a série E |a,, 2"|. Tendo em conta que

n=0

an 2" = |2|lim {/|a,],

temos, pelo Corolario 1 do Critério da Raiz, que, se |z|lim {/|a,| < 1 (isto §, se |z| < 7),
[e.e]

lim ¢

a série converge, ou seja, a série Z a, " converge absolutamente.
n=0
Se |x|lim {/|a,| > 1 (isto é, se |z| > 7) entdo, pelo raciocinio usado no Coroldrio 1 do
Critério da Raiz, existe uma subsucessao de |a, x"| que toma valores maiores ou iguais a
1, o que implica que a sucessao |a, x"| nao tende para zero, pelo que sucessao a, " nao
oo

tende para zero, donde se conclui que a série E a, " diverge. m

n=0

Definicao 2.3.2 Nas condigoes do Teorema 2.3.1, a r chama-se raio de convergéncia
da série e, ao intervalo | — r,r[, intervalo de convergéncia.

Corolario 1 Se lim =1 € RT entdo o raio de convergéncia da série de poténcias

n—oo

an+1

er.

EXEMPLO 1: Consideremos a série 2(3 + (=1)")"z". Sendo a,, = (3+ (—=1)")", nao
n=0

existe lim

—
=
3
%
s
PNy

An1
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EXEMPLO 2: Calculemos o raio de convergéncia da série Z x—:
n'fl

n=1

Q.

1 1 1 n
r = — = = =
lim /| a,| T W1 ml
n n
n

A série tem raio de convergéncia infinito, isto é, a série é absolutamente convergente
Vz € R.

EXEMPLO 3: A série Z n!z" tem raio de convergéncia r = 0:
n=0
n! . 1

= lim ——— = lim
(n+1)! n+1

|
o

r = lim

An1

isto é, a série s6 converge em x = 0.

EXEMPLO 4: Consideremos a série E T Tendo em conta que
n
n=1

1
o 1
r = lim = lim TIL zlimn+ =1
Any1 n
n+1
podemos afirmar que o intervalo de convergéncia da série é | — 1,1[: a série converge
absolutamente no intervalo | — 1, 1] e diverge em | — oo, —1[U]1, +o0].
. e D) .
EXEMPLO 5: Consideremos a série Z(—l) o Seja y = x + 1. A série
n=0
oo yn
1)
tem raio de convergéncia
(="
. . on -
T = lim it = lim W = 2.
on+1

Entao a série converge absolutamente se y €] — 2, 2], isto é, se x €] — 3, 1], e diverge
se x €] — 00, —3[U]1, +00.
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NOTA: O teorema anterior nao diz nada sobre a natureza da série de poténcias nos
extremos do intervalo de convergéncia, | — r,r[, r € RT. Pode acontecer que a série seja
convergente nos dois extremos, convergente num e divergente no outro, ou divergente nos
dois. Teremos sempre de estudar os casos t =r e x = —r.

No caso do Exemplo 4, o intervalo de convergéncia ¢ | — 1, 1]:

1)

— Se x = —1, obtemos a série E que é convergente.

n=1
[eS)

— Se x = 1, obtemos a série E — que ¢ divergente.
n
n=1

Concluimos que a série converge no intervalo [—1, 1] e diverge em | — oo, —1[U[1, 4+00].

o
Teorema 2.3.2 Se o rato de convergéncia da série E Qy T

n=0
entdo a série € uniformemente convergente em [—p, p).

n

er>0esel<p<r

Demonstragao: Por hipétese, |a, 2" < |a,|p", Vo € [—p,p]. A série Z la,|p" é uma

n=0
série numérica convergente, pois
— 1
lim /| a,| p = lim p {/]a,| = =r <,0—:1
p
o
Entao, pelo Critério de Weierstrass, a série E a, x" é uniformemente convergente em
n=0

[=p,p]. =

Corolario 1 Toda a série de poténcias € uniformemente convergente em qualquer inter-
valo fechado |a,b] contido no seu intervalo de convergéncia e tem-se:

bn+1 a™ n+1

/aZanx dx—Zan T

Demonstragao: Se [a,b] C | — r,r[ entao existe p > 0 tal que [a,b] C [—p,p] C | — 1, 7[.
Pelo teorema, a série é uniformemente convergente em [—p, p| e sé-lo-4 também em [a, b].
Entao podemos integrar a série termo a termo em [a, bl:

anrl _ anJrl

p o0 00 b 00 b 00
/ g an,x"dr = 5 /anx”dx: g an/ " dr = E anil
n
@ n=0 n=0"2 n=0 a n=0 +

Teorema 2.3.3 Toda a série de poténcias de raio de convergéncia v > 0 é deriwvdvel
termo a termo no intervalo de convergéncm, 1sto €,

[e.9]

Zan Znan lovr e ] -

n=0
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Demonstracao: Vimos no Corolario 2 do Teorema 2.2.4 condigoes suficientes para que
uma série de fungoes  u,(z) seja derivavel termo a termo:

— > uy(z) pontualmente convergente em [a, bJ;

— u!, continua em [a, b], ¥n € N;

— > (u,(x)) uniformemente convergente em [a, b].
Consideremos a série ) a, 2"

— é pontualmente convergente em | — 7, r[;

-1

— (an ™) = na, "' sdo continuas em | — r,r[, Vn € N;

— > na, 2" é uma série de poténcias cujo raio de convergéncia é r:

1 1 1
— = — = — = ”[”’
lim {/|na,| lim Yn/|a,| lim {/|a,|
portanto, é uniformemente convergente em [a,b] C | —r, 7.

Assim,

o / oo
(Zanx”> :Znanl’”_l, Vee]—rr[ =
n=0

n=0

NOTA: Se a série de poténcias »_ a, x" tem raio de convergéncia r, entdo a série das
derivadas tem o mesmo raio de convergéncia r, assim como a série das primitivas.

0 2n+1

EXEMPLO 6: Consideremos a série nzz[)(—l)”m. Seja y = x? e estudemos a série
oo yn

(=D)"=——-
; (2n+1)!

(="
. [ (2n+1)! . @n+3)
(2n + 3)!

portanto, a série ¢ absolutamente convergente Yy € Ry, sendo a série em estudo absolu-
tamente convergente Vo € R.
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1 o0 2n

EXEMPLO 7: Calculemos / f(z)dz sendo f(z) = Z(—l)"é ik Seja y = z%. A série

0 — n)!
Z(—l)" (2y I tem raio de convergéncia infinito:

n)!
n=0
(="
: (2n)! . (2n+2)
(2n + 2)!

o que implica que a série dada converge Vx € R. Serd entao uniformemente convergente
em [0, 1] e integravel termo a termo nesse intervalo:

0 n=0 =0
o . 1 x2n+1 1 e (_1)n
=2 (=) 2n)! [2n + 1] =2 (2n + 1)
n=0 ) 0 n=0 ’

o0 _ 5 n
EXEMPLO 8: Consideremos a série Z(—l)”“w. Seja y = x — 5. A série
n

n
n=1 5
o yn
E (—1)”“? tem raio de convergéncia
n
n=1

(_1)n+1
, n , +1) 57+
— lim | mo™ | (ni _
r=lim (_1)n+2 im = 9,
(77, + 1) 5n+1

o que implica a convergéncia absoluta da série dada no intervalo |0, 10].

oo
— Se x = 0, obtemos a série Z — que ¢ divergente.
n
n=1
0 (_1 n+1
— Se x = 10, obtemos a série Z ———— que é convergente.
n
n=1
S (z —5)"
Concluimos que a série Z(—l)”“T converge no intervalo |0, 10] e diverge em
n
n=1

| — 00, 0]U]10, 4-00].
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A série das derivadas é a série
!
0 - 5)71, 0 (.ZE o 5)71—1
_1 n+1 (x — _1 n+1 -~ 7 @000 -
(;< ) S 22

O intervalo de convergéncia desta série ¢ ]0, 10].

e}

1
— Se x = 0, obtemos a série E — que ¢ divergente.
5
n=1
> (_1)n+1
— Se x = 10, obtemos a série E s que ¢é divergente.

n=1

o0

> (1)

n=1

n+1 (l’ - 5)71—1

5n
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2.4 Série de Taylor e série de MacLaurin

Sejam I um intervalo e f : I C R — R uma funcao de classe C"™ em I. Seja zy € 1.
Sabemos que

f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — 0) + f"(20)

% o4 fOTD ()

onde R, (z) = f®) (x40 (v — x0)) w, sendo 0 < # < 1. E a férmula de Taylor de
n

f, de ordem n, com resto de Lagrange, em torno do ponto z.
Suponhamos que f € C*°(I). Chama-se série de Taylor de f em =z a série de
poténcias

n

S F0) (g
Z / (! ) (x — xo)".

Se xg =0 € I, a série de Taylor designa-se por série de MacLaurin e escreve-se

— S"0) .
> o

n

n=0

EXEMPLO 1: Determinemos a série de MacLaurin de f(z) = sen(z). Sabemos que
f e C®R)e fM(z) = sen(x + %) Entdo f™(0) = sen (n—;) e, portanto, a série de
MacLaurin de f é

$3 1‘5 x7 > I2n+1
D42 2 L= B DO
S TR ;( et

Vimos, num exemplo anterior, que esta série converge Vr € R.

EXEMPLO 2: Consideremos a funcao f(z) = (1 +2)*, o € R, z > —1. Esta funcio é
de classe O no seu domfnio e f™(z) = a(a —1)...(a —n + 1)(1 + z)*~™. Portanto,
f™(0) =a(a—1)...(a —n+1) e a sua série de MacLaurin é

(a—1) x2+oz(oz—1)(oz—2) $3+”.+oc(oz—1)...(oz—n+1)

1 (0%
tart 31 nl

xn_'_7

isto é,

ala—1)...(a—n+1) ,
1—1—; ] T

Se a € Ny a série reduz-se ao desenvolvimento do binémio de Newton. Suponhamos
0
que a € Ny e estudemos a convergéncia da série. O raio de convergéncia é

ala—1)...(a —=n+1)

n! .
:1 pu—
ala—=1)... (e =n+1)(a—n) R la —n|

(n+1)!

m+1)! 1 lim n+1
oo —n|

lim 1.
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Entao a série converge absolutamente em | — 1,1 e diverge em | — oo, —1[U]1, +00].
Esta série designa-se, habitualmente, por série binomial.

A questao fundamental no desenvolvimento em série de Taylor de uma fungao indefi-
nidamente diferenciavel é a seguinte:
Existe uma vizinhanca V' de zq tal que

(x — )* (x — m)" !

(@) = Flao) ' (ao)ar = a0) + ") g o O ) T

Vo € V, isto é, a série de Taylor de f em xq é convergente para todo o x € V e a sua
soma ¢ igual a f(x)?

Na realidade, a mera existéncia das derivadas f™ (x0) para todos os valores naturais
de n, embora permita escrever a série de Taylor de f no ponto zy, nao garante que, em
alguma vizinhanca de x, seja verificada a igualdade:

) (1
fay =S T oy 2.)

como se pode ver no exemplo seguinte:

EXEMPLO 3: Consideremos a funcao

1

e 2, sex#0

fz) =

0, sexr =0

Como f™(0) =0, Vn € N, a série de MacLaurin de f é a série
0+ 0z 40z + -,

que converge para a funcao nula em R. Portanto, f nao é a soma da série em nenhum
ponto, excepto em 0, dado que f(z) # 0 se z # 0.

Que condicoes suplementares devem ser impostas a uma funcao f, suposta indefinida-
mente diferencidvel numa vizinhanga de xo, para que fique garantida a igualdade (2.1)?
A consideracao da férmula de Taylor de f permite responder de forma simples a esta
questao. De facto, sendo S,(z) a soma dos n primeiros termos da série de Taylor de f
em xo € I, tem-se

verificando-se o seguinte resultado:
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Teorema 2.4.1 E condicao necessdria e suficiente para que a funcao indefinidamente
diferencidvel, f : I — R, seja soma da sua série de Taylor numa vizinhanca, V, de
xo €I, que

lim R,(x)=0, VzeV.

n—-+4oo

Na prética utilizam-se condigoes suficientes:

Teorema 2.4.2 Seja f : I — R uma func¢ao indefinidamente diferencidvel e suponhamos
que existem constantes M,k > 0 tais que, numa vizinhanga, V', de xq, se verifica

£ (x)| < ME", Vz €V, VneN.
Entao f ¢ soma da sua série de Taylor em V.

Demonstragao: Sabemos que a expressao do resto de Lagrange, R, (z), é

Ru(z) = f™ (20 + 0 (x — 20)) % 0<6<1.
Entao . .
IR (2)] < Mw, zeV;
(klz — zo])"

como a série de termo geral é convergente, esta sucessao tem limite 0, sendo

n!
o resultado pretendido uma consequéncia imediata do Teorema 2.4.1. m

Corolario 1 Se existe M > 0 tal que em V se tenha
|f™ ()] <M Vz eV, VneN,

entao f € soma da sua série de Taylor em V.

EXEMPLO 4: Consideremos a funcao f(x) = sen(x). Concluimos no Exemplo 1 que a
sua série de MacLaurin converge absolutamente em R. Sabemos que

_ sen (Qx + "2—”)

Ro(z) = 2T 3 ) n g g <1,
n!
donde
sen (r + & "
0 < Ra(a)| = LI oo ol
n! n!
Mas lirf ‘I—' =0, Vz € R, por se tratar do termo geral de uma série convergente, o que
n—+oo N!
implica que
0 m2n+1
_ _ n
sen(z) = g (—1) 2 or Vr € R.

n=0
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EXEMPLO 5: Se f(z) = e® obtemos f™(z) = e*, ¥n € N. Entdo o seu desenvolvimento
em série de MacLaurin é -

—f0) "

DD ki) D

n=0 n=0
Sabemos que esta série é absolutamente convergente em R definindo uma fun¢ao g em R.

Provemos que f(x) = g(z), Vo € R. Para isso, vamos demonstrar que o resto de Lagrange
da férmula de MacLaurin da funcao f tende para 0 em R.

o que implica que, tendo em conta que €?* < e* pois e” é uma funcio crescente,

||

€ n
0 < [Ra(2)| < — |a[".

||
Mas a série de termo geral — |z|™ é uma série convergente, Vo € R, portanto,
n!

lim ]x\" =0, VzeR,
n—-+o0o 'n,‘

0 que nos permite concluir que

o n

ex:Z%, Vo € R.

n=0

Nos dois primeiros exemplos, os desenvolvimentos em série de MacLaurin foram obti-
dos recorrendo directamente a férmula

f(0)+f'(0)x+%(!o>x2+...

na qual se substituiram os valores das sucessivas derivadas da funcao considerada. Dado
que este processo é bastante trabalhoso, raramente se recorre a ele na pratica, preferindo-se
o recurso a certos desenvolvimentos ja conhecidos e tendo em conta o seguinte resultado:

Teorema 2.4.3 Toda a série de poténcias de x — xo € a série de Taylor (em torno de
x9) da fungao por ela definida. Em particular, o desenvolvimento em série de poténcias
de x — xq¢ € Unico.

Demonstracao: Por hipdtese,

o
E an (x — )"

n=0
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numa vizinhanga V' de ¢, o que implica que f(x¢) = ag. Derivando,

@)= nay (& —xo)""
n=1
e, portanto, f'(zg) = a;. A derivada de ordem n é

F™ (@) =nlay + (n+1) .. 2an41(z —20) + (n+2)(n+1) ... 3ap0(x — 20)% + - - -

donde se deduz que f™(xq) = nla,, n € N. Conclufmos, assim, que

, YneN. =

EXEMPLO 6: Consideremos a funcao f(z) = . Tendo em conta que

e que

podemos concluir que

()

n=0

N =
N | —

3 2
igualdade vélida desde que ‘—5 :v’ <1, isto ¢, |z| < 3

Entao a série de MacLaurin de f ¢é

Z(—l) e T |$|<§-
n=0
1
EXEMPLO 7: Seja f(z) = — 6.Tendo em conta que 2 —r — 6 = (v — 3)(z + 2)
vem o
1 1 1 1 1 1 1 1
f<f”>—5(x_3—x+z>—5 I ()
3 2
Sabendo que
1 NN
r=2(5) lel<s
1_5 n=0
¢
1 = T\~ n(T
=3 (-3) =XV (3) lel<2
- =
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podemos escrever a série de MacLaurin de f, tendo-se:

0= (53 G) -5 (5 ) - (G - ) <2

n= n=

EXEMPLO 8: No Exemplo 2 desenvolvemos a fungao f(x) = (1 + x)%, o € R, em série
de MacLaurin, obtendo

ala—1)...(a—n+1) ,
1+Z:1 = "

convergente no intervalo | — 1, 1[. Seja

ala—1)...(a—n+1) ,
x)zl—l—z o ", |z < 1.

Provemos que f(z) = g(z), Vo €] — 1,[1, isto é, f é a soma da sua série de MacLaurin
naquele intervalo.

Sendo uma série de poténcias, é derivavel termo a termo no intervalo de convergéncia.
Obtemos

p Zala—1)...(a—n+1) , |
(o) = Y A e,

e multiplicando por x

ala—1)...(a—n+1) ,
; Ty z".
Entao
p , L ala—1 a—n+1 -1 “ala—-1)...(a—=n+1) ,
@) +rge) =3 +Z e LLELP
ala—1 a—n) . ~=ala (a=n+1) ,
:; ( )n' T +Z n—l) )x

:a+§:(a(a—1)ﬁi.(a—n)+a(a—1)‘..(a!—n+1))xn

B nojl&(a—l (a=—n+1) o ,
- ; n—1) n
:a<1+za(a 1) n'(oz—n—i-l) n)
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ou seja,
(1+2)g'(x) = ag(x). (2.2)
: - g(z) o
Consideremos a funcao m e calculemos a sua derivada:
( 9() )':d@M1+@“—aﬂ+$W1%@::ﬂ+xflﬂl+@d@0—aﬂ@)
(14 z) (14 )% (14 x)%

O numerador desta fracgao é zero por (2.2), isto é,
( g(z) )' 0
(14 z)°

g(@)
(14 2)
é uma funcao constante em | — 1, 1], ou ainda, g(z) = ¢ (1 4+ )%, se for ¢ essa constante.
Mas como ¢(0) = 1, obtém-se para ¢ o valor 1 e vem g(z) = (1 +2)*, Ve € | — 1,1].

o que implica que



Capitulo 3

Nocoes Topoldgicas em RY

3.1 Normas e métricas

Definicao 3.1.1 Seja E um espaco vectorial real. Uma aplicacdo
|- ]| : E — R diz-se uma norma se verifica as sequintes propriedades:
1) ||lz|| > 0, Vx €E,
2) ||z]| =0 <z =0,
3) [\x|| = |\l ||x]|, Vz€E, VA €R,
4) e+ 9yl < |zl + llyl|, Vz,y € E, (desigualdade triangular).
Um espaco vectorial real onde estd definida uma norma, diz-se um espag¢o normado.

EXEMPLO 1: Seja N > 1. Se definirmos em R”" a soma de dois elementos por
(1,22, 2N) + (Y1, 92, yn) = (@1 + Y1, 22+ Y2, -, TN+ YN)
e o produto por um escalar por
Mz1, o, .. xy) = (Axy, AT, ..., ATN),

obtemos um espaco vectorial real.
A aplicacao

RN — R
= (21,22,...,25) — |[z]] = |21+ [2w2| + - + |zN]

é uma norma
D) ||z]] = |z1| + 22| + -+ |on] > 0, Vo € RY;

2) ||| =0 & ||+ |z + -+ lan| =0 a1 = || = = |on| =0 1 = 29 =
=y =0&2=0;
3) [[\x]| = [|Ma1, za, ... zn)|| = ||(Az1, Axg, ..., Axn)|| = [Aar| + [Aza] + - + [ Aan| =

(Allza] + [Alza] 4+ -+ N|zn| = [Al(J2a] + o] + -+ Jon]) = [Al 2], VA € R, Vo € RY;
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4) lz +yll = (w1, 22, .., 2n) + (Y. Y2, -yl = 110 + v, 22 + 42, .o an +yn)|| =
1+ 1] + 2 + el + o Han Fyn| S o] ] we] + g 4+ Ha] + yn] =
21] + |zo| 4 -+ Jon| + [ya] + vl + -+ lyn| = 2] + |lyl|, Yo,y e RY.

EXEMPLO 2: Em R”, com a soma e o produto por um escalar definidos da maneira
habitual (ver Exemplo 1) a aplicacao

RY — R
r=(x1,29,...,xx5) — ||z|| = max{|z1], |z2],.. ., |zN]|}

¢ uma norma:

1) ||lz]| = max{|zi], |zal, ..., lon]} 2 0, Vo € RY;

2) 0 = ||z|| = max{|x,], |a:2\ LNl e == =a2y=0&2=0;

3) |[Az]| = max{[Az], [Aral, ..., [Aen|} = max{|A] [a1], |A| [za], ..., [Al[zn]} =
= |\| max{ |z, |x2|,...,|xN\} A|z]|, Vo € RY, VA € R;

4) |lz+yll = max{[z1+u1], |22 t10l, . lon +yn|} < maxf{lzs|[+ |y, [zo]+ |yl [2n]+
lyv} < max{|z1], |2of, ... [on |} +max{yil, [1o], .. lyn [} = [l2]] + [lyll, Yo,y € RY.

EXEMPLO 3: Em R¥, com a soma e o produto por um escalar definidos da maneira
habitual (ver Exemplo 1), se p > 1, a aplicagao

RN — R

r=(en o) — el = (S i)

D=

é uma norma

N
1) Hpr = (Z|5Ez|p> >0, Vx € RN;

=1

N % N
2) ||z]l, = 0 & ||z]|, = (va) =0& ZW” =0 |nP=--=ny=0s
=1 =1
N 5
N (zw)
=1

T1=Tog = —xN—0<:>a:—0
4) Dado que a demonstracao da desigualdade triangular é muito extensa, vamos usar dois

N
3 lhel, - (zw) (v |p) (1 X
i=1
resultados intermédios (Lemas 1 e 2), para uma melhor compreensao.

B =

RS

= [\ ||z]|p, Vo € RN, YA € R.
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1 1
Lema 1 Sep>1, g > 1 sao tais que —+ — =1, sea >0 e b >0, entdo
P q

al/Ppl/e < a + é
p g

Demonstracao: Se a = 0 ou b = 0, a desigualdade é evidente. Suponhamos que a e b sao

ambos positivos. Sejam k €]0,1[e f : [1, +o00[— R a fungao f(t) = k(t—1)—t*+1. Como

f(1)=0e f'(t) > 0,Vt € [1,+00], entdo f(t) > 0,Vt € [1,+oo[, pelo que t* < kt +1 — k.
Se a > b, tomando t = a/b (> 1) e k = 1/p, obtemos

al/p<1a+1 l_la 1
e = p b p pb g
donde
a/Pph VP = g/ pile = gl plle < ¢ + é
p q
Se a < b, tomando t = b/a (> 1) e k = 1/q, obtemos
b/e 1b 1 1b 1
arsgatl—c=gaty
al’® " qa g ga p
pelo que
a Vgt = gt Vapl/e = V/rplle < 9 + ¢
q P

1 1
Lema 2 (Desigualdade de Hélder) Se p > 1, ¢ > 1 sao tais que — + — = 1, entdo
p q

N N 1/p N 1/q
Va,y € RN, eyl < llally [lyllg = (Z !flfi\p) (Z \yi!q> :
=1 =1

=1

Demonstragio: Se z = 0 ou y = 0, a desigualdade é evidente (3N, |z 4] = 0).
.|P .|P
Supondo que z # 0 e y # 0 sejam, para cada i, 4 = ]|sz| _ |$z|p
iy lmlr lly
.14 .14
i ]|Vyl| = i - Note-se que Zf\il a; = Zf\il b; =1 e, pelo Lema 1,
Zi:l |y |4 yl]4
|z il :ai/pbi/q < @_i_@.
21y 11yllq P4

Entao

N N N N
[yl DTyl S <ﬂ X @) _im® | 2imb 11
T \p o«

Nzl ylly — [l=1l, [yl p q poq

i
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Estamos agora em condigbes de demonstrar a desigualdade triangular (também co-
nhecida, neste caso, por desigualdade de Minkowski):

N N N
o+ yllp =Y lai+walP =D los +yl oo+ 9l <D (sl + Jl) i+ gl

=1 =1 =1

N N
= Z ] i + il P+ Z il |2i + il P~
i=1 i=1

N 1/p N 1/q N 1/p N 1/q
< (Z |xi‘p> (Z ’:L’z + yi\(pl)q) + (Z !yi!p) (Z ‘% + yi!(p”q>
i=1

=1 =1 =1

N 1/q
= (llp + lyllp) (Z | + yz'|(p1)q> = (||l + [lyllp) ll= + yl[2/,
i=1

pelo que,

lz+yllp

= p—p/q _
g el =Nyl < lsll + vl

EXEMPLO 4: Em C([0,1]), conjunto das fungoes continuas em [0, 1], com a soma e o
produto por um escalar definidos da maneira habitual, a aplicagao

C([O,l]) — R
f — Hf!!z;ggfa!f(w)\

¢ uma norma:

1) [1f]] = max |7(2)| = 0. v € C(0, 1)

2) [1f]] =0 & max |£(2)] =0 |f()| =0, Vo€ [0,1] & f =0

3) A = max [ f(a)] = max (A F(@)]) = N max [7(2)] = W IIfI], YA € R, ¥ €
C(10,1);

D I1F +gll = max |f(@) + g(a)] < max (1(@)] + lo(e)) < max |(o)] + max Jg(a)| =
11+ 1gll, ¥, g € C([0,1]).

EXEMPLO 5: Em C([0,1]), conjunto das fungoes continuas em [0, 1], com a soma e o
produto por um escalar definidos da maneira habitual, a aplicacao

c(o,1]) — R

;- ||f||=/0 ()| dz
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é uma norma:

1 (1]l = / @)l de > 0, vf € C([0, 1))
2) ||f||=o<:>/0 (@) dr =0 |f(z)] =0, Yz € [0,1] & f = 0:

3>||Af||=/0 |Af<a:>|da:=/0 |A||f<x>|dx=|A|/0 F@)lde = N If]l, YA€ R, Vf €
o0, 1):

4)Hf+gH=/0 \f(x)+g(x)!d$§/0(If(w)HIg(x)l)daf:/O If(w)!d:v+/0 19(2)] de
111+ N9l ¥, g € C (0, 1)),

EXEMPLO 6: Seja E um espaco vectorial real. Chama-se produto interno em E a uma
aplicacao

ExE — R

(z,y) — x-y

tal que
i)x-x >0, Vo ek,
ii)r-r=0%2=0;
i) x-y=vy-x, Yo,y € E;
w) (Az) -y = ANz-y), VA€ R, Vr,y € E;
v) (z+y)-z=x-24+y-z, Vry,zeE.
Se em E estiver definido um produto interno entao

|z -yl < Vz-z\y-y, Ye,y e E (desigualdade de Cauchy-Schwarz).

Passamos a demonstrar esta desigualdade. Sejam x,y € E, quaisquer. Consideremos a
fungao f : R — R dada por f(t) = (x+ty) - (z +ty); por i), ) e v), f(t) =z -x+2t(x-
y) + t2(y - y); por i), f(t) > 0, Vt € R pelo que (note-se que At?> + Bt + C > 0Vt € R
¢ equivalente a dizer que At? + Bt + C' = 0 ou nao tem raizes reais ou tem apenas uma,
isto 6, B2 —4AC <0): 4(z-y)? —4(z-2)(y-y) <0isto é, (z-y)*> < (z-x) (y-y), donde
se deduz a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Se em E estiver definido um produto interno entao a aplicagao

E — R
r — lz|]|=Vz -z

é uma norma (que se diz a norma induzida pelo produto interno):
A aplicagao estda bem definida porque, por i), -z > 0, Vo € E;
1) ||z|]| = vz -x >0, Vo € E;
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2) ||zl =0 Vr-z=0cx-2=0< 2 =0 (por ii));
3) [[Aall = /(Aa) - (V) = /N (2 - 2) = N[ Va o = [A|[[z]], VA € R, Va,y € E;
D0z +ylP=@+y)-(e+y)=a-2+2z-y+y-y<o-v+2Vo- vy y+y y=
(Vi z+59)" = (2l +lyl)% Vz,y € E, pelo que |[z+y|| < ||z]| +]lyll, Vz,y € E.
Vejamos alguns exemplos:
Consideremos o espago C([0,1]), definido atrds. A aplicagao

1
(£.9) — o= [ f@g
0
¢ um produto interno. Pelo que acabamos de expor, a aplicacao
c(o,1]) — R

Foo— Il = / (f(2))? da

é uma norma.
Em R, define-se um produto interno do seguinte modo:

N
-y = Z TiYi;
i=1
daqui resulta que a aplicagao

RY — R

é uma norma (denominada norma euclidiana).

Definig¢ao 3.1.2 Seja E um conjunto ndao vazio. Chama-se distancia (ou métrica) a
uma aplicacao d : [E x E — R tal que:
1)d(z,y) =0 x=y,
2) d(z,y) = d(y,z), Vx,y € E, (simetria)
3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), Vr,y,z € E, (desigualdade triangular).
A um conjunto E onde estd definida uma distancia chama-se um espago métrico.

NOTA: A distancia é uma aplicacao nao negativa:
0=d(z,z) < d(z,y)+dy,z) = d(z,y) +d(z,y) = 2d(z, y), pelo que d(z,y) > 0, Va,y €
E.
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Teorema 3.1.1 Seja E um espaco vectorial normado, com a norma || -||. Entdo a apli-
cagao d : E xE — R definida por d(z,y) = ||z —y|| € uma distancia (que se diz a métrica
induzida pela norma).

Demonstragao: 1) d(z,y) =0< |z —y|| =0 r—y=0z=1y;

2) d(z,y) = lle =yl = I(=Dy = 2)[| = [ = U |ly — =[| = [ly — «l], Va,y € E;
3) d(x,y) = [z —yl| = [z =2+ 2=yl < [z —2|[+ ][z =yl = d(z, 2) +d(2,9), Yz,y,2 € E.
]

Tendo em conta as normas estudadas atras, em C([0, 1]) podemos definir as distancias:

d(f,g) = max [f(z) — g(z)|;

z€[0,1]

d(f,g) = / f(x) - g(a)| de;

d(f,g9) = \//O (f(z) — g(x))? dz;

em RY, podemos definir as distancias:

N
d(z,y) = | — il;
=1

d(z,y) = max |z; — yl;

sep>1,

Ha métricas que nao sao induzidas por normas. A aplicagao

RxR — R

($,y) - d(.T,y) = ‘633 —e¥

¢ uma distancia:

Ddz,y) =0 e —e¥| =0 = S r=uy

2) d(z,y) = |e" — e’ = |e¥ — e[ = d(y, 2);

3)d(z,y) = |e"—eY| = |e"—e*+e*—eY| < |e*—e?|+|e* —eY| = d(z, 2)+d(z,y), Vz,y,z € R
No entanto, nao existe nenhuma norma tal que ||z — y|| = d(z,y): se existisse tal

norma, entao ||z|| = d(x,0), pelo que ||\z|| = d(A\x,0) = |e** — 1|; por outro lado,

(A[fJ2]] = [Ald(x,0) = [Alle” — 1] e, em geral, [|Az[| # [A] |||
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3.2 Nocoes topolégicas em R

Em RY considera-se a norma euclidiana ||z|| =

Definicao 3.2.1 Dadosa € RY ¢6 > 0, chama-se bola aberta de centro a e raio 6 ao
conjunto Bs(a) = {x € RN : ||z —al| < d}. Ao conjunto Bs(a) = {x € RY : ||z —al| < 6}
chama-se bola fechada de centro a e raio §.

EXEMPLO 1: Em R,
Bs(a)={z eR: |z —a|<d}={x€R: a—d<zx<a+d}=la—da+[
A bola aberta de centro a e raio d é o intervalo Ja — J,a + .
EXEMPLO 2: Em R?
Bs(a,b) = {(z,y) € R*: [|(z,y) — (a,b)|| < 0} = {(zx,y) eR*: [[(z —a,y —b)|| < 0} =

{(zy) €eR®: V(z—a)+(y—0)? <3} ={(z,y) €R*: (x—a)’+ (y—1)* <&}

A bola aberta de centro (a,b) e raio § é o interior do circulo de centro (a,b) e raio 4.

EXEMPLO 3: Em R?,
Bs(a,b,c) = {(z,y,2) € R*: |[(2,y,2) — (a,b,c)]| <3} =

{(z,y,2) €R*: (x—a)* + (y —b)*+ (2 —c)* < §*}

A bola aberta de centro (a, b, c) e raio § é o interior da esfera de centro (a, b, ¢) e raio d.

Definicao 3.2.2 Chama-se vizinhanca de a € RY a uma bola aberta de centro a e raio
0> 0.

A partir da nocao de vizinhanca, introduzem-se as nogoes topologicas.

Definigao 3.2.3 Sejam C C RY ea € RY.

a) Diz-se que a € interior a C se existir uma vizinhanga de a contida em C. Ao conjunto
dos pontos interiores a C' chama-se interior de C e representa-se por int(C).

b) Diz-se que a € exterior a C se € interior ao complementar de C, isto €, se existir uma
vizinhanc¢a de a que nao intersecta C'. Ao conjunto dos pontos exteriores a C' chama-se
exterior de C e representa-se por ext(C).

c¢) Diz-se que a € fronteiro a C' se qualquer vizinhanga de a intersecta C' e o seu comple-
mentar. Ao conjunto dos pontos fronteiros a C' chama-se fronteira de C' e representa-se
por fr(C).

d) Chama-se fecho ou aderéncia de C ao conjunto C' = C U fr(C).
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NOTA: A partir das defini¢des conclui-se imediatamente que C = C U fr(C) = int(C) U
fr(C).

Das defini¢oes também se conclui facilmente:

Teorema 3.2.1 Seja C C RY. Entdo:
int(C)Uext(C)Ufr(C) = RY;
int(C)Next(C) = int(C)Nfr(C) = ext(C)Nfr(C) = 0.

EXEMPLO 1: Seja A = {(z,y) € R*: 0 <y < 1}. Entao:
int(A4) = {(z,y) eR?*: 0 <y <1},

fr(A) ={(z,y) eR*: y=0Vy=1},

ext(A) = {(z,y) eR*: y<OVy>1}.

EXEMPLO 2: Seja B = {(z,y) e R*: x> 0Ay>0Ay < —z+ 1}. Entéo:
int(B) ={(z,y) eR?*: 2>0Ay >0 ANy < —x+1},
fr(B) ={(z,y) ER*: (zx=0A0<y<1)V(y=0A0<zx<1)V(y=-2+1A0<
r <1)},
ext(B) ={(z,y) eR?*: 2 <0Vy<0Vy>-—z+1}.

2y
EXEMPLO 3: Seja C' = {(z,y) € R*: Z+§<1}' Entao:
int(C) = C,

fr(C) = {(z.y) €R?: =+ 2 =1},
ext(C) = {(z,y) € R*: x_2+_>1}

Definigao 3.2.4 Um conjunto C diz-se aberto se inl(C) = C. Um conjunto C' diz-se
fechado se C =C

NOTA 1: C é fechado se, e s6 se, fr(C) C C:
De facto, se C' = C = CUfr(C) entdo fr(C) C C; se fr(C) C C, entdo C = CUfr(C) = C.

NOTA 2: C é aberto se, e s6 se, fr(C)NC = 0
Se C' = int(C'), entao fr(C)NC = fr(C)N int(C) = () (pelo Teorema 3.2.1); se fr(C)NC = 0,
como z € C' =z € int(C) Vz € fr(C), entdo x € C' = z € int(C), isto é, C' ¢é aberto.

NOTA 3: C é aberto se, e s6 se, RN \ € é fechado:
Se C ¢ aberto, entdo fr(C)NC = 0, pelo que fr(C) = fr(RY\ C) C (R \ C) e concluimos
que RN\ C é fechado; reciprocamente, se RV \ C' ¢ fechado, fr(RV\C) = fr(C) c (RV\O),
donde fr(C)NC =0, o que implica que C' é aberto.

NOTA 4: C é fechado se, e s6 se, RV \ C é aberto:
Pela Nota 3, RY \ €' é aberto se, e s6 se, RV \ (RY \ C) = C ¢ fechado.
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2 2
EXEMPLOS: O conjunto C' = {(z,y) € R* : % + % < 1} é aberto; o conjunto B =

{(z,y) eR?: 2>0Ay >0Ay < —x+ 1} é fechado; o conjunto A = {(z,y) e R?: 0 <

y < 1} nao é aberto nem fechado.

Teorema 3.2.2 A interseccao de um niumero finito de conjuntos abertos € um conjunto
aberto.

Demonstragao: Sejam A;, Ay, ..., A, conjuntos abertos, A = N*;A4;. Se A =10, A
é aberto. Se A # (), seja x € A, isto é, x € A;, i = 1,...,m; como os A; sao todos
abertos, para cada i, existe d; tal que Bs,(z) C A;; se 6 = min{dy, da,...,0,}, entdo

Bs(x) C A;, i = 1,...,m, pelo que Bs(z) C N";A; = A. Concluimos assim que, para
todo o x € A, existe § > 0 tal que Bs(z) C A, isto é, A é aberto. m

NOTA: A interseccao de um ntumero infinito de conjuntos abertos pode nao ser um

1
conjunto aberto. Por exemplo, para cada n € N seja A, = {(z,y) € R? : 2? +¢* < —
n

1
(circulo aberto de centro na origem e raio —); entao N>2; A, = {(0,0)} que ndo é um
n

conjunto aberto.
Corolario 2 A unido de um nuimero finito de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Demonstracao: Sejam F}, Fs, ..., F,, conjuntos fechados. Entao, tendo em conta as Notas
que se seguem a definicio e o Teorema, R \ (U™, F)) = N (RY \ F}) é um conjunto
aberto, pelo que U;”, F; é fechado. m

Teorema 3.2.3 A unido de conjuntos abertos € um conjunto aberto.

Demonstracao: Seja (A;);e; uma colecgao, finita ou infinita, de conjuntos abertos e seja
A = UjerA;; se v € A, entao existe j € I tal que x € A; e, visto que A; é aberto, existe
d > 0 tal que Bs(z) C A, pelo que Bs(z) C A. m

Corolario 3 A intersec¢ao de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Demonstragao: Seja (F;);e; uma coleccao, finita ou infinita de conjuntos fechados. Entao,
tendo em conta as Notas que se seguem & definicio e o Teorema, RY \ (N, F}) =
Uies(RY \ F}) é um conjunto aberto, pelo que Ny F; é fechado. m

Definicao 3.2.5 Diz-se que uma sucessao xi,Ta, ..., Ty, ... de pontos de RY converge
para a € RN, e escreve-se limx, = a ou lim z, =a ou x, — a, se
n——+00

V9>03peNVn>p, ||z, —al <.
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NOTA 1: A definicao anterior é equivalente a

lim ||z, —al =0
n—-+00

(note-se que ||z, — al| é uma sucessdao de nimeros reais).

NOTA 2: Se uma sucessao de pontos de RV convergir, o seu limite é tinico. Esta
propriedade pode ser demonstrada de modo anédlogo ao usado para sucessoes de niimeros
reais e deixamo-la ao cuidado do leitor.

Teorema 3.2.4 F condi¢ao necessdaria e suficiente para que a SUCESSA0 T1, Lo, ..., Tpn, ...,
de pontos de RN, convirja para a que cada uma das sucessoes coordenadas convirja para
a coordenada correspondente de a.

Demonstragao: Seja z,, = (Tn.1,Tn2; .-, Ton) € RY 0 termo geral da sucessdo; queremos
mostrar que
Ty — Q& Ty —a;, t=1,2,...,N.
N
2 ~
Como |z,,; — a;| = v/(Tn; —a;)? < E (Tn; — a;)* = ||xn — al], entdo ||z, —a|| —
i=1
0= |z, —a;| —0,isto é, x,,; —a;, i=1,2,...,N.
Reciprocamente, se z,,; — a;, i = 1,2,..., N, entdo (z,; —a;)? — 0, i=1,2,..., N,
N N

pelo que Z(:Um — a;)* — 0 donde se conclui que Z(xm —a;)*=||lzn—al]| = 0. =
i=1 i=1

Definicao 3.2.6 Diz-se que uma sucessao &1, Ty, ..., Ty, ... de pontos de RN € sucessao
de Cauchy se
Vo >03dp e NVm,n > p, ||z, — x| <.

Teorema 3.2.5 F condi¢ao necessdaria e suficiente para que a SUCESSA0 L1, Lo, ..., Ty, ...,
de pontos de RN, seja de Cauchy que cada uma das sucessoes coordenadas seja de Cauchy.

N
Demonstracgao: Da desigualdade |z, ;— 2, ;| < Z(mm — xm7z~)2 = ||z —x.|| deduzimos
i=1
que se {x,} é sucessio de Cauchy em R” entdo {z,;} ¢ sucessao de Cauchy em R, para
i=12. .. N.
Reciprocamente, se {z,,;} sdo sucessoes de Cauchy em R, para¢=1,2,..., N, entao

Vo >03p, e NVm,n > p;, |Tni — Tmi| < 5/\/N,



76 3. Nogoes Topolégicas em RY

pelo que, tomando p = max{py,ps,...,pn},

N

N ¢
V>, (=l = || S — i) < (|30 = VE =6
i=1

i=1
Corolério 4 Uma sucessdo de elementos de RN é convergente se, e s6 se, for de Cauchy.

Demonstracao: Resulta imediatamente dos Teoremas 3.2.4 e 3.2.5 e do facto de uma
sucessao de ntimeros reais ser convergente se, e sé se, for de Cauchy. m

Teorema 3.2.6 Um conjunto C C RY € fechado se, e s6 se, todos os limites das sucessoes
convergentes de elementos de C' pertencem a C.

Demonstracao: Seja {x,} C C uma sucessao tal que x, — a; pela definigdo de fecho,
a € C (de facto, se a € ext(C), 36 > 0: Bs(a)NC =0). Se C é fechado, a € C = C.

Reciprocamente, suponhamos que {z,} C C Ax, — a=a € C. Seja b € fr(C); para
cada n € N, tomemos y, € By/,(b) NC, isto é, {y,} C C Ally, —b|| < 1/n. Entao y, — b
e, pela hipétese, b € C. Concluimos assim que fr(C') C C pelo que C é fechado. m

Definicao 3.2.7 Um conjunto C C RY diz-se limitado se
IM > 0vz e C, ||z)| < M

Teorema 3.2.7 Um conjunto C € limitado se, e so se, para cada © = 1,2,...,N, o
conjunto C; = {x; € R: (xy,...,24,...,xn) € C} € limitado.

Demonstragao: Como |z;| < ||z||, i = 1,2,--- , N, se C' ¢ limitado, C; é obviamente
limitado.
Reciprocamente, se existem Mj, Ms, ..., My tais que |z;| < M;, Va; € C;, i =
N N
1,2,--- /N, entdo, se x € C, ||z|| = (z:)* < Z(]\/[l)2 Basta, pois, fazer M =
i=1 i=1

Definigao 3.2.8 Uma sucessio {x,} C RN diz-se limitada se o conjunto dos seus ter-
mos, {x1,xa, ..., Tp,...}, for limitado.

Teorema 3.2.8 Em RY, toda a sucessdo limitada tem uma subsucessdo convergente.

Demonstragao: Seja {x,} uma sucessao limitada. Pelo Teorema 3.2.7 a sucessao {z, 1}
¢ limitada em R, pelo que tem uma subsucessao z,, ; convergente. Consideremos agora
a sucessao Ty, 2; trata-se de uma sucessao limitada pelo que tem uma subsucessao x,, o
convergente; procedendo do mesmo modo, existe uma subsucessao Ty, 3 convergente, ...,

existe uma subsucessdo z,,  y convergente. A sucessao (T,  1,Tn  2,-..,Tn  N) 6

*z *z *z

pelo Teorema 3.2.4, converggnte. [
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Definigao 3.2.9 a) Diz-se que a € RY ¢ ponto de acumulacdo (ou ponto limite) de
C C RY se toda a vizinhanga de a contém, pelo menos, um ponto de C\{a}. Ao conjunto
dos pontos de acumulagdo de C chama-se derivado de C e designa-se por C'.

b) Diz-se que a € C € ponto isolado de C C RY se existir uma vizinhanca de a cuja
interseccao com C' € o proprio a.

Teorema 3.2.9 a € RY ¢ ponto de acumulacao de C se, e sé se, existir uma sucessao
de pontos de C, todos distintos de a, que converge para a.

Demonstracao: Se existir uma sucessao de pontos de C', todos distintos de a que converge
para a, pela Definicao 3.2.5, para toda a vizinhanca de a, existe uma ordem p a partir da
qual todos os elementos da sucessao pertencem a essa vizinhanga (e pertencem a C, por
hipétese) pelo que qualquer vizinhanga de a contém pontos de C'\ {a}.

Reciprocamente, se a é ponto de acumulagao de C, entao ¥n € N, 3z, € C'\{a} : z, €
Bin(a), isto é, ||z, — a|| < 1/n, pelo que ||z, — a|| — 0, ou ainda x, — a; obtivemos,
assim, uma sucessao de elementos de C'\ {a} que converge para a. m

Teorema 3.2.10 (Weierstrass) Todo o conjunto infinito limitado tem, pelo menos, um
ponto de acumulacgao.

Demonstracao: Seja C' um conjunto infinito limitado; entao existe um subconjunto de
elementos distintos dois a dois {z1,xs,...,Zy,,... } C C. Visto tratar-se de uma sucessao
limitada, ela admite uma subsucessao convergente, z,, — a; a é ponto de acumulagao de
C pelo Teorema 3.2.9. =

Teorema 3.2.11 (Borel) Sejam C C RN um conjunto limitado e fechado e (U;);es uma
cobertura aberta de C', isto €, uma familia de conjuntos abertos tais que C' C U U;. Entao
jeJ
existe uma parte finita I C J tal que C C U Uj.
jel
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Capitulo 4

Funcoes de Varias Variaveis

4.1 Funcoes reais de varias variaveis reais

Definicao 4.1.1 Chama-se fun¢ao real de N wvaridveis reais a toda a aplicacdo de
um conjunto D C RY em R. Ao conjunto D chama-se dominio da funcdo.

Sejam x = (x1,22,...,xy) € D e f(x) =y € R. As varidveis x1,2s,...,Tx $G0 as
varidveis independentes e y ¢ a varidvel dependente.

Ao conjunto {y e R: y= f(x), x € D} chama-se contradominio de f.

Chama-se grdfico de f ao subconjunto de RN*1:

{(x1,29,...,2N,y) : x=(21,29,...,25) €D AN y= f(z)}

NOTA: Se a funcao for dada por uma expressao analitica, o seu dominio é o da expressao
analitica, isto é, o conjunto dos pontos para os quais a expressao analitica tem sentido.

EXEMPLO: A funcao
f:R?—R

f(z,y) = /64 — 422 — 1692

tem por dominio o conjunto

D={(z,y) €R*: 64 —42° - 165> > 0} = {(v,y) € R*: 2* +4y* <16} =

earem (2 5 () <n

o contradominio é o conjunto [0, 8]. Vejamos qual o gréfico de f:

z=1/64—422 - 162 <422+ 164>+ 22 =64 A 2>0

I ORIORIOEIPeeE
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Definicao 4.1.2 Dadas duas funcoes f : ACRY - R eg:BCRY — R, diz-se que f
¢ um prolongamento de g se B C A e f(x) = g(z), Vo € B. Neste caso, também se
diz que g € a restri¢cao de f ao conjunto B.



4.2 Fungoes vectoriais 81

4.2 Funcoes vectoriais

Definicao 4.2.1 Uma funcdo f : D C RY — RP, a que se chama fungdo vectorial, fica
definida por P funcoes reais de N varidveis:

f($1>$2,---7$N) = (y1>y2,---,yp)

em que
N = f1(517179€2>---7$N)
Ya = f2($1,$27-~-,l‘1\/)
yp = fP(I1,$2>~--7$N)

efi:D—-R, i=1,2,...,P. A f; chama-se fung¢ao coordenada de f.

EXEMPLO: Consideremos a fungao:

f:R? — R?
f(xay) = (10g(x - y)> V 1 — 22— y2)

As funcgoes coordenadas sao:

file,y) =log(z —y) e faz,y) = V1—a?—y?

O dominio de f é

D={(z,y) eR*: 2 >yAl—2—y* >0} ={(z,y) eR*: z>yA2* +y* <1}
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4.3 Limites e continuidade.

Definicao 4.3.1 Sejam f : D C RY — R e a € D. Dizse que f(x) tende para b
quando x tende para a (ou que tem limite b em a), e escreve-se lim f(x) =b se

V6>03e>0: x€DA|x—al <e=|f(z)—0b] <.

Em termos de vizinhangas, escreve-se

lim f(z) =b< V6 > 03 >0 : f(B.(a) N D) C Bs(b).

r—a

Teorema 4.3.1 lim f(x) = b se, e sd se, a toda a sucessao x1,Ts,...,Ty,... de pontos

Tr—a

de D, que tende para a, corresponde uma sucessao f(xy), f(z2),..., f(zn),... de nimeros
reais que tende para b.

Demonstragao: Suponhamos que lim f(z) = b e seja § > 0. Pela Defini¢ao 4.3.1,

r—a

e>0: ze€DA||lz—a||<e=|f(x)—b| <0;

seja {z,} C D uma sucessao que converge para a; usando a Defini¢ao 3.2.5, sabemos que
existe p € N tal que Vn > p, ||z, — a|| < ; entdo, Vn > p, |f(x,) — b| < §. Concluimos,
pois, que f(z,) — b.

Reciprocamente, vamos mostrar que se para toda a sucessao {z,} C D tal que x,, — a,
f(z,) — b, entao glclil’(ll f(z) = b. Usamos a contra-reciproca: suponhamos que algr(ll flz) #0b

(ou que nao existe lim f(x)), isto é,
r—a

>0Ve>03x e D: ||lr—a|l| <eA|f(x)—b] >4.

Sejae =1/n; Jx, € D ||z, —al| < 1/nA|f(x,)— bl > §. Obtemos assim uma sucessao
{z,} C D, x, — a tal que f(z,) /~ b. =

Teorema 4.3.2 O limite lim f(z) = b, se existir, é unico.

r—a

Demonstragao: Suponhamos que lim f(z) =b e lim f(x) =c¢ com b # c¢. Tomando

|b—¢]

d < ——, obtemos Bs(b) N Bs(c) = (. Pela Definigdo 4.3.1, existe e > 0 tal que
r € DA|lx—all < e = f(r) € Bs(b) ex € DAz —al| < e = f(x) € Bs(c) o
que é impossivel porque Bs(b) N Bs(c) = 0. m

Dos dois Teoremas anteriores e do conhecimento de que, para sucessoes, o limite da
soma € a soma dos linites, o limite do produto é o produto dos limites e o limite do
quociente é o quociente dos limites (quando os quocientes tém sentido), obtemos:
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Teorema 4.3.3 Sejam f,g : D C RY — R duas fungoes com limites finitos quando x
tende para a. Entao:

a) lim (f(z) 4+ g(z)) = lim f(z) + lim g(z);

r—a r—a r—a

b) lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(a);

r—a Tr—a

. L f@ )
c) se ilirig(a:) # 0, QIEILI(IZ o)~ Tmg(a)

r—a

EXEMPLO: Seja
Ty
flz,y) =

vVt +y?
O dominio de f ¢ R*\ {(0,0)}. Dado (a,b) € D, seja {(xn,y,)} C D uma sucessao tal
que (z,,yn) — (a,b). Entao x,, — a e y, — b pelo que

TnYn lim x,, lim vy, ab

\/m B V(limz,)? + (lim y,, )2 - Vi + b2

Como (0,0) € D, faz sentido falar em ( l)m% : f(z,y). Vejamos que este limite é zero:
z,y)—(0,0

lim f(zn,y,) = lim

zy _=[ly] Va2t Vet
7\/1’2+y2_0|_\/1’2+y2§ Jarg YR

Na definicao basta, pois, fazer ¢ = 9.

Definigao 4.3.2 Sejam f : D C RY — R e B um subconjunto préprio de D (isto é,
B C D e B# D). Suponhamos que a é um ponto aderente a B. Diz-se que f tem limite
b, quando x tende para a, sequndo B ou que b é o limite relativo a B de f quando x
tende para a, se o limite da restricio de f a B quando x tende para a € b. Designa-se
este limite por

lim f(z)=b ou lim Bf(x) =b.
Tr—a r—a, r€
r€B

NOTA: Se lim f(x) = b entdo, qualquer que seja B tal que a € B, lim f(z)=0b. A

r—a r— a
r€B
reciproca nao é verdadeira: podem existir os limites relativos a alguns subconjuntos e nao

existir o limite. Por exemplo, seja f : R?> — R dada por

1, >0
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Se B ={(x,y): = > 0}, entdo lim flz,y)=1e lim f(z,y) ndo existe.
gx,yg — (0,0) (z,y)—(0,0)
z,y) € B

Alguns limites relativos importantes sao:

I) B = D\ {a}; obtemos assim o limite de f(x) quando = tende para a, por valores
diferentes de a e escreve-se:

lim f(x).

xr— a

T #a
Note-se que este limite apenas faz sentido se a € D \ {a}, isto é, se a é ponto de acumu-
lacao de D.

IT) Se N =1, isto é, se f é uma fungao real de varidvel real, definem-se limite a esquerda
e limite a direita; o limite por valores diferentes existe se existirem o limite a esquerda e
o limite a direita e forem iguais. Se N > 1, as nogoes de esquerda e direita deixam de ter
sentido; além disso, x pode tender para a por uma infinidade de caminhos.

Seja B uma recta tal que a € B. Ao lim f(z) chama-se limite direccional.

xr — a
r€B

Se N =2, com a = (ay,ay), obtemos, para cada m € R,
B={(z,y) eR*: y=m(x—a1) + az}

e, ainda, a recta vertical

B={(z,y) eR*: z=a;}.

Como vimos atras, se existir o limite, existem todos os limites direccionais e sao iguais
ao limite. No Exemplo 1, que se segue ao Teorema da unicidade do limite, poderiamos
fazer

I ) = tim 2T gy B g, b
im x) = lim = lim = lim =
(z,y) — (0,0) =0 \/z2 + m2z2  2=0|z|\/1+m? 20414 m?
y=mzx
Concluiriamos, assim, que o limite, se existir, é€ 0. A prova que de facto o limite é 0 foi
escrita atras.

Se algum dos limites direccionais nao existir ou se nao forem todos iguais, conclui-se

que o limite nao existe.

EXEMPLO 1: Seja
__ vy
f(x,y) - $2+y2'

O dominio é D = R%\ {(0,0)} e (0,0) € D. Calculemos os limites direccionais:

1m = llIm ——— = [1m = .
(@,y) — (0,00 224+ y2 220 22 +m222  2-0 1 +m2 14+ m?2
y=mze
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O limite depende da recta considerada, pelo que nao existe " l)nr% f(z,y).
x,y)—(0,0)

Se existirem todos os limites direccionais e forem iguais, nao podemos concluir que
existe o limite.

EXEMPLO 2: Seja

2
_ Tty
f(lj’y)_x2+y4‘

O dominio é D =R?\ {(0,0)} e (0,0) € D. Calculemos os limites direccionais:

2 2.2 2

T rm°x mex
(@y) — 0,0) 22 +yt =0 22 +m2xt 250 1+ m2e?
y=mzx
para a recta vertical
2
z 0

lim 273/ =lim — =0.
(x,y)HéO,O) 2?2 +yt g0yt

T =

Os limites direccionais sdo, pois, todos iguais a 0. Consideremos a curva y = /z; entao

) xy? ) xx 1
lim ﬁ: 1m ﬁ: - = —
(z,y) — (0,0) T2+ Y z—0 12 4+ x x—>0 2 2
y=V=

Como existem limites relativos com valores diferentes, concluimos que nao existe

lim T
pm f(@,y).

EXEMPLO 3: Seja
0, se x#uy
flry) =91, se (x,9)=(0,0)

22, se v=y#0

a) Se (a,b) € R? é tal que a # b, seja {(z,,y,)} uma sucessao que converge para (a, b);
entao existe p € N tal que z, # y,, Yn > p, isto é, f(x,,y,) = 0, Vn > p pelo que
lim f(zn,yn) = 0 e concluimos que  lim  f(x,y) = 0.

(z,y)—(a,b)
b) Se (a,b) = (0,0), como lim flz,y) = lim 0=0e f(0,0) =1, pelo que
(z,y) — (0,0) (z,y) — (0,0)
z=0,y#0 z=0,y#0
nao existe ( l)m% f(x,y). Vejamos que existe o limite por valores diferentes de (0, 0):
z,y)—(0,0)

e (z,y) # (0,0), |f(z,y)| < 2? < ||(z,y)||*; na definigdo, para cada J > 0, basta tomar
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£ = /0 para concluir que lim f(z,y) =0.

(z,y) — (0,0)
(z,y) # (0,0)
c) Se a =b # 0, entao
lim f(x,y) = lim 2* = a?
(z,9) = (a,b) (:9) T—a
y==x
e
lim flz,y) = lim 0=0
(z,y) — (a,b) ( ) r=a,y—ay#a
r=ay#a

pelo que nao existe l)m% : f(z,y).
z,y)—\a,a

Definigao 4.3.3 Chamam-se limites iterados de f: D C R* — R quando (x,y) tende
para (a,b) aos dois limites:

i () ()

Suponhamos que existe ( 1)1H} . f(z,y) = a e que, para um certo gy > 0 é valida
z,y)—(a

a propriedade: para cada x €|a — g9,a + & existe lin%f(x,y). Em Ja — gg,a + &,
y*)
definimos a funcao ¢(x) = lin})f(x,y). Sejam 0 > 0 (qualquer) e ¢ > 0 tal que o —
y—)

0 < f(x,y) < a+9, Y(z,y) € B:.(a,b) (obviamente, podemos tomar ¢ < £q); entao
a—0 < ¢(r) <a+d, Vr €a—¢e,a+ ¢[, pelo que lim ¢(z) = « e, tendo em conta as

definicoes, lim (hnz f (a:,y)) = a. O raciocinio anterior continua valido se supusermos
T—a \ y—

que existe lirrll) f(z,y), Vo €la — g, a + eo[\{a}.
y—

Concluimos que se existir " I)IH% b f(z,y) e se numa vizinhanca de (a, b) existir, para
z,y)—(a

cada x, linrll) f(z,y), entdo existe o limite iterado lim (lin}) f(:v,y)) lim  f(x,y). E
y— T—a

y— (z,y)—(a,b)
claro que podemos estabelecer uma afirmacao andloga para o outro limite iterado. Em

particular, se existir  lim  f(x,y), e existirem os limites iterados, estes tém o mesmo
(z,y)—(a,b)

valor que o limite.

Se existirem os limites iterados e forem diferentes entao nao existe l)un( f(z,y).
a,b)

Note-se que os limites iterados podem ser iguais sem que exista ( l)nn( f (z,y).
z,y)—(a,b

EXEMPLO 1: Seja f : R? — R dada por

flz,y) = i;z
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Entdao D = {(z,y) € R?: x # —y} e (0,0) € D. Calculemos os limites iterados:

lim (hm x_y> —lim L =1
z—0 \y—0 x + Y z—0

Y

lim limx_y = lim —2 = —1
y—0 \ z—0 [E—|—y y—0 Yy

e concluimos que nao existe lim  f(x,y).
(2,y)—(0,0)

EXEMPLO 2: Vimos atrés que nio existe  lim  ——2
(2,9)—(0,0) 2 + 1

lim <lim Y )zlimgzo,

30 \y—0 z2 + 12

. No entanto, os limites ite-

rados sao iguais:

8
!
=)
8
©

lim (lim —2 ) = lim — = 0.
y—0 \z—0 2 + y2 y—0 y

EXEMPLO 3: Seja f : R? — R dada por

[\

f(x,y) = (x +y) cos <i> :

rYy

A fungao co-seno é limitadae lim (x+y) =0peloque lim f(z,y) =0. Para
(2,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

T—a \ y—b

x # 0, nao existe lir% f(z,y) pelo que nao existe o limite iterado lim (lim f(z, y)) e, para
y—)

y # 0, ndo existe lin}) f(z,y) pelo que nao existe o limite iterado li (hm f(z, y))

y—b \r—a

Este exemplo permite-nos concluir que pode existir ( 1)111% ) f(z,y) sem que existam
z,y)—(a,b
os limites iterados.

Por vezes usa-se, para o calculo de limites, o processo de “mudanca de variaveis”, que
passamos a descrever.
Sejam (a,b) € R? e ¥ : R{ x [0,27[— R? a fungdo definida por ¥(r,0) = (z,y), onde

r =a+r cos()
y = b+ rsen(d)

Trata-se da mudanca de coordenadas cartesianas em coordenadas polares.

Como vemos na Figura 4.1, r é a distancia entre (a,b) e (x,y) e 6 o angulo que faz a
recta paralela ao eixo do zx que passa por (a,b) e a recta que une (a,b) a (z,y).

A funcao V¥ transforma o rectangulo ¥r = [0, R[x[0,27[ no circulo aberto de centro
em (a,b) e raio R, isto é, na vizinhanca Bg(a,b) (ver Figura 4.2).

Sejam f: D C R?* - R, (a,b) € int(D), € > 0 tal que B.(a,b) C De F = foW, isto
é, F(r,0) = f(a+rcos(f),b+ r sen(h)).
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y“ (x.y)

(a,b)

v

Figura 4.1: Significado de r e

Figura 4.2

Entao,

F(Za) = (f © \IJ)(ZE) = f(qj(Ea)) = f(Ba<aa b))

Pela definicao, ( l)m% ) f(z,y) = ¢ é equivalente a
x,y)—(a,

Vo >03e >0 (x,y) € Be(a,b) = |f(z,y) — | <6
isto é,
Vo >03e >0 (r,0) € X. = |F(r,0) —c| <0,

ou ainda
V6>03e>0 0<r<e=|F(r0) —cl <o, VOel02n|

Concluimos, assim, que lim f(z,y) =c se, e s6 se, lim F(r,0) = ¢, uniforme-
(z,y)—(a,b) r—0
mente em 6.

NOTA : O que dissemos atras adapta-se de forma evidente ao caso em que (a,b) ¢ D
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mas (a,b) € D. Neste caso, terfamos que considerar as intersecgoes com D, r seria sempre
diferente de 0 e nas variaveis polares teriamos que considerar as interseccoes respectivas.

EXEMPLO 1: Consideremos a funcao

Y se (z,9) #(0,0)

flr,y) =4 V&Y

0, se (x,y) = (0,0)

Vamos usar coordenadas polares:

2
lim F(r,0) = lim r cos(f) r sen(0) i " cos() sen(f)
r—0 =0 /12 cos?(f) + rZsen?(d) 0 1\/cos?(0) + sen?(f)

= lim r cos(f) sen(d) =0

r—0

porque a fungao cos(f) sen(f) é limitada. Concluimos, pois, que ( I)IH% f(z,y) =0.
T,y)—

EXEMPLO 2: Seja

_ Ty
f(xay) - $2_|_y2

Vamos estudar o limite de f(x,y) quando (z,y) — (0,0), usando coordenadas polares.
(Estamos no caso da Nota, (0,0) ¢ D).

rcos(f)rsen() B
lliI(l) F(r,0) = 1:0 o (0) + Zsen?(0) }E% cos(#) sen(f) = cos(f) sen(0)

Como o limite estudado depende de #, nao existe . hn% : f(z,y).
0,0

EXEMPLO 3: Consideremos a funcao f : R? — R definida por
22 + o>
r—y

fx,y) =

cujo dominio é D = {(z,y) € R*: x # y}. Usando coordenadas polares vamos verificar
se existe  lim )f(x,y):
0

(z,y)—(0
2 2 202
Fir.0) = r* cos*(0) 4 r2sen?(0) _ r .
r cos(f) — rsen(d) cos() — sen(6)
1

Visto que a funcao de 6, nao é limitada (se # = 7/4, o denominador é

cos(6) —sen(6)’
nulo e préximo de 7/4 obtemos valores do denominador tao pequenos quanto queiramos)
a convergéncia nao ¢ uniforme em 6 e o limite ndo existe (note-se que se existisse teria
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que ser 0 porque, fixando 6, o limite, quando r tende para 0, é 0). Talvez se compreenda
melhor que o limite nao existe se voltarmos a proposicao que teria que se verificar caso
ele existisse:

Vo>03e>0 0<r<e=|F(rd)] <4 VOel02n\{n/4},

que é falsa porque, como vimos atrds, “préximo” de § = 7 /4, F(r,0) pode ser tao grande
quanto se queira.

Para uma funcao f : D C R® — R podemos proceder de modo semelhante ao que
acabamos de expor, usando, neste caso, a mudanca para coordenadas esféricas, isto é,
a fungao ¢ : RT x [0, 27[x [0, 7] — R3 é definida por 9 (r, 0, ¢) = (x,y, z) onde

x = a+ rcos(f) sen(yp),
y =0b-+rsen(d) sen(yp),
z = c+rcos(p),

Na Figura 4.3 exibem-se os significados de r, 6 e ¢, no caso em que (a, b, c) = (0,0, 0)
(que foi usado para simplificar o desenho; o leitor nao deverd ter dificuldade de fazer a

generalizacao para (a, b, ¢) qualquer). E claro que, neste caso, existird ( 1)1m( ) flx,y,z)
z,y,2)—(a,b,c

se, e sb se, existir lir%(f o )(r, 0, ) uniformemente em 6 e .
r—

Definicao 4.3.4 Sejam f : D C RN — RP ea € D. Dizse que f(z) tende para
b= (by,by,...,bp) quando x tende para a (ou que tem limite b em a), e escreve-se
lim f(x) =b se

r—a

Vo>03de>0: zeDAN|x—al <e=|flx)—10|] <.

Em termos de vizinhangas, escreve-se

lim f(x) =b< V6 >03e >0 : f(B(a)N D) C Bs(b).

r—a

Note-se que, embora as representemos do mesmo modo, as normas que aparecem na
definicao estdo definidas em espacos diferentes: a primeira em RY e a segunda em R”. A
mesma, observacao se pode fazer para as vizinhancas.

Teorema 4.3.4 E condi¢ao necessaria e suficiente para im f(z) = b que as fungoes co-
T—a

ordenadas verifiquem: lim f;(z) =b;, i =1,2,..., P.

Demonstragao: Visto que |f;(z) — b;| < ||f(z) — b||, de lim f(z) = b concluimos, usando

as definigbes, que lim f;(x) =b;, i=1,2,...,P.
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Figura 4.3: Significados de r, 0 e ¢
Reciprocamente, suponhamos que lim f;(x) =b;, i =1,2,..., P, e seja d > 0. Entao,
r—a
para cada 7, existe g; > 0 tal que
)
reDAN|x—all <eg=|filx) = bl < 7
Seja € = min{ey, €9, ..