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1. Num problema diferencial auténomo

{ yoo= f),

y(to) = %o,

a solugao y(t; to, yo) verifica y(¢;to, yo) = y(t — to; 0,y0). Assim, o fluxo do sistema diferencial,
definido por ¢¢(yo) = y(t;0,y0), é tal que props = i1 €, em particular, gy = id, prop_; = id.
Um método numérico pode ser visto como uma aplicacao ¥y : yg — ¥y1 que aproxima y.
Temos que Yy = id e, além disso, podemos definir ¢_; que, pelo teorema da fungao inversa, é
invertivel para h suficientemente pequeno.

Um método diz-se simétrico se satisfaz v o ¥_p = id, ou, o que é equivalente, ¥, = @ZJ:i. O
método numeérico definido por 1; = w:,ll é chamado método adjunto de vy,.
(a) Mostre que se agq1—is+1—j+aij = bj, 1,7 =1,..., s, 0o método de Runge-Kutta de s etapas
A
bT

(b) Mostre que um método simétrico tem ordem par.

¢é simétrico.

(c) Mostre que 9,5 0 ¢Z/2 e wZ/Q 0 9p, /2 sao métodos simétricos e conclua que o método de
Stormer-Verlet é simétrico.

Nota: O método de Stormer-Verlet aplicado ao problema q" = f(q), com ¢’ = v,
conduz ao algoritmo sequinte:

h h
Un41/2 = Un + §f(Qn); Gn+1 = Gn + hvn+1/2; Unt1 = Upg1/2 + §f(Qn+1)'

2. A transformada discreta de Fourier de uma sucessao M-periédica {yr} é a sucessao M-

periddica {zx} definida por
M-1

2= (Fuy)e = Y yew'™,
¢=0
com w = e 2m/M
(a) Mostre que a aplicacao Fj; € linear, bijectiva e que a sua inversa é dada por ]:]\}1 = 57 F M

onde
M—1

(Fruz)k = Z P a
=0

(b) Dadas duas sucessoes M-periddicas {yx} e {vr}, define-se convolug¢do como sendo a
sucessao ¥ * v definida por

M-1
(Y*V)k= > Yr—eve.
=0

i. Mostre que a sucessao y x v é M-peridédica e que Fps(y * v) = FpyyFav, onde a
multiplicacao de sucessoes é efectuada elemento a elemento.



ii. Usando a convolugao, diga como poderia calcular a solucao do sistema linear

agn ap—-1 ap—-2 ... ai o bo

al agn ap—-1 ... Qa9 T b1

as al aq ... as o = b2 ,
| ap-1 ap—2 ap-3 ... ap | | Tm-1 | | b1 |

onde a matriz dos coeficientes é chamada de Toeplitz circular.

(N—1)x(N—1)

3. Consideremos o operador matricial A" € IR , que representa a discretizacao espacial

de uma equacao eliptica, dado por

e ainda o operador completo de interpolacao I,%h definido por I}%h :IRN-T — RV/2-1 ) que
I }%hvh = v2h onde as componentes de v2" dadas por

1 .
vt = Z(“Qj—l +203 +vg,,), 1<j<N/2-1

(a) Verifique que I %hwz = cos? ( 5—]’{,) W%h, onde as componentes de WZ sao os modos de Fourier

associados ao operador A", dados por,
wy j = sen (]]li;r> , 1<k<N/2
(b) Verifique ainda que
IP'wh = —sen? (5]7\;) wi', K =N-—k 1<k<N/2

(c) Usando o resultados anteriores, determine, em fungao do vector w%h,

Phahwh e IPAMWE, onde 1<k<N/2, K =N-k

2
4. Considere a equacao de Burger us + <uQ> = 0.
T

(a) Determine a solucao da equagao de Burger com o dado inicial
-1 z<0
uo(w) = { 1 >0
usando o método das caracteristicas. Desenhe as caracteristicas e os choques no plano z, t.
(b) Faca o mesmo da alinea (a) mas considerando o dado inicial

1 <0
@) =90 450

(c) Diga, justificando convenientemente, qual dos problemas anteriores nos deu uma solugao
que é Unica.



