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1. Num problema diferencial autónomo{
y′ = f(y),

y(t0) = y0,

a solução y(t; t0, y0) verifica y(t; t0, y0) = y(t− t0; 0, y0). Assim, o fluxo do sistema diferencial,
definido por ϕt(y0) = y(t; 0, y0), é tal que ϕt◦ϕs = ϕt+s e, em particular, ϕ0 = id, ϕt◦ϕ−t = id.
Um método numérico pode ser visto como uma aplicação ψh : y0 7→ y1 que aproxima ϕh.
Temos que ψ0 = id e, além disso, podemos definir ψ−h que, pelo teorema da função inversa, é
invert́ıvel para h suficientemente pequeno.

Um método diz-se simétrico se satisfaz ψh ◦ ψ−h = id, ou, o que é equivalente, ψh = ψ−1
−h. O

método numérico definido por ψ∗h = ψ−1
−h é chamado método adjunto de ψh.

(a) Mostre que se as+1−i,s+1−j +aij = bj , i, j = 1, ..., s, o método de Runge-Kutta de s etapas
A

bT
é simétrico.

(b) Mostre que um método simétrico tem ordem par.

(c) Mostre que ψh/2 ◦ ψ∗h/2 e ψ∗h/2 ◦ ψh/2 são métodos simétricos e conclua que o método de
Störmer-Verlet é simétrico.

Nota: O método de Störmer-Verlet aplicado ao problema q′′ = f(q), com q′ = v,
conduz ao algoritmo seguinte:

vn+1/2 = vn +
h

2
f(qn); qn+1 = qn + hvn+1/2; vn+1 = vn+1/2 +

h

2
f(qn+1).

2. A transformada discreta de Fourier de uma sucessão M -periódica {yk} é a sucessão M -
periódica {zk} definida por

zk := (FMy)k =
M−1∑
`=0

y`ω
k`,

com ω = e−2πi/M .

(a) Mostre que a aplicação FM é linear, bijectiva e que a sua inversa é dada por F−1
M = 1

MFM ,

onde

(FMz)k =
M−1∑
`=0

z`ω
−k`.

(b) Dadas duas sucessões M -periódicas {yk} e {vk}, define-se convolução como sendo a
sucessão y ∗ v definida por

(y ∗ v)k =
M−1∑
`=0

yk−`v`.

i. Mostre que a sucessão y ∗ v é M -periódica e que FM (y ∗ v) = FMyFMv, onde a
multiplicação de sucessões é efectuada elemento a elemento.



ii. Usando a convolução, diga como poderia calcular a solução do sistema linear

a0 aM−1 aM−2 . . . a1

a1 a0 aM−1 . . . a2

a2 a1 a0 . . . a3

...
...

...
. . .

...
aM−1 aM−2 aM−3 . . . a0





x0

x1

x2

...
xM−1


=



b0
b1
b2
...

bM−1


,

onde a matriz dos coeficientes é chamada de Toeplitz circular.

3. Consideremos o operador matricial Ah ∈ IR(N−1)×(N−1), que representa a discretização espacial
de uma equação eĺıptica, dado por

Ah =
1

2h2


2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2


e ainda o operador completo de interpolação I2h

h definido por I2h
h : IRN−1 → IRN/2−1 tal que

I2h
h vh = v2h onde as componentes de v2h dadas por

v2h
j =

1
4
(vh

2j−1 + 2vh
2j + vh

2j+1), 1 ≤ j ≤ N/2− 1

(a) Verifique que I2h
h wh

k = cos2
(

kπ
2N

)
w2h

k , onde as componentes de wh
k são os modos de Fourier

associados ao operador Ah, dados por,

wk,j = sen
(
jkπ

N

)
, 1 ≤ k < N/2

(b) Verifique ainda que

I2h
h wh

k′ = −sen2
(
kπ

2N

)
w2h

k , k′ = N − k, 1 ≤ k < N/2.

(c) Usando o resultados anteriores, determine, em função do vector w2h
k ,

I2h
h Ahwh

k e I2h
h Ahwh

k′ onde 1 ≤ k < N/2, k′ = N − k

4. Considere a equação de Burger ut +

(
u2

2

)
x

= 0.

(a) Determine a solução da equação de Burger com o dado inicial

u0(x) =

{
−1 x < 0

1 x > 0

usando o método das caracteŕısticas. Desenhe as caracteŕısticas e os choques no plano x, t.

(b) Faça o mesmo da aĺınea (a) mas considerando o dado inicial

u0(x) =

{
1 x < 0
0 x > 0

(c) Diga, justificando convenientemente, qual dos problemas anteriores nos deu uma solução
que é única.


