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A
1. Considere o método de Runge-Kutta de s etapas }T .
b

(a) Mostre que se b;a; j+bjaj; = b;bj, 1,5 = 1,..., s, 0 método conserva invariantes quadréticos.

(b) Mostre que nao existem métodos de Runge-Kutta explicitos que conservem invariantes

quadraticos.

(¢) Mostre que um método de Runge-Kutta diagonalmente implicito de s etapas satisfaz a

relagdo dada na alinea (a) se e sé se for equivalente & composicao ¢y, 0 - -+ 0 @p, 1, sendo

Yn+1 = Onyn 0 método do ponto médio implicito.

2. Se f é uma funcao definida em L?[0, L], os seus coeficientes de Fourier sdo dados por

2mna

~ L _
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(a) Supondo que f é uma continuamente diferencidvel até & ordem p > 2, mostre que

|ful < Cn7P,

com C € R.

(b) Considere o problema

Opu(z,t) = P(0y)u(x,t), zeR, ¢>0,

com condicdo inicial u(z,0) = u°(x), z € IR, sendo u” uma funcio em L?[0, L] e P um

operador diferencial polinomial. A solugao pseudo-espectral deste problema é dada por

com pi, =P(\p) e @

N "
up (z,6) = Y exp(pn)indn(x),
n=—N

0 os coeficientes discretos de Fourier de v numa rede com M = 2N

pontos.

i.

ii.

Considerando P(z) = 22, mostre que a determinagao do M-vector U(t) dos valores
de rede de uf)f passa pela resolucao do sistema diferencial ordinédrio

d -~ -
ZU(t) = AT(2)

com U = PFy;U, sendo P uma matriz de permutacéo, Fy; a matriz da transformada
discreta de Fourier e A uma matriz diagonal.

Usando um procedimento semelhante ao definido em i., diga como poderia determinar
a solucao pseudo-espectral do problema

Opu(w,t) = Uge(x,t) — sin(u(x, t)), zrelR, t>0,

com condicdo inicial u(z,0) = u%(z), » € RR.



3. Consideremos o operador matricial A" € IR

(N=1)x(N _1), que representa a discretizagao espacial

de uma equacao eliptica, dado por

Considere o operador de interpolagao linear definido por Ié‘h : RV21 — RN tal que
Iélhv% = v" onde as componentes de v" sido dadas por

1
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(a) Mostre que os modos complementares {w?, wl, } estao relacionados por wz, = (—=1)7 Ll I

onde ¥ =N —Fk, 1<k<N/2.

As componentes de WZ sdo os modos de Fourier associados ao operador A", dados por,

ik
Wy, ; = sen (]N7r>, 1<k<N/2

(b) Verifique que I wil = cpwh — ssz,, EF'=N-k 1<k<N/2 onde
i, = cos? (%) e s, = sen? (5—;{,)

(c) Usando os resultados anteriores, determine, em fungao do vector WZ e WZ/, Ahfghw,%h.

2
. Considere a equacao de Burger U + <u2> = 0.
x

(a) Prove que a solugao da equagao de Burger, calculada usando o método das caracteristicas,
com o dado inicial up(x), é dada por u(x,t).

1 x <0 1 r <t
u(z) =49 1—2 0<zx<1 u(z,t)=¢ 1—2)/(1—-¢t) t<z<1
0 z>1 0 z>1

(b) Justifique porque razao a solugdo anterior é apenas valida para t < 1. Sugestao: Faga
um desenho em (x,t) observando o valor de u(x,t) em cada subconjunto do plano zt.

(c) Para t > 1, determine o choque. Observe para isso que a solugao u(x,t) a esquerda do
choque é dada por u. =1 e a direita é ug = 0. Justifique convenientemente esta afirmacao.

(d) Determine a solugao para ¢t > 1 tomando em consideragao o facto da alinea anterior.



