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1. (a) Mostre que o conjunto das fung¢des simplécticas ¥ : R?" — IR?" é um grupo, isto é,
mostre que:

i. se 1 e 19 sao simplécticas entao também o é a composicao ¥ o 1o;
(Nota: 22 (11 0 ¥2)(Y) = 2001(2)|ampa(y) 25 P2(¥))
ii. se 1) é simpléctica entdo 1~ é simpléctica;
(Nota: 245 (y) = (2(2)) emp-1(y))
iii. 1 = id é simpléctica.
(b) Seja 1¥a:(+) um método simpléctico para toda a medida do passo At € IR, quando aplicado
a qualquer sistema Hamiltoniano ¢y = JV H (y). Usando a alinea anterior, mostre que
i. o seu adjunto 9},(-) também ¢ um método simpéctico;

ii. para qualquer método simpléctico ©a; consistente, a composicao
ha = Var/2 © Yaty2
¢é simpléctica e simétrica.
2. Se f é uma funcdo definida em L?[0, L], os seus coeficientes de Fourier sdo dados por

2mna

~ L —
et [1@8.@. o) =expOna), =T

(a) Supondo que f é uma continuamente diferencidvel até & ordem p > 2, mostre que
fol <Cn?, CeR.
(b) Considere o problema
Opu(z,t) = P(0z)u(x,t), zeR, t>0,

com condicdo inicial u(z,0) = u°(x), z € R, sendo u” uma funcio em L2[0, L] e P um
operador diferencial polinomial. A solugao pseudo-espectral deste problema é dada por

N
wg (z,8) = D exp(unx)isén (@),
n=—N

0 os coeficientes discretos de Fourier de v numa rede com M = 2N

com p, =P(\,) e @
pontos.
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i. Considerando P(z) = z°, mostre que a determinacao do M-vector U(t) dos valores

de rede de ufZ passa pela resolucao do sistema diferencial ordinédrio
i) = AT (1)
dt B
com U = PF);U, sendo P uma matriz de permutacéo, Fy; a matriz da transformada
discreta de Fourier e A uma matriz diagonal.



ii. Usando um procedimento semelhante ao definido em i., diga como poderia determinar
a solugao pseudo-espectral do problema

Ou(z,t) = Uge(x,t) — sin(u(x, t)), relR, t>0,
com condigdo inicial u(z,0) = u%(z), r € RR.

—1)x(N-1

3. Consideremos o operador matricial A" € RW ), que representa a discretizacao espacial

de uma equacao eliptica, dado por

h—i
A_2h2

Consideremos o operador completo de interpolacao I }%h definido por I ,%h : RV o RNV/2-L

2h

tal que 1 ,%hvh = v?h onde as componentes de v sao dadas por

1 .
vt = Z(Ugj—l +2f +og,,), 1<j<N/2-1

e ainda o operador de interpolacao linear definido por Ié‘h : RV21 5 RN e tal que
Iélhv% = v" onde as componentes de v sao dadas por

1
h 2h h 2h 2h .
Ugj = U5 Ug; 1—2(11]- +vj 1), 0<j<N/2-1.

(a) Verifique que I, hy h = cos ( k”) W%h, onde as componentes de WZ sao os modos de Fourier

associados ao operador A" dados por,

ik
Wy ; = sen (]NW), 1<k<N/2

(b) Verifique ainda que I2"wl, = —sen? (;}7{7) wi', K =N-k 1<k<N/2
(c) Prove que I, w2l = cos (517{[) wi — sen (517\;) wh, kK=N-k 1<k<N/2.
(d) Usando as alineas anteriores determine [2" 1% w2h.
4. Considere a lei de conservagao
u+ (f(w), =0, t>0, zeR

com a condigao inicial  u(z,0) = up(z), =€ RR.

(a) Sabendo que as curvas caracteristicas (z(t),t) deste problema verificam
2'(t) = f(u(z(t),t)), t>0 z(0)=a, acR
prove que z'(t) = f'(up(a)).

(b) Sejam  f(u) =

u? 1/2 =<0
1,5 © uo(z)=
u? + (1 — u)? 0 >0
i. Determine as curvas caracteristicas.
ii. Verifique se a condig@o de entropia é satisfeita.

iii. Determine a solugao fraca do problema.



