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1. (a) Mostre que o conjunto das funcdes simplécticas ¢ : R*® — IR?" é um grupo, isto é,
mostre que:

i. se 11 e 9 sao simplécticas entao também o é a composicao 1 o 1o;
(Nota: £ (1 09)(y) = 241 (2)|z=yu () 55 ¥2(y))
ii. se 9 é simpléctica entdao 1)~ é simpléctica;
(NOta: agy¢71(y) = (%Q/J(Z))*Hz:w—l(y))
iii. ¢ =1id é simpléctica.
(b) Seja 1¥a¢(-) um método simpléctico para toda a medida do passo At € R, quando aplicado
a qualquer sistema Hamiltoniano ¢y = JV H (y). Usando a alinea anterior, mostre que
i. o seu adjunto 9},(-) também ¢ um método simpéctico;

ii. para qualquer método simpléctico ¥a; consistente, a composicao
N *
Var = VUag2 © a2
é simpléctica e simétrica.

2. A transformada discreta de Fourier de uma sucessao M-periddica {yi} é a sucessao M-
periédica {zx} definida por

M-1
ke
2k = (Fuye = Y, yow',
£=0
com w = e 2m/M,
(a) Mostre que a aplicacao Fj; € linear, bijectiva e que a sua inversa é dada por f]\j[l = ﬁfM,
onde
M—1
o —k£
(Fuz)k = Z zpw ™
=0

(b) Dadas duas sucessoes M-periddicas {yx} e {vr}, define-se convolug¢do como sendo a
sucessao ¥ * v definida por

M-1
(Y*v)k= > Yr—eve.
=0

i. Mostre que a sucessao y x v é M-periddica e que Fps(y * v) = FyryFayv, onde a
multiplicacao de sucessoes é efectuada elemento a elemento.

ii. Usando a convolugao, diga como poderia calcular a solucao do sistema linear

ap apM—1 ap—2 ... a1 o bo

al agn ap—-1 ... Qg T b1

a9 al aq ... as o = b2 ,
| ap-1 ap—2 ap-3 ... ap | | Tm-1 | | b1 |

onde a matriz dos coeficientes é chamada de Toeplitz circular.



—1)x(N-1

3. Consideremos o operador matricial A* € RW ), que representa a discretizagao espacial

de uma equacao eliptica, dado por

Consideremos o operador completo de 1nterp01aca0 1 hh definido por I : RV — RMV/2HL
tal que [ ELh h = v2h onde as componentes de v sao dadas por

1 .
U?h: 1(@%_1“‘2”%4’1}%4—1)7 1<y SN/Z_l

e ainda o operador de interpolacao linear definido por Igh : RV?1 5 RN e tal que
Ié‘hv% = v" onde as componentes de v" sdo dadas por

1
h 2h h 2h 2h .
Ugj = U5 Ugjp1 = 2(vj +vj 1), 0<j<N/2-1.

(a) Verifique que I Wk = cos (é‘]’\}) W]%h, onde as componentes de WZ sao os modos de Fourier

associados ao operador A", dados por,

ik
wy, j = sen (J]\;T>, 1<k<N/2

k
(b) Verifique ainda que I?"w!, = —sen? <Z77\T7> wih K =N-k 1<k<N/2

(c
(d

(e) Usando as alineas anteriores determine o efeito do operador TG = I — I} (A?h)=112h AP
nos modos WZ e WZ,, para 1 < k < N/2,k' = N — k. (Lembre-se que, se Aw = Aw entao
A7 lw = \"lw)

) Prove que os modos complementares estao relacionados da seguinte forma wp, = (—1)7 1wl

Prove que Ihwk = cos (%})wk—sen (;‘f,)wk,, EF=N-k 1<k<N/2

2
4. Considere a equacao de Burger  wu; + (u) =0, t>0, z¢€lR com o dado inicial
€T

2
1 <0
u(x)=¢ 1—z 0<z<1
0 z>1

i. Determine as caracteristicas e desenhe-as no plano = — t.

ii. Determine a solucao do problema de valor inicial e desenhe a solucéo parat =0,t =1/2 e
t=1.



