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A disciplina de Matematica Numérica II faz parte do tronco comum do plano de estudos da
Licenciatura em Matematica do Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade de Coimbra.

Esta disciplina, do primeiro semestre do terceiro ano, é antecedida da de Matematica
Numérica I. Fazem parte do programa de Matematica Numérica I os seguintes topicos:
algebra linear numérica (normas vectoriais e matriciais, sistemas de equagoes lineares,
problemas de minimos quadrados lineares, decomposic¢oes em valores proprios e em valores
singulares); interpolagao polinomial; resolu¢ao de equacoes nao lineares de uma variavel.

Estes apontamentos foram organizados em formato aula-a-aula, tipo lecture notes. Cada
aula estd descrita de forma o mais auto-contida possivel. Evitaram-se, ao méaximo, as
referéncias dentro de cada aula e entre aulas. No final de cada licao, colocam-se exercicios
sobre a matéria dada, para resolucao nas aulas ou em trabalho-para-casa.

Os varios topicos do programa da disciplina foram organizados da seguinte forma:

e Aulas 1 5: métodos numeéricos para sistemas de equagoes nao lineares.

e Aulas 6-8: métodos numeéricos para optimizacao sem restricoes e problemas de
minimos quadrados nao lineares.

e Aula 9: diferenciacao numérica.

e Aulas 10-12.16: integracao numérica.

e Aulas 13 15,17 18: aproximacao de funcoes.

e Aulas 19-23: métodos numéricos para problemas de condicoes de fronteira.

e Aulas 23-27: métodos numeéricos para problemas de valor inicial.

Os exemplos numéricos foram corridos em MATLAB® (http://www.mathworks.com). As
correspondentes m-files estao disponiveis a partir da pagina da disciplina, no endereco
http://www.mat.uc.pt/"1nv/mn2/mn2_05_06.html.

Procurar-se-4 melhorar a versao actual destes apontamentos no decorrer dos proximos
anos. Reconhece-se a necessidade de cobrir outros topicos, nomeadamente outras trans-
formadas (Laplace e Ondulas) e suas aplicacoes e discretizagoes. Tentar-se-a, também,
incluir mais exemplos e ilustragoes ao longo do texto.

Coimbra, 9 de Setembro de 2005, LNV.
(Data da ultima revisao: 19/02/2007.)
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Aula 1: Método de Newton para Sistemas de Equacoes
Nao Lineares

A simulacao computacional de modelos em ciéncia e engenharia, depara-se, frequente-
mente, com a necessidade de resolver sistemas de equacoes nao lineares. Na maioria dos
casos, estes sistemas tém origem na discretizacao de equacoes diferencias nao lineares. H&
situacoes, porém, em que os sistemas de equacoes nao lineares sao resultado directo da
formulacao dos problemas em causa, como é o caso do exemplo apresentado no final desta
aula.

Existem diversas técnicas de resolucao numérica para resolver sistemas de equacgoes
nao lineares, sendo que as mais titeis e conhecidas assentam, directa ou indirectamente, no
método de Newton e, consequentemente, na resolucao de sistemas de equacgoes lineares.

Ha uma estreita ligagao entre a resolucao de sistemas de equagoes nao lineares e a reso-
lucao de problemas de optimizacao nao linear sem restrig¢oes, razao pela qual abordaremos
estes dois topicos em conjunto.

Considere, entao, o sistema de equacoes nao lineares

em que F' é uma funcao vectorial dada por
F:DcCR"—R"

1 fi(z)
T = : — : = F(x).
As funcoes f; sao reais:
fi:DCR" — R,
sl

r= — filz) = filzr, ... xn), i=1,...,n.

Tn

A titulo de ilustracao considere-se o seguinte exemplo:

F :R? —>R27
| filer, ) | |+ —3
Fle) = [ fo(1, 29) } B [ 24+ 22 -9 } '

Para esta fungio F, o sistema F(x) = 0 tem as raizes [3 0]" e [0 3]T.
Antes de introduzirmos o método de Newton para a resolugao do sistema F(z) = 0,
vamos rever algumas propriedades das funcoes de vérias variaveis.



Aula 1 — Matematica Numérica 11 4

Uma fungao f : R® — R diz-se continuamente diferenciavel em z se as derivadas
parciais de f existirem e forem continuas em x. A funcao f diz-se continuamente dife-
renciavel no aberto D C R"™ se o for para todos os pontos de D. O gradiente de f em x é
dado por

d
o ()

Vi) = : € R

L
o ()

Se f for continuamente diferenciavel no conjunto aberto D de R™ entao, para x e x + p
em D, com [z,z + p| C D, tem-se, pelo Teorema do Valor Médio na sua versao integral,
que

1
fa+p) = f@) = [ Vi) p
0
Ser-nos-a tutil, para motivar o método de Newton, a notagao
T+p dof 1
/ Viz)'dz = / Vf(x+tp) padt.
T 0
Se agora tomarmos as n funcoes reais de n variaveis reais que definem o nosso sistema

de equacoes nao lineares e assumirmos que cada uma delas é continuamente diferenciavel
no conjunto aberto D de R™ entdo, para z e  +p em D, com [z,x 4+ p| C D, tem-se que

filz+p) = filx) = [TTVfi(2)Tdz

fal@+p) = falz) = [TV fu(2) dz.

Em notacao vectorial estas n igualdades sao representadas por

z+p
F(x+p)— F(x) = / J(2)dz,

em que F'(x) é o vector de componentes fi(x),..., fu(x) e
Vfl(ZL')T
J(z) = :
V fulx)"

é a matriz Jacobiana de F' em z. Por extenso, a matriz Jacobiana toma a forma

S—ﬁ(x) %(m)
J(z) = : : e R™™.
() o B ()
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No exemplo anterior, temos

i = | 1] va@ =[50 ] e @ = |, 0]

229 2r1 219

O método de Newton para a resolugdo do sistema F'(x) = 0 é iterativo. Seja o € R”
uma aproximacao inicial. Sabe-se que

Flao +p) — Flzo) = / ).

zo

Idealmente, gostariamos que zy + p fosse uma solucao do sistema, ou seja que
F(l’o + p) = 0.

Logo, procuramos p € R" tal que

To+p
/ J(z)dz = —F(xo).
xo
Este integral ¢ nao linear em p, o que torna a resolucao deste sistema tao dificil como a
resolucao do original.

Linearizar é a palavra de ordem do método de Newton. Ao aproximarmos este integral
por

To+p
/ J(2)dz ~ J(xo)p
xo

obtemos uma fungao linear em p (definida por J(xg)p).
O passo p é determinado, assim, & custa da resolucao do sistema de equagoes lineares

J(xo)po = —F ().

A nova aproximacao x; é dada por x1 = xg + pp.
O método de Newton, quando bem definido, gera a sucessao de pontos {x;} descrita
pelo seguinte algoritmo.

Método de Newton para Sistemas de Equacgoes nao Lineares
Escolher xy € R™.
Para k=0,1,2,...

1. Resolver o sistema de equacoes lineares J(xy)p, = —F(xy).

2. Fazer xp1q1 = 2 + pi-

A formula recursiva do método de Newton

Tpp1 = xp — J(xp) T F(a)
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reduz-se, no caso n = 1, usando a notacao f(z) = F(x), a

f(xk)
f@e)’
que identificamos como sendo a formula do método de Newton para a resolucao de uma
equagao nao linear com uma incognita.

Para o exemplo desta aula tome-se 7o = [1 5]". A primeira iteracio do método de
Newton calcula o passo

T = o — (@) 7 [f(@n)] = o —

J(@o)po = —F(wo) [; 110]1’0:_[137] @POZ{:?{?S}-

Logo,
—0.625
Ti = TotPo = | 5605

A segunda iteracao consiste em resolver

T = =F(o) < { —;/4 291/4 ] == { 1450/32 ] — = { :ﬁ)?g ] !

para, depois, calcular
By = By 4D o —0.092
27 k= 3092

Exercicios

1. Considere a funcao vectorial R> — R? definida por:

2
xq "‘l’g‘i‘l
F(I‘l,l’g) =

T1T2

(a) Calcule a matriz Jacobiana de F' e as raizes de F'(zq,x2) = 0.

(b) Efectue, se possivel, uma iteragdo do método de Newton partindo dos pontos
zo=1[00]Texo=1[1 1] .

2. Estude a aplica¢ao do método de Newton ao problema: arctan(x) = 0.

3. Considere a funcao vectorial F': R® — R™ definida por:
ey ]
T2X3

3Ty
F(xy,z9,...,2,) = ‘ ,

Tp—1Tp

Tn
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em que n é um numero inteiro impar maior que ou igual a 5.

(a) Calcule a matriz Jacobiana de F.

(b) Efectue, se possivel, uma iteracdo do método de Newton partindo do ponto

ro=[11--- 1]T €R™
(c) Efectue, se possivel, uma iteracdo do método de Newton partindo do ponto
ro=[-1 —1 --- —1]T e R™.

(d) O que é que pode concluir sobre o comportamento do método de Newton a
partir destas duas ultimas alineas?

Nota: Se nao conseguir resolver este exercicio na forma em que ele esta colo-
cado, resolva-o para n = 5.

4. Prove que o método de Newton converge numa iteracao quando aplicado a resolugao
de um sistema de equacoes lineares (possivel determinado).

5. Um exemplo simples e interessante de um sistema de equacoes nao lineares descreve
a interseccao de orbitas de planetas. Considere o seguinte sistema de equagoes nao

lineares:
det | @a(t2) —a(ty) | _
F(t17t2) - |i y2(t2) — yl(tl) :| =0

Quando a fungdao F : R? — R? se anula num ponto [t; t5]', as orbitas de dois
planetas (1 e 2) intersectam-se. As orbitas sao elipticas, com um dos focos na origem
(e.g., o sol). Por exemplo, a 6rbita do planeta 1 é definida por

o] = [ e [ ™ |

em que ¢; ¢ o angulo com que a orbita foi rodada e A; e P; sdo, respectivamente, a
maior e a menor distancia dos seus pontos ao sol. A érbita do planeta 2 é definida
de modo andlogo.

Corra, em MATLAB, as m-files disponiveis em
ftp: //ftp.cs.cornell.edu/pub/cv,

que aplicam o método de Newton para resolver, numericamente, uma instancia deste
sistema de equacoes nao lineares. Mais informacoes sobre este problem sao dadas no
livro C. F. Van Loan, An Introduction to Scientific Computing A Matriz- Vector
Approach Using MATLAB, MATLAB Curriculum Series, Prentice Hall, Upper Saddle
River, New Jersey, 1997.
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Aula 2: Taxas de Convergéncia e Constantes de Lipschitz

O método de Newton apresenta uma taxa quadratica de convergéncia local. O erro

absoluto entre as iteradas z e a solucao x, decresce quadraticamente, em norma, se x

estiver suficientemente proximo de x,. A convergéncia diz-se local porque esta propriedade

é garantida apenas para xy numa certa vizinhanca de x,.

Em MATLAB, corremos o método de Newton para o sistema de equacoes nao lineares
definido pela funcao vectorial

Flz) = [ :E%2+ 93%2— 1 }

Sxf —x5 —2 |

com o ponto inicial 7o = [2 2]T. O método gera iteradas que se aproximam da solugao
z, = [v2/2 2/2]". Reproduzimos, em baixo, o output do codigo.

>> Newton
Metodo de Newton para F(x) = 0
Iteracao lx(1)-x*(1) | |x(2)-x*(2) | [l x-x* ||
0 1.2928932188134525 1.2928932188134525 1.8284e+000
1 0.4178932188134524 0.4178932188134524 5.9099e-001
2 0.0776154410356746 0.0776154410356747 1.0976e-001
3 0.0038384007210237 0.0038384007210238 5.4283e-003
4 0.0000103617834891 0.0000103617834892 1.4654e-005
5 0.0000000000759185 0.0000000000759186 1.0737e-010
6 0.0000000000000000 0.0000000000000001 1.1102e-016
>>

O decréscimo quadratico do erro absoluto ||z, —x.|| é evidente de iteragao para iteragao.
Este erro comporta-se, a partir da segunda iteragao, como

107Y 1072 107* 107® 10716,

Seja {z)} uma sucessdo de vectores de R™ a convergir para z,. A convergéncia é
quadratica, ou apresenta uma taxa quadratica, se existir uma constante positiva M > 0
tal que, para todo o k,

s — 2] < Mg — P

Os métodos de quasi-Newton apresentam uma taxa de convergéncia superlinear:

i Mo =l
h—too [y — .|
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Outros métodos convergem apenas linearmente. A sucessao {zy} converge para x, linear-
mente, ou com taxa linear, se existir uma constante positiva r € (0, 1) tal que, para todo
ok,

[2hia — ol] < rlloe — ).

A convergéncia quadratica implica a superlinear e esta, por sua vez, implica a linear. Estas
taxas de convergéncia sdo designadas, por varios autores, usando a letra ¢ (q-quadréatica,
g-superlinear e g-linear). Existe um outro tipo de taxas, as designadas pela letra r (ver
exercicio).

O estudo da convergéncia local do método de Newton requer um pouco mais do que a
continuidade das funcdes f;, i = 1,...,n, que definem as componentes de F. E preciso que
todas as suas derivadas parciais (coleccionadas na matriz Jacobiana J) sejam continuas
Lipschitz. A matriz Jacobiana J diz-se continua a Lipschitz em D C R", com constante
v >0, se

|J(x) — J(y)|| < 7]Jlr —y| para todososzeyem D.

A norma do lado esquerdo desta desigualdade é uma norma matricial, enquanto a norma
do lado direito &€ uma norma vectorial. Vai ser necessario, assim, trabalhar com normas
matriciais induzidas por normas vectoriais, como as normas (., ¢; ou {5 (Euclideana).

Tentemos, primeiro, uma majoragao do erro absoluto ||x; — z.|| em funcao do erro
absoluto ||xg — .||, assumindo, informalmente, que J(xg) é invertivel. A fungao F' é nula
na solucao x,. A partir da forma do método de Newton, escrevemos

T — T = Tg— s — J(0) T F(20)
= J(xo) ™ (wo)(wo — @) — J(wo) ™! (F(w0) — F(2.))
= J(xo)™' [F(:) = F(w0) — J(w0) (2 — 20)] -

Logo,
oy = 2ol < ([ (o) M| [1F (20) = [F(20) + I (o) (2« — o)].

A expressao F(zg) + J(x)(z« — x9) é 0 termo linear de uma expansdo de Taylor de
ordem um centrada em xy. Assim sendo, é expectavel que a diferenca entre as normas de
F(z,) e de F(xg) + J(x0)(z. — xp) varie quadraticamente com |z, — x¢||. Desta forma,
obter-se-ia

llz1 — ]| < ||J(20) Y| x constante x ||z — x|,

A proposicao seguinte descreve o resultado que se utilizara para obter esta variacao qua-
dratica.

Proposicao 1 Seja F': D C R" — R" wma fungao vectorial definida num conjunto
aberto D. Suponha-se que F € continuamente diferencidvel em D e que a sua matriz
Jacobiana J é continua a Lipschitz em D com constante 7.

Entao, quaisquer que sejam x e x +p em D, com |[x,z + p| C D, ¢é verdadeira a
desigualdade

[1F(z +p) = F(z) = J(@)pll < %||p||2-
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Demonstragao. O teorema do valor médio (em versdo integral aplicada a todas as
componentes de F') permite-nos escrever

Flzx+p) — F(z) = /0 J(x +tp)p dt.

Por outro lado,

J(z)p = /01 J(z)p dt.

Assim, F(z +p) — F(z) — J(z)p = [, [J(x +tp) — J(z)]p dt. Logo,

[F(z +p) = F(z) = J(@)p| < /0 17 (x +tp) = J(x) [ [Pl dt < /0 epl llpll dt.

A observagao fol |t| dt = 1/2 conclui a demonstra¢ao. B

Aplicando esta proposi¢cdo com x = zg e p = T, — Tg, constatamos que a constante
que procuramos é dada por /2.

Exercicios

1.

Seja {zy} uma sucessao em R™ a convergir para z,. A convergéncia diz-se r-
quadréatica se existir uma sucessao real {ay}, a convergir g-quadraticamente para
zero, tal que, para todo o k,

e — 2.l < ag.

Prove que se uma sucessao {yx} de R" convergir ¢q-quadraticamente para y, entao
as sucessoes {(yx);} convergem r-quadraticamente para (y,);, para todas as compo-
nentes ¢ € {1,...,n}.

Nota: Este exercicio aplica-se, também, aos casos linear e superlinear.
Mostre que a sucessao {1/k} nao converge para 0 g-linearmente.

Mostre que a sucessao {1 + 10"“} converge para 1 g-linearmente.

k
Prove que a sucessao {1+ (0.5)2 } apresenta uma taxa de convergéncia q-quadratica

para 1.

A . ~ _ 1.2
. Estude a taxa de convergéncia da sucessdo 37"

Seja I : R* — R? uma funcao vectorial dada por
fi(xr, 29, 73) Ty
F(ZL’) = fg(Il,Jfg,Jfg) = 37% + X9

f3(x1, xa, x3) e’ —1
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(a) Indique valores para as constantes de Lipschitz das fungoes 1, £+ 1 e €* em
[—a,a], a > 0.

(b) Indique um valor para a constante de Lipschitz de J(z) no conjunto [—a, a]*:

{reR?: |z <a,i=1,23}.

c¢) Em que regiao é que a sucessao gerada pelo método de Newton para a resolucao
g g
de F(x) =0 é convergente se (xg)3 =07 E se (zg)2 = (29)3 =07

7. Considere a funcio vectorial R?> — R? definida por:
el — e*?
F(ZL’l, 1’2) = .

Indique um valor para constante de Lipschitz da matriz Jacobiana de F' no conjunto
[—1,1] x [-1,1].

8. Tente detectar com o método de Newton, em MATLAB, partindo de pontos iniciais
diferentes, as quatro raizes de

2 2
Flx) = [595%—95%—2} = 0.
O que acontece se comecar com o ponto xy = [\/5/2 O]T? Como poderia contornar

o problema?
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Aula 3: Taxa de Convergéncia Local do Método de New-
ton para Sistemas de Equacoes Nao Lineares

Vamos provar que o erro absoluto entre as iteradas x geradas pelo método de Newton e a
solucao z, decresce quadraticamente, em norma, se xg estiver suficientemente proximo de
2. Demonstrar-se-a, também, que o método de Newton esta bem definido localmente, ou
seja, que, para um ponto inicial x¢ na vizinhanca de uma solucao x, para a qual a matriz
Jacobiana é nao singular, as matrizes Jacobianas de todos os pontos x sao, também, nao
singulares.

Vimos em aula anterior que

lor = @l < (1 (o) T HIF () — [F(@0) + J(wo) (2 — wo)]| < %IIJ(éBo)_lll lwo — 2%,

em que 7y é a constante de Lipschitz da matriz Jacobiana J da funcao vectorial F' no
dominio D.

As propriedades de convergéncia local do método de Newton sao enunciadas e provadas
no seguinte teorema.

Teorema 1 Seja F': D C R" — R" uma funcao vectorial definida num conjunto aberto
D. Suponha-se que F é continuamente diferencidvel em D e que a sua matriz Jacobiana
J € continua a Lipschitz em D com constante 7.

Seja x, € D uma solugao de F(x) =0 para a qual J(x,) € nao singular. Seja, ainda,
B um escalar positivo tal que ||J(z.) 7] < 8.

Nestas condigoes, existe um escalar € positivo tal que se

[0 — 2| < €

entao a sucessao {xy} gerada pelo método de Newton estd bem definida, converge para x,
e satisfaz

ks =zl < Brlla — 2.

Demonstragao. Comecemos por colocar uma bola centrada em x, dentro de D, o que
é possivel por este ser aberto. Seja r > 0 o raio dessa bola. Se € < r, entao xy esta nesta
bola e, consequentemente, em D.

A demonstracao é feita por inducao. Vejamos, primeiro, o que acontece de xy para x.
Da continuidade a Lipschitz de J em D vem que

1 (@) [T (o) = J@IIl < [ (@)~ 1 (o) = J(@)| < Byllg — .|l

, 1
€ = mIN<{7r, —
{ 267}
1

17 (2.) 7 [T (20) = J(@) < 5 < L.

Desta forma, se escolhermos

temos que

[\)
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Estamos, assim, em condi¢oes de aplicar o resultado do Exercicio 2 (com A = J(x,)
e B = J(xg)) e afirmar que J(zo) é invertivel. Para além disso, a desigualdade desse
exercicio diz-nos que

I ()~ "] < )7
L= [[J ()~ I (zo) = S]] = 1-1/2

1T (o)~ | < < 20

Combinando a derivagao feita antes do teorema com este limite superior para || J(zo) ™|,

resulta em y
lz1 = 2. < 265 [lzo — ] = Byllae — =,

mostrando que estamos no caminho certo. Como, por hipotese, ||xg — x| < €, esta
desigualdade implica que

oy — .l < Brllao —wullsz = o — .l <
Ty — To— Tul|=—— = =||lzo—2x
1 * ~ Y1 Zo * 267 9 0 * =
Logo, o ponto 7 estd nas mesmas condicoes das do ponto xy. Seria possivel, assim, provar
os mesmos limites para o erro ||z — z,|| em fun¢ao do erro ||x; — z.]|.

Raciocinando indutivamente, estabelece-se, para todo o k, que J(z) é nao singular,
que

< e

DO ™

|2k — 2| < Byllag — x.%,
e que

1
ke =@l < 5llow — 2.

A sucessao {zp} converge para x, (porqué?) e a taxa de convergéncia das iteradas é
quadratica. W

Este teorema estuda a convergéncia local do método de Newton, ao assumir que o
ponto inicial pertence a uma bola centrada numa solucao. O raio desta bola é desconhecido
aquando da aplicacao do método, uma vez que depende dos valores F' e de J nessa solucao.

No entanto, é importante analisar o produto (7 que aparece a multiplicar ||z — z.||?,
uma vez que, sendo grande, pode explicar uma certa deterioracao da taxa quadratica de
convergéncia para determinados problemas. Um produto 37 grande sugere, também, uma
regido de convergéncia local mais pequena (pois € é inversamente proporcional a (7).

A constante 3, que podemos considerar, nesta discussdo, igual a ||J(z,)™!|, indica a
distancia de J(z,) a singularidade matricial. No caso unidimensional, J(x,)™! = 1/f'(z,)
é grande, em valor absoluto, quando o declive f'(x,) da recta tangente for pequeno em
moédulo. A condigdo ||J(z,)7t| < B reduz-se a
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A constante v da continuidade a Lipschitz da matriz Jacobiana num vizinhanca de =z,
mede o grau de nao linearidade de F'. Quanto mais nao linear é J, maior é a sua constante
de Lipschitz .

O método de Newton pode ser globalizado de forma a que seja garantida a sua con-
vergéncia a partir de pontos arbitrarios. O estudo de estratégias de globalizagao e suas
propriedades esta fora do contexto desta disciplina. Porém, nao resistimos a observar que
o método da bissecao é uma estratégia de globalizacao para o caso unidimensional.

Exercicios

1. Seja E € R™". Prove que se |E| < 1 entdao I — E é ndo singular e
1

I =E) < ——=r
1—[E]|

Sugestao: Prove primeiro, por contradicao, que I — E é nao singular. Depois,

defina i
Sp = Y E
§=0

e mostre que

Sp—(I—E)Y*' = —(I - E)"'EF!

“+oo
(I-E)" =) E~
k=0

2. Sejam A, B € R™*" duas matrizes tais que A é ndo singulare || — A7 (B —A)|| < 1.
Demonstre, utilizando o exercicio anterior, que B é nao singular e que a norma da
sua inversa satisfaz

A~
1—[[A-Y(B-A)
3. Prove, nas condigoes do Teorema 1 e utilizando os seus resultados, que a sucessao
{F(zx)} converge quadraticamente para o vector nulo.

1B~ <

4. Neste exercicio pretende-se analisar a taxa quadratica de convergéncia local do mé-
todo de Newton inexacto. Suponha que em vez de ser calculado o passo de Newton
exacto é determinado um passo p;, tal que

J(xr)pe = —F(x) + ex,

em que e; € R" representa o erro residual. Prove, nas condi¢oes do Teorema 1, que
a sucessao {xy} converge quadraticamente para x, se existir uma constante positiva
c tal que

lexll < | F(xp)|? para todo o k.



Aula 4 — Matematica Numérica 11 16

Aula 4: Meétodos de Quasi-Newton para Sistemas de
Equacoes Nao Lineares

Os valores das derivadas das funcgoes-componente de I’ nao se encontram disponiveis em
diversas situages praticas. Uma das alternativas possiveis para resolver F'(z) = 0 nestas
situagoes é a aplicacdo de métodos de quasi-Newton (conhecidos, também, por métodos
de secante). Outra alternativa passa pelo recurso a técnicas de diferenciagdo numérica.

O método de secante para a resolugao de uma equagao nao linear a uma incognita
(f(z) =0, f: R — R) tem uma interpretacao geométrica simples. A equagao da recta
que passa pelos pontos (zo, f(xg)) e (z1, f(x1)) é dada por

y—flz1)  flz1) — f(xo)

r — I 1T — X

A nova iterada x5 é a primeira coordenada do ponto de interseccao desta recta com o eixo
das abcissas. Se fizermos y = 0 e x = x4, obtemos

f(a1) f(x1) — f(wo)

com aq = ——————=.
a1 xr1 — Zo

To = 1 —

Dados 2y e x1, o método de secante gera uma sucessao de pontos da forma

Tpt1 = Tp — fe) com ap = fa) = f(xk_l), k=1,2,...
ag T — Tg—1
T2 T i)

A formula do método de secante que determina aj,; pode ser reescrita na forma

ak+1($§k+1v— SCQ = f(xkﬂ) - f(SCkZ

-~

I I
Sk Yk
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A equacao linear em «a
a(Tpr — ) = f(@p1) — flan)
é designada por equacao de secante. No caso unidimensional, esta equacao admite uma
solugao unica (ag41).
Quando passamos a um sistema de n equagoes a n incognitas, F'(x) = 0, a equacao de
secante assume o aspecto
Asy = Y

em que A € R™"™ é uma matriz de ordem n e s; e y, sao dois vectores
n n
Sk, = Tpp — T € R e Y = F(zp1) — F(z) € R™

Esta equacao de secante continua a ser linear (em A) mas passa a ter mais equagoes do
que incognitas. Existem n? componentes em A para apenas n igualdades.

Uma outra forma de chegar & equacao de secante para sistemas de equagoes nao
lineares parte do modelo linear

def
Mit1(8) = F(@ps1) + Agsas,

enquanto aproximacao para F'(z) numa vizinhanga de x4,

F(z) ~ mpy(x — 2p1) = F(@pg1) + A (2 — Tpp1)-

Se fizermos s = 0, vem que my11(0) = F(xk+1), 0 que traduz o facto do modelo ser exacto
em xjy1. Seria adequado que este mesmo modelo possuisse informagao sobre o avango de
x) para Trxy1 (ou sobre o recuo de xp, 1 para x). E imposta ao modelo, assim, a condigao

Myt (= (1 — 1)) = F(xp).

Ao fazermos as contas, verificamos que esta condicao é equivalente a

Apr1(Tpa — ) = Flogg) — Fag).

Resta-nos observar que A, satisfaz a equacao de secante Asy = yy.

A equagao de secante admite uma infinidade de solu¢des. Um tipo de solugoes consiste
em adicionar a A, uma matriz de caracteristica igual a 1 (a fim que Ay mude o menos
possivel). Se a diferenca Ay, — Ay tiver caracteristica um, entao é porque existem vectores
u,v € R" tais que

A=A = L8
nx1l 1xn
Se escolhermos v = s, entao (Ak+1 — Ak)w = 0 para todos os vectores w ortogonais a
Sk, 0 que é atraente num cenario de menor mudanca possivel. Multiplicando ambos os
membros desta equacao por sg, a esquerda, resulta em

-
Ap1ss —Apsy = yp — Apsp = (U Sk)%
——

I
Yk
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o que nos informa que u é um miltiplo de y, — Agsk. Com v = s # 0 vem que

1

U = —— — Agsi).
S;—Sk(yk kk)

Chegamos, assim, a seguinte expressao para Ay i:

A1 = A+ (yr — Arsi) sy

Sy Sk

conhecida por formula de actualizagao de Broyden.
O que vamos provar de seguida é que a matriz da actualizacao de Broyden é, de entre
as que satisfazem a equacao de secante, a que esta mais perto, num certo sentido, de Ay.

Proposigao 1 Seja Ayy1 a matriz da formula de actualizagao de Broyden (com s, #0)
el |l a norma ls.

1. Ayyq satisfaz a equacao de secante Asy = yy.

2.
| Aps1 — Azl = min {||A — Axl| 1 As, =y} .

Demonstracao. A Parte 1 resulta, trivialmente, da multiplicacao de Ag,1 por s:

Apy15p = Agsg + (yk — Arsk)sp sk = Ui

Sy Sk

Para provar a segunda parte, seja A uma matriz n X n a satisfazer As; = y,. Entao

1 1
A — A, = — A = A—A
kit k Tor (Y kSk) Sk sgsk( k)SkS
I
Ask — Aksk

Aplicando propriedades da norma Euclideana, escrevemos

1
——SSp

[Arir = Aell < [[A = Aif = [[A = Axl,

o que conclui a demonstracao. l

E apresentado, de seguida, o método de quasi-Newton baseado na formula de actua-
lizacao de Broyden.
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Método de Broyden para Sistemas de Equacoes nao Lineares
Escolher o € R" e Ay € R™*™ nao singular.
Para k=0,1,2,...

1. Resolver o sistema de equagoes lineares Aysp = —F'(xy).
2. Fazer xp1 = xp + s e yp = Fap1) — Fxp).

3. Calcular

1
Apr = A+ T (yk - Aksk)sg.

Exercicios

1. Calcule as iteradas z; e x5 do método de Broyden para a resolugao do sistema de
equagoes nao lineares F'(z) = 0, em que

F(z) =

1+ Tg — 3
4229 |’

comegando com: (a) zg=[1 5]" e Ag=1; (b) 7o =[1 5] e Ay = J(x0).
2. Seja v € R™ um vector nao nulo. Prove que, na norma (5, é verdadeira a igualdade

1
—’UUT

= 1.
vlo

3. Seja F(x) = Cx + ¢, com C € R"™™ e ¢ € R". Considere dois pontos xj e Tpi;
distintos. Mostre que C' satisfaz a equacao de secante Asp = y.
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Aula 5: Taxa de Convergéncia Local dos Métodos de
Quasi-Newton para Sistemas de Equacoes Nao Lineares

Os métodos de quasi-Newton ou de secante nao apresentem a mesma taxa (quadratica)
de convergéncia local do método de Newton. No entanto, convergem superlinearmente, o
que, em termos praticos, é muito satisfatorio. Em grande niimero de ocorréncias, nao se
distinguem os comportamentos numéricos das taxas superlinear e quadratica.

[lustramos o desempenho numérico do método de Broyden com o mesmo sistema de
equacoes nao lineares ao qual se aplicou o método de Newton e que foi definido pela
funcao:

Flz) = { x§2+ x§2—1 } .
dx] — x5 — 2
Correu-se o método de Broyden, em MATLAB, comecando com o mesmo ponto inicial
o = [2 2]". A matriz 4y escolhida foi ||F(xo)||[I. O método gera iteradas que se
aproximam da solucio z, = [v2/2 — +/2/2]". Repare-se que, partindo do mesmo
ponto inicial, os métodos de Broyden e de Newton convergiram para solucoes diferentes.
Reproduzimos, em baixo, o output do codigo.

>> Broyden

Iteracao |x(1)-x*(1) | |x(2)-x*(2) | [l x-x*x ||
0 1.2928932188134525 2.7071067811865475 3.0000e+000
1 0.8456796233134946 1.8126795901866317 2.0002e+000
2 0.4450899479441283 0.4689664890487301 6.4656e-001
3 0.1888472653876047 0.7933170962329951 8.1548e-001
4 0.0014854454921065 0.9329779661030725 9.3298e-001
5 0.0135802307552687 0.7190994909274900 7.1923e-001
6 0.0047682327329389 0.1462568630927651 1.4633e-001
7 0.0002471415432675 0.0403884748676994 4.0389e-002
8 0.0000998044959372 0.0067853796901328 6.7861e-003
9 0.0000130697331487 0.00065563722147943 6.5550e-004
10 0.0000003216540551 0.0000149397033994 1.4943e-005
11 0.0000000020803608 0.0000000837210314 8.3747e-008
12 0.0000000000239055 0.0000000008849602 8.8528e-010
13 0.0000000000001673 0.0000000000061897 6.1920e-012
>>

Observa-se que o erro nao converge quadraticamente para zero mas, a partir da sexta
iteracao, o erro approxima-se de zero muito rapidamente. As primeiras cinco iteracoes,
responsaveis por um desempenho mais lento em comparacao com o registado para o
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método de Newton, tém mais a ver com o comportamento global do método. O método de
Broyden conduziu as iteradas para uma solugdo v2 = [v/2/2 —+/2/2]7, mais afastada do
ponto inicial 24 do que a solugdo detectada pelo método de Newton z¥ = [v/2/2 +/2/2]7.

O teorema seguinte enuncia as condi¢oes sob as quais o método de Broyden converge
localmente. A demonstracao, demasiado longa e pormenorizada, é omitida.

Teorema 1 Nas condicoes do teorema da convergéncia local do método de Newton, exis-
tem escalares € € 6 positivos tais que, se

2o — ]| < € e [JAo—J(z)l| <6,

entio a sucessio {xy} gerada pelo método de Broyden estd bem definida e converge su-
perlinearmente para ..

Para compreender melhor o método de Broyden torna-se indispensavel estudar o com-
portamento assimptotico da sucessao {Ax} das matrizes de quasi-Newton. Sera que A
tende para J(x,) quando xj converge para z.? No método de Newton, J(xj) converge
para J(x,). Porém, A; pode nao convergir para J(z,), mesmo nas condi¢oes do teorema

anterior. E simples provar, para o sistema de equacoes nao lineares definido pela funcao

F:R? — R?,
fl(xl,flfg) $1—|—f172—3
F — =
(ZL’) [ fg(ﬂ?l, .]72) 37% + Jfg -9 |’
que o método de Broyden, partindo de zqp = [1 5]" e Ay = J(zp), gera matrizes de

secante A a satisfazer

. 11 11
Jm A = [1.5 7.5} 7 {0 6} = Jlz.),

com z, = [0 3]T.

Nao se pense, porém, que as matrizes do método de Broyden nao possuem as ca-
racteristicas assimptoéticas adequadas. De facto, estas matrizes produzem passos s, =
—A;'F(x1) que se aproximam assimptoticamente (sob escalonamento) dos passos de
Newton pp = —J(zx) " F(x;). Ou seja, nas condigoes do teorema anterior, é verdadeiro
o limite

i L=l
k—4o00 ||Sk||
Corremos, novamente, o método de Broyden, mas desta vez para este segundo exemplo.
Os resultados sao apresentados de seguida. Imprimem-se as quantidades ||sgl|, ||sx — px|]

e ||sk — pell/||skl|. Observa-se que todas, e em particular esta tltima, se aproximam de
7€ro.
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>> Broyden

22

Iteracao | 1s-pl | [ 1s]] I 1s-pll/1lsl] Il x-x* ||
1 0.0000e+000 2.1287e+000 0.0000e+000 8.8388e-001
2 2.2845e-002 7.7675e-001 2.9412e-002 1.0714e-001
3 1.5518e-002 8.9044e-002 1.7428e-001 1.8094e-002
4 3.6730e-004 1.7650e-002 2.0810e-002 4.4381e-004
5 1.8381e-006 4.4193e-004 4.1593e-003 1.8845e-006
6 1.9628e-010 1.8843e-006 1.0416e-004 1.9712e-010
7 6.9468e-017 1.9712e-010 3.5242e-007 2.0775e-016
>>

Em termos gerais, os métodos de quasi-Newton apresentam a seguinte caracterizagao
necessaria e suficiente de convergéncia superlinear.

Teorema 2 Seja F': D C R" — R" uma funcao vectorial definida num conjunto aberto
D. Suponha-se que F é continuamente diferencidvel em D e que a sua matriz Jacobiana
J € continua & Lipschitz em D com constante . Seja x, € D uma solugao de F(x) =0
para a qual J(x,) € nao singular.

Considere um método a gerar uma sucessao de pontos da forma

Tyl = T — AglF(LL’k)

Suponha-se que as matrizes da sucessao { Ay} sao nao singulares e que {xy} converge para
x, (com xy, # x, para todo o k).
Nestas condigoes, {xy} converge superlinearmente para x., se e so se satisfaz a condi¢ao

de Dennis-Moré
| (Ax = J(@g)) sl

lim = 0.
skl

k—-+o00

O método de Broyden satisfaz a condi¢ao de Dennis-Moré e, por isso mesmo, apresenta
uma taxa de convergéncia superlinear. E facil provar, nas condi¢oes deste tltimo teorema,
que

i WA= J@))sell 0 sl
k—+o00 ||8k|| k—-+o0 ||8k||
Para este efeito note-se que
(Ap = J(zx)) (A Flar) = —F(ax) = J(xx)ske = J(xx) (pr — s8) -

Em algumas situagoes praticas, a possibilidade de contornar a utilizacao da matriz
Jacobiana pode representar uma vantagem. Outra qualidade do método de Broyden que
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o torna atraente, quando comparado com o método de Newton, é o seu baixo custo
computacional por iteracao.

O método de Newton requer a solugdo de um sistema de equagoes lineares J(xy)p =
—F(x;,) em cada iteracdo, cujo o ntimero de operagdes elementares é da ordem de n®. Ora,
os sistemas de equacoes lineares Ays = —F(x)) do método de Broyden, dada a estrutura
especial de A, podem ser resolvidos na ordem de n? operacoes.

De facto, utilizando a formula de Sherman-Morrison-Woodbury, escreve-se

1

Al = A+ ———
k+1 BT STATTy,

~1 T p-1
Apresentamos, a seguir, o método de Broyden com base nesta actualizacao das inversas
B = A,;l. Vé-se, assim, que cada iteracao requer somente produtos internos e produtos
matriz-vector, mantendo um nimero de operacoes elementares da ordem de n?.

Método de Broyden para Sistemas de Equacoes nao Lineares
Escolher xy € R™ e By € R™"™ nao singular.
Para k=0,1,2,...

1. Fazer sp = —BpF'(xy).
2. Fazer xp 1 = xp + s e yp = Fap1) — F(xp).

3. Calcular

1
Biy1 = By + ——— (sx — Byyx) s By
Sp Bryr

Exercicios

1. Mostre que se a sucessao {xy} convergir superlinearmente para z, (com x, # x,
para todo o k) entao

|Tr1 — anll

lim = 1.

koo |z — .|

2. Sejam u e v dois vectores de R™ e A uma matriz n X n nao singular. Prove que
A4 uv' é ndo singular se e s6 se

Mostre que a formula (de Sherman-Morrison-Woodbury) para a inversa de A +uv "
quando o # 0 é:

_ 1
(A+uvT) Lo AT A T A
g
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3. (Dificil.) Nas condigdes do Teorema 2, prove que

| A= T sl _ o

lim

k—+o0 HSkH

o lsemmd
m —F0F
k—+o0 ||8k||

= 0.

24
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Aula 6: Conceitos Basicos sobre Optimizacao sem Res-
tricoes

Um ponto z, diz-se um minimizante local (ou relativo) de f : D C R" — R se existir
um € > 0 a satisfazer

f(zy) < f(z) paratodoo z € D tal que |z — x| <e.
O minimizante local z, diz-se estrito ou forte se
f(z,) < f(zr) paratodoo z € D, = # x,, talque [[z—z.] <e

O minimizante local x, diz-se isolado se for o inico minimizante local de f na interseccao
de D com a bola {x € R" : ||z — z,|| < €}. Todo o minimizante local isolado é estrito.

Porém, no exemplo
ztcos(1/z) 4+ 22* x #0,

o = {; e

o ponto z, = 0 é um minimizante local estrito que nao é isolado.
Esta fora do ambito desta disciplina a determinagdo de minimizantes globais (ou ab-
solutos) para o problema

min  f(x).

zeDCR"?

A optimizacao diz-se sem restricoes quando nao é restrita a nenhum subconjunto de
R™. Observa-se que o conjunto D representa o dominio da funcao e que a procura de
minimizantes locais em D é irrestrita.

A determinacao de minimizantes locais de uma funcao em R” esté relacionada com a
resolucao de sistemas de equacoes nao lineares. O gradiente da funcao f é nulo num seu
minimizante local. Logo, a minimizacao local de f passa, necessariamente, pela resolucao
do sistema de equagoes nao lineares V f(z) = 0.

Por outro lado, uma solugao de um sistema de equagdes nao lineares da forma F(z) = 0
¢ um minimizante (absoluto) da fungao || F'(x)||, ou, se quisermos manter a suavidade de F,
da funcao | F(x)|*.

Seja z, € D um minimizante local de uma funcao f : D C R" — R continuamente
diferenciavel no aberto D. Consideremos a funcao real de variavel real definida, para ¢
suficientemente pequeno (¢t € [0,t1)), por

9(t) = floe =tV f(2.).

Tem-se que ¢g(0) = f(z.) e ¢'(0) = —||[Vf(z.)||*>. Se Vf ndo se anular em z, entdo
¢'(0) < 0. Como, pelas hipoteses feitas sobre f, a derivada ¢’ é continua, entao existe um
to > 0 para o qual ¢'(s) < 0,s € [0,%2). Logo,

g(t) —g(0)=¢'(s)(t—0) <0 = f(a.—tV[f(x,) < f(x.), Vte (0,min{ty,t}).



Aula 6 — Matematica Numérica 11 26

O que mostramos contradiz a hipdtese de x, ser minimizante local. O gradiente de f ser
nulo em minimizantes locais constitui a condicao necessaria de optimalidade de primeira
ordem para fungoes continuamente diferencidaveis. Um ponto em que o gradiente de f se
anule diz-se um ponto estacionario ou critico de f.

De forma semelhante, provar-se-ia, para funcoes duas vezes continuamente diferen-
ciaveis, que, em minimizantes locais, o gradiente Vf é nulo e a matriz Hessiana V2f é
semi-definida positiva (condigdes necesséarias de optimalidade de segunda ordem).

As condigoes suficientes de optimalidade para fungoes duas vezes continuamente dife-
renciaveis sao mais fortes do que as necessarias e exigem que a matriz Hessiana seja
definida positiva.

Resumimos estes trés factos na proposicao seguinte.

Proposicao 1 Seja f: D C R* — R uma funcao definida num dominio D aberto.

Se f for continuamente diferencidvel em D e x, € D for um minimizante local de f
entao V f(z,) = 0.

Se [ for duas vezes continuamente diferencidvel em D e x, € D for um minimizante
local de f entio Vf(x.) =0 e V2f(x.) é semi-definida positiva.

Se f for duas vezes continuamente diferencidvel em D, V f(z,) = 0 e V2f(x,) for
definida positiva, com x, € D, entao x, é um minimizante local (estrito) de f.

As condigoes suficientes de segunda ordem podem nao ser necessarias. A fungao f(z) =
z' admite um minimo em z, = 0 e, no entanto, f”(x,) = 0.

O vector simétrico do vector gradiente —V f(x), utilizado na demonstracao da condigao
necessaria de optimalidade, desempenha um papel importante em optimizacao. Esta
direccao é designada por direc¢ao de descida mdxima.

Uma direc¢ao p € R™ diz-se de descida em x se existir um ¢ > 0 para o qual

flz+tp) < f(x), paratodoo te(0,1).

Vimos, na demonstragao da condigao necessaria de optimalidade, que —V f(z,) # 0 é uma
direccao de descida. A explicacao sobre o facto desta direccao ser de descida maxima fica
para um exercicio.

Sao de descida todas as direcgoes que fizerem um angulo de amplitude inferior a /2
com a direccao de descida maxima:

Proposigcao 2 Seja f : D C R* — R wuma funcao continuamente diferencidvel no
dominio D aberto e x € D. A direccao p € R™ € de descida em x se

~Vf()'p > 0.

Outra direccao essencial em optimizacao é o passo de Newton. O passo de Newton
para a resolugao do sistema de equagoes nao lineares V f(x) = 0, quando bem definido, é
dado por

—V*f(2)" 'V f(2)



Aula 6 — Matematica Numérica 11 27

(a matriz Jacobiana de Vf é a matriz Hessiana de f). E facil confirmar que o passo de
Newton é uma direccao de descida se a matriz Hessiana for definida positiva num ponto
em que o gradiente nao se anule:

—V i) (-=V2f(z)'Vf(z)) > 0.

Exercicios

1. Demonstre as condigoes de segunda ordem (necessarias e suficientes) de optimali-
dade da Proposicao 1.

2. Seja f: R"™ — R uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel. Considere a
fungao real de variavel real g(t) = f(x + tp), definida para z,p € R™.

(a) Escreva, para esta fun¢ao g, a formula de Taylor de ordem um (com resto de
Lagrange de ordem dois) centrada em 0. Identifique p'V f(z) como sendo a
taxa de variacao de f, a partir de x e ao longo de p.

(b) Considere o seguinte problema em p

min p' Vf(z) sujeitoa |p|| = 1.
peER™

Prove que a solucao 6ptima deste problema é —me(x). Sugestao: Uti-

lize p"V f(x) = cos(ang(p, V£ (2))) [Pl V f ()]l

3. Seja f : R" — R uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel. Dado um
ponto y € R™ em que a matriz Hessiana é ndo singular, considere a direc¢ao d(y)
definida por

dly) = =Vfy)—Vf(y)"'V(y).

(a) Mostre que d(y) é uma direcgao de descida quando V2 f(y) é definida positiva
e Vf(y) #0.
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(b) Mostre que d(y) é uma direccao de descida se |[V2f(y)7Y| < 1 e Vf(y) # 0.

(¢) Considere, agora, as fungdes reais de duas varidveis reais f(xy, 7o) = x1/3 +
223 /3 + 81179 € f(x1,72) = xF + 6235. Sejay = [1 1]". Calculando apenas
V2f(y) e os seus valores proprios, mostre que d(y) ¢, para ambas as fungoes,
uma direccao de descida.

4. Seja f: R"™ — R uma funcao continuamente diferenciavel e x € R". Considere a
direccao d € R™ dada por

em que ¢ & um indice para o qual |%(flj)| assume o maior valor em j € {1,...,n}.
J
Prove que d é uma direcgao de descida se V f(z) # 0.

5. Demonstre a Proposicao 2.

6. Considere uma fungao f : R — R definida por
o}

f@) = Sl

com « um numero real positivo.
(a) Calcule a direc¢ao de descida méxima, d, e o passo de Newton, p, para a fungao
f. Conclua que as duas direccoes sao linearmente dependentes.

(b) Que valor escolheria para « de forma a que a direc¢ao de descida maxima e o
passo de Newton coincidissem?

(c) Faca, agora, a = 1. Calcule f(z +d) e f(z+ p). O que conclui?
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Aula 7: Métodos de Newton e de Quasi-Newton para
Optimizacao sem Restricoes
O método de Newton para optimizacao sem restricoes consiste na aplicacao do método

de Newton a resolugdo do sistema de equagdes nao lineares Vf(z) = 0. Quando bem
definido, este método gera a sucessido de pontos {zx} descrita pelo seguinte algoritmo.

Método de Newton para Optimizacao sem Restrigoes
Escolher xy € R™.
Para k=0,1,2,...

1. Resolver o sistema de equacgdes lineares V2 f(x3)pr = —V f(z).

2. Fazer zp1q = xp + pi.

As propriedades de convergéncia local sao semelhantes as descritas e provadas para os
sistemas de equacgoes nao lineares.

Teorema 1 Seja f : D C R" — R wma funcao definida num conjunto aberto D.
Suponha-se que f € duas vezes continuamente diferencidvel em D e que a sua matriz
Hessiana V2f € continua & Lipschitz em D com constante .

Seja x, € D uma solu¢io de Vf(z) = 0 para a qual V?f(x,) € nao singular. Seja,
ainda, B um escalar positivo tal que ||V2f(x,)7Y| < B.

Nestas condigoes, existe um escalar € positivo tal que se

[0 — 2| < €

entao a sucessao {xy} gerada pelo método de Newton estd bem definida, converge para x,
e satisfaz

| Thrs — 2] < Bylloe — 2.

O tnico comentario que importa fazer, neste contexto, diz respeito a hipotese de nao
singularidade da matriz Hessiana V2 f(x,). Seria mais l6gico, por estarmos a minimizar f,
impor que a matriz Hessiana V2 f(z,) fosse definida positiva. No entanto, ndo ha nenhum
elemento neste método de Newton que faca a distin¢ao entre minimizacao e maximizacao.
O objectivo deste método ¢ anular o gradiente da fun¢ao, uma condicao que é necessaria
quer em minimizantes locais quer em maximizantes locais.

Tendo em vista o objectivo de minimizacao, o passo de Newton pode ser modificado
perturbando a matriz Hessiana:

O objectivo da matriz Ej, € R™ " é tornar V2 f(xy) + Ej definida positiva caso V2f(xy)
nao goze desta propriedade. Desta forma, ha a garantia de p}* ser uma direcgao de descida.
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Os objectivos dos métodos de quasi-Newton para optimizacao sem restri¢oes incluem os
destes métodos para os sistemas de equagdes nao lineares: (i) usar uma ordem de derivadas
inferior & do método de Newton; (ii) apresentar uma taxa superlinear de convergéncia
local; (iii) baixar o custo da dlgebra linear por iteragao de O(n?®) (Newton) para O(n?).

As matrizes de actualizacao de quasi-Newton ou de secante devem tomar em linha de
conta a especificidade do sistema V f(x) = 0, em particular o facto de a matriz Jacobiana
de Vf ser a Hessiana de f e, como tal, ser simétrica. Assim, exige-se que a equacao de
secante seja resolvida por matrizes simétricas:

Hs, =y e H:HT,

com s = T, — g € Yp = V (1) — V f(2).

Como no caso dos sistemas de equacoes nao lineares, existem, no contexto da op-
timizacao sem restricoes, inimeras actualizagoes de secante. Vamos apresentar a mais
popular e eficiente numericamente: a actualiza¢ao de BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb
e Shanno). A formula de actualizagdo de BFGS é dada por

1 1
Hyyy = Hy — ———Hysys) Hy + —Sykyl;r
k

s Hysy, m

E facil provar que Hj,; satisfaz a equacdo de secante, e que é simétrica se Hj, o for
(ver exercicio).

A matriz Hp,, é obtida somando & matriz H; uma matriz de caracteristica dois. As
actualizacoes de caracteristica dois sao tipicas em optimizagao pois estao associadas a
manutencao da positividade dos valores proprios das matrizes de secante. Prova-se que
Hy. & definida positiva se Hj, for simétrica e definida positiva e y, s, > 0 (ver exercicio).

E possivel aplicar a formula de Sherman-Morrison-Woodbury para calcular a inversa
By, de Hj. Descrevemos, de seguida, o método de BFGS, com recurso a actualizagao das
inversas By,.

Método de BFGS para Optimizagao sem Restrigoes
Escolher o € R™ e By € R™™"™ simétrica e definida positiva.
Para k=0,1,2,...

1. Fazer sy = —B,V f ().
2. Fazer Thy1 = Tk + Si € Y = Vf(l’k+1) — Vf(l’k)

3. Calcular
Bis1 = (I = pesiyy) B (I — pryesy ) + prsesy, »

com p = 1/(y} sp).

O ntimero de operacoes elementares por iteracao é, claramente, da ordem de n?: todas
as operacoes matriciais sao produtos internos ou produtos matriz-vector.
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Continuamos, enunciando a taxa de superlinearidade do método de BFGS. Quando
comparamos as condi¢oes em que este resultado é obtido com as enunciadas para o método
de Broyden, ou mesmo para o método de Newton para optimizacao, constatamos que a
hipotese de V2f(z*) = Jys(z.) ser ndo singular é fortalecida, exigindo-se que esta matriz
seja definida positiva. Esta alteracao esta em sintonia com a capacidade, da actualizacao
de BFGS, de manter as matrizes de secante definidas positivas.

Teorema 2 Considere as hipoteses do teorema da convergéncia local do método de New-
ton, mas na situacdo, mais restrita, de V2f(x,) ser definida positiva.
Nestas condigoes, existem escalares € e § positivos tais que, se

|zo — 2] < € e [[Ho—Vf(z)|| < e

entio a sucessio {xy} gerada pelo método de BFGS estd bem definida e converge superli-
nearmente para T..

A condicao de Dennis-Moré, que o método de BFGS satisfaz, escreve-se, para optimi-
zacao sem restrigcoes, na forma

o =V F @) sl

koo sk

A actualizacdo de Broyden faz com que a matriz B, seja a que esteja mais perto
de By, num certo sentido, de entre todas as matrizes simétricas a satisfazer a equacao de
secante. De facto, se By, for simétrica e definida positiva e y,;rsk > (, entao a matriz By
é a solucao 6ptima do problema

min ||B — Bi|lw sujeitoa s, =By, e B=DB",
——

BeRmxn
0
Hsk = yi
H=DB"!
em que |- ||y é a norma definida por || B|ly = |[W2BWz||p, com W uma matriz definida

positiva a satisfazer y, = Wsy.

Exercicios

1. Mostre que o método de Newton converge numa iteracao quando aplicado a funcao

1
flz) = §ZL’TH1’+QT£L’,

com H € R™" uma matriz nao singular e simétrica e g € R".
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2. Este exercicio é para ser resolvido em MATLAB. As duas primeiras alineas deverao
ser justificadas matematicamente.

(a) Escreva uma func¢ao que, dada a matriz H simétrica, devolva uma matriz si-
métrica £/ para a qual o menor valor proprio de H + E nao seja inferior a
1074

(b) Escreva uma fungao que, dada a matriz H simétrica, devolva uma matriz si-
métrica F para a qual H + E seja definida positiva (sem recorrer ao calculo de
valores proprios de H).

(c) Explique qual seria a utilidade destes procedimentos numa implementagao do
método de Newton modificado para optimizagao sem restricoes.

3. Considere a actualizacao de BFGS para Hjy; em funcao de Hy.

(a) Mostre que Hjq satisfaz a equacdo de secante.
(b) Mostre que se Hj, for simétrica entdo Hy,1 também o é.
c) Prove que, se Hj, for simétrica e definida positiva e v, s, > 0, entdo Hj4q é
Y +
definida positiva.

4. (Dificil.) Seja Hj uma matriz simétrica e definida positiva e s, e yx vectores tais
que yl;rsk > 0. Considere a factorizacao de Cholesky de Hj, dada por H, = LkL;.
Encare a equagao de secante Hsj = y; escrita na forma

Lup =y, e L'sp=uy,
em que v, ¢ um vector auxiliar.

(a) Determine L = Ly, em fungao de Ly, yy e vy, de tal forma que a equacao Lvy, =
Yi seja satisfeita e que Ly, difira de Ly numa matriz de caracteristica um. Mais
concretamente, faca

Liyi = Ly +uv',

com v = v, /||vg||* e determine w.

(b) Utilize a expressao calculada na alinea anterior e L's, = v com L = L4,
para concluir que v, = aiL] s, em que aj é um escalar real.

(c) Determine ay.
(d) Prove que Ly, assim determinada é nao singular.

(e) Confirme que obteve a actualizacao de BFGS, ou seja, que Hyi 1 = Lk+1L;+1.

5. Seja f : R — R uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel e com matriz
Hessiana definida positiva em R". Considere a mudanca de variaveis:

x = Ry, em que Ré€ R™™ é uma matriz nao singular.

Considere a fun¢ao g : R" — R definida por g(y) = f(Ry). Por deriva¢ao composta,
tem-se que Vg(y) = R'Vf(Ry) e Vg(y) = R"V?f(Ry)R.
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(a) Prove que a matriz Hessiana de g também é definida positiva em R™.

(b) Mostre que o método de Newton é invariante ao escalonamento nas variaveis,
ou seja, que as formulas x5 1 = 2 — V2 f(21) 'V f(21) € yps1 = yp — Vig(y) *
Vg(yx) sdo equivalentes.

(¢) Mostre que quando a matriz R é ortogonal, xp 1 = x — Vf(zg) € ypy1 =
yr — Vg(yx) sao equivalentes.



Aula 8 — Matematica Numérica 11 34

Aula 8: Problemas de Minimos Quadrados Nao Lineares

Uma das classes de problemas de optimizacao sem restricoes que mais frequentemente
surgem em aplicacoes é a dos problemas de minimos quadrados nao lineares. Estes pro-
blemas colocam-se na forma

min f(x) SR RE)

N[ =
INgE
ﬁ

=1

com m > n. Pretende-se, nestes problemas, minimizar a norma Euclideana de uma funcao

residual
R:DCR"— R™,

Estes problemas aparecem no contexto de ajuste de dados. Suponha que a funcao
m(y,p), com m : R™ ™ — R descreve o comportamento de um determinado sistema,
cujo estado é descrito pelas variaveis de estado y € R™. A definicao do modelo depende
do valor das variaveis p € R", que podem representar parametros cujo valor é procurado
ou controlos do sistema cujo valor importa igualmente conhecer. Com base em resultados
experimentais, conhecem-se m respostas do sistema (designadas por 7q,...,7,,) para m
valores de estados ¥, ..., ¥m- O objectivo é, entao, conhecer os valores dos parametros ou
controlos p que melhor ajustam o modelo, no sentido dos minimos quadrados, as respostas
do sistema conhecidas. Pretende-se, assim, resolver o problema

. def 1 e
min f(p) = 2;(m(yz,p) ri)”.

Neste caso, tem-se que x = p e r;(x) = m(y;, ) — 7, i =1,...,m.

Regressemos a formulacao mais geral do problema de minimos quadrados nao lineares.
A primeira coisa a fazer é escrever o gradiente da funcao objectivo f:

Zm )WVri(x) = J(x)" R(z),

em que J(z) € R™*" representa a matriz Jacobiana, em z, da fungao vectorial R. Note-
se que a matriz J(x) tem mais linhas do que colunas (‘verticalmente’ rectangular) e que,
portanto, J(z)' tem mais colunas do que linhas (‘horizontalmente’ rectangular). A seguir,
derivamos o gradiente para obter a matriz Hessiana de f:

Z Vri(z) V()" +ri(z)Viri(2)) = J(2)"J(x) + S(2),
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com S(z) =>_1" ri(x)V?r;(x). Note-se que
R(z,) =0 = S(x,) =0 e V2f(xz,) = J(x.)" J(x).

O método de Gauss-Newton para problemas de minimos quadrados nao lineares con-
siste na aplicacao do método de Newton a resolucao do sistema de equacoes nao lineares
Vf(z) = 0, ignorando a contribuigio do termo S(z) da matriz Hessiana V2 f(z). Quando
bem definido, este método gera a sucessao de pontos {x;} descrita pelo seguinte algoritmo.

Método de Gauss-Newton para Minimos Quadrados Nao Lineares
Escolher xy € R™.
Para k=0,1,2,...

1. Resolver o sistema de equacgoes lineares J(xy) " J(zp)pr = —J (z) T R(x).

2. Fazer xp1q1 = 2 + pi-

Para estar bem definido, o método de Gauss-Newton tem de gerar iteradas x; para
as quais J(zx)" J(x;) seja ndo singular, ou seja, para as quais a caracteristica de J(xy,)
seja igual a n. Uma propriedade interessante deste método é a geragao de passos que sao
direcgoes de descida para a fun¢ao f (ver exercicio).

O método de Gauss-Newton apresenta uma taxa quadratica de convergéncia local para
pontos x, tais que R(x,) = 0.

Teorema 1 Seja R: D C R" — R™ uma fungao vectorial definida num conjunto aberto
D, com m > n. Suponha-se que R é continuamente diferencidvel em D e que a sua matriz
Jacobiana J é continua a Lipschitz em D com constante v. Seja o > 0 um limite superior
para a norma de J em D.

Seja x. € D um ponto tal que R(x.) = 0 e para o qual J(x.) tem caracteristica n.
Seja, ainda, 5 um escalar positivo tal que || (J(:L’*)Tj(x*))_l | < 8.

Nestas condicoes, existe um escalar € positivo tal que se

[0 — ]| < e

entao a sucessao {xy} gerada pelo método de Gauss-Newton estd bem definida, converge
para T, € satisfaz

o — 2 < aBylloy — ..
Demonstragao. O pouco que temos a fazer é observar que, se a caracteristica de J(zg)
for n, entao

-1

1= = 20— — (J(20) T (20))
= (J(z0)"J(20))

J (o) " R(xo)
J(x0) " [R(x.) — R(wo) — J(20) (24 — 0)] -
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A demonstracao é, praticamente, idéntica a do método de Newton para sistemas de equa-
¢oes nao lineares. O valor de € é dado, neste caso, por

B 1
€ = {r,m}.

A tnica diferenca entre as duas demonstragoes é a presenca de o ao lado de 5. B

Quando o residuo R(z,) nao for nulo, a taxa passa a ser linear, desde que a norma
Euclideana de R(z,) seja inferior ao inverso do produto (3. Esta hipotese é demasiado
forte, por estar dependente das propriedades da funcao R na solucao x,.

Teorema 2 Seja R: D C R" — R™ uma fungao vectorial definida num conjunto aberto
D, com m > n. Suponha-se que R é continuamente diferencidvel em D e que a sua matriz
Jacobiana J € continua a Lipschitz em D com constante v. Seja o > 0 um limite superior
para a norma de J em D.

Seja x, € D um ponto para o qual J(z,) tem caracteristica n. Seja [ um escalar

positivo tal que || (J(:L’*)Tj(x*))_l | < 3. Suponhamos que

IR < 5—17

Nestas condigoes, existe um escalar € positivo tal que se
[0 — x| < €

entao a sucessao {xy} gerada pelo método de Gauss-Newton estd bem definida, converge
para T, € satisfaz
[k — 2|l < rllee — 2.,
o L IR 1
|| R(x.
r=—-+4+—————""¢€ (0,1) e ce€ (1,7>.
2 2 B[R ()|

A demonstracao é omitida por trazer pouco de novo. Repare-se que a constante r
aproxima-se de 1 (o que é mau) quando ||R(z,)|| se aproxima do inverso de (3.

Corremos, em MATLAB, os métodos de Newton e de Gauss-Newton para a funcao
dada em baixo nos exercicios. Fez-se m = 3, y; =1, 711 = 2 e 7y = 4. Testaram-se trés
valores diferentes para 73, nomeadamente, —8, —1 e 8. Comecgou-se com zy = 1 em todos
os casos. O numero de iteragoes necessario para reduzir o gradiente de f para menos de
1071 foi o seguinte:

| 73 | Gauss-Newton | Newton | f(z,) |
-8 5 7 0

-1 34 10 6.976
8 | nao convergiu 12 41.145
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Foi possivel observar, também, um decréscimo aproximadamente quadratico para o
erro no método de Gauss-Newton para o primeiro caso, em que o residuo foi nulo, e um
decréscimo linear para o segundo caso, em que o residuo ainda foi relativamente pequeno.

Exercicios

1. Escreva R(x), J(z), Vf(z) e V?f(z) para a fun¢ao f dada por

m
(€gix — ’fi)Q .

1=1

f@) = 5

2. Seja R continuamente diferenciavel numa vizinhanca de z,. Prove que se a carac-
teristica de J(zy) for igual a n entdo o passo de Gauss-Newton

-1
pr=— (J(@x) "I (xp)) T ()" Rlay)
¢ uma direccao de descida para a funcio f = R'TR/2.

3. Considere o problema de minimos quadrados lineares em que R(x) = Az — b e
A € R™*™ tem caracteristica n, com m > n.

(a) Identifique a solugdo tnica x,.
(b) Escreva o gradiente e a Hessiana de f = RT R/2 num ponto .

(c) Prove que o método de Gauss-Newton precisa de apenas uma itera¢ao para
CONVErgir para .

4. Considere, agora, o contexto da resolu¢cao numeérica de um sistema de equacoes nao
lineares F'(z) = 0, com F : R™ — R™, n e m inteiros positivos a satisfazer n > me F’
continuamente diferenciavel (e com matriz Jacobiana dada por J(z)). (O objectivo
deste exercicio é abordar os sistemas de equagoes nao lineares indeterminados, que
se relacionam, de uma certa forma, com os problemas de minimos quadrados nao
lineares.)

(a) Determine o conjunto das raizes do sistema definido por

2+ a0+
F(z) = ! 2 ? > .
$1+373

(b) Escreva a matriz Jacobiana de F'(x) para o exemplo da alinea anterior e mostre
que tem sempre caracteristica igual a 2.
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(c) No caso geral, mostre que a direccdo d(z) = —J(x)" (J(x)J(x)T)_l

uma direcgio de descida para a funcio (1/2)||F(x)|?, se F(z) # 0.

F(z) é

Tome, agora, F(r) = Ax — b, em que A € R™*" & uma matriz com caracteris-
ticame b e R™.

(d) Mostre que xg + d(xg) é solu¢ao de F(x) = 0.

(e) (Dificil.) Prove que quando zq = 0 a solucao encontrada é aquela que tem
menor norma entre todas as solugoes de F(z) = 0.
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Aula 9: Diferenciacao Numérica

Calcular valores para o gradiente de f : R® — R nao é possivel em varias situagoes
praticas. E facil imaginar que é este o caso quando a funcdo f resulta, por exemplo, de
uma experiéncia fisica.

Uma aproximacgao para o valor do vector gradiente V f(x) pode ser determinada cal-
culando a fungdo em n+ 1 pontos. Esta aproximacao da pelo nome de diferencas (finitas)
progressivas (de primeira ordem) e é definida por

fla+e)—fl) _ Of

€  Oxy

(x), i=1,...,n.

Os vectores e;, © = 1,...,n, formam as colunas da matriz identidade de ordem n. A
questdo essencial, nesta aproximagao, é a escolha do niimero positivo €. (A aproximagio
pode ser feita por diferengas regressivas de primeira ordem: [f(z) — f(x — ee;)]/e,i =
1,...,n.)

A aplicacao de um resultado provado anteriormente para a andlise local do método de
Newton, diz-nos que, se uma func¢ao f for continuamente diferenciavel em D (aberto) e
se V f for continua a Lipschitz (com constante v > 0) em D, entdo

[Fla+p) = f@) = Vi) o] < Slpl*

quaisquer que sejam z e z +p em D, com [z,z + p] C D.
Desta forma, ao escolhermos p = ee;, constatamos que

0 T +ee;) — i
Ly < Je2ed 2T 5 vom 5] < (4/2)e
ox; €
parat=1,...,n. O erro na formula das diferencas progressivas varia linearmente com e,

aproximando-se de zero, em aritmética exacta, para valores de € cada vez mais pequenos.

No entanto, em aritmética de virgula flutuante, este tipo de expressoes aproximadas
esta sujeito a erros de arredondamento. Sempre que uma operacao aritmética entre dois
nimeros, representados num sistema de virgula flutuante, é calculada em aritmética de
virgula flutuante ocorre um erro. Este erro, quando medido de forma relativa, é limitado
por u, a unidade de arredondamento. Em dupla precisao tem-se que u é aproximadamente
1076, (Descubra o valor de eps em MATLAB...)

Simplificando a apresentacao, suponhamos que o erro relativo nos valores de f(z) e de
f(x + €¢;), quando calculados computacionalmente, é limitado por u. Assim sendo,

cale[f ()] = f(2)] < apu,
|calc[f(z + ee;)] — f(z +€e;)| < aypu,

onde oy representa um limite superior para f em x e em x +e€e;. Se, agora, considerarmos
a expressao

calc[f(x + ee;)] — cale[f(z)]

Y

€
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que corresponderia ao célculo computacional da diferenca progressiva, viria que o erro
entre esta expressao e df/0x;(x) seria limitado por

2
(7/2)e + %

Gostariamos de escolher € de forma a que este limite superior para o erro fosse o menor
possivel. E facil verificar que o minimo ocorre quando
daru
& = —1—
Y
Vamos considerar que ay/y =~ 1, o que corresponderia a dizer que a funcdo f é bem

escalonada, no sentido em que o ratio entre os seus valores e os das suas derivadas é
aproximadamente igual a um. Desta forma, chegamos a uma escolha optimal para e:

e = Ju,

para a qual o erro em cima fica da ordem de \/u.

Uma féormula mais precisa para a aproximacao das derivadas, designada por diferencas
(finitas) centrais (de primeira ordem), é dada por

[z +ee)— flx—ee;)  Of

~ =1,...,n.
26 8$Z($)’ ? Y 7n

Esta formula é mais dispendiosa do que a das diferencas progressivas pois requer 2n + 1
avaliagoes da funcdo f (em comparagao com as n + 1 avaliagoes das diferengas progres-
sivas). No entanto, é possivel provar, com um grau de suavidade a mais (e aplicando o

resultado do exercicio em baixo para p = ee; e p = —ee;), que
0 i) — — €€
Iy = Tt e 2 JEZC) 5 com o < (/)
€X; €

O erro ¢ da ordem de ¢2. Mostra-se, igualmente, que a escolha optimal para €, em

. . 1
diferencas centrais, é da ordem de u3s e que, portanto, o erro, quando expresso em termos

. , 2 . . .
da unidade de arredondamento, é da ordem de us. A precisao das diferencas centrais,
quando posta em termos de u, nao impressiona assim tanto.

diferencas ‘ erro em € ‘ erro em u ‘

progressivas O(e) O(uz
centrais O(e?) O(u?)

Exemplificamos esta tabela quando ¢ = 1078 e u = 10716, Neste caso, o erro em e
das diferencas centrais é da ordem de 107!¢ e a reducdo, relativamente as diferencas
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progressivas, é significativa. No entanto, em termos de u, o erro passa, das diferencas
progressivas para as centrais, de 107% para 107323 ~ 1071967 o que ja nao constitui um
progresso tao assinalavel.

As derivadas parciais de segunda ordem podem ser aproximadas através das derivadas
de primeira ordem. Se estas tltimas nao estiverem disponiveis, a aproximacao pode ser
feita recorrendo a avaliagoes da propria fungao. Vamos ver o caso das diferencas centrais
de segunda ordem. Aplicando o resultado do mesmo exercicio, mas desta vez com p = ee;,
p = eej e p = €(e; + e;), concluimos que

*f (z) = flz+ee; +eej) — f(x +ee;) — f(x+ee;) + f(x)
82&82%‘ Y= €2

_'_567

com um erro d, da ordem de e. KEsta aproximacdo é pouco atraente em optimizagao
(pois tem precisdo baixa e requer muitas avaliacdes de f). E preferivel, por exemplo,
aproximar o gradiente por diferencas centrais de primeira ordem e aplicar um método de
quasi-Newton.

Em outros contextos numéricos em que n é reduzido (e.g., n = 1,2, 3), esta aproxi-
macao para as derivadas parciais de segunda ordem ocupa lugar mais relevante. No caso
n = 1, a formula das diferengas centrais de segunda ordem para aproximacao de f”(y)
aparece escrita, frequentemente, na forma

fly—e) =2f(y)+ fly+e)

€2

Exercicios

1. Mostre que se uma funcao f for duas vezes continuamente diferenciavel em D
(aberto) e se V2 f for continua a Lipschitz (com constante v > 0) em D entdo

fo 1)~ £(&) = Vi@ TP~ 505 @p| < Tl

quaisquer que sejam z e z +p em D com [z,z + p] C D.

2. Mostre que a escolha optimal para € em diferencas centrais de primeira ordem é da
1 . ~
ordem de us e que, portanto, o erro desta aproximacao, quando expresso em termos
) ) 2
da unidade de arredondamento, é da ordem de us.

3. A aproximacao de uma matriz Jacobiana, m x n, por diferenciacdo numeérica pode
ser feita linha a linha, aproximando cada gradiente por diferencas progressivas com
uma precisao da ordem de € (como foi explicado na aula). Se o seu objectivo fosse,
porém, aproximar o produto de uma matriz Jacobiana J(z) por um vector p, como

poderia levar a cabo esta aproximacao de forma mais econémica e com igual precisao
(ordem de €)?
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4. Deduza o limite superior para o erro (em termos de €) na aproximagao das diferengas
centrais de segunda ordem dada para 9*f/0x;0z;(x).

5. Conte o nimero de avaliacoes de f necessarias para aproximar a matriz Hessiana
(que se assumiria simétrica e de ordem n) por diferengas centrais de segunda ordem.

6. Suponha que pretende aproximar uma matriz Hessiana V2f(z), n x n, podendo
calcular o gradiente V f em pontos a sua escolha. Como aproximaria a matriz Hes-
siana? Qual a ordem de precisao? Tem garantia de que a aproximacao calculada
constituiria uma matriz simétrica? E se nao, como poderia calcular uma aproxima-
¢ao simétrica?

7. Considere uma expansao em h dada por
A(h) = Qg + Oélh + a2h2 + Rg(h),

em que o, ay, ay € Re [R3(h)| < Ch3 (com C > 0 independente de h). O propdsito
deste exercicio é motivar a técnica de eztrapolag¢ao de Richardson (que também pode
ser utilizada em integragdo numérica).

(a) Qual é a ordem com que A(h) aproxima «ag?

(b) Mostre, especificando ag, aq, s e R3(h), que pode descrever, desta forma, a
formula de Taylor de ordem 2 com resto de Lagrange, para uma funcao f em
torno de um dado ponto xg.

(c¢) Multiplique a expansao dada em cima por § € (0,1). Substitua, também
na expansao original, h por dh. Substraia as duas igualdades assim obtidas
membro a membro. Conclua que obteve uma nova aproximacao para «g da

forma
A(5h) — §A()
1-9¢ )

(d) Qual é a ordem com que B(h) aproxima aq?

B(h) =
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Aula 10: Conceitos Basicos sobre Integracao Numeérica

Seja f uma fungao real de variavel real, integravel no intervalo [a,b]. Em diversas aplica-
coes, pode ser extremamente dificil, ou mesmo impossivel, calcular, exactamente, o valor
do integral

102 [ e

Vamos estudar formulas de integragdo numérica para aproximar o valor de I(f), conheci-
das por formulas (ou regras) de quadratura.

A ideia basica das formulas de quadratura é simples. Considera-se uma aproximacao
fn da fungao f, em que n + 1 designa o namero de pontos em [a, b] nos quais a funcao f
¢ avaliada. Calcula-se, seguidamente, o integral de f,, em |[a, b]:

Mﬂgfmwi/mwm:un

Se f € Ca,b], entdo o erro de quadratura, E, (f) = I(f) — L.(f), satisfaz

b
[En(f)] < / [f (@) = fulz)] do < (b—&);gﬁx}lf(af)—fn(x)l-

)
J

~~

1f = fullos

Se soubéssemos uma estimativa do tipo || f — fullcoc < €, poderiamos concluir um limite
superior para o erro, da forma |E,(f)| < €(b — a).

S6 faz sentido considerar formulas de quadratura para as quais f, seja facilmente
integravel. As formulas de quadratura interpolatoria utilizam polinémios f,, = Il f, os
quais interpolam f num conjunto {xg,z1,...,z,} de pontos distintos de [a, b], conhecidos
por nés da quadratura. Quando os nés apresentam um espacamento h uniforme,

l’i+1—$i:h, z':(),l,...,n—l,

as formulas de quadratura interpolatoria sao designadas por formulas de Newton-Cotes.

O polinémio interpolador pode ser escrito como uma combinacao linear dos polinémios
de Lagrange (g, {1, ..., 0y,:

I f(x) = Z f@i)li(z),

em que os coeficientes da combinacao linear sao os valores de f nos pontos de interpolacgao.
Logo, o integral I,,(f), para f, = I, f, pode ser expresso na forma

Mﬁzz%mm
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com

As formulas de Newton-Cotes dividem-se em abertas e fechadas. Neste curso vamos
considerar, essencialmente, as formulas fechadas, para as quais zo = a, z, = be h =
(b —a)/n. As formulas abertas, onde z9 = a + h e x,, = b — h, podem dar origem a
coeficientes «; negativos, o que as torna mais vulneraveis a erros de arredondamento. Nas
formulas fechadas tem-se, obrigatoriamente, que n > 1. E possivel, porém, conceber uma
formula aberta com apenas um ponto (n = 0); ver exercicio.

Uma propriedade relevante das formulas de Newton-Cotes é que os coeficientes «;
dependem de n e de ¢, mas nao dependem do intervalo [a, b], ou seja, nao dependem de a
e de b. Consequentemente, estes coeficientes podem ser tabelados a priori. Vejamos esta
propriedade para o caso das formulas fechadas. O valor do polindmio de Lagrange ¢; em
pontos = distintos dos nos ¢ dado por

def T — Tk " (a +th) — (a+ kh)

b(zx) € e, ST e T . i=0,1,....n,
(z) R0k e — T F=0kZ (4 4+ i) — (a + kh) ! "

onde, na ultima igualdade, fizemos a mudanca de variavel x = a + th, com t € [0,n].
Constata-se que h é cancelavel nesta fraccao, e define-se

t_k e .
b(a) = Gla+th) = Mgy € &ilt), i=01...n.

Usando esta expressao para os polinémios de Lagrange, os coeficientes de integracao sao
reescritos como

b n n
a 0 0
I

w;

O integral de II, f fica, entao, igual a

L(f) = b)Y w}f(x),
=0
com n
7.7': tht’ ‘:0’1,..., .
w! / oty dt, i n

Os pesos w{,wY, ..., w sao independentes de a e de b. A sua dependéncia de n e de ¢ é
exemplificada na tabela seguinte.
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[i\n[1]2[3]4[5[6 ]
o [Li|L1|3] 14|95 | 4L
2 | 3|8 | 45 | 288 | 140

1 41 9| 64 | 375 | 216
3|8 | 45 | 288 | 140

2 24 | 250 | 27
45 | 288 | 140

3 272
140

Nesta tabela listAmos apenas os pesos até [n/2], uma vez que os pesos sao simétricos,

ou seja,

n o __ n y
w; = w,_;, 1=0,1,...,n.

A simetria dos pesos w]' provém, obviamente, da simetria das fungoes ¢;.
Assim, no caso n = 1, temos que

No caso n = 2, obtemos

Nota final: Para aliviar a notagao escrevemos /;(z), «; e ¢;(t), quando, rigorosamente,
deveriamos ter explicitado a dependéncia de n e ter escrito £} (z), ol e ¢ (t).

Exercicios

1. A formula aberta de Newton-Cotes para o caso n = 0 é designada por formula do
ponto médio.

(a) Indique os valores de h e de xy.

(b) Mostre que a formula do ponto médio é da forma

n(s) = w-af (“30),
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f(%3*)
lo(f)
a aTer b
2. Sejam a = —1 e b = 1. Descubra qual a formula de Newton-Cotes fechada que tem

a forma

1 1 1

- -1 — = 1

4(f( >+3f( 3)+3f<3)+f< )),
indicando o valor de n e identificando os respectivos pesos.

3. Considere o calculo aproximado do integral I(f) = f: f(z) dx através de uma apro-
ximacgao para f em [a, b] definida por g(x) = f(y) + (z — y) f'(y), em que y € (a,b)
e se considera que f tem derivada em y.

(a) Deduza a formula para I(g) dada por:

/()
2

I(g) = (b—a)f(y)+ (b—a)(a+b—2y).

(De uma forma geral nao se trata de uma formula de quadratura interpolatoria.)
(b) Que formula obtém quando y = (a + b)/27

(c) Deduza, na forma de um integral, uma expressao para o erro I(f — g), assu-
mindo que f € C?*[a,b].

(d) Mostre que o erro é da ordem de (b — a)? e apresente um limite superior para
a respectiva constante.
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Aula 11: Integracao Numérica — Formulas Trapezoidal
e de Simpson

A formula de Newton-Cotes fechada mais simples que existe é a formula trapezoidal (ou
dos trapézios). Esta formula de quadratura, definida seleccionando n = 1, consiste em
integrar o polinémio interpolador II;f, de grau 1, nos nos de interpolacao o = a e
r1 = b. Relembrando que w} = w{ =1/2 e h = b—a quando n = 1, escrevemos a formula

trapezoidal na forma
b—a

() = 52 (@) + £,

O erro desta formula é estimado integrando o erro do polinémio interpolador II; f
enquanto aproximacao para f. Se f € C?[a,b] entdo

am=1m—mﬁ=/uw—mmmmzjhmmwmmL

com wy(x) = (x —a)(x —b) e fla,b,z| a diferenca dividida nos pontos a, b e z. Como
fla,b, z] & uma fun¢ao continua em x e wy(x) é integravel em [a, b] e ndo muda de sinal
neste intervalo, sabe-se, por um teorema do valor médio integral, que

/abf[a,b,x]wl(x) dx = fla,b,n] /abwl(x) dr = %f”(g) /abw1(x) dr,

com 7,¢ € (a,b). A ultima igualdade resulta das propriedades das diferengas divididas.
Logo,

El(f) = %f//(f)/ (:L’—a)(:c—b)dx — _%f//(g)(b_a)ii — _%(25);13.
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A formula trapezoidal tem uma ordem de precisao 3. Diz-se que uma formula de
quadratura de Newton-Cotes tem ordem de precisao p se |I(f) — I,(f)| < Ch?, em que
C é uma constante que nao depende de n e de h. No caso da formula trapezoidal, esta
constante é C' = max,epq | f"(x)]/12.

A formula de quadratura de Newton-Cotes fechada quando n = 2 é conhecida por
formula de Simpson ou de Cavalieri-Simpson e resulta da integracao do polindémio inter-
polador Il f de grau 2 nos nos de interpolagao g = a, 1 = (a + b)/2 e 5 = b. Os seus
pesos sao w3 = w3 = 1/3 e w? = 4/3. Neste caso, h ¢ igual a (b — a)/2. Desta forma, a
formula de Simpson é dada por

B = U5t | v ar (“50) + 1)

Quando f € C*[a,b], prova-se que o erro Fy(f) pode ser expresso na forma

f(4) (5) h5

90 ’
com ¢ € (a,b). (A demonstragao é relegada para os exercicios.) A ordem de precisao
da férmula de Simpson é, desta forma, igual a 5. A constante C' do erro é igual a

MAaX;e[q,b) |f(4)(x)|/90.

E2(f) = =

Caracterizamos estas duas formulas de acordo com a sua ordem de precisao. Uma
outra propriedade das formulas de quadratura interpolatorias é o seu grau de exactidao.
Diz-se que uma formula de quadratura interpolatoria (e, consequentemente, uma formula
de Newton-Cotes) tem um grau de ezactidao r > 0 se r for o maior inteiro para o qual
I.(f) = I(f) para todos os polinomios f de grau inferior ou igual a r.

E facil constatar, pelas expressdes dos erros, que a formula trapezoidal tem grau de
exactidao 1 e que a formula de Simpson tem grau de exactidao 3.

As formulas de quadratura Gaussiana (a estudar mais adiante neste curso) atingem um
grau de exactidao de 2n+ 1. Este é, alids, o grau maximo que uma férmula de quadratura
interpolatoria pode alcangar (ver exercicio).

Qualquer formula de quadratura interpolatoria baseada em n+ 1 pontos tem um grau

de exactidao nunca inferior a n. De facto, se f for um polinémio de grau inferior ou igual

a n, entao I, f = f e, como é 6bvio, I,,(f) o I(IL,f) = I(f).

A afirmacao reciproca também é verdadeira, assumindo que os n + 1 pontos sao dis-
tintos: qualquer formula de quadratura que tenha grau de exactidao nao inferior a n €,
obrigatoriamente, do tipo interpolador. Seja

jn(f) = Zﬁzf(xz)
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uma formula de quadratura. Pretendemos provar que estes coeficientes 3; coincidem com
0s a; = fab li(x)dx, parai=0,1,...,n, para, assim, concluir que a formula de quadratura
é interpolatoria. Sabe-se, por hipotese, que I,,(z%) = I(2%), i =0,1,...,n, o que, na forma
matricial, se escreve como

11 1 B b—a
To T o Ty 5 (b* —a*)/2
R B (" — a1 /(n + 1)

A matriz (de Vandermonde) deste sistema é nao singular pelo facto dos n+1 pontos serem
distintos. Logo, este sistema s6 admite uma solugao. Mas [ag o -+ a,]" é solucdo do
sistema, pois I,,(z%) = I(x%), i = 0,1,...,n. Assim sendo, os a’s e os 3’s coincidem.
Resumimos estas duas implica¢oes no enunciado seguinte.

Teorema 1 Uma formula de quadratura, baseada em n+ 1 pontos distintos, tem grau de
exactidao superior ou igual a n se e so se for do tipo interpolatorio.

Exercicios

1. Com este exercicio pretende-se demonstrar a expressao dada para o erro na formula
de Simpson. Seja wy(z) = (x —a)(x — (a+0)/2)(x — b).

(a) Mostre que wo(z) muda de sinal em [a, b]. Conclua que ndo se pode aplicar ao
erro

b
By(f) = / fla, (a+b)/2,b, 2Jws(x) dz

o teorema do valor médio integral que se aplicou no caso da férmula trapezoidal.

(b) Mostre que fab wsy(x) = 0. Utilizando este facto e
fla,(a+0)/2,b,2] = fla,(a+0)/2,b, 23] + fla, (a +b)/2,b, x5, x](x — x3),
conclua que
b
Ey(f) = / fla, (a +b)/2,b, x5, x|ws(z) dz,

com ws(z) = wy(x)(x — x3).

(c) Faga, agora, 3 = 21 = (a + b)/2. Mostre que ws(z) assim definido nao muda
de sinal em [a, b]. Termine a demonstragao aplicando o teorema do valor médio
integral.
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2. Considere a formula do ponto médio dada no exercicio da aula anterior.

(a) Prove que se f € C?[a,b] entdo o erro da formula do ponto médio pode ser
expresso na forma
h3

—f"(&) com £ € (a,b).

Eo(f) = 3

Sugestao: utilize um raciocinio semelhante ao aplicado na anéalise do erro da
formula de Simpson.

b ual é a ordem de precis&o da féormula do pOIltO médio? E o seu grau de
g
exactidao?

3. Considere w,(z) = (v — xo)(z — z1) -+ (x — x,). Mostre que I,(w?) = 0 e que
ff wy(x)?dr > 0. Retire, daqui, a conclusao de que 2n + 1 é o grau méaximo que
uma formula de quadratura interpolatéria pode atingir.

4. Suponha que o calculo do integral I(f) = fol xf(z)dx é feito através da formula de
quadratura

L(f) = aof(0) +arf(1/2) + az f(1).
(a) Determine oy, ay e ay de forma a que a formula de quadratura tenha grau de
exactidao nao inferior a 2.

(b) Seria possivel encontrar valores para ag, oy e s tais que o grau de exactidao
fosse igual a 37
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Aula 12: Integracao Numérica — Féormulas Compostas

O erro de uma féormula de quadratura pode nao ser pequeno se a amplitude do intervalo
[a,b] nao for suficientemente pequena. Uma alternativa para esta situagdo passa pela
integracao do polinomio interpolador composto, construido em m subintervalos de [a, b]
de amplitude
b—a
m

As formulas compostas sao construidas aplicando formulas de quadratura nos m subin-
tervalos.

H =

com m > 1.

No caso da formula trapezoidal composta, os extremos dos subintervalos sao os pontos
y; = a+jH, 7=0,...,m.

Repare que yy = a e y,, = b. Em cada subintervalo [y;,yj11], j = 0,...,m — 1, é
aplicada uma formula trapezoidal. A formula trapezoidal composta é, entao, definida
pela expressao

—_

3

o) = 5 3 [F() + Flusen)])

Il
=)

J
Observa-se, facilmente, que, com a excepcao das extremidades a = yo e b = y,,, todos os
outros extremos de subintervalos aparecem duas vezes nesta expressao. Deste modo,

1 1
nl) = 8| 370+ £ 4+ 4 Flom) + )
No que se segue, vamos partir do principio de que f € C?[a,b]. O erro desta formula
composta é a soma dos erros das m foérmulas trapezoidais:

m—1
J(&) s
En(f) = =S LS s
() = =25
7=0
com gj S (ijyj—i-l)i j = Ov”'vm_ L.
A aplicac¢ao do teorema do valor médio discreto com g = f” (ver o final desta aula),
permite-nos escrever

Eun(f) = - (Z_ f”(éﬂ) Ty = e,

12 12

com 7 € (a,b).

No caso da formula de Simpson composta, é preciso considerar dois pontos em cada
um dos m subintervalos:

y; = a+jH/2, j=0,...,2m.
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Neste caso, temos que Yo = @ € Yo, = b. E aplicada a formula de Simpson em cada um dos
m subintervalos [y;, y;+o], utilizando o ponto médio y;41, com j a variar de 0 até 2m — 2.
Os pontos médios aparecerao, assim, apenas uma vez, enquanto que as extremidades
dos intervalos contarao duas vezes. Somando as parcelas resultantes da aplicacao das m
formulas de Simpson e recorrendo a esta ultima observacao, obtém-se a seguinte expressao
para a formula de Simpson composta:

Banf) = G | £00) +2 3 £0) + 4 Flume) + F o)
r=1 s=0

Se aplicassemos uma argumentacgao idéntica a utilizada para a féormula trapezoidal com-
posta, chegariamos a conclusao de que o erro da féormula de Simpson composta poderia
ser expresso na forma

b—afOmHR) _ b-a

Eom(f) = 5 90 = —Mf(ﬁ‘)(ﬂ)HA‘-

Para o efeito seria preciso assumir que f € C[a,b]. O escalar n € (a,b) resultaria da
aplicacdo do teorema do valor médio discreto com g = f).

Para ilustrar o desempenho numérico destas duas féormulas de quadratura compostas,
escolhemos a fung¢ao f(x) = x°, que integramos numericamente de 0 até 1. Os resultados,
obtidos em MATLAB, sao descritos em baixo em termos dos erros ocorridos.

m | B (]| [ Eam(f)]
10 | 4.16e-003 | 2.08e-006
100 | 4.17¢-005 | 2.08e-010
1000 | 4.17¢-007 | 2.10e-014
10000 | 4.17e-009 | 1.11e-016

Como seria de esperar, a formula de Simpson composta apresenta melhores resultados
do que a férmula trapezoidal composta.

Terminamos a aula com o enunciado e a demonstracao do teorema do valor médio
discreto.

Teorema 1 Seja g uma funcao continua em [a,b] e seja {yo,y1,...,Y,} um conjunto de
pontos em |[a, b].
Seja, ainda, dg,01,...,0, uma sequéncia de escalares reais todos com o mesmo sinal.

Nestas condigoes, existe um escalar real n € [a,b] tal que

Z 8;9(y;) = g(n) Z 5;.
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Demonstracao. Facamos a demonstracao assumindo que todos os escalares d; sao posi-
tivos. Considere-se a fungao auxiliar h definida por

hx) = g(x) "0

Garantida a existéncia de T, € Tmee em [a, b] tais que

9(Tmin) = min g(z) e g(Tpmee) = max g(x),
x€[a,b] z€la,b]

tem-se que

q q q
g(l“mm) 253‘ < Z(Sjg(yj) < g(xmax) Zéj'
j=0 j=0 Jj=0

h(xmzn) h(xmax>

Como a fungao auxiliar h é continua em [a, b], o teorema de Bolzano-Cauchy aplicado a
esta fungao prova-nos a existéncia de um 7 € [Zyin, Tmaz| C [a, 0] tal que

q
h(n) = > 89(y;),
=0
o que conclui a demonstracao. l

Exercicios

1. Escreva a féormula do ponto médio composta e desenvolva uma expressao para o seu
erro.

2. Calcule um valor para H para o qual exista a garantia de que o integral

1
/ sen(x?) dx
0

é calculado com um erro inferior a 10™° usando a:

(a) Formula trapezoidal composta.

(b) Formula de Simpson composta.

3. Demonstre o teorema do valor médio discreto no caso dos escalares d; serem todos
negativos.
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Aula 13: Conceitos Basicos sobre Aproximacao de Fun-
coes

Sao frequentes as ocorréncias em problemas de ciéncia e engenharia em que a informagao
sobre funcoes relevantes é parcial ou mesmo escassa. O valor de uma fun¢ao pode ser
conhecido, por exemplo, apenas num conjunto finito de pontos, conjunto de pontos esse
que pode ser, ou nao ser, especificado a priori.

Vérios procedimentos em analise numérica ou em teoria da aproximagao calculam,
implicitamente ou explicitamente, uma funcao com caracteristicas especiais, que pretende
aproximar, de uma certa maneira, a funcao cuja expressao analitica, ou féormula compu-
tacional, é desconhecida.

Suponha-se que é possivel inferir, a partir do conhecimento de algumas propriedades
estruturais do problema em causa, que a fungao f a aproximar estd num determinado
espaco vectorial real de funcoes E. Uma das técnicas mais populares em teoria da apro-
ximacao consiste em procurar uma func¢ao f,,, num subespaco de dimensao finita S C F,
que se ajusta a f de acordo com algum critério predeterminado.

Seja {to,¥1,...,1¥,} uma base de S. Na pratica, o que se pretende calcular sio
escalares reais ag, aq, ..., q, tais que

fo = oo + a1 + -+ iy,

Vamos abordar, nesta aula, duas das técnicas mais utilizadas para calcular os escala-
res desta combinacao linear. Outro método que se pode enquadrar desta forma é o da
aproximacao por funcoes spline.

Lembramos que nem sempre se aproxima f recorrendo a uma forma linear. Vimos,
na aula sobre os problemas de minimos quadrados nao lineares, uma parameterizacao em
que a dependéncia de f, dos escalares ag, aq, ..., a, era nao linear.

Uma das abordagens pressupoe a existéncia de um produto interno (-,-) no espago
vectorial E. Este produto interno equipa o espago £ com uma norma || - ||, o que permite
definir distancia entre dois elementos de E. Deste modo, faz sentido escolher f,, como
sendo a projecgao ortogonal de f sobre S, denominada por f, por esta ser a que esta
menos distante de f de entre todas as func¢oes de S (ver Teorema 1 desta aula). Por
definicao de projeccao ortogonal, f* — f tem de ser ortogonal a todos os elementos de S e,
em particular, aos n + 1 elementos da base. Se tomarmos o produto interno entre f, — f
e as n + 1 fungoes 1, 91, ..., 1¥,, obtemos as igualdades

ao(Yo, Yo) + a1 (1, o) + -+ an(tn, o) = (f, o),
ao(Vo, Y1) + a1 (Y1, n) + -+ an(Un, 1) = (f, 1),

O‘O(%ﬂ?n)+Ofl<¢1,¢n>+"'+0¢n<¢m¢n> = <f7¢n>
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Este sistema de equagoes lineares admite uma solucao tnica of, af, ..., a). A matriz

(Vo,%0) -+ (¥n,v0)

conhecida por matriz de Gram, ¢ nao singular e simétrica (ver exercicio).

A projecgao ortogonal fr = agyo + ajpy + -+ - + anip, de f sobre S é, de entre todas
as funcoes em S, a que estd mais perto de f. Enunciamos, seguidamente, este conhecido
facto da Algebra Linear.

Teorema 1 Seja {1y, 11, ...,0,} uma base de S. Entao, a fung¢ao

n
fio=> i,
k=0

em que os coeficientes gy, i, ..., a; resolvem o sistema de equagoes lineares anterior,
satisfaz

147 =71 = min o = /.

Observagao: Este resultado permanece verdadeiro se o produto interno (-, -) for substi-

tuido por um semiproduto interno < -,- > (com a respectiva norma || - || a dar lugar a
seminorma ||| - |||). Um semiproduto interno obedece a todos os axiomas que definem um
produto interno menos um: < z,z > (= |||z|||?) pode ser nulo sem que z seja zero.

A escolha da base de S é feita, geralmente, por forma a criar um padrao de esparsi-
dade na matriz de Gram (diagonal, tridiagonal, etc.), reduzindo o custo computacional
associado a resolucao do sistema.

Os coeficientes o, of, ..., a) sao determinados com reduzido custo computacional se
a base {1g, 1, ..., 1,} for ortogonal. Neste caso, tem-se que

a = M kE=0,1,...,n.

[

Se a base for ortonormada, entdo of = (f,¢x), k=0,1,... n.

A ortogonalidade das fungoes v, 91, . . ., ¥, é conveniente em diversas situagoes. Entre
as funcoes ortogonais mais utilizadas encontram-se os polindémios ortogonais e os poliné-
mios trigonométricos de Fourier, que estudaremos mais adiante.

No entanto, nem sempre esta ortogonalidade é desejavel, como acontece quando se pre-
tende descrever f’ recorrendo a ¥, {1, ..., ¢}, (assumindo-se bem definidas as respectivas
derivadas). A ortogonalidade em {wg, 1, ...,1,} nao implica, geralmente, a ortogonali-
dade em {¢{,¢],...,¢}. Observaremos uma situacao deste tipo quando estudarmos o
método dos elementos finitos para um problema de condicao de fronteira.
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A outra abordagem que aqui apresentamos aplica-se ao caso em que sao conhecidos
os valores de f em m pontos:

(@1, f(21)), s (@, f(2m)-

Nesta situacao, é natural escolher um dado conjunto de pesos wy,...,w,, positivos e,
depois, procurar escalares ag, aq, . .., a, de forma a minimizar

sz[fn(l’z) - f(Iz)]Q = Zwi [(Z Oék%c@i)) - f(xz)] :

E facil verificar que estamos na presenca de um problema de minimos quadrados lineares,
que se pode escrever na forma

2
min W%By —Wzb ) ,
yeRnJrl
com W uma matriz diagonal m X m de elementos diagonais wy, . .., Wy,
Yo(r1) -+ n(a1) Qo f(w1)
B = : : Y = : e b= :
A norma || - ||, aqui utilizada, é a norma Euclideana em R™. Esta forma de aproximar f

é conhecida por aproximacao discreta no sentido dos minimos quadrados.

Exercicios

1. Seja {wg, 11, ..., 1, } uma base do subespaco S de um espaco vectorial real E. Prove
que a matriz de Gram é simétrica e nao singular.

2. Seja S = P, o espaco dos polinomios de grau inferior ou igual a n. Dados os pontos

X1, ..., Ty € 0S Pesos positivos wy, ..., w,,, considere
m 2
el = (Z wi[p(ifi)]2>
i=1
(a) Mostre, recorrendo ao produto interno usual em R™, que ||| - ||| é uma semi-
norma em IP,, e que se trata de uma norma quando m > n.
(b) Mostre que a seminorma ||| - ||| é essencialmente estrita, ou seja, que |||p1 +
po ||| = ||| p1|||+]|| p2 ||| implica a existéncia de escalares (3 e 7 tais que Bp;(x;)+

ypo(z;) =0, i =1,...,m (assumindo |||p1||| e |||p2|]| diferentes de zero).
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(¢) Faca, agora, ¥y(z) = 2%, k = 0,1,...,m — 1. Escreva, por extenso, a matriz
B do problema da aproximacao discreta no sentido dos minimos quadrados.
Observe que obteve a transposta da matriz de Vandermonde de ordem m.

3. Escreva as equacgoes normais associadas ao problema de minimos quadrados

min
yeRnJrl

W2By — Wzb

’ 2

4. Seja f uma fun¢ao continua em [0,1]. Considere a fun¢ao real de n + 1 variaveis
reais dada por

1 n 2
glag,aq, ..., ap) = / f(z) — Zakxk dz,
0 k=0

que descreve uma forma de medir o erro da aproximacao de f, em [0, 1], por um
polinémio de grau n.

(a) Determine escalares of, af, ..., de forma a que Vg(ag,af,...,af) = 0. (Es-
tes escalares sao a solucao de um sistema de equagoes lineares. Nao é necessario
resolver o sistema.)

] * * * T, L, . . . .

(b) O que teria de provar para afirmar que [of o] ... « ] €o (lnico) minimizante

da funcao g7

(¢) A matriz deste sistema de equagoes lineares, conhecida por matriz de Hilbert,
é extremamente mal-condicionada. Calcule, em MATLAB e numa so instrucao,
o numero de condicao desta matriz quando n = 9. Verifique, em MATLAB, que
os seus valores proprios sao todos positivos.
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Aula 14: Polinémios Ortogonais — Legendre e Chebyshev

A escolha de bases ortogonais para S proporciona matrizes de Gram diagonais. Se as
bases forem ortonormadas, a matriz de Gram coincide com a matriz identidade, sendo a
mais bem condicionada de entre todas as escolhas possiveis. Entre as familias de funcoes
ortogonais de maior abrangéncia, encontram-se os polinémios ortogonais.

Para introduzir os polindémios ortogonais, vamos considerar o espaco de fun¢oes cujo
quadrado é integravel, de forma ponderada, no intervalo (—1,1). Para isso assumimos a
existéncia de uma fungao de ponderagao (ou uma fungao-peso) w(x), positiva e integravel
em (—1,1). O nosso espago de fung¢oes F vai ser, neste caso, definido por

[2(-1,1) = {f:[—l,l] —>R:/_11f2(x)w(x)dx < —1—00}.

Neste espaco, esta definido o produto interno!

UmszﬂW@M@M

e a norma a ele associada

1

i = ([ s utar)

Seja S o subespaco de E constituido por todos os polinémios de grau inferior ou igual
a n. Este subespaco, denominado por P,, tem dimensao igual a n + 1. Estamos inte-
ressados nas bases ortogonais ou ortonormadas {pg, p1,...,p,} de P, com a propriedade
de

grau(py) =k, k=0,1,...,n.
Neste caso, diz-se que po(z),p1(z),...,p.(z) é uma sequéncia de polindmios ortogonais
em L2 (—1,1). Por exemplo, quando n = 2 e w(z) = 1, os polinémios
po(z) =1, pi(z)=2 e pofz)= 3a% —1
sao ortogonais:
1 1 1
/ po(z)p1(x) dx =0, / po(x)pe(x)der =0 e / p1(z)pe(x) de = 0.
-1 -1 -1

Seja po(x), p1(x), ..., pp(r) uma sequéncia de polindmios ortogonais em L2 (—1,1). Os
polinémios ortogonais gozam da seguinte propriedade, cuja demonstracao é omitida por
ser demasiado técnica.

!Trata-se de um semiproduto interno e de uma seminorma, a menos que as funcoes sejam continuas
em [—1,1].
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Teorema 1 Os polindmios ortogonais po(x), p1(x),. .., pa(z) satisfazem uma formula de
recorréncia (de trés termos) dada por

pre1(z) = Ap(x — Br)pr(x) — Cypr—1(z), k=0,1,...,n—1,

com

Qg1 (pr(), pe(T))w qualquer k=0,
e B S B
b Ap—1lpr-1ll% - = )

em que oy, designa o coeficiente de x* em pi(x) e, por convengao, p_1(x) = 0.

O resultado deste teorema permite gerar sequéncias de polindomios ortogonais, con-
cretizando o que nao esta especificado na formula de recorréncia: a fun¢ao peso w (que
determina o produto interno), o valor para pg(x) e os coeficientes g1 (ou os escalares
Ay). Se especificarmos o valor de pg,; num dado ponto para todo o k, estamos, indirecta-
mente, a especificar estes coeficientes (ver exercicio). E isto que vamos fazer de seguida.

Por exemplo, se w(x) = 1, po(z) = 1 e pry1(1) = 1 para todo o k > 0, obtemos
os chamados polinomios de Legendre. Os cinco primeiros polinémios de Legendre sao os
seguintes:

Lo(z) = 1,

Ly(z) = =,

Ly(z) = (32 —1)/2,
Liy(z) = (5z® —3x)/2,

Ly(z) = (35z* — 3022 + 3)/8.

E possivel mostrar que a formula de recorréncia para os polinomios de Legendre ¢ dada
por

Lo(z) = 1, Li(v) =z, Lpa(z) = F ,

k> 1.

Deduzimos, apenas, os trés primeiros polinomios de Legendre. Por convenc¢ao, p_1(z) = 0.
Por escolha, po(z) = 1. A seguir vem

pi(z) = Ao(z — Bo)po(z) — Cop_1(x) = Ag(x — By) = Aoz,

pois By = (z,1)w/||pollw = 0. Escolha-se Ay por forma a que pi(1) = 1: Ay = 1 (ou
ay = 1). Logo, p1(z) = x. Depois, porque B; =0 e C; = A;/3,

1
pa(w) = Ai(x = Bi)pi(w) = Cipo(z) = Ara? — §A1.
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Mas py(1) = 1 é equivalente a A; = 3/2 (ou ay = 3/2). Desta forma, py(z) = (3/2)2* —
1/2.

Escolhendo w(z) = (1 — 22)72, po(z) = 1 e pega(1) = 1 para todo o k > 0, obtemos
os polindmios de Chebyshev (de primeira espécie). Os cinco primeiros polinémios de
Chebyshev sao os seguintes:

TO ($) = ]-7

Tl ($) = T,

Ty(x) = 222 -1,

Ts(x) = 423 — 3z,
Ty(zr) = 8x*—8z?+1.

Chega-se aos polindmios de Chebyshev de uma outra forma. De facto, considere-se a
definicao
Ti(x) = cos(k arccos(z)).
Vé-se, imediatamente, que Ty(z) = 1 e Ti(1) = 1 para todo o k. Mostra-se, utilizando as

formulas aditivas das fungoes trigonomeétricas, que Ty (x) é um polindbmio em x para todo
0 k. Para além disso, prova-se que os polindmios sao ortogonais:

(T;, T} = f_ll(l —a2) 2 Ty(a)T(x) dx = [y cos(if) cos(50) db
= 3 Jo cos((i+7)0) + cos((i — j)0) df

s 1=75=0,
= ¢ m/2 i=j#0,
0 i

Assim sendo, estes polindmios sao, necessariamente, os de Chebyshev. E possivel mostrar,
utilizando a sua defini¢cao trigonométrica, que a formula de recorréncia para os polinémios
de Chebyshev é dada por

To(x) = 1, Ti(z) = z, Tpn(r) = 22Tk(x) — Trq(x), k>1.

Terminamos a aula ilustrando os quatro primeiros polinémios de Legendre (figura a
esquerda) e os quatro primeiros polinémios de Chebyshev (figura a direita).
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08 08
06f 06f
04 04

02 02

-02f -02f
041 041
061 061

-0.8[ -0.8

Exercicios

1. Mostre que especificar Ay, agy1 ou prr1(1) determina, sem qualquer ambiguidade,
o polinomio pg.1(z) na férmula de recorréncia do Teorema 1.

2. Prove as seguintes propriedades sobre os polinémios de Chebyshev:

(a) To(z) = 1, Ti(x) =z, Tpu(z) = 22Tk(x) — Tp—1(x), kK > 1. (Use as
formulas aditivas das fungoes trigonométricas.)

(b) | Tk(2)][oc = 1, k= 0.

(c) Ti(x) atinge o valor absoluto de 1 nos pontos z; = cos(jn/k), j = 0,...,k.
Mais precisamente: T (z;) = (—1)J.

(d) As raizes de Ty sao cos[(2j — 1)7/(2k)], para j = 1,... k.

(e) O polinémio Ty (z) é uma fungao par se k for par e uma fungao impar se k for
impar.

(f) O coeficiente de 2% em Ty (z) é dado por ap = 2¥~1 k> 1.
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Aula 15: Polin6mios Ortogonais — Propriedades

Consideremos o espaco vectorial real de fungoes L2 (—1,1) e lembremos o produto interno
definido neste espago, (f,g)w = f_ll f(z)g(z) w(x)dx, e a correspondente norma || - ||,-
Seja I, o subespago de L2 (—1,1) constituido por todos os polinémios de grau inferior ou
igual a n. Considere-se uma sequéncia po(x), p1(z),...,ps(z) de polindmios ortogonais
em P,, para os quais grau(py) = k para k = 0,1,...,n e (p;,p;)w = 0 para ¢ # j com
i,j€{1,...,n}.

Os polinémios ortogonais gozam de diversas propriedades e intimeras aplicacoes. Va-
mos estudar algumas dessas propriedades (assumindo k < n).

Proposicao 1 Se p(x) for um polinémio de grau inferior ou igual a k > 0 entdo existem
escalares reais co, 1, . . ., Cx, unicamente determinados por p(x), tais que

p(x) = copo(x) + crpr(x) + -+ - + cxpr ().
Se ay, for o coeficiente de x* em p(x) entao

ag
Ck = —,
(677

em que, como se sabe, oy € o coeficiente de x* em py(x).

A demonstracao da primeira parte desta propriedade assenta, exclusivamente, no facto
de {po,p1,...,pr} ser uma base para Pr. A demonstragdo da segunda parte é deixada
como exercicio. A partir desta propriedade conclui-se, imediatamente, a seguinte.

Proposicao 2 Se p(z) for um polindmio de grau inferior a k > 1 entdao

<p>pk>w = 0.

Lembremos o exemplo da aula anterior em que w(z) = 1. po(z) = 1, p1(z) = x e
pa(x) = 322 — 1. Tome-se p(xr) = x + 1. Tem-se que

(D, D2)w = /_ (14 2)(32> —1)dz = 0.

1

Esta ultima propriedade tem varias consequéncias importantes, entre as quais se encontra
a seguinte.

Teorema 1 O polindmio pg(z), k > 1, tem k raizes reais em (—1,1), ou seja, pg(z) € da
forma

pr(x) = (e — &) (2 = &)
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Continuando com o nosso exemplo,

pa(r) = as(r —&)(x — &) = 3(x+1/V3)(x —1/V3).

Demonstragao. Sejam &1, ..., &, as r raizes reais de pg(x) em (—1,1). Sabe-se que r < k.
Pretende-se provar que r = k.

Tentemos chegar a uma contradicao quando r < k. Escolha-se y entre a maior das
raizes &1, ...,&. e 1. O polinémio

p(x) = pry)(z = &) (r = &)

tem, no intervalo (—1, 1), o mesmo sinal de pi(x). Logo, em todos os pontos x diferentes
das ditas raizes,

p()pr(x) w(z) > 0.
Porém, como o grau de p(z) é igual a r < k, vem, pela propriedade anterior, que
1
.pde = [ popl) i) ds = o
-1

o que contradiz o facto de p(x)py(x)w(x) ser positivo em (—1,1) exceptuando num nimero
finito de pontos (as raizes &;,...,&.). B

Exercicios

1. Sejam po(z), p1(x),...,pn(x) polindmios ortogonais em P,,. Mostre que pyy1 (com
0 < k <n—1) se pode escrever na forma

k

Qk+1

pr+1(z) = az zpk(z) +Zdipi($),
=0

para um determinado conjunto de escalares reais dy, dy, . . ., di. (Este facto é o ponto
de partida para a demonstragdo da formula de recorréncia dada na aula anterior.)
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Aula 16: Integracao Gaussiana

Lembramos que qualquer formula de quadratura interpolatoria tem um grau de exactidao
que varia entre n e 2n+1. Os polinémios ortogonais desempenham um papel fundamental
no desenvolvimento de formulas de quadratura com um grau de exactidao elevado (por
exemplo, 2n + 1).

Consideremos um conjunto de pontos {zg,z1,...,2,}, como nas aulas dadas sobre
integracao numérica, mas, desta vez, contidos no intervalo [—1,1]  para podermos, mais
facilmente, aplicar o material dado sobre polindmios ortogonais. Fica relegada para mais
tarde a integracdo Gaussiana sobre um intervalo [a, b] arbitrario.

Pretendemos analisar férmulas de quadratura interpolatorias para o calculo de inte-
grais do tipo X

L(f) = 1 f(z)w(z) de,
em que w(x) é uma fungdo de ponderagdo, positiva e integravel em (—1,1). A fungao
f tem que definir bem este integral (e.g., f continua em [—1,1]). Estas formulas de
quadratura interpolatéria sao da forma:

Lio(f) = /_1 I, f(z) w(z) de = Zaif(xi),

com oy = f_ll li(x)w(x)dz,i=0,1,...,n. A dnica novidade aqui é a presenca da fungao-
peso w(x). Recordamos que II,, f(z) é o polinoémio interpolador de f em {zg,z1,...,2,}
e que os l.s sao os polindmios de Lagrange associados a este conjunto de pontos de
interpolacao.

O teorema seguinte vai permitir-nos desenvolver uma férmula de quadratura com grau
de exactidao igual a 2n + 1.

Teorema 1 Seja m um numero inteiro positivo. Uma formula de quadratura interpola-
toria Gaussiana tem grau de exactiddo igual a n+m se e s6 se o polindmio (dito nodal)?

wa(2) = (z = wo)(x —21) -+ (2 = )

for tal que
1
/ wy(z)p(x)w(z)de = 0 para todo o p € Pp,_;.

Demonstracao. Pode ser facilmente confirmado que a condicao é necessaria.
Provemos a suficiéncia desta condi¢ao. Seja h um polinémio, qualquer, em P,,,,,. O
nosso objectivo é provar que I, ., (h) = I,,(h), ou seja, que E, ,(h) = 0. Como o grau

20 leitor vai aperceber-se que existe uma discrepancia na notacao utilizada nesta aula, uma vez que
o polinémio nodal w,, tem grau n + 1 e nao grau n.
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de h é igual a n + m, existe um polinémio-quociente 7, 1 € P,,_1 e um polinémio-resto
¢, € P, tais que
hz) = wn(2)Tm-1(2) + gn ().

Veja-se que h(z;) = q,(z;), i = 0,1,...,n, uma consequéncia da defini¢do do polinémio
nodal w,(z). A expressao para h e a condicao suficiente implicam que

/_11 () w(z)dz = /_11 h(z) w(z) al:zc—/_l1 Wo( @)1 () w(z) dz = /_11 hz) w(z) da.

Por outro lado, como a féormula de quadratura interpolatoria tem grau de exactidao pelo
menos igual a n, vem que 1, ,,(¢,) = I,,(¢s). Logo,

1

> () = / nl2) w(z) da.

1

Combinando estas duas tltimas igualdades e aplicando h(x;) = ¢, (z;), i = 0,1,...,n,

resulta em , . .
/ h(z)w(x)dr = Zaiqn(xi) = Zaih(zi),
- i=0 i=0

1

o que mostra que o erro E, ,(h) ¢ nulo. W

O valor maximo que podemos dar a m é n + 1 (porqué?). Se fizermos m =n+1, a
condicao a satisfazer toma a forma

1
/ wy(z)p(x)w(z)de = 0 para todoo p € P,.
-1

Daqui concluimos que o polinoémio nodal w,,, de grau igual a n+ 1, tem de ser ortogonal a
todos os polinémios em P,,. Logo, w, deve ser um miultiplo de p, 1, o polindmio ortogonal
de grau n + 1 associado a fung¢ao-peso w(x) (porqué?). Assim sendo, as raizes de w, e de
Pna1 tém de coincidir, ou seja, os pontos xg, x1, ..., T, tém de ser escolhidos de forma a
satisfazer

pn+1(1',~) = O, i:(),l,...,n.

Concluimos, deste modo, que, para se atingir um grau de exactidao 2n + 1, dever-se-a
escolher como pontos de interpolacao xg, 1, ..., x, para a formula de quadratura as raizes
do polinémio ortogonal p, 1 associado a fungao de ponderagao w(zx).

Quando for dado um intervalo [a, b] arbitrario, efectua-se uma mudanga de variavel e
reduz-se os calculos ao intervalo [—1, 1]. De facto, tem-se que

| 1@ = 252 [ o) wio) de
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com ¢ : [—1,1] — [a,b] a transformacao afim definida por
b—a a+b
o) = &+ ——

Se se aplicar ao calculo do integral do membro do lado direito uma féormula de quadratura
Gaussiana do tipo

Z@f(as(&)),

isso corresponde a aplicar, ao integral original, uma féormula de quadratura da forma

Z O{if(l'i),
=0

com z; = ¢(&) e a; = (b—a)B;/2,i =0,1,...,n. Esta formula tem o mesmo grau de
exactidao da férmula aplicada no intervalo [—1, 1] (ver exercicio).

Exercicios

1. Por que motivo é que a condi¢cao do Teorema 1 é necessaria?

2. Considere o célculo aproximado do integral

[ ot

por intermédio de uma férmula de quadratura da forma

Zﬁif(xi)

com {xg,x1,...,2,} C [a,b]. Calcule os x;’s e os ;s de forma a que esta formula
tenha grau de exactidao maximo (2n + 1) quando:

(a) w(z)=+z,a=0,b=1en=1.

(b) w(z)=22>+1,a=—-1,b=1en=0.

(c) wx)=2se0<zx<lewx)=1lse -1<z<0,a=-1,b=1len=1

Escreva somente a formulacao, em cada alinea, dos sistemas que determinam os x;’s
e os f3;’s.

3. Mostre que, se a formula de quadratura Gaussiana y ., 5; f(¢(&;)) tem grau de exac-
tidao igual a r em [—1, 1], entdo a formula de quadratura Gaussiana Y ., o, f(z;),
em [a,b], tem, também, um grau de exactidao igual a r (com z; = ¢(§;) e a; =

(b—a)B;/2,1=0,1,...,n).
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4. Considere uma férmula de quadratura interpolatoria, para aproximacgao do integral

I(f) = f_ll f(z)dz, da forma

L(f) = aof(xo) +arf(V3/3).
(a) Para que valores de g, ag e x atinge esta formula o seu grau de exactidao
méaximo? (No caso de o e ay s6 precisa de indicar as suas expressoes.)

(b) Considere ar; = 0. Para que valores de g e g atinge a formula Iy (f) = ag f(z0)
o seu grau de exactidao maximo?

(c) Classifique as formulas que encontrou nas duas alineas anteriores.
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Aula 17: Introducao a Aproximacao Trigonométrica

Muitos fenémenos fisicos, como os que envolvem a luz ou o som, apresentam caracteristicas
periodicas. Uma funcao diz-se periodica se existir 7 € R tal que f(x 4+ 7) = f(x) para
todo o x. Neste caso, o menor numero real positivo 7 para o qual esta propriedade se
verifica chama-se periodo de f. Para aproximar funcoes deste tipo vamos considerar
polinomios trigonométricos. Os polindmios algébricos sao insatisfatorios para aproximar
funcoes periddicas, uma vez que o unico polinémio algébrico que é periodico é a fungao
constante.

Um polinémio trigonométrico de ordem 2n+ 1 é uma combinacao linear de polinomios
de Fourier. Os polinémios de Fourier sao dados por

or(z) = e = cos(kx) +isen(kx), k=0,4+1,42,...

Os polinomios de Fourier (e, consequentemente, os trigométricos) sao fungoes perio-
dicas, com periodo 27. Nao ocorre perca de generalidade em particularizar o periodo da
aproximacao. Se a fungao original f tiver periodo 7, entao f(rx/2m) tem periodo 27 (ver
exercicio) e pode ser aproximada por polindmios trigonométricos (designe-se por f esta
aproximacio). A aproximacio desejada ¢, entdo, dada por f(27z/7) e tem periodo 7.

Observando que

i/zﬂ(ﬁ(;{‘)gb—(fl}‘)d B L/QW Z(j_k)md _ 1 ]:k"
2 T TT0 4k

afirmamos que os polinémios de Fourier sao ortonormados relativamente ao produto in-
terno?

o) = o | @ e

No contexto geral da teoria de aproximacao, consideramos o espac¢o vectorial complexo £
de funcoes

L*(0,27) = {f:[0,27r] —>C:/02ﬂ|f(a:)|2dx < +oo},

onde este produto interno se encontra bem definido. A norma associada ao produto
interno é dada por

1 21 3
I fll20,2m) = (g/o \f(x)de) .

Se tomarmos o subespaco de aproximacao S como sendo o subespaco gerado pelos 2n +
1 polinémios de Fourier ¢x(z), k = 0,41, £2,...,+n, podemos aproximar f pela sua
projeccao ortogonal sobre S, dada por

fon(z) = Z fm(x),

k=—n

3Trata-se de um semiproduto interno e de uma seminorma, a menos, por exemplo, que as funcoes
sejam continuas em [0, 27].
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em que os coeficientes fi, conhecidos por coeficientes de Fourier, sao dados por

A~

2T
fe = ([Lon) 12027 = %/0 fx)e ™ dg.

Esta projecgao ortogonal satisfaz || f5, — flz2(0,.20) = minges ||V — f|l 220,27

E frequente a funcao f a aproximar ser real, existindo interesse, nesta situacao, em
que f5. seja, igualmente, uma fungao real. O polinémio trigonométrico f3, é real se e s6
se fo, = fo,. Como

Z fron(x) = Z ﬁe_m = Z Eem

k=—n k=—n k=—n

e as fungoes ¢ sao linearmente independentes, o polinémio trigonométrico f; é real se e
so se

fo = fo k=0,41,42 ... +n.
Deste modo, se o polinémio trigonométrico f; for real, este pode ser escrito na forma
o) = oty [QRe( fi) cos(kz) — 2Im(fi)sen (kx)
k=1

Vejamos o exemplo simples em que f(z) = sen(z). Tem-se que fs = sen, uma vez que a
fungao seno pertente ao subespaco gerado por ¢_1, ¢y e ¢1. Se fizermos as contas vem
que

foa=14/2, fo=0 e fi = —i/2
Logo,

f3(x) = fo+2Re(f1)cos(z) — 2Im(fi)sen(x) = 0+ 0 cos(z) + Lsen(z) = sen(z).

Também se mostra, no caso real, que
fialw) = fo+ 2l filcos(Br + kz) ~ f(a),
k=1

em que o angulo 6, desempenha o papel de um deslocamento de fase. A funcao periddica
f é, assim, aproximada por uma soma de n oscilagbes harmoénicas da forma

2| fi| cos(0y, + kx).

Cada uma destas oscilagoes tem
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amplitude 2| fy|,

o frequéncia £

21
e periodo ou comprimento de onda 27“,
e dngulo de fase 6.
A sequéncia | fol, | f1],- - -, | fa], ou a sequéncia dos seus quadrados, é conhecida por espectro

(neste caso finito) de f.

Dependendo da forma como a energia total de f, ||f||2L2( > se distribui sobre o

0,27
seu espectro, a fungdo f pode ser suave (quando o espectro decresce rapidamente) ou
ruidosa (quando componentes do espectro nao sao pequenas para frequéncias k elevadas).
A técnica de suavizacdo de uma funcao f com ruido consiste, primeiro, em gerar o0s
coeficientes de Fourier, ou uma sua aproximacao, para, a seguir, filtrar estes coeficientes,
suprimindo (anulando) os coeficientes correspondentes a frequéncias elevadas. Depois,
reconstroi-se uma nova fun¢do (mais suave do que a original) através dos coeficientes
filtrados.

Apresentamos, de seguida, o resultado de uma experiéncia de suavizacao, feita em
MATLAB, onde foram filtrados perto de 85% dos coeficientes de Fourier (os de maior

frequéncia).

25 25

Exercicios

1. Prove que se f tem periodo 7, entdo f(7x/27) tem periodo 27.

2. Prove que se f for uma funcao real entao
fre™® 4+ fpe=* = 2| fy| cos(Oy + k),

para um determinado 6. Sugestao: Escreva fi na forma | fi|e®.
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3. Se f tiver periodo 27 também o tém as fun¢oes g,,(z) = f(mz) (com m um nimero
inteiro) e ho(z) = f(r — @) (com « um nitmero real). Mostre como se relacionam
os coeficientes de Fourier de f com os de g,, e os de h,.
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Aula 18: Transformadas Discreta e Rapida de Fourier

A questao que se coloca com maior preméncia pratica em aproximacao de Fourier prende-
se com o calculo dos coeficientes de Fourier

. 1 [ .
e = (fs ) 2020 = gf f(x)e ™*de, k=0,41,42,...,+n.
0

A expressao analitica da funcao f a aproximar é desconhecida, o que impossibilita esta
integracao de forma exacta. O que se conhece, em concreto, é o valor da funcao num
conjunto finito de N + 1 pontos de amostragem {zg, x1,...,2x}. Recorrendo a esta in-
formacgao, é possivel aplicar uma férmula de quadratura para aproximar os integrais dos
coeficientes de Fourier. Na sua notacao original, a féormula trapezoidal composta foi
apresentada na forma

unl) = | 3 0) + ) 4+ o) + )

Na situagao que temos em maos, H = (2r — 0)/N e z; = 27j/N, j = 0,1,...,N.
Reunindo esta informacao, estamos em condigoes de aproximar os coeficientes de Fourier
por

X _ 1 ML .
fr = fi = N;f(xj)e_lkxj-

Note que utilizamos o facto de f ter periodo 27 e, portanto, f(0) = f(27), ou seja,
f(zo) = f(xy). Assim sendo, o nimero de pontos de amostragem baixa para N.

Como veremos mais adiante, o nimero de pontos de amostragem deve ser igual ao
numero de coeficientes de Fourier a aproximar:

N = 2n+ 1.

Os coeficientes de Fourier discretos fi definem uma aproximagao para f;

faa(x) =~ fo(x) = Z fedr().

k=—n

Curiosamente, esta funcao f2*n é a projeccao ortogonal de f sobre o subespaco S gerado
pelos 2n + 1 polinémios de Fourier ¢x(z), k = 0,£1,4+2, ..., £n, mas, relativamente ao
semiproduto interno discreto, definido por

=z

(9. =~ 3 gla)il5,)

<
Il
o
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(que ndo é um produto interno em L*(0,27) pois (g, g) x pode ser nulo sem que g o seja).
Confirma-se, no exercicio em baixo, que os polinémios de Fourier sao ortonormados neste
semiproduto interno discreto. Além disso, constata-se, através de um tipo de calculos
semelhante ao deste exercicio, que a aproximacao discreta de Fourier f~2*n interpola f nos
pontos xy, com ¢ =10,1,..., N — 1:

_]2:2*”(37[) = > . fk¢k($g> = S (% Z;'V:_ol f(xj)e—ikxj) ik
= ¥ (S etre ) fay)

= flzo).
A transformagao linear que converte f(wzo), f(z1),..., f(zn-1) em f_pn, ..., f1, fo,
fi,..., fn chama-se transformada discreta de Fourier. Como xz; = 2mj/N, apresentamos
os coeficientes de Fourier discretos na forma:
N-1
- 1 ki
fe = — g flxj)w”, k=-n,...,—1,0,1,...,n,
N <4
J=0
com
w (: wN) _ 6—227T/N'
O ntimero complexo w pertence ao circulo unitario {u € C : |u| = 1} e satisfaz w" =
1 = w°. Antes de representarmos matricialmente os coeficientes de Fourier discretos,
vamos fazer uma modificacao nas linhas correspondentes aos indices £k = —n,...,—1,
reescrevendo-as como
= =
P ki, N __ (k+N)j
fr = = flz)Hw™ W™ = — flz))w
7=0 I 7=0
1

Quando o indice k varia de —n até —1, o indice k + N varia de —n + N até N — 1 ou
seja, varia de n + 1 até N — 1:

ko<1 =2 |- | —n
k+N|2n |2n—1] - |n+1
A forma matricial que procuramos é dada por
[ fo ] 11 1 1 17 flzo)
fi 1w w? e whN ! f(z1)
i 1 . .n .n2 n(]‘V—l) -
fol==|1 w w W f(zn)
P Nt 2 e
J"T‘—1 |1 wN-1 WN-12 w®-1? 11 f(x]‘\/—l) |
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A transformada discreta de Fourier representa-se, assim, por

1
z = —Fz.
N
A matriz I’ é designada por matriz da transformada discreta de Fourier. Esta matriz é
simétrica e nao singular. A sua inversa é dada por F~! = F/N (ver exercicio). Quando
N =5, a matriz F' toma a forma (lembre-se de que w® = 1):

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 w w? w wt 1 w w? w w!
F=11w w w = |1 w v w wl
1 w? wt w? w'? 1w w w' w?
1wt w® w? w'S 1wt w w? w

A transformacao linear que, dados os coeficientes discretos de Fourier, reproduz os
valores de f nos pontos de amostragem chama-se transformada discreta de Fourier inversa.
Pelo que acabamos de ver, esta transformacao linear opera da seguinte forma:

> = NF7'5 = Fz.

Na pratica, para processar sinais, sobretudo quando sujeitos a ruido, é necessario
tomar um niimero de amostragens elevado, o que se repercute em produtos matriz-vector
(com as matrizes F' e F) de grandes dimensdes.

Constata-se, facilmente, que o nimero de operacoes elementares (adigoes, subtracgoes,
multiplicagoes e divisdes) para efectuar o produto entre uma matriz em CV*V e um vector
em CV ¢ um polinémio de grau 2 em N. E possivel mostrar, alias, que o primeiro termo
deste polinémio é 8N2.

Os produtos complexos matriz-vector envolvendo as matrizes F ou F podem ser or-
ganizados de forma a que as operacoes elementares passem a ser, em nimero, dominadas
por 5N log, N (aplicando, recursivamente, a técnica do exercicio em baixo). Este tipo de
calculos é conhecido por transformada rdapida de Fourier, em inglés fast Fourier transform
(FFT). Os ganhos de 5N log, N em relagao a 8N? sao maiores do que aparentam (por
conveniéncia da apresentagdo considera-se N par e poténcia de 2):

8N?2
N 5N log, N
32 ~ 10
1024 ~ 160

32768 | ~ 3500
1048574 | ~ 84000
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Exercicios

1.

Mostre que (¢r, ¢o)n € igual a 1 se k = £ e igual a 0 se k # £, com k e ¢ a variar
em {—n,...,—1,0,1,...,n}. (O caso k = ¢ é trivial. O caso k # ¢ resulta de uma
soma geométrica.)

Prove que (¢, ¢¢)n € igual a 1 se k = ¢(mod N) e igual a 0 se k # ¢(mod N),
quaisquer que sejam os inteiros k e £.

Prove que ¢y e ¢y coincidem em todos os pontos de amostragem xg, x1,...,Tn_1 S€
k = ¢(mod N). (O facto de nao ser possivel distinguir, no conjunto de amostragem,
duas oscilagoes com estas caracteristicas esta na base do fenémeno conhecido por
distor¢ao.)

Mostre que a matriz F' da transformada discreta de Fourier é simétrica e nao singular
(e que a sua inversa é dada por F'/N).

Mostre que, para N par,

N-1
Z %87 = Ppar(2?) + T Pimp(2?)
j=0
com
N_q N _1
Ppar(T) = 20+ 200 + -+ + 2y_2x? e Pimp(T) = 21+ 230+ -+ 2y

(Esta técnica estd na base da transformada rapida de Fourier.)

Considere a matriz da transformada discreta de Fourier de ordem 3:
1 1
woow
w? w

2
4

F =

—_ = =

(a) Escreva as componentes de F' em funcao de, apenas, 1, w e w?. Marque 1 = w?,

w = w! e w? no circulo unitario do plano complexo.

(b) Mostre que F'F = 3I. Identifique F~L.
(¢) Mostre que F'C' = DF em que

C =

O = O
_ O O

1
0
0

e D ¢ a matriz diagonal de elementos diagonais 1, w e w?. Quais sao os valores
proprios de C7
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(d) Escreva a matriz (circulante)

ho ha
H = | hy hy ho
ha hy Dy

em funcao das poténcias de C dadas por I = C°, C e C2.

(e) Multiplique esta expressao para H, a esquerda, por F e, a direita, por F~L.
Conclua que F' também diagonaliza H. Quais sao os valores proprios de H?
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Aula 19: Formulacao Variacional de um Problema de
Condicoes de Fronteira

Dada uma fungao f, continua em [0, 1], consideremos o seguinte problema de condigoes
de fronteira, designado por (P):

(@) = f@)  se e (0) "
u(0) = u(l) = 0.

E facil constatar, ao integrar f duas vezes seguidas e ao utilizar as condicdes de fronteira
u(0) = u(1) = 0 para determinar o valor das constantes de integracao, que o problema (P)
admite uma e uma so solucao.

Se multiplicarmos a equacao diferencial ordinaria —u”(z) = f(z) por uma funcdo
teste v definida em [0, 1] e integrarmos ambos os membros de 0 até 1 obtemos

encontrar u € C?[0,1] tal que {

_ /0 (o) de = /0 ' Fe)o(e) d.

Ao integrarmos, por partes, o termo do membro do lado esquerdo vem que
1 1
[v@r@i-  wepwl = [ .
0 —— 0

u'(1)o(1) = u'(0)0(0)

Se v(0) = v(1) = 0 entao

/01 ' (z) (x)de = /01 f(z)v(x)dz.

Estes dois integrais estdo bem definidos se v/, v e v’ forem integraveis em [0, 1].
Esta integracao informal sugere, a primeira vista, que consideremos o espago vectorial

{v: ve 0,1, v(0) =v(1) =0, ' € C[0,1]}.

Os wvectores deste espaco sao, seguramente, fungoes integraveis e com derivadas integraveis
em [0, 1]. Para o tipo de esquemas numéricos que introduziremos mais tarde, este espago
mostrar-se-a insatisfatorio. Serd necessario considerar funcoes teste v cuja derivada é
descontinua em determinados pontos do intervalo [0,1]. Assim, consideramos o espago
vectorial V' definido por

V = {v: veC|0,1], v(0) = v(1) =0, v' continua por trogos e limitada em [0, 1]} .

[lustramos um exemplo de um elemento de V' com seis trocos na figura seguinte.
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As fungoes derivadas das fungoes em V' sao, desta forma, integraveis em [0, 1]. Note-se
que estas fungoes derivadas nao precisam de estar definidas nos pontos que delimitam os
trocos ou subintervalos. Assumimos que o niamero de trocos é finito.

Estao bem definidos, em V', o produto interno

(v1,v9) = /1111(:6)@2(3:) dz,

vl = V/(v,v) \/ x)2d.

Estamos preparados para definir o problema Varla(:lonal ) associado ao problema de
condigoes de fronteira (P):

€ a norma

encontrar uw €V tal que (u',0v") = (f,v) paratodooveV. (V)
Os problemas (P) e (V) sdo equivalentes, no sentido em que tém as mesmas solugoes.

Teorema 1 Se u for uma solugio do problema de condigdes de fronteira (P) entdo u
resolve o problema variacional (V).

Se u for uma solugao do problema variacional (V) e u” existir e for continua em [0, 1]
entao u resolve o problema de condigoes de fronteira (P).

Demonstracao. A primeira implicagao ja foi provada informalmente. Se u for solucao
de (P) entao u” coincide com —f e é, por hipotese, continua em [0, 1]. Assim sendo, toda
a integragao informal feita no inicio da aula est4 bem definida para fungoes teste v em V.

Provemos a implicagdo reciproca. Seja u uma solu¢ao do problema variacional (V).
Entao u satisfaz as condigoes de fronteira u(0) = u(1) =0e

1
/u’(m /f r)dxr para todoowv e V.
0
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Como u” & continua em [0, 1], é possivel integrar, por partes, o integral do membro do
lado esquerdo:

_/0 u”(a:)v(x) dx + [u/(gj)v(x)](l] / f dl’ para todoowv e V.

Desta forma,

1
—/ (u"(z) + f(z))v(x)de = 0 paratodoowv €V,
0
o que, pela continuidade de u” + f, implica
u’(z)+ f(z) = 0 paratodoox € (0,1),
demonstrando que u é soluc¢ao da equagao diferencial do problema (P). B

Prova-se, ainda, que a solu¢do do problema variacional (V) é tinica. Suponhamos que
o problema (V) admitia duas solu¢Ges, u; e ug. Para qualquer v € V viria que

(ui, o) = (f,v)
(uz, ) = (f,v).
Subtraindo estas igualdades membro a membro e escolhendo v = u; — uy € V, resultaria
em
(uy —uh,uy —uy) = 0.
Concluir-se-ia daqui (ver exercicio) que u; —us = 0 em [0, 1], 0 que demonstra a unicidade
de solucao do problema (V).

Exercicios

1. Considere a funcao

o(e) = { 21 z € [0,1/2],

2-2x xe(1/2,1].

Verifique que v esta em V.

2. Prove que a aphca(;ao que a cada par de elementos vy, v, de V faz corresponder o
niamero real (v, vy) fo vi(x x) dxr é um produto interno em V.

3. (Dificil.) Demonstre que se z é uma fun¢ao continua em [0, 1] e
1
(z,v) = / z(x)v(x)dx = 0 paratodoov €V
0

entdao z ¢ a fun¢ao nula em [0, 1].
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4. Seja v pertencente a V tal que (v, v") = 0.

(a) Mostre, primeiro, que v' se anula em todos os pontos de [0,1] que nao sao
extremos de subintervalos a definir trocos continuos de v’.

(b) Mostre que a funcao v é nula. Conclua, deste modo, que a fun¢ao v" também
é nula.

5. Dada uma fun¢ao f, continua em [0, 1], considere o seguinte problema de condigoes
de fronteira:

encontrar u € C?[0,1] - { ;(Zf;(xz) J;ul()x)zzof(x) se z € (0,1), ()

(a) Encontre a formulagdo variacional (V’) deste problema, provando que se u
for uma solu¢ao do problema de condigoes de fronteira (P’) entdo u resolve o
problema variacional (V?).

(b) Prove que se u for uma solu¢ao do problema variacional (V) e u” existir e for
continua em [0, 1] entao u resolve o problema de condi¢oes de fronteira (P’).
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Aula 20: Principio de Energia Potencial Minima para
um Problema de Condicoes de Fronteira

O problema de condicoes de fronteira,

—u"(x) = f(x se € (0,1),
@ = 1) e re@ "
)

u(0) = u(l) = 0,

com f € C0,1], constitui um modelo elementar para vérias situagdes em mecanica con-
tinua.

encontrar u € C?[0,1] tal que {

Por exemplo, o deslocamento tangencial de uma barra elastica fixa em ambas as ex-
tremidades, quando sujeita a uma forca tangencial de intensidade f, é traduzido pelo
problema (P).

Designemos por o(z) a traccdo e por u(z) o deslocamento (ambos tangenciais). Sob a
hipotese dos pequenos deslocamentos e supondo que o material é linearmente eldstico, o
deslocamento tangencial u(x) obedece a
o(x) = FEu'(x) (lei de Hooke),
= [f(2)

—o'(z) = flz
(0) = u(1) = 0 (condigbes de fronteira).

(equagao de equilibrio),

<

Assumindo que o modulo de elasticidade E é igual a 1 e substituindo o(z) = u/(z) na
segunda equagao, obtém-se o problema (P).

O deslocamento transversal u(x) de uma corda elastica, com tensdo igual a 1, fixa
em ambas as extremidades e sujeita a uma forca transversal de intensidade f(x) obedece,
também, a formulacao (P).
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Em ambos os problemas apresentados, as quantidades

%a(v,v) def %(v’,v'> = %/0 V(z)de e (fiv) = /0 f(z)v(x)dx

representam, respectivamente, a energia elastica interna e a energia potencial associada
ao deslocamento definido por v € V. A funcional

mede a energia potencial total associada ao deslocamento v € V.

Esta motivagao leva-nos a colocag¢ao de uma segunda formulagao do problema (P):
encontrar u €V tal que J(u) < J(v) paratodoowv e V. (M)

Este problema esti associado ao principio da energia potencial minima em mecanica.
Matematicamente, este problema é equivalente ao problema de condigdes de fronteira (P),
no sentido em que tém as mesmas solugoes se u” existir e for continua. Vimos, na aula
anterior que o problema (P) era equivalente, neste sentido, ao problema variacional (V).
Vamos ver, agora, que os problemas (V) e (M) sdo equivalentes.

A notacao a(v,v) = (v/,v’) nao foi introduzida ao acaso e corresponde a forma de
designar as aplicagoes bilineares no contexto de formulagoes variacionais. De facto, a
funcao que a cada par de vectores v, e v9 em V faz corresponder o ntmero real

1
a(vy, vg) dof (v}, v5) = / vy (z)vh(x) d
0

é uma aplica¢ao ou forma bilinear (ver exercicio). Com esta forma bilinear, reescrevemos
o problema (V) na forma

encontrar u € V' tal que a(u,v) = (f,v) paratodoowv e V. (V)

Teorema 1 O problema variacional (V) e o problema de energia minima (M) tém as
mesmas solucoes.
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Demonstragao. Suponhamos que u é uma solugao do problema (M). O facto de V ser
um espaco vectorial implica que u + tv esta em V', quaisquer que sejam v € V e t € R.
Escolha-se um v qualquer em V. Tem-se que J(u) < J(u + tv) para todo o t € R.
Defina-se a seguinte fun¢ao g real de variavel real (jA nossa conhecida das aulas sobre
optimizagao):
g ¥ Ju+tv).
Como ¢(0) = J(u), é 6bvio que g atinge um minimo em zero.
Fazendo as contas, vemos que g é uma funcao quadratica em ¢:

o) = J(utto) = %a(u,u)+ta(u,v)+§a(v,v)—(f,u)—t(f,v).

Sendo ¢g uma funcao continuamente diferenciavel em ¢, ¢’(0) = 0, ou seja,

a(u,v) = (f,v) =0,

0 que mostra que u resolve (V).

Provemos, reciprocamente, que as solugdes de (V) sdo minimizantes de J, por outras
palavras, solugoes de (M). Seja u uma solu¢ao do problema variacional (V). Para todo o
v em V, considere w =v —u € V. Veja que

a(w,w)

a(w,w)'
2

2

Jw) = Ju+w) = afu, v) + a(u,w) +

2 _<.fau>_<.faw> = J(u)+

(f, w)

Como a(w,w) > 0, tem-se que J(v) > J(u), como queriamos demonstrar. l

Exercicios

1. Considere a aplicacao a : V x V — R, que a cada par de elementos v; e v, em V
faz corresponder o ntimero real

1
alvn,v2) (W), 0) = / ol () () do.
0

(a) Prove que a & uma aplicagdo ou forma bilinear, ou seja, que satisfaz as igual-
dades
alavy + Bvg,v3) = aa(vy,vs) + falve, vs),

a(vy, vy + Buvg) = aa(vy,ve) + Ba(vy, vs),
para todos os elementos vy, v9 € v3 de V' e para todos os escalares reais a e 3.

(b) Mostre que a é uma forma bilinear simétrica: a(vy,ve2) = a(ve,vy) para todos
os v,vp € V.
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(c¢) Diga por que é que a é uma forma bilinear definida positiva: a(v,v) > 0 para
todoo 0 #veV.

2. Dada uma funcao f, continua em [0, 1], considere, novamente, o problema de con-
di¢oes de fronteira:

encontrar u € C?[0,1] { ;(qg/;(xz) —:Lul(;?)::()f(x) se z € (0,1), (P)

Seja (V') o problema variacional encontrado no exercicio da aula anterior.

(a) Considere, agora,
a(vy,v2) L (W) + (v1, va).
Prove que a é uma forma bilinear, simétrica e positiva definida.
(b) Reescreva o problema variacional (V') utilizando esta aplicacao bilinear.

(c) Encontre o problema de energia minima (M’) associado a (V’) e prove que sao
equivalentes (no sentido de terem as mesmas solugoes).
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Aula 21: Método de Elementos Finitos para um Pro-
blema de Condicoes de Fronteira

Relembremos a definicao do espacgo vectorial V:
V = {v: veC|0,1], v(0) = v(1) =0, v' continua por trogos e limitada em [0, 1]} .

A ideia central do método de elementos finitos para a resolucao do problema de condicoes
de fronteira (P) consiste em considerar um subespago de V' com dimensao finita.

Este subespaco de dimensao finita é construido considerando uma particao do intervalo
[0, 1], com n + 1 subintervalos definidos pelos nos ou extremidades

O=29g < 11 < - < 2y < Tpy1 = 1.

Para simplificar a apresentacao, trabalharemos com subintervalos de amplitude uniforme:

1
n+1

Tiv1—x; = h, 1=0,...,n, em que h =

Quanto mais pequeno h for (ou quanto maior n for) mais fina é a discretizagao do intervalo
[0, 1].

Fixo um valor para h e dada a correspondente discretizagao do intervalo [0, 1], torna-
se facil identificar subespacos de V' com dimensao finita. Para o efeito, basta escolher
em cada subintervalo fungoes pertencentes a subespacgos de dimensao finita, como, por
exemplo, os polindmios de grau inferior ou igual a um dado niimero natural.

Uma escolha natural para um subespaco V}, de V', com dimensao finita, é dado pelas
fungoes continuas em [0, 1], lineares nos n + 1 subintervalos (ou trogos) de [0, 1].
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Este subespaco V} tem dimensao n. Em cada um dos n + 1 trogos ha dois graus de
liberdade, correspondentes a representacao de polindmios de grau menor que ou igual
a um. No entanto, é exigida a continuidade nos pontos interiores da discretiza¢do (em
namero igual a n) e valor zero nas extremidades 0 e 1. O resultado da:

dim(V,) = 2(n+1)—n—2 = n.

Uma base para V}, é dada pelas fungoes (lineares por trogos) que tomam o valor 1 num

no interior e 0 nos restantes:

Vi) = 0y
quaisquer que sejam 7,5 € {1,...,n}. E facil verificar que estas n funcoes sdo linearmente
independentes. Quando n =1e h =1/2, V}, é gerado por uma tnica fungao.

Esta base de fun¢oes tem suporte local. A funcao v; anula-se de 0 até x;_; e de x4
até 1. O seu suporte (a regido onde nao se anula) vai de x;_1 a z;4;. A derivada de 1);,
considerada apenas no interior dos subintervalos, também se anula nos mesmos trocos.
As derivadas das fungoes da base tém, também, suporte local.

Consideremos um elemento v de V},, escrito como combinacao linear de vy, ..., 1,

v(z) = mez(:ﬁ) z € [0,1].

E facil constatar que 1; = v(2;),i = 1,...,n (o que mostra que esta combinacdo linear ¢
tinica e que confirma o facto de {¢1,...,,} ser uma base de V},).

O método de elementos finitos consiste em calcular uma aproximacao para a solucao
u do problema de condigbes de fronteira (P) através da resolu¢ao do problema

encontrar u, € V,  tal que a(up,v) = (f,v) paratodoowv €V, (V)
(método de Galerkin), ou do problema
encontrar u, € Vi, tal que J(up) < J(v) paratodoowv €V, (Mp,)

(método de Ritz). No contexto do problema (P), os problemas (V) e (M) sdo equiva-
lentes.

Concentremo-nos na variante do método de Galerkin. Em primeiro lugar, observamos
que se uy, resolve (V) entao, em particular, uy, resolve

a’(u}wwl) = <.fa77b1>7

a’(uha ,lvz)n) = <.fa 'an)

Reciprocamente, suponhamos que uy, satisfaz estas n igualdades. Seja v um elemento de
Vi,. Escreva-se este elemento como combinacao linear dos 1’s. Se multiplicarmos estas n
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igualdades pelos coeficientes desta combinacao linear e, depois, as somarmos, constatamos
que uy, é solucao de (Vy,).
Agora, substituindo uy, pela sua combinacao linear uy(x) = > | &i(x), vem que

a(r, )61+ -+ a(Pn, v1)6n = (f, 1),

CL(’QZ)l, wn)gl +oee At a’(wm wn)gn = <f> wn>

Reescrevemos este sistema de equacoes lineares na forma matricial:

CL(’QZ)l, ¢1) U @(¢n> ¢1) 51 <.fa ,lvbl)
AE = b = : : - : :

CL(’QZ)l, wn) e a’(wm wn) gn <.fa 'lvbn)
Provamos, assim, que resolver este sistema é equivalente a resolver o problema (Vy,).

O suporte local das derivadas das funcoes da base esta na génese do método de ele-
mentos finitos. A matriz A deste sistema é esparsa, ou seja, tem muitos elementos nulos:

a(yi, ;) = 0 se |i—j| > 1

Os tnicos elementos nao nulos da matriz A sao os das suas diagonal principal e sub-
diagonais principais:

Tit1 , 9 Tiy1 1 2
a(s, i) = Yi(x)*dx = / —dx = -

Ti— i—1

Tit1 i1 q 1
a(Yi, i) = Yi(x)i, (x) de = / ——dr = —=,

Zs

A matriz A € R™"™ é, entao, dada por

T2 -1 0 - 0 0 0]
1 2 -1 0 0 0
1 0 -1 2 0 0 0
A=K =
0O 0 0 . 2 -1 0
0 0 0 1 2 -1
L0 0 0 0 -1 2 |

Esta matriz é tridiagonal, simétrica e definida positiva.

A matriz K (que neste caso coincide com A) é designada por matriz de rigidez e o
vector b por vector de carga — uma terminologia importada das aplicagoes originais do
método de elementos finitos em mecanica.
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Exercicios

1. Mostre que {t1,...,1,} é linearmente independente em V.
2. Prove que a matriz de rigidez K é definida positiva.
3. Considere o método de Ritz definido pela resolugao do problema (My,).

(a) Mostre que este método consiste em encontrar u, € Vj, tal que o vector

[up(zy) -+ up(z,)]" € solugdo do problema de optimizacao
1
min —z' Az — bz
z€R" 2

(b) Resolva o problema da alinea anterior e mostre que a solugao (tinica) do método
de Ritz coincide com a do método de Galerkin.

4. Considere o problema variacional (V') associado ao problema de condi¢oes de fron-
teira (P’) mencionado nas duas tltimas aulas.

(a) Identifique o problema (V’;), mostrando que a matriz A pode ser escrita na

forma
A=K+ M,
em que K é a matriz de rigidez e M € R™*" designada por matriz de massa,
é dada por
4 1.0 --- 0 0 07
1 41 0 00
01 4 0 00
M o= ﬁ ) ) i :
6
000 - 4 10
000 1 41
| 0 0 0 0 1 4 ]

(b) Identifique o problema (M’,) associado ao método de Ritz.

(¢) Prove (por dois processos diferentes) que os problemas (V') e (M’;) sdo equi-
valentes (no sentido de terem as mesmas solugoes).

5. Prove que {91, ...,1,} é uma base de V}, (mostrando que é linearmente independente
e que gera Vp,).

6. Dada uma funcdo f, continua em [0, 1], considere o seguinte problema de condigoes
de fronteira:
(z) = flx)  se x€(0,1),
encontrar u € C*[0,1] tal que u(0) = u(l) = 0,
(
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(a) Mostre, através da mudanga de variavel y = —u”, que é possivel reescrever a
equacio diferencial uY(x) = f(z) como um sistema formado pelas equacdes
—u"(z) = y(x) e —y"(z) = f(2).

(b) Encontre, entao, a seguinte formulagdo variacional para o problema de condi-
¢oes de fronteira (V' é o espago das funcoes teste usual): encontrar u,y € V

tais que
(W vy —(y,v)y = 0 YvevV,
(o) = (fv) WweV.
(c¢) Considere as fungoes teste v, ..., 1, do método dos elementos finitos. Pro-

cedendo de forma analoga a deste método, encontre um sistema de equacoes
lineares que permita calcular aproximagoes up(z) = Y1, &bi(x) e yp(x) =
> mii(x) para o problema variacional anterior.
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Aula 22: Uma Estimativa para o Erro no Método de
Elementos Finitos

Estamos interessados em estimar o erro absoluto entre a solucao u, obtida pelo método
de elementos finitos e a solu¢do u do problema de condigoes de fronteira (P).
Vimos que a solugao u de (P) satisfaz a formulagdo variacional (V). Como V;, C V,
vem que
a(u,v) = (f,v) paratodoowv € V,.

Por outro lado, como também foi visto anteriormente, u; satisfaz
a(up,v) = (f,v) paratodoowv € V.

Logo,
alu—un,v) € ((u—up),v') = 0 para todoov € V.

Mostramos, desta forma, que u — uj é ortogonal ao subespago Vj, para o produto
interno da energia

1
mmn@@mazfﬂ@wwm
0

Definindo a norma da energia

1
def
lolle & 1) = uéwuvw,

temos, pelas propriedades da projecgao ortogonal sobre um subespaco de dimensao finita,
que
|lu—uplla < |Ju—v]l, paratodoowv € V.

Formalizamos este resultado no seguinte enunciado.
Teorema 1 Sejam u a solu¢ao de (P) e uy a solugao de (Vy). Entao
|lu—uplla < [lu—vl]la para todo ov € V.

A flexibilidade dada nesta estimativa permite-nos obter limites superiores para o erro

na norma da energia || - ||,, ao escolhermos diferentes elementos em V}. Dentro destes,
seleccionamos a funcao wy, em Vj, que interpola a solucao uw nos nés 0,xy,...,2z,,1. E
possivel provar, recorrendo a argumentos interpolatorios, que
u—wnlle < 2 = 21
T s

Aplicando o teorema anterior chegamos a nossa primeira estimativa para o erro.
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Corolario 1 Sejam u a solu¢ao de (P) e up a solu¢ao de (Vy,). Entéo

h
[ = unlla < —[I -
s

Vemos, assim, que o erro entre a solu¢ao u do problema de condiges de fronteira (P)
e a aproximacao u, do método de elementos finitos é da ordem de h, quando medido na
norma da energia. Esta estimativa limita o erro nas derivadas (u — up)" e é importante,
em si mesma, no contexto dos problemas de aplicacao. Por exemplo, nos dois exemplos
que vimos anteriormente, v’ representa uma deformacao, desempenhando um papel mais
relevante que o proprio deslocamento wu.

A partir da estimativa para o erro ||(u — up)’|| desenvolver-se-ia uma estimativa para
o erro ||[u — uy| também linear em h (ver exercicio). E possivel, porém, derivar uma
estimativa para o erro ||u — uy|| da ordem de h?.

Teorema 2 Sejam u a solu¢ao de (P) e uy, a solugao de (Vy). Entao

h? h?
le = unll < Ikl = —IfI-

Demonstragao. Vamos utilizar um argumento de dualidade, também conhecido por
truque de Nitsche. Considere-se o seguinte problema variacional:

encontrar z € V' tal que a(z,v) = (u—up,v) paratodoov €V,

Sendo z;, a aproximacao calculada pelo método dos elementos finitos, tem-se, pelo que foi
visto antes do teorema, que

h
12 = 2nlla < —[lu—uall.
s
Além disso, a escolha v = u — uy, origina:
a(z,u—uy) = |Ju—up|>
Vimos, no inicio da aula, que
a(v,u—up) = alu —up,v) = 0 para todoov € V.
Subtraindo membro a membro as duas ultimas desigualdades, obtém-se
a(z —v,u—up) = |[u—wuyl|* paratodo owv € V.
Logo, utilizando a desigualdade Cauchy-Schwartz

a(z—v,u—up) = (z—v,u—up)e < ||z = 0ol —un|la
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e fazendo v = 25, vem que
lu = wnll* < Iz = znllalle = unlla:

Aplicamos, ao segundo membro, as estimativas ja provadas para a aproximac¢ao do método
de elementos finitos, escrevendo

h h
o=l < (2hu=ut) (2151)

Corremos, em MATLAB, o método dos elementos finitos para o problema de condi¢oes
de fronteira (P) com f(x) = z?. A solucdo deste problema ¢é u(z) = —(z* — z)/12.
Apresentamos, na tabela seguinte, o erro entre a aproximacao u e a solucao u, assim
como o limite superior para o erro do Teorema 2 e o valor de h? = 1/(n + 1)% O erro
foi sempre inferior ao limite superior. O célculo das normas em V foi aproximado pela

formula trapezoidal composta ||g||* =~ h (g(0)%/2 + D1, g(x:)* + g(1)?/2).

no | flu—w | RS/ h?

10 | 1.266-004 | 3.77e-004 | 8.266-003
100 | 1.49¢-006 | 4.44e-006 | 9.80e-005
1000 | 1.52e-008 | 4.52¢-008 | 9.98e-007
10000 | 1.52e-010 | 4.53¢-010 | 1.00e-008

A matriz tridiagonal A foi armazenada de forma esparsa. Aplicou-se a férmula trape-

zoidal composta para calcular cada componente do vector b = [ (f, ;)

Exercicios

e () T

1. Usando a relagao, dada pelo teorema fundamental do calculo integral,

~ [ wywa

prove que [|(u —up)'|| < (h/m)|[f|| implica [lu — unl| < (h/m)|lf]]

(u = un)(x)

2. Calcule (f,v;), i =1,...,n, recorrendo a férmula trapezoidal composta.

3. Dada uma fungao f, continua em [0, 1], considere o problema de condi¢oes de fron-
teira (P), aqui descrito novamente:

encontrar u € C?[0,1] tal que {

u(0) = u(l) = 0.

se z € (0,1),

(P)
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O objectivo deste exercicio é conhecer o método das diferencas finitas para a re-
solu¢do do problema (P) e estabelecer a sua relagdo com o método dos elementos
finitos. Considere o intervalo [0, 1] discretizado na forma

O=29g < 11 < - < 2y < Tpy1 = 1.
Seja uy, uma aproximagao para u(xg), k=0,1,...,n,n+ 1.

(a) Com k a variar de 1 até n, escreva uma aproximagao para u”(xy) recorrendo a
formula das diferencas centrais de segunda ordem.

(b) Tome o simétrico da aproximagao obtida na alinea anterior e faca-o igual
a f(xg). Reuna todas estas igualdades num sistema de equagoes lineares e
escreva-o na sua forma matricial.

(c) Verifique que este sistema é equivalente ao que foi obtido para o método dos
elementos finitos, quando se utiliza a formula trapezoidal composta para apro-

ximar (f,¢x), k=1,...,n.

4. Dada uma funcao f, continua em [0, 1], considere o seguinte problema de condigoes
de fronteira (P):

(P)

—u"(x) = f(x se v € (0,1),
encontrar u € CQ[O, 1] tal que { (z) 1];( ) (0,1)

u(0) = u(l) = 0.

Considere {W¥o, ¥y,..., ¥, } C C?0,1], com n € N. Tome u(z) = > " ,a;V;(x) em
que ag, aq,. .., q, sao coeficientes reais.

Este exercicio pretende dar a conhecer os métodos de colocacao.

(a) Substitua u por @ na equagao diferencial e diferencie.

(b) Que condigbes devem as fungoes Vo, Wy, ..., U, e os coeficientes ag, aq, . ..,
satisfazer para que u verifique as condicoes de fronteira?

(¢) Considere, agora, n — 1 pontos x; < --- < z,_1 em (0,1). Escreva um sistema
de n+1 equagoes lineares (na forma matricial) que permita determinar @ como
aproximacao da solucao u.

(d) Faga, U;(z) = 2%, i = 0,1,...,n. Escreva a matriz do sistema da alinea
anterior. Mostre que esta matriz é nao singular quando n = 3.
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Aula 23: Conceitos Basicos sobre Problemas de Valor
Inicial
Um problema de valor inicial (ou problema de Cauchy) consiste em

") = ft.y(t tel,
encontrar y € C*(I) tal que { y'(t) f(ty(t) se 0

y(to) = Yo

A funcdo f(t,y) é conhecida, bem como o instante inicial ¢y e o valor yy da funcao y
em ty. Tem-se que y'(t) = dy/dt(t). E dado, também, um intervalo I, que contém o
ponto ty. Na pratica, este intervalo nem sempre é especificado. A equacao diferencial
ordinaria (de primeira ordem) y’ = f(¢,y) descreve o declive da curva y no ponto t. Em
muitos problemas de valor inicial, nao é possivel encontrar uma solugao analitica, sendo
necessario o recurso a um método numérico.

Como exemplo de um problema de valor inicial (I), tome-se

y' = ytan(t+3),

em que f(t,y) = ytan(t+ 3), to = —3 e yop = —1. A solugdo analitica deste problema é
y(t) = sec(t + 3) para —7m/2 <t +3 < 7/2.

As questoes que se colocam, tradicionalmente, perante um problema deste tipo sao
saber se tem solucdo e se uma solucdo (quando existe) é tinica. E necessario impor
condicoes a f para que um problema de valor inicial tenha soluc¢ao e, mesmo assim, so é
possivel garantir existéncia numa vizinhanga de t5. Veja-se, por exemplo, o problema (I)
em que

y o= 1+9

y(0) = 0.
A solugao y comegara em ¢ = 0 com y'(0) = 1. Quer a solugdo y quer a sua derivada y’
sao funcgoes crescentes de t > 0. Logo, dada a expressao da equacao diferencial, havera,
forcosamente, um valor finito para t a partir do qual nao existira solucao. A solugao para

este problema é y(t) = tan(t) e esse valor de t ¢ m/2. Em geral, so se consegue garantir a
existéncia de solu¢ao numa vizinhanca de t.

Teorema 1 Seja f uma funcao continua num rectdngulo centrado em (to, yo),

R = {(t,y): [t =to| <o, |y —yo| < B}

(com « e [ nimeros reais positivos). Entao o problema de valor inicial (1) tem uma
solugao y(t) para t a satisfazer

. 54
t—1ty < —
| ol _mln{a,M ,

em que M € o valor mdzimo que f atinge em R.
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Um problema de valor inicial pode nao ter solugao tinica mesmo nas condig¢oes do
teorema anterior. Um exemplo deste fenomeno é:

2
/ 3

y = ys,
y(0) = 0.

Verifica-se, facilmente, que existem duas solugoes y(t) = 0 e y(t) = t3/27. Para garantir
a unicidade é necessario impor maior suavidade a f.

Teorema 2 Sejam f e Of /0y fungdes continuas num aberto contendo o rectingulo R.
Entao o problema de valor inicial (I) tem uma solu¢ao unica y(t) no intervalo definido
no teorema anterior.

Uma alternativa a estes dois resultados é o seguinte teorema.

Teorema 3 Se f for continua para (t,y) no rectangulo R e se existir um escalar real
L > 0 tal que

lf(t ) — f(ty2)| < Ly — e,

para quaisquer (t,y1) e (t,y2) em R, entdo o problema de valor inicial (1) tem uma tnica
solugao y(t), com t a satisfazer

, B 1
t—to| < 2 -
[t =tol < mm{o"M’L ’

em que M ¢é o valor mdzimo que f atinge em R.

Este ultimo teorema impde a fungao continua f apenas a continuidade a Lipschitz
relativamente ao seu segundo argumento.

As solugoes mencionadas nestes teoremas sao restringidas a um dominio local. A
existéncia de uma solucao global inica seria garantida alargando a continuidade a Lipschitz
de f (relativamente a y) a todo o I x R.

Um problema de valor inicial também pode ser governado por um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias (de primeira ordem):

(

n(t) = fAltu@),. . ua(t) se tel,

encontrar yi,...,y, € C'(I) tais que
Yn(t) = fult,vi(D),- . un(t)) se te,

\ yl(tO) = 957 cee ayn(tO) = yga

em que fi,..., f, sdo fungoes reais de n+ 1 varidveis reais. Neste caso, existem n fungoes
Y1, ---,Yn a determinar com base em n condigoes iniciais. Este problema pode ser escrito
na forma vectorial:

F'(t) = F(t,Y(t)) se tel,

encontrar Y € C*(I) tal que
Y(tO) = }/07
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em que F : R — R” tem componentes fi,...,f, e Yy € R™. A titulo ilustrativo
considere-se o problema de valor inicial vectorial definido por:

vit) = y1+4y2 + €,

ys(t) = y1+y2 + 2¢,

y1(0) =4 e y2(0) =5/4,

em que Y(t) = [41(t) v2() |7, filt,y1,92) = v +4dy2 — €, fo(t,y1,92) = y1 + yo + 2" e
Yy =[4 5/4]7. A solucdo deste problema é a seguinte:

yi(t) = 4’ +2e7 =2 e () = 2e¥ —e7t —€'/4

Os métodos numéricos analisados nas proximas aulas sao descritos recorrendo ao pro-
blema de valor inicial escalar (I), mas a sua generalizagao a forma vectorial nao apresenta
qualquer obstéaculo.

Um problema de valor inicial pode ser governado, também, por uma equacgao diferen-
cial ordinaria de ordem n, escrevendo-se como
() = f(t,2(t), 2 (t),..., 2 D(t) se tel,

encontrar z € C"(I) tal que
( ) { Z(to) = 20, Z/(to) = Zé, cey Z(n_l)(t0> = Zg_l.

Verifica-se, facilmente, que este problema é equivalente a um problema de valor inicial
vectorial com

Y2 0
Y3 Zé
F(t,Y) = 5 e Yo=| |,
Yn Zn‘—l
_f(taylay27"'ayn)_ 0
através das mudancas de variavel y; = 2,y = 2/, ..., y, = (n—1)
Exercicios

1. Mostre que y(t) = —t?/4 e y(t) = 1 — t sao solugoes do problema de valor inicial

definido por:
y, g % <\/t2+4y_t> 9
y(2) = -1

Por que é que este facto nao contradiz os teoremas de unicidade dos problemas de
valor inicial?
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2. Escreva, na forma vectorial, o seguinte problema de valor inicial governado por uma
equagao diferencial ordinaria de ordem 3:

sen(t)z®) + cos(tz) +sen(t? + 2) + ()% = log(t),
2(2) =17, 2(2) =3, 2"(2) = —4.
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Aula 24: Introducao aos Métodos Numéricos para Pro-
blemas de Valor Inicial

Um método numérico aplicado a um problema de valor inicial (I) gera uma sucessao de
pares ordenados de niimeros reais da forma (to, ug), (1, u1), (t2, u2), ..., em que o valor de
uy constitui uma aproximagao para y(ty).

Vamos supor que o intervalo de integragao é dado por I = [to, tp+7], onde T' € (0, +00)
mede o tempo de integracao. Os nos da discretizacao sao dados por t, = tg+ kh, em que
h é o tamanho do passo da discretizacao. O indice k percorre os inteiros de 0 até n,, com
ny 0 maior inteiro para o qual tog + nyh < to+7T.

to to+ T
|

L |

to+h to+2h to + nph

Estudaremos, neste curso, alguns dos métodos de passo simples mais conhecidos. Estes
métodos caracterizam-se pelo facto de uyy; depender apenas de wuy (de entre todos os
valores ug, . . ., uy). Quando uy.1 depende de uy e de valores anteriores a wuy, dizemos que
estamos na presenca de métodos de passos miltiplos (ou métodos multipasso).

Uma das formas mais simples de desenvolver métodos de passo simples consiste em
aplicar a formula de Taylor. Suponhamos, por exemplo, que y(t) tem derivadas continuas
até a ordem 4. Assim,

h? h? h*
y(t+h) = y@) +hy' () + 5y () + 57y 0 @) + 5yt + oh),
com o € (0,1). Logo,
h? h?
y(t+h) = y(t) +hy' () + y"(1) + 597 ().

Os valores para /(t),y"(t) e y®(t) podem ser obtidos através de y'(t) = f(t,y(t)). Por
exemplo, quando

flt,y(t) = cos(y(t)) +¢*

obter-se-ia
y't) = f(t,y(t) = 1+ cos(y(t)),
y'(t) = filt,y(®) + f(Ly(@)y' (1) = 2t —sen(y(t))y'(t),

(
yO(t) = = 2—y"(t)sen(y(t)) — (y/'(t))*cos(y(1)).
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Note-se que as derivadas parciais de f sao tomadas em relacao aos seus dois argumentos:

ft.y) = cos(y) + 1%, fult,y) = 2¢, f,(t,y) = —sen(y).
Descrevemos, de seguida, o método de Taylor de ordem 3 para este problema. Sao

dados do problema, para além da funcao f, os valores de t; e de .

Método de Taylor de ordem 3 para y/(t) = f(t,y(t)) = cos(y(t)) + %, y(to) = yo
Fixar T' > 0. Escolher h > 0. Determinar n;,. Fazer ug = yq.
Para k=0,1,...,n, — 1

1. Fazer uj, = t3 + cos(uy).
2. Fazer uj = 2t — sen(uy)uj.
3. Fazer ul¥) = 2 — u//sen(uy) — (u,)2cos(uy).

4. Fazer Up4+1 = U +h (u;g + % <u/kl + %ul(f)))

5. Fazer tk—i—l = tk -+ h.

Os métodos de Taylor sdo, conceptualmente, muito simples. E possivel obter métodos
de Taylor de ordem* muito elevada. No entanto, estes métodos requerem as derivadas
parciais de f(t,y) em ordem a t e a y. Ora, estas derivadas parciais podem nao existir,
ou podem existir e nao estar disponiveis. No caso de nao estarem disponiveis, é sempre
possivel recorrer & diferenciag¢ao simbdlica ou a diferencia¢ao automdtica, consoante se
conheca, respectivamente, a expressao analitica de f ou um codigo fonte que a implemente.
Existem, porém, outros métodos mais adequados a estas situacoes.

O método de Taylor de ordem 1 é conhecido por método de Euler (explicito ou pro-
gressivo).

Método de Euler Explicito para y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = vo
Fixar T' > 0. Escolher h > 0. Determinar n;,. Fazer ug = yq.
Para k=0,1,...,n, — 1

1. Fazer U1 = Uk -+ hf(tk, uk)
2. Fazer tk—i—l = tk -+ h.

Todo o método de Taylor é explicito, uma vez que a expressao para uy,1 aparece dada
explicitamente em funcao de ug, uq, ..., ur. Um método de passo simples que seja explicito
envolve, necessariamente, uma actualizacao do tipo

U1 = Uk + hP(tg, ug, fr; h).

40 conceito de ordem para um método numérico aplicado a (I) serd definido, rigorosamente, mais a
frente.
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A funcao ® é designada por func¢ao incremental. No caso do método de Euler, temos que

O (L, ug, fe; h) = fr, com fr = f(tx, ur).

Um dos métodos implicitos mais simples ¢ o método de Euler implicito ou regressivo.
Neste método, o valor de u;1 é solucao da equacao nao linear

Upy1 = U+ h’f(tk—i-h Uk+1)-

A determinacao de wug,q envolve a resolucao desta equacao e estd dependente da forma
como a funcao f é apresentada num dado problema. No exemplo anterior, esta equacao
toma o aspecto

Upr1 = up + h (cos(ukH) + t2+1) ,

em que tryq = t + h. Nesta equagao, tudo é conhecido (uy, h e t;y1) menos Uy 1.

Nem sempre a resolugao de ugq = ug + hf(tge1, upr1) pode ser feita analiticamente,
podendo ser necessaria a aplicacao de um método numeérico (por exemplo, o método de
Newton). A andlise de métodos implicitos esta fora do ambito deste curso.

Exercicios

1. Escreva os passos do método de Taylor de ordem trés aplicado ao problema de valor
inicial dado por:
/

v =y’ +ye,
y(0) = 1.

2. Mostre que a aplicacao de diferengas progressivas a y'(t;) permite escrever a formula
de actualizacao do método de Euler explicito (ou progressivo).

3. Mostre que com a aplicagao de diferengas regressivas a y'(t;+1) se chega a formula
de actualiza¢do do método de Euler implicito (ou regressivo).
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Aula 25: Consisténcia, Estabilidade-Zero, Convergéncia

Consideremos, como base de trabalho, a formula de actualizacao de um método explicito
e de passo simples, definida a custa da funcao incremental ® e dada por

Uppr = Uk +h®(ty, up, f(tr,u)sh), 0<EkE<n,—1, w = yo.

Seja y a solugdo do problema de valor inicial (I). Faga-se y, = y(tx) para todo o k.
Se substituirmos ug,, € ug por, respectivamente, yi.1 € yx, nas expressoes anteriores, a
formula deixa de ser necessariamente verdadeira. Seja Rjy1(h) o erro residual ocorrido.
Tem-se que

Ykt1 = Yk + Do, yr, (e, yi); h) + Riga(h), 0<k <np—1.

A quantidade Ry, (h) chama-se erro de truncatura local do método numérico. O erro de
truncatura global é dado por

Faz sentido exigir que R(h) convirja para zero quando h tende para zero. Tomando limites
e assumindo ® limitada quando h — 07, tal exigéncia traduziria a continuidade da solucao
y. Como veremos de seguida, é apropriado exigir mais dos erros de truncatura.

Note-se que a solugao do problema (I) satisfaz, sob suavidade apropriada,

2

/ h /
Y(tesr) = y(te) +hy'(te) + PL "tk + oxh),

com oy € (0,1). Numa notagao diferente, tem-se que

Yesr = Y+ hf (e, k) + O(R?),

com O(h?) igual a uma constante (apenas dependente do valor méaximo de y” em I)
vezes h?. Comparando esta expressao para y,; com a expressao que envolve o erro de
truncatura local, concluimos que faz sentido exigir que R(h)/h convirja para zero quando
h tende para zero. Dizemos, desta forma, que um método numérico (explicito e de passo
simples) é consistente com o problema de valor inicial (I) se a sua soluc¢do y satisfizer

No método de Euler explicito, vimos que ®(ty, i, f(tr, yr);h) = f(tr,yr). B facil
mostrar que um método (explicito e de passo simples) é consistente se e s se

lim  max [®(t, vk, f(tr, yk); h) — f(tk, ye)] = O.

h—0+ 0<k<n,—1

Um método (explicito e de passo simples) diz-se consistente de ordem p se a solugao y
de (I) satisfaz R(h)/h < Ch?, com C uma constante real e independente de h.
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Uma outra propriedade importante de um método numérico para problemas de valor
inicial (I) é a estabilidade—zero. Diz-se que um método numérico (explicito e de passo
simples) é estdvel-zero se, para qualquer € > 0, existir um h > 0 e uma constante C
(independente de h, ny, e €) tais que, para todo o h € (0, k],

|z —ur] < Ce; 0 <k <y,
em que z; se obtém perturbando a féormula de actualizacao de u; da forma
Zopr = 2p + R [P(tk, 21, [(tr, 26); h) +0kp1], 0k <n,—1, 2z = yo+do

e € > 0 é um limite superior para o tamanho da perturbacao (0 <€, k=0,1,...,n;). Un
método que seja estavel zero é menos sensivel & acumulacao de erros de arredondamento
na aplicacao da sua formula. A designacao estabilidade—zero provém da imposicao de
|z — ux| < Ce para todo o h suficientemente perto de zero.

Finalmente, dizemos que um método numeérico para problemas de valor inicial (I) é
convergente se
e —ue| < i(h), 0 <k <y,

em que i(h) converge para zero quando h tende para 0 (diz-se que i(h) é um infinitesimal
em h). Um método diz-se convergente de ordem p se i(h) = Ch?, com C uma constante
real e independente de h (ou de ny).

A teoria dos métodos numeéricos para problemas de valor inicial estrutura-se em torno
das duas seguintes propriedades (que apresentamos sem demonstracao).

e Se a fungao ® for continua a Lipschitz em relagdo ao seu argumento wuy, entao o
método é estavel-zero.

e Um método é convergente se e s6 se for consistente e estavel-zero.

Deste modo, para provarmos que um método é convergente é suficiente mostrar que o
método é consistente e que ¢ é continua a Lipschitz em relacao ao seu argumento wuy.

Exemplifiquemos estas nog¢oes com o método de Euler (explicito ou progressivo). Sa-
bemos que este método é consistente (pois satisfaz, trivialmente, a condigdo necessaria e
suficiente de consisténcia dada anteriormente). Além disso, tem-se que

|(I)(tkvullm f(tkv uli): h’) - (I)(tkvuzv f(tkvuz>; h’)| = |f(tk7ullc> - f(tkv u2)|

Logo, a continuidade a Lipschitz de f em relagao ao seu segundo argumento (a tal condigao
para que o problema (I) tenha soluc¢ao tinica) implica a continuidade a Lipschitz de ® em
relacao ao seu argumento uy. Assim sendo, o método de Euler explicito é estavel-zero e,
consequentemente, convergente.



Aula 25 — Matemaéatica Numérica 11 103

Analisemos, agora, as ordens de consisténcia e convergéncia que ocorrem com o método
de Euler explicito. Vimos que o erro de truncatura local pode ser expresso na forma
h2

Rypi(h) = ?y”(tk“‘gkh)'

Logo,
(h) 1 "
W 5 max [y"(6)] ) A,

de onde se conclui que o método de Euler explicito tem ordem de consisténcia igual a 1.

IN

Para estudarmos a ordem de convergéncia, comegemos por notar que

Yes1 — Uprr = (Yes1 — [Uk + Bf (e, yn)]) —(urgr — [ye + A (Ek, ye)))-

(. /

Rk—i—l (h'>

Mas ugy1 — [yx + hf (te, ye)] = wr — yr + h(f (tr, ux) — f(t, yx)). Com o auxilio da notagao

def o <7 . -
er = yp — up e da continuidade a Lipschitz de f em relacdo ao seu segundo argumento,

obtemos

Aplicando recursivamente esta desigualdade e somando a soma geométrica resultante da
origem a
(1+ Lh)kt —1 R(h)

L h

lext1] <

Daqui resulta que

(1+ Lh)kt -1 Y
5T max [y"(1)] h.

Como, 1+ hL < et e (k+1)h =ty — to, chegamos a

eL(tk+1_t0) _ 1 Y
ool < (— max |y <t>\) h

lepr1] <

2L tel

Finalmente, vem que

6LT—1 Y
lex| < —  max ") ) h, 0<E < ny,

o que demonstra que o método de Fuler explicito tem uma ordem de convergéncia igual
al.
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Exercicios

1. Mostre que um método da forma uy1 = ug +h®(tg, ug, f(tr, ux); h), 0 < k < np—1,
Uy = Yo € consistente se e sO se

lim  max [®(t, yk, f(tr, yk); h) — f(tk, ye)] = O.

h—0+ 0<k<n;—1
. ~ k+1_
2. Siga as sugestoes dadas para mostrar que |eg 1| < %R(h).

3. Considere o problema de valor inicial definido por

y'(t) = y(t) se t >0,
y(0) = 1, T = 1.
(a) Determine a constante que multiplica h na expressao do limite superior para o
erro |egx| do método de Euler explicito.
b) Calcule uma expressao exacta para este erro. Faca h = 0.1 e veja quao realista
¢ )

foi o limite superior obtido anteriormente.

4. Considere o método de Euler modificado (a ser motivado mais a frente), definido
por:

U1 = up+hf(te +h/2,up + hf(ty,up)/2), 0<k<n,—1, wu = yo.

Pode assumir que a funcao f é continua a Lipschitz relativamente ao seu segundo
argumento (com constante L > 0).

(a) Identifique a fungao incremental ®(tx, ug, f(tg, ur); h).

(b) Mostre que o método é consistente com o problema de valor inicial.

(¢) Mostre que a func¢do incremental é continua a Lipschitz relativamente a wy.
)

(d) Prove que o método é convergente.
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Aula 26: Métodos de Runge-Kutta para Problemas de
Valor Inicial

Como vimos anteriormente, os métodos de Taylor requerem, para poderem ser aplicados, o
calculo de derivadas de f. Os métodos de Runge-Kutta evitam esta dificuldade, tentando
reproduzir o efeito dos métodos de Taylor a custa de combinacoes sofisticadas de valores
de f.

Na derivacao que se faz de seguida omitem-se os argumentos ¢ e y para simplificar a
notacao das expressoes. Como 3’ = f = f(t,y), vem que

Z/” = ft+fyy, = ft+fyfv
y(3) - ftt+ftyf+fy(ft+fyf)+(.fyt‘l'.fyy.f)f-

Um método de Taylor de ordem 2 baseia-se na expansao
y(t+h) = y(t)+hy'(t) + 5" (t) + EY(h)
= Y+ S+ (it f,f) + BN
~ oyt hf (i ).

E possivel reescrever esta expansao na forma

YEAR) = gt o+ o+t ).

A expressao entre paréntesis curvos corresponde a uma expansao de Taylor de f, centrada
em (t,y) e ao longo de (h, hf), o que permitira contornar a utilizagao das derivadas parciais

fee fy-
Assim sendo, vamos considerar uma segunda expansao de Taylor:
flt+hy+nf) = ft.y)+[lfi(t.y) + [Dff,EY) + B (h)
= [+ Ry + EL(R).
Aplicou-se a formula de Taylor, de ordem 1, com resto de Lagrange, a fun¢ao f (como

fungao de duas variaveis), centrada em (¢,y) e ao longo de (h, hf).
Se, agora, desprezarmos o erro E{(h), obtemos

yt+h) ~ y+52f+Lft+hy+hnf)
= yt)+ 5t y) + 5+ hy(t) +hf(tyt))).

Surge, desta forma, um dos métodos de Runge-Kutta de ordem 2, conhecido por método
de Heun, e que passamos a descrever de seguida.

Método de Heun para y/(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo
Fixar T' > 0. Escolher h > 0. Determinar n;,. Fazer ug = yq.
Para k=0,1,...,n, — 1

1. Fazer Fkl = hf(tk,uk) [§] F]? = hf(tk —+ h,uk —+ Fkl)

2. Fazer up,1 = up + % (Fl + F?).
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3. Fazer ty1 =t + h.

Nos graficos reproduzidos em baixo, ilustramos o desempenho numérico do método de
Euler explicito (a ponteado) e do método de Heun (a tracejado), para o problema de valor
inicial em que f(t,y) = 4?3 e ty = 1. A integracio numérica foi feita por um periodo de
tempo T" = 10. A solugao é descrita a trago continuo. A figura da esquerda corresponde
ah=1eadadireita a h = 0.1. E bem patente o melhor comportamento numérico do
método de ordem dois (Heun) em relagao ao de ordem um (Euler explicito).

50 T T T T T T T T T 50

45r

40r

35F

30

251

201

151

101

A familia dos métodos de Runga Kutta de ordem 2 pode ser obtida introduzindo
parametros, na expressao

h h
y+§f+§(f+hft+hffy),

da forma
y +wihf 4+ woh(f + ahfy + Bhff,).

Constata-se, imediatamente, que os parametros w, wy, o e [ tém de satisfazer o sistema
de equacoes nao lineares
n 1 1 3 1
wy+wy =1, wex = = e wyff = —.
1 2 2 5 2 5
A solugdo w; = wy = 1/2 e a = § = 1 origina 0 método de Heun. Um outro conhecido
método de Runge Kutta de ordem 2 é o método de Euler modificado, que se obtém através
da solugao wy = 0, wy =1 e a = = 1/2. Este método também é conhecido por método
de Euler-Cauchy.

Método de Euler Modificado para y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = vo
Fixar T' > 0. Escolher A > 0. Determinar n;,. Fazer ug = yq.
Para k=0,1,...,n, — 1
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1. Fazer F}' = hf(ty,up) e FZ = hf(ty +h/2,u, + EL/2).
2. Fazer ugqq :uk—i—F,f.

3. Fazer tj.1 =t + h.

Os célculos associados a derivagao de métodos de Runge-Kutta de ordem elevada
sao bastante complicados. As formulas finais, no entanto, sao elegantes e simples de
programar.

Exercicios

1. Identifique a fungdo incremental ®(tg, ug, f(tx, ug); h) nos métodos de Heun e de
Euler modificado.

2. O método de Heun esté associado ao método trapezoidal (também conhecido por
método de Crank—Nicolson), cuja formula de actualizagao é dada por

h
Upy1 = Up + 5 Lf (e, ur) + f (begrs i) -

Mostre que esta formula resulta da aplicacao da formula de quadratura trapezoidal
ao integral

t
o) =t = [ Frgtr)n
12
Este método é explicito ou implicito?

3. Mostre que a formula de actualizacao do método de Heun pode ser obtida da do
método trapezoidal, substituindo f(fx1, ugr1) por f(trsr, ug + hf(tr, ug)), ou seja,
utilizando a formula de actualizacao do método de Euler explicito para aproximar
ugt1- (O método de Heun pode ser encarado como um processo de tornar explicito
o método trapezoidal.)

4. Prove que o método de Heun tem um erro de truncatura local de ordem 2:

Rypqa(h) 2
—E o),

Decomponha, primeiro, o erro Ryy1(h) na soma dos erros

Sf(h) = Yk+1 — Yk — g Lf (b, ur) + f (Brsts Yrsn)]

SE) = & [F(than o) = T+ b+ hf ()]

Ao erro Sf(h) aplique o que conhece sobre o erro da formula de quadratura trape-
zoidal. O segundo erro S§(h), analise-o a luz do que sabe sobre o erro de truncatura
local do método de Euler explicito.
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Aula 27: Estabilidade Absoluta de Métodos Numéricos
para Problemas de Valor Inicial

Com a estabilidade absoluta pretende-se averiguar se uma aproximacao uy, para valores
de h constantes, permanece limitada quando t; tende para +o0o0. A estabilidade absoluta
de um método diz respeito ao seu comportamento assimptoético no tempo, o que contrasta
com a estabilidade—zero, que mede, no intervalo de integracao dado, o comportamento da
aproximacao uy sob perturbacao da sua férmula de actualizagao.

A definicao de estabilidade absoluta esta associada ao problema teste:

y'(t) = My(t se t>0,
encontrar y € C'(I) tal que ) ) (I,)

y(0) = 1.
A solucdo deste problema de Cauchy linear é y(t) = eM. O parametro A pode tomar
valores complexos. Note-se que lim; . |y(t)] = 0 se Re(A\) < 0, ou seja, se A estd no
semiplano

C™ ={z € C: Re(z) <0}.

Escolhido um método numérico para a resolugao aproximada de (I,), a aproximagao
uy gerada vai depender de h e de A. Diz-se que um método é absolutamente estavel para
um dado valor de h se

lug| — 0 quando t; — +oo.

A regiao de estabilidade absoluta de um método é o subconjunto do plano complexo

A = {ﬁ:hAEC: |lug| — 0 quando —>—|—oo}.

Vejamos, primeiro, o caso do método de Euler explicito. Como ugy1 = ug + hAui e
ug = 1, vem que
w, = (L+hNF k>0

Assim sendo, o método de Euler explicito é absolutamente estavel se e s6 se |[1+hA| < 1, ou
seja, se e sO se h = h estiver no interior de um circulo do plano complexo de raio unitario
e centro (—1,0). A sua regido de estabilidade absoluta ¢ A = {h e C: |1 +h| < 1}.

E possivel identificar o valor méaximo de h a partir do qual o método de Euler explicito
¢ absolutamente instavel. De facto, mostra-se (ver exercicio) que |14 hA| < 1, com h real
positivo, é equivalente a

_ 2Re(})

hA € C e 0 < h < e

O valor maximo de h procurado é dado por —2Re(\)/|\|*.
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No caso do método de Euler implicito, tem-se que ug 1 = up + hAugsy € ug = 1, o que
resulta em

1
Uy = ———, k> 0.
A SV =
A regiao de estabilidade absoluta deste método é todo o plano complexo menos o circulo
centrado em (1,0), de raio 1. A sua regido de estabilidade absoluta contém C~.

Aplicamos os métodos de Euler explicito e implicito ao problema teste (I,), escolhendo
A=—149ieT =10. Para este problema, o método de Euler explicito é absolutamente
estavel quando h toma valores até 0.0244.

As duas primeiras figuras correspondem aos casos em que h tomou os valores 0.0200
e 0.0222. Os testes foram feitos em MATLAB. As figuras ilustram o comportamento, no
tempo, das partes reais da solugao (a trago continuo), da aproximacao gerada pelo método
de Euler explicito (a ponteado) e da aproximacao gerada pelo método de Euler implicito
(a tracejado). Verifica-se que o método implicito é melhor aproximagao do que o explicito,
mas constata-se que o explicito ainda exibe estabilidade (os seus graficos aproximam-se
do eixo das abcissas).

1 T T T T T T T T T 1

08

0.6

0.4

0.2}

ob

-0.2f

04t

-0.61

-08r 9 -08r

1 L L L L L L L L L 1 L L I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A seguir ilustramos o desempenho dos mesmos métodos quando h toma os valores
0.0250 e 0.0286. Estes valores tornam o método de Euler explicito absolutamente ins-
tavel, um fenémeno visivel graficamente.
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O método de Heun aplicado ao problema (I,) gera

2\ k
- (1+h)\+(h;\)) k>0

A sua regiao de estabilidade é um sobreconjunto da do método de Euler explicito.

Finalmente, com o método trapezoidal ou de Crank Nicolson, obter-se-ia

1+ hr/2\"
Y e > ().
h (1—h)\/2) k=20

A regiao de estabilidade deste método contém, claramente, o semiplano C~.

Um método numeérico diz-se A-estdvelse ANC~ = C~. Como as condigoes Re(h\) < 0
e Re(\) < 0 sdo equivalentes, um método é A estdvel se for absolutamente estavel para
todo o A tal que Re(\) < 0.

Os métodos de Euler implicito e de Crank Nicolson sao A estdveis, mas os métodos
de Euler explicito e de Heun nao sao A-estdveis. Nao existem métodos explicitos que
sejam A-—estdveis. Esta propriedade de estabilidade é enfraquecida no estudo de métodos
explicitos, considerando-se outras formas de estabilidade como a estabilidade—rigida ou a

Ao estabilidade.

Exercicios

1. Mostre que |1 4+ hA| < 1, com h real positivo, é equivalente a

2Re())
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2. Trace no plano corpplezio a regiao de estabilidade absoluta do método de Heun:
A={heC: |1+ h+h*/2| <1}.

3. Confirme as expressoes para uy geradas pelos quatro métodos aplicados, nesta aula,
ao problema teste ().
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