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A dis
iplina de Matemáti
a Numéri
a II faz parte do tron
o 
omum do plano de estudos daLi
en
iatura em Matemáti
a do Departamento de Matemáti
a da Fa
uldade de Ciên
iase Te
nologia da Universidade de Coimbra.Esta dis
iplina, do primeiro semestre do ter
eiro ano, é ante
edida da de Matemáti
aNuméri
a I. Fazem parte do programa de Matemáti
a Numéri
a I os seguintes tópi
os:álgebra linear numéri
a (normas ve
toriais e matri
iais, sistemas de equações lineares,problemas de mínimos quadrados lineares, de
omposições em valores próprios e em valoressingulares); interpolação polinomial; resolução de equações não lineares de uma variável.Estes apontamentos foram organizados em formato aula-a-aula, tipo le
ture notes. Cadaaula está des
rita de forma o mais auto-
ontida possível. Evitaram-se, ao máximo, asreferên
ias dentro de 
ada aula e entre aulas. No �nal de 
ada lição, 
olo
am-se exer
í
iossobre a matéria dada, para resolução nas aulas ou em trabalho-para-
asa.Os vários tópi
os do programa da dis
iplina foram organizados da seguinte forma:
• Aulas 1�5: métodos numéri
os para sistemas de equações não lineares.
• Aulas 6�8: métodos numéri
os para optimização sem restrições e problemas demínimos quadrados não lineares.
• Aula 9: diferen
iação numéri
a.
• Aulas 10�12,16: integração numéri
a.
• Aulas 13�15,17�18: aproximação de funções.
• Aulas 19�23: métodos numéri
os para problemas de 
ondições de fronteira.
• Aulas 23�27: métodos numéri
os para problemas de valor ini
ial.Os exemplos numéri
os foram 
orridos emMatlabr (http://www.mathworks.
om). As
orrespondentes m-files estão disponíveis a partir da página da dis
iplina, no endereçohttp://www.mat.u
.pt/�lnv/mn2/mn2_05_06.html.Pro
urar-se-á melhorar a versão a
tual destes apontamentos no de
orrer dos próximosanos. Re
onhe
e-se a ne
essidade de 
obrir outros tópi
os, nomeadamente outras trans-formadas (Lapla
e e Ôndulas) e suas apli
ações e dis
retizações. Tentar-se-á, também,in
luir mais exemplos e ilustrações ao longo do texto.

Coimbra, 9 de Setembro de 2005, LNV.(Data da última revisão: 19/02/2007.)



Aula 1 � Matemáti
a Numéri
a II 3Aula 1: Método de Newton para Sistemas de EquaçõesNão LinearesA simulação 
omputa
ional de modelos em 
iên
ia e engenharia, depara-se, frequente-mente, 
om a ne
essidade de resolver sistemas de equações não lineares. Na maioria dos
asos, estes sistemas têm origem na dis
retização de equações diferen
ias não lineares. Hásituações, porém, em que os sistemas de equações não lineares são resultado dire
to daformulação dos problemas em 
ausa, 
omo é o 
aso do exemplo apresentado no �nal destaaula.Existem diversas té
ni
as de resolução numéri
a para resolver sistemas de equaçõesnão lineares, sendo que as mais úteis e 
onhe
idas assentam, dire
ta ou indire
tamente, nométodo de Newton e, 
onsequentemente, na resolução de sistemas de equações lineares.Há uma estreita ligação entre a resolução de sistemas de equações não lineares e a reso-lução de problemas de optimização não linear sem restrições, razão pela qual abordaremosestes dois tópi
os em 
onjunto.Considere, então, o sistema de equações não lineares
F (x) = 0,em que F é uma função ve
torial dada por

F : D ⊂ Rn −→ Rn,

x =






x1...
xn




 −→






f1(x)...
fn(x)




 = F (x).As funções fi são reais:

fi : D ⊂ R
n −→ R,

x =






x1...
xn




 −→ fi(x) = fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n.A título de ilustração 
onsidere-se o seguinte exemplo:

F : R2 −→ R2,

F (x) =

[
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

]

=

[
x1 + x2 − 3
x2

1 + x2
2 − 9

]

.Para esta função F , o sistema F (x) = 0 tem as raízes [ 3 0 ]⊤ e [ 0 3 ]⊤.Antes de introduzirmos o método de Newton para a resolução do sistema F (x) = 0,vamos rever algumas propriedades das funções de várias variáveis.



Aula 1 � Matemáti
a Numéri
a II 4Uma função f : R
n −→ R diz-se 
ontinuamente diferen
iável em x se as derivadaspar
iais de f existirem e forem 
ontínuas em x. A função f diz-se 
ontinuamente dife-ren
iável no aberto D ⊂ Rn se o for para todos os pontos de D. O gradiente de f em x édado por

∇f(x) =






∂f
∂x1

(x)...
∂f
∂xn

(x)




 ∈ R

n.Se f for 
ontinuamente diferen
iável no 
onjunto aberto D de Rn então, para x e x + pem D, 
om [x, x + p] ⊂ D, tem-se, pelo Teorema do Valor Médio na sua versão integral,que
f(x+ p) − f(x) =

∫ 1

0

∇f(x+ tp)⊤p dt.Ser-nos-á útil, para motivar o método de Newton, a notação
∫ x+p

x

∇f(z)⊤dz
def
=

∫ 1

0

∇f(x+ tp)⊤p dt.Se agora tomarmos as n funções reais de n variáveis reais que de�nem o nosso sistemade equações não lineares e assumirmos que 
ada uma delas é 
ontinuamente diferen
iávelno 
onjunto aberto D de Rn então, para x e x+ p em D, 
om [x, x+ p] ⊂ D, tem-se que
f1(x+ p) − f1(x) =

∫ x+p

x
∇f1(z)

⊤dz...
fn(x+ p) − fn(x) =

∫ x+p

x
∇fn(z)⊤dz.Em notação ve
torial estas n igualdades são representadas por

F (x+ p) − F (x) =

∫ x+p

x

J(z)dz,em que F (x) é o ve
tor de 
omponentes f1(x), . . . , fn(x) e
J(x) =






∇f1(x)
⊤...

∇fn(x)⊤




é a matriz Ja
obiana de F em x. Por extenso, a matriz Ja
obiana toma a forma

J(x) =






∂f1
∂x1

(x) · · · ∂f1
∂xn

(x)... ...
∂fn

∂x1
(x) · · · ∂fn

∂xn
(x)




 ∈ R

n×n.



Aula 1 � Matemáti
a Numéri
a II 5No exemplo anterior, temos
∇f1(x) =

[
1
1

]

, ∇f2(x) =

[
2x1

2x2

] e J(x) =

[
1 1

2x1 2x2

]

.O método de Newton para a resolução do sistema F (x) = 0 é iterativo. Seja x0 ∈ Rnuma aproximação ini
ial. Sabe-se que
F (x0 + p) − F (x0) =

∫ x0+p

x0

J(z)dz.Idealmente, gostaríamos que x0 + p fosse uma solução do sistema, ou seja que
F (x0 + p) = 0.Logo, pro
uramos p ∈ Rn tal que

∫ x0+p

x0

J(z)dz = −F (x0).Este integral é não linear em p, o que torna a resolução deste sistema tão difí
il 
omo aresolução do original.Linearizar é a palavra de ordem do método de Newton. Ao aproximarmos este integralpor
∫ x0+p

x0

J(z)dz ≃ J(x0)pobtemos uma função linear em p (de�nida por J(x0)p).O passo p é determinado, assim, à 
usta da resolução do sistema de equações lineares
J(x0)p0 = −F (x0).A nova aproximação x1 é dada por x1 = x0 + p0.O método de Newton, quando bem de�nido, gera a su
essão de pontos {xk} des
ritapelo seguinte algoritmo.Método de Newton para Sistemas de Equações não LinearesEs
olher x0 ∈ Rn.Para k = 0, 1, 2, . . .1. Resolver o sistema de equações lineares J(xk)pk = −F (xk).2. Fazer xk+1 = xk + pk.A fórmula re
ursiva do método de Newton

xk+1 = xk − J(xk)
−1F (xk)



Aula 1 � Matemáti
a Numéri
a II 6reduz-se, no 
aso n = 1, usando a notação f(x) = F (x), a
xk+1 = xk − [f ′(xk)]

−1[f(xk)] = xk −
f(xk)

f ′(xk)
,que identi�
amos 
omo sendo a fórmula do método de Newton para a resolução de umaequação não linear 
om uma in
ógnita.Para o exemplo desta aula tome-se x0 = [ 1 5 ]⊤. A primeira iteração do método deNewton 
al
ula o passo

J(x0)p0 = −F (x0) ⇐⇒
[

1 1
2 10

]

p0 = −
[

3
17

]

⇐⇒ p0 =

[
−13/8
−11/8

]

.Logo,
x1 = x0 + p0 =

[
−0.625
3.625

]

.A segunda iteração 
onsiste em resolver
J(x1)p1 = −F (x1) ⇐⇒

[
1 1

−5/4 29/4

]

p1 = −
[

0
145/32

]

⇐⇒ p1 =

[
−13/8
−11/8

]

,para, depois, 
al
ular
x2 = x1 + p1 ≃

[
−0.092
3.092

]

.Exer
í
ios1. Considere a função ve
torial R2 −→ R2 de�nida por:
F (x1, x2) =

[

x2
1 + x2 + 1

x1x2

]

.(a) Cal
ule a matriz Ja
obiana de F e as raízes de F (x1, x2) = 0.(b) Efe
tue, se possível, uma iteração do método de Newton partindo dos pontos
x0 = [ 0 0 ]⊤ e x0 = [ 1 1 ]⊤.2. Estude a apli
ação do método de Newton ao problema: arctan(x) = 0.3. Considere a função ve
torial F : Rn −→ Rn de�nida por:

F (x1, x2, . . . , xn) =















x1x2

x2x3

x3x4...
xn−1xn

xn















,



Aula 1 � Matemáti
a Numéri
a II 7em que n é um número inteiro ímpar maior que ou igual a 5.(a) Cal
ule a matriz Ja
obiana de F .(b) Efe
tue, se possível, uma iteração do método de Newton partindo do ponto
x0 = [ 1 1 · · · 1 ]⊤ ∈ Rn.(
) Efe
tue, se possível, uma iteração do método de Newton partindo do ponto
x0 = [−1 − 1 · · · − 1 ]⊤ ∈ R

n.(d) O que é que pode 
on
luir sobre o 
omportamento do método de Newton apartir destas duas últimas alíneas?Nota: Se não 
onseguir resolver este exer
í
io na forma em que ele está 
olo-
ado, resolva-o para n = 5.4. Prove que o método de Newton 
onverge numa iteração quando apli
ado à resoluçãode um sistema de equações lineares (possível determinado).5. Um exemplo simples e interessante de um sistema de equações não lineares des
revea interse
ção de órbitas de planetas. Considere o seguinte sistema de equações nãolineares:
F (t1, t2)

def
=

[
x2(t2) − x1(t1)
y2(t2) − y1(t1)

]

= 0.Quando a função F : R
2 −→ R

2 se anula num ponto [ t1 t2 ]⊤, as órbitas de doisplanetas (1 e 2) interse
tam-se. As órbitas são elípti
as, 
om um dos fo
os na origem(e.g., o sol). Por exemplo, a órbita do planeta 1 é de�nida por
[
x1(t1)
y1(t1)

]

=

[
cos(φ1) sen(φ1)
−sen(φ1) cos(φ1)

] [
P1−A1

2
+ P1+A1

2
cos(t1)√

P1A1sen(t1)

]

,em que φ1 é o ângulo 
om que a órbita foi rodada e A1 e P1 são, respe
tivamente, amaior e a menor distân
ia dos seus pontos ao sol. A órbita do planeta 2 é de�nidade modo análogo.Corra, em Matlab, as m-files disponíveis em
ftp : //ftp.cs.cornell.edu/pub/cv,que apli
am o método de Newton para resolver, numeri
amente, uma instân
ia destesistema de equações não lineares. Mais informações sobre este problem são dadas nolivro C. F. Van Loan, An Introdu
tion to S
ienti�
 Computing � A Matrix-Ve
torApproa
h Using Matlab,Matlab Curri
ulum Series, Prenti
e Hall, Upper SaddleRiver, New Jersey, 1997.
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Aula 2 � Matemáti
a Numéri
a II 9Aula 2: Taxas de Convergên
ia e Constantes de Lips
hitzO método de Newton apresenta uma taxa quadráti
a de 
onvergên
ia lo
al. O erroabsoluto entre as iteradas xk e a solução x∗ de
res
e quadrati
amente, em norma, se x0estiver su�
ientemente próximo de x∗. A 
onvergên
ia diz-se lo
al porque esta propriedadeé garantida apenas para x0 numa 
erta vizinhança de x∗.Em Matlab, 
orremos o método de Newton para o sistema de equações não linearesde�nido pela função ve
torial
F (x) =

[
x2

1 + x2
2 − 1

5x2
1 − x2

2 − 2

]

,
om o ponto ini
ial x0 = [ 2 2 ]⊤. O método gera iteradas que se aproximam da solução
x∗ = [

√
2/2

√
2/2 ]⊤. Reproduzimos, em baixo, o output do 
ódigo.>> Newton-------------------------------------------------------------------Metodo de Newton para F(x) = 0-------------------------------------------------------------------Itera
ao |x(1)-x*(1)| |x(2)-x*(2)| || x-x* ||0 1.2928932188134525 1.2928932188134525 1.8284e+0001 0.4178932188134524 0.4178932188134524 5.9099e-0012 0.0776154410356746 0.0776154410356747 1.0976e-0013 0.0038384007210237 0.0038384007210238 5.4283e-0034 0.0000103617834891 0.0000103617834892 1.4654e-0055 0.0000000000759185 0.0000000000759186 1.0737e-0106 0.0000000000000000 0.0000000000000001 1.1102e-016------------------------------------------------------------------->> O de
rés
imo quadráti
o do erro absoluto ‖xk−x∗‖ é evidente de iteração para iteração.Este erro 
omporta-se, a partir da segunda iteração, 
omo

10−1 10−2 10−4 10−8 10−16.Seja {xk} uma su
essão de ve
tores de Rn a 
onvergir para x∗. A 
onvergên
ia équadráti
a, ou apresenta uma taxa quadráti
a, se existir uma 
onstante positiva M > 0tal que, para todo o k,
‖xk+1 − x∗‖ ≤ M‖xk − x∗‖2.Os métodos de quasi-Newton apresentam uma taxa de 
onvergên
ia superlinear:

lim
k→+∞

‖xk+1 − x∗‖
‖xk − x∗‖

= 0.



Aula 2 � Matemáti
a Numéri
a II 10Outros métodos 
onvergem apenas linearmente. A su
essão {xk} 
onverge para x∗ linear-mente, ou 
om taxa linear, se existir uma 
onstante positiva r ∈ (0, 1) tal que, para todoo k,
‖xk+1 − x∗‖ ≤ r‖xk − x∗‖.A 
onvergên
ia quadráti
a impli
a a superlinear e esta, por sua vez, impli
a a linear. Estastaxas de 
onvergên
ia são designadas, por vários autores, usando a letra q (q-quadráti
a,q-superlinear e q-linear). Existe um outro tipo de taxas, as designadas pela letra r (verexer
í
io).O estudo da 
onvergên
ia lo
al do método de Newton requer um pou
o mais do que a
ontinuidade das funções fi, i = 1, . . . , n, que de�nem as 
omponentes de F . É pre
iso quetodas as suas derivadas par
iais (
ole

ionadas na matriz Ja
obiana J) sejam 
ontínuas àLips
hitz. A matriz Ja
obiana J diz-se 
ontínua à Lips
hitz em D ⊂ Rn, 
om 
onstante

γ > 0, se
‖J(x) − J(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ para todos os x e y em D.A norma do lado esquerdo desta desigualdade é uma norma matri
ial, enquanto a normado lado direito é uma norma ve
torial. Vai ser ne
essário, assim, trabalhar 
om normasmatri
iais induzidas por normas ve
toriais, 
omo as normas ℓ∞, ℓ1 ou ℓ2 (Eu
lideana).Tentemos, primeiro, uma majoração do erro absoluto ‖x1 − x∗‖ em função do erroabsoluto ‖x0 − x∗‖, assumindo, informalmente, que J(x0) é invertível. A função F é nulana solução x∗. A partir da forma do método de Newton, es
revemos

x1 − x∗ = x0 − x∗ − J(x0)
−1F (x0)

= J(x0)
−1J(x0)(x0 − x∗) − J(x0)

−1 (F (x0) − F (x∗))

= J(x0)
−1 [F (x∗) − F (x0) − J(x0)(x∗ − x0)] .Logo,

‖x1 − x∗‖ ≤ ‖J(x0)
−1‖ ‖F (x∗) − [F (x0) + J(x0)(x∗ − x0)]‖.A expressão F (x0) + J(x0)(x∗ − x0) é o termo linear de uma expansão de Taylor deordem um 
entrada em x0. Assim sendo, é expe
tável que a diferença entre as normas de

F (x∗) e de F (x0) + J(x0)(x∗ − x0) varie quadrati
amente 
om ‖x∗ − x0‖. Desta forma,obter-se-ia
‖x1 − x∗‖ ≤ ‖J(x0)

−1‖ × constante× ‖x0 − x∗‖2.A proposição seguinte des
reve o resultado que se utilizará para obter esta variação qua-dráti
a.Proposição 1 Seja F : D ⊂ Rn −→ Rn uma função ve
torial de�nida num 
onjuntoaberto D. Suponha-se que F é 
ontinuamente diferen
iável em D e que a sua matrizJa
obiana J é 
ontínua à Lips
hitz em D 
om 
onstante γ.Então, quaisquer que sejam x e x + p em D, 
om [x, x + p] ⊂ D, é verdadeira adesigualdade
‖F (x+ p) − F (x) − J(x)p‖ ≤ γ

2
‖p‖2.



Aula 2 � Matemáti
a Numéri
a II 11Demonstração. O teorema do valor médio (em versão integral apli
ada a todas as
omponentes de F ) permite-nos es
rever
F (x+ p) − F (x) =

∫ 1

0

J(x+ tp)p dt.Por outro lado,
J(x)p =

∫ 1

0

J(x)p dt.Assim, F (x+ p) − F (x) − J(x)p =
∫ 1

0
[J(x+ tp) − J(x)]p dt. Logo,

‖F (x+ p) − F (x) − J(x)p‖ ≤
∫ 1

0

‖J(x+ tp) − J(x)‖ ‖p‖ dt ≤
∫ 1

0

γ‖tp‖ ‖p‖ dt.A observação ∫ 1

0
|t| dt = 1/2 
on
lui a demonstração. �Apli
ando esta proposição 
om x = x0 e p = x∗ − x0, 
onstatamos que a 
onstanteque pro
uramos é dada por γ/2.Exer
í
ios1. Seja {xk} uma su
essão em Rn a 
onvergir para x∗. A 
onvergên
ia diz-se r-quadráti
a se existir uma su
essão real {αk}, a 
onvergir q-quadrati
amente parazero, tal que, para todo o k,

‖xk − x∗‖ ≤ αk.Prove que se uma su
essão {yk} de R
n 
onvergir q-quadrati
amente para y∗ entãoas su
essões {(yk)i} 
onvergem r-quadrati
amente para (y∗)i, para todas as 
ompo-nentes i ∈ {1, . . . , n}.Nota: Este exer
í
io apli
a-se, também, aos 
asos linear e superlinear.2. Mostre que a su
essão {1/k} não 
onverge para 0 q-linearmente.3. Mostre que a su
essão {1 + 10−k} 
onverge para 1 q-linearmente.4. Prove que a su
essão {1+(0.5)2

k} apresenta uma taxa de 
onvergên
ia q-quadráti
apara 1.5. Estude a taxa de 
onvergên
ia da su
essão 3−k
2.6. Seja F : R3 −→ R3 uma função ve
torial dada por

F (x) =






f1(x1, x2, x3)

f2(x1, x2, x3)

f3(x1, x2, x3)




 =






x1

x2
2 + x2

ex3 − 1




 .



Aula 2 � Matemáti
a Numéri
a II 12(a) Indique valores para as 
onstantes de Lips
hitz das funções 1, x + 1 e ex em
[−a, a], a > 0.(b) Indique um valor para a 
onstante de Lips
hitz de J(x) no 
onjunto [−a, a]3:

{x ∈ R
3 : |xi| ≤ a , i = 1, 2, 3}.(
) Em que região é que a su
essão gerada pelo método de Newton para a resoluçãode F (x) = 0 é 
onvergente se (x0)3 = 0 ? E se (x0)2 = (x0)3 = 0 ?7. Considere a função ve
torial R2 −→ R2 de�nida por:

F (x1, x2) =

[

ex1 − ex2

1
3
x3

2

]

.Indique um valor para 
onstante de Lips
hitz da matriz Ja
obiana de F no 
onjunto
[−1, 1] × [−1, 1].8. Tente dete
tar 
om o método de Newton, em Matlab, partindo de pontos ini
iaisdiferentes, as quatro raízes de

F (x) =

[
x2

1 + x2
2 − 1

5x2
1 − x2

2 − 2

]

= 0.O que a
onte
e se 
omeçar 
om o ponto x0 = [
√

2/2 0 ]⊤? Como poderia 
ontornaro problema?
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a Numéri
a II 13Aula 3: Taxa de Convergên
ia Lo
al do Método de New-ton para Sistemas de Equações Não LinearesVamos provar que o erro absoluto entre as iteradas xk geradas pelo método de Newton e asolução x∗ de
res
e quadrati
amente, em norma, se x0 estiver su�
ientemente próximo de
x∗. Demonstrar-se-á, também, que o método de Newton está bem de�nido lo
almente, ouseja, que, para um ponto ini
ial x0 na vizinhança de uma solução x∗ para a qual a matrizJa
obiana é não singular, as matrizes Ja
obianas de todos os pontos xk são, também, nãosingulares.Vimos em aula anterior que
‖x1 − x∗‖ ≤ ‖J(x0)

−1‖ ‖F (x∗) − [F (x0) + J(x0)(x∗ − x0)]‖ ≤ γ

2
‖J(x0)

−1‖ ‖x0 − x∗‖2,em que γ é a 
onstante de Lips
hitz da matriz Ja
obiana J da função ve
torial F nodomínio D.As propriedades de 
onvergên
ia lo
al do método de Newton são enun
iadas e provadasno seguinte teorema.Teorema 1 Seja F : D ⊂ Rn −→ Rn uma função ve
torial de�nida num 
onjunto aberto
D. Suponha-se que F é 
ontinuamente diferen
iável em D e que a sua matriz Ja
obiana
J é 
ontínua à Lips
hitz em D 
om 
onstante γ.Seja x∗ ∈ D uma solução de F (x) = 0 para a qual J(x∗) é não singular. Seja, ainda,
β um es
alar positivo tal que ‖J(x∗)

−1‖ ≤ β.Nestas 
ondições, existe um es
alar ǫ positivo tal que se
‖x0 − x∗‖ ≤ ǫentão a su
essão {xk} gerada pelo método de Newton está bem de�nida, 
onverge para x∗e satisfaz

‖xk+1 − x∗‖ ≤ βγ‖xk − x∗‖2.Demonstração. Come
emos por 
olo
ar uma bola 
entrada em x∗ dentro de D, o queé possível por este ser aberto. Seja r > 0 o raio dessa bola. Se ǫ ≤ r, então x0 está nestabola e, 
onsequentemente, em D.A demonstração é feita por indução. Vejamos, primeiro, o que a
onte
e de x0 para x1.Da 
ontinuidade à Lips
hitz de J em D vem que
‖J(x∗)

−1[J(x0) − J(x∗)]‖ ≤ ‖J(x∗)
−1‖ ‖J(x0) − J(x∗)‖ ≤ βγ‖x0 − x∗‖.Desta forma, se es
olhermos

ǫ = min

{

r,
1

2βγ

}temos que
‖J(x∗)

−1[J(x0) − J(x∗)]‖ ≤ 1

2
< 1.



Aula 3 � Matemáti
a Numéri
a II 14Estamos, assim, em 
ondições de apli
ar o resultado do Exer
í
io 2 (
om A = J(x∗)e B = J(x0)) e a�rmar que J(x0) é invertível. Para além disso, a desigualdade desseexer
í
io diz-nos que
‖J(x0)

−1‖ ≤ ‖J(x∗)
−1‖

1 − ‖J(x∗)−1[J(x0) − J(x∗)]‖
≤ ‖J(x∗)

−1‖
1 − 1/2

≤ 2β.Combinando a derivação feita antes do teorema 
om este limite superior para ‖J(x0)
−1‖,resulta em

‖x1 − x∗‖ ≤ 2β
γ

2
‖x0 − x∗‖2 = βγ‖x0 − x∗‖2,mostrando que estamos no 
aminho 
erto. Como, por hipótese, ‖x0 − x∗‖ ≤ ǫ, estadesigualdade impli
a que

‖x1 − x∗‖ ≤ βγ‖x0 − x∗‖
1

2βγ
=

1

2
‖x0 − x∗‖ ≤ ǫ

2
≤ ǫ.Logo, o ponto x1 está nas mesmas 
ondições das do ponto x0. Seria possível, assim, provaros mesmos limites para o erro ‖x2 − x∗‖ em função do erro ‖x1 − x∗‖.Ra
io
inando indutivamente, estabele
e-se, para todo o k, que J(xk) é não singular,que

‖xk+1 − x∗‖ ≤ βγ‖xk − x∗‖2,e que
‖xk+1 − x∗‖ ≤ 1

2
‖xk − x∗‖.A su
essão {xk} 
onverge para x∗ (porquê?) e a taxa de 
onvergên
ia das iteradas équadráti
a. �Este teorema estuda a 
onvergên
ia lo
al do método de Newton, ao assumir que oponto ini
ial perten
e a uma bola 
entrada numa solução. O raio desta bola é des
onhe
idoaquando da apli
ação do método, uma vez que depende dos valores F e de J nessa solução.No entanto, é importante analisar o produto βγ que apare
e a multipli
ar ‖xk −x∗‖2,uma vez que, sendo grande, pode expli
ar uma 
erta deterioração da taxa quadráti
a de
onvergên
ia para determinados problemas. Um produto βγ grande sugere, também, umaregião de 
onvergên
ia lo
al mais pequena (pois ǫ é inversamente propor
ional a βγ).A 
onstante β, que podemos 
onsiderar, nesta dis
ussão, igual a ‖J(x∗)

−1‖, indi
a adistân
ia de J(x∗) à singularidade matri
ial. No 
aso unidimensional, J(x∗)
−1 = 1/f ′(x∗)é grande, em valor absoluto, quando o de
live f ′(x∗) da re
ta tangente for pequeno emmódulo. A 
ondição ‖J(x∗)

−1‖ ≤ β reduz-se a
∣
∣
∣
∣

1

f ′(x∗)

∣
∣
∣
∣
≤ β.
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a II 15A 
onstante γ da 
ontinuidade à Lips
hitz da matriz Ja
obiana num vizinhança de x∗mede o grau de não linearidade de F . Quanto mais não linear é J , maior é a sua 
onstantede Lips
hitz γ.O método de Newton pode ser globalizado de forma a que seja garantida a sua 
on-vergên
ia a partir de pontos arbitrários. O estudo de estratégias de globalização e suaspropriedades está fora do 
ontexto desta dis
iplina. Porém, não resistimos a observar queo método da bisseção é uma estratégia de globalização para o 
aso unidimensional.Exer
í
ios1. Seja E ∈ Rn×n. Prove que se ‖E‖ < 1 então I − E é não singular e
‖(I −E)−1‖ ≤ 1

1 − ‖E‖ .Sugestão: Prove primeiro, por 
ontradição, que I − E é não singular. Depois,de�na
Sk =

k∑

j=0

Eje mostre que
Sk − (I −E)−1 = −(I −E)−1Ek+1e

(I −E)−1 =

+∞∑

k=0

Ek.2. Sejam A,B ∈ Rn×n duas matrizes tais que A é não singular e ‖−A−1(B−A)‖ < 1.Demonstre, utilizando o exer
í
io anterior, que B é não singular e que a norma dasua inversa satisfaz
‖B−1‖ ≤ ‖A−1‖

1 − ‖A−1(B − A)‖ .3. Prove, nas 
ondições do Teorema 1 e utilizando os seus resultados, que a su
essão
{F (xk)} 
onverge quadrati
amente para o ve
tor nulo.4. Neste exer
í
io pretende-se analisar a taxa quadráti
a de 
onvergên
ia lo
al do mé-todo de Newton inexa
to. Suponha que em vez de ser 
al
ulado o passo de Newtonexa
to é determinado um passo pk tal que

J(xk)pk = −F (xk) + ek,em que ek ∈ Rn representa o erro residual. Prove, nas 
ondições do Teorema 1, quea su
essão {xk} 
onverge quadrati
amente para x∗ se existir uma 
onstante positiva
c tal que

‖ek‖ ≤ c‖F (xk)‖2 para todo o k.
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a II 16Aula 4: Métodos de Quasi-Newton para Sistemas deEquações Não LinearesOs valores das derivadas das funções-
omponente de F não se en
ontram disponíveis emdiversas situações práti
as. Uma das alternativas possíveis para resolver F (x) = 0 nestassituações é a apli
ação de métodos de quasi-Newton (
onhe
idos, também, por métodosde se
ante). Outra alternativa passa pelo re
urso a té
ni
as de diferen
iação numéri
a.O método de se
ante para a resolução de uma equação não linear a uma in
ógnita(f(x) = 0, f : R −→ R) tem uma interpretação geométri
a simples. A equação da re
taque passa pelos pontos (x0, f(x0)) e (x1, f(x1)) é dada por
y − f(x1)

x− x1

=
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

.A nova iterada x2 é a primeira 
oordenada do ponto de interse
ção desta re
ta 
om o eixodas ab
issas. Se �zermos y = 0 e x = x2, obtemos
x2 = x1 −

f(x1)

a1

om a1 =

f(x1) − f(x0)

x1 − x0
.Dados x0 e x1, o método de se
ante gera uma su
essão de pontos da forma

xk+1 = xk −
f(xk)

ak

om ak =

f(xk) − f(xk−1)

xk − xk−1
, k = 1, 2, . . .

-

6

x2 x1 x0A fórmula do método de se
ante que determina ak+1 pode ser rees
rita na forma
ak+1(xk+1 − xk

︸ ︷︷ ︸

q

sk

) = f(xk+1) − f(xk)
︸ ︷︷ ︸

q

yk

.
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a II 17A equação linear em a
a (xk+1 − xk) = f(xk+1) − f(xk)é designada por equação de se
ante. No 
aso unidimensional, esta equação admite umasolução úni
a (ak+1).Quando passamos a um sistema de n equações a n in
ógnitas, F (x) = 0, a equação dese
ante assume o aspe
to

Ask = ykem que A ∈ Rn×n é uma matriz de ordem n e sk e yk são dois ve
tores
sk = xk+1 − xk ∈ R

n e yk = F (xk+1) − F (xk) ∈ R
n.Esta equação de se
ante 
ontinua a ser linear (em A) mas passa a ter mais equações doque in
ógnitas. Existem n2 
omponentes em A para apenas n igualdades.Uma outra forma de 
hegar à equação de se
ante para sistemas de equações nãolineares parte do modelo linear

mk+1(s)
def
= F (xk+1) + Ak+1s,enquanto aproximação para F (x) numa vizinhança de xk+1,

F (x) ≃ mk+1(x− xk+1) = F (xk+1) + Ak+1(x− xk+1).Se �zermos s = 0, vem que mk+1(0) = F (xk+1), o que traduz o fa
to do modelo ser exa
toem xk+1. Seria adequado que este mesmo modelo possuísse informação sobre o avanço de
xk para xk+1 (ou sobre o re
uo de xk+1 para xk). É imposta ao modelo, assim, a 
ondição

mk+1(−(xk+1 − xk)) = F (xk).Ao fazermos as 
ontas, veri�
amos que esta 
ondição é equivalente a
Ak+1(xk+1 − xk) = F (xk+1) − F (xk).Resta-nos observar que Ak+1 satisfaz a equação de se
ante Ask = yk.A equação de se
ante admite uma in�nidade de soluções. Um tipo de soluções 
onsisteem adi
ionar a Ak uma matriz de 
ara
terísti
a igual a 1 (a �m que Ak mude o menospossível). Se a diferença Ak+1−Ak tiver 
ara
terísti
a um, então é porque existem ve
tores

u, v ∈ R
n tais que

Ak+1 − Ak = u
︸︷︷︸

n×1

v⊤
︸︷︷︸

1×n

.Se es
olhermos v = sk então (Ak+1 − Ak)w = 0 para todos os ve
tores w ortogonais a
sk, o que é atraente num 
enário de menor mudança possível. Multipli
ando ambos osmembros desta equação por sk, à esquerda, resulta em

Ak+1sk
︸ ︷︷ ︸

q

yk

−Aksk = yk − Aksk = (v⊤sk)u,
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a Numéri
a II 18o que nos informa que u é um múltiplo de yk − Aksk. Com v = sk 6= 0 vem que
u =

1

s⊤k sk
(yk − Aksk).Chegámos, assim, à seguinte expressão para Ak+1:

Ak+1 = Ak +
1

s⊤k sk
(yk − Aksk)s

⊤
k ,
onhe
ida por fórmula de a
tualização de Broyden.O que vamos provar de seguida é que a matriz da a
tualização de Broyden é, de entreas que satisfazem a equação de se
ante, a que está mais perto, num 
erto sentido, de Ak.Proposição 1 Seja Ak+1 a matriz da fórmula de a
tualização de Broyden (
om sk 6= 0)e ‖ · ‖ a norma ℓ2.1. Ak+1 satisfaz a equação de se
ante Ask = yk.2.

‖Ak+1 −Ak‖ = min {‖A−Ak‖ : Ask = yk} .Demonstração. A Parte 1 resulta, trivialmente, da multipli
ação de Ak+1 por sk:
Ak+1sk = Aksk +

1

s⊤k sk
(yk − Aksk)s

⊤
k sk = yk.Para provar a segunda parte, seja A uma matriz n× n a satisfazer Ask = yk. Então

Ak+1 − Ak =
1

s⊤k sk
(yk −Aksk)
︸ ︷︷ ︸

q

Ask − Aksk

s⊤k =
1

s⊤k sk
(A−Ak)sks

⊤
k .

Apli
ando propriedades da norma Eu
lideana, es
revemos
‖Ak+1 −Ak‖ ≤ ‖A− Ak‖

∥
∥
∥
∥

1

s⊤k sk
sks

⊤
k

∥
∥
∥
∥

= ‖A−Ak‖,o que 
on
lui a demonstração. �É apresentado, de seguida, o método de quasi-Newton baseado na fórmula de a
tua-lização de Broyden.
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a II 19Método de Broyden para Sistemas de Equações não LinearesEs
olher x0 ∈ R
n e A0 ∈ R

n×n não singular.Para k = 0, 1, 2, . . .1. Resolver o sistema de equações lineares Aksk = −F (xk).2. Fazer xk+1 = xk + sk e yk = F (xk+1) − F (xk).3. Cal
ular
Ak+1 = Ak +

1

s⊤k sk
(yk − Aksk)s

⊤
k .

Exer
í
ios1. Cal
ule as iteradas x1 e x2 do método de Broyden para a resolução do sistema deequações não lineares F (x) = 0, em que
F (x) =

[

x1 + x2 − 3

x2
1 + x2

2 − 9

]

,
omeçando 
om: (a) x0 = [ 1 5 ]⊤ e A0 = I; (b) x0 = [ 1 5 ]⊤ e A0 = J(x0).2. Seja v ∈ Rn um ve
tor não nulo. Prove que, na norma ℓ2, é verdadeira a igualdade
∥
∥
∥
∥

1

v⊤v
vv⊤

∥
∥
∥
∥

= 1.3. Seja F (x) = Cx + c, 
om C ∈ R
n×n e c ∈ R

n. Considere dois pontos xk e xk+1distintos. Mostre que C satisfaz a equação de se
ante Ask = yk.
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a II 20Aula 5: Taxa de Convergên
ia Lo
al dos Métodos deQuasi-Newton para Sistemas de Equações Não LinearesOs métodos de quasi-Newton ou de se
ante não apresentem a mesma taxa (quadráti
a)de 
onvergên
ia lo
al do método de Newton. No entanto, 
onvergem superlinearmente, oque, em termos práti
os, é muito satisfatório. Em grande número de o
orrên
ias, não sedistinguem os 
omportamentos numéri
os das taxas superlinear e quadráti
a.Ilustramos o desempenho numéri
o do método de Broyden 
om o mesmo sistema deequações não lineares ao qual se apli
ou o método de Newton e que foi de�nido pelafunção:
F (x) =

[
x2

1 + x2
2 − 1

5x2
1 − x2

2 − 2

]

.Correu-se o método de Broyden, em Matlab, 
omeçando 
om o mesmo ponto ini
ial
x0 = [ 2 2 ]⊤. A matriz A0 es
olhida foi ‖F (x0)‖I. O método gera iteradas que seaproximam da solução x∗ = [

√
2/2 −

√
2/2 ]⊤. Repare-se que, partindo do mesmoponto ini
ial, os métodos de Broyden e de Newton 
onvergiram para soluções diferentes.Reproduzimos, em baixo, o output do 
ódigo.>> Broyden-------------------------------------------------------------------Metodo de Broyden para F(x) = 0-------------------------------------------------------------------Itera
ao |x(1)-x*(1)| |x(2)-x*(2)| || x-x* ||0 1.2928932188134525 2.7071067811865475 3.0000e+0001 0.8456796233134946 1.8126795901866317 2.0002e+0002 0.4450899479441283 0.4689664890487301 6.4656e-0013 0.1888472653876047 0.7933170962329951 8.1548e-0014 0.0014854454921065 0.9329779661030725 9.3298e-0015 0.0135802307552687 0.7190994909274900 7.1923e-0016 0.0047682327329389 0.1462568630927651 1.4633e-0017 0.0002471415432675 0.0403884748676994 4.0389e-0028 0.0000998044959372 0.0067853796901328 6.7861e-0039 0.0000130697331487 0.0006553722147943 6.5550e-00410 0.0000003216540551 0.0000149397033994 1.4943e-00511 0.0000000020803608 0.0000000837210314 8.3747e-00812 0.0000000000239055 0.0000000008849602 8.8528e-01013 0.0000000000001673 0.0000000000061897 6.1920e-012------------------------------------------------------------------->> Observa-se que o erro não 
onverge quadrati
amente para zero mas, a partir da sextaiteração, o erro approxima-se de zero muito rapidamente. As primeiras 
in
o iterações,responsáveis por um desempenho mais lento em 
omparação 
om o registado para o
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a Numéri
a II 21método de Newton, têm mais a ver 
om o 
omportamento global do método. O método deBroyden 
onduziu as iteradas para uma solução xB∗ = [
√

2/2 −
√

2/2 ]⊤, mais afastada doponto ini
ial x0 do que a solução dete
tada pelo método de Newton xN∗ = [
√

2/2
√

2/2 ]⊤.O teorema seguinte enun
ia as 
ondições sob as quais o método de Broyden 
onvergelo
almente. A demonstração, demasiado longa e pormenorizada, é omitida.Teorema 1 Nas 
ondições do teorema da 
onvergên
ia lo
al do método de Newton, exis-tem es
alares ǫ e δ positivos tais que, se
‖x0 − x∗‖ ≤ ǫ e ‖A0 − J(x∗)‖ ≤ δ,então a su
essão {xk} gerada pelo método de Broyden está bem de�nida e 
onverge su-perlinearmente para x∗.Para 
ompreender melhor o método de Broyden torna-se indispensável estudar o 
om-portamento assimptóti
o da su
essão {Ak} das matrizes de quasi-Newton. Será que Aktende para J(x∗) quando xk 
onverge para x∗? No método de Newton, J(xk) 
onvergepara J(x∗). Porém, Ak pode não 
onvergir para J(x∗), mesmo nas 
ondições do teoremaanterior. É simples provar, para o sistema de equações não lineares de�nido pela função

F : R
2 −→ R

2,

F (x) =

[
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)

]

=

[
x1 + x2 − 3
x2

1 + x2
2 − 9

]

,que o método de Broyden, partindo de x0 = [ 1 5 ]⊤ e A0 = J(x0), gera matrizes dese
ante Ak a satisfazer
lim

k→+∞
Ak =

[
1 1

1.5 7.5

]

6=
[

1 1
0 6

]

= J(x∗),
om x∗ = [ 0 3 ]⊤.Não se pense, porém, que as matrizes do método de Broyden não possuem as 
a-ra
terísti
as assimptóti
as adequadas. De fa
to, estas matrizes produzem passos sk =
−A−1

k F (xk) que se aproximam assimptoti
amente (sob es
alonamento) dos passos deNewton pk = −J(xk)
−1F (xk). Ou seja, nas 
ondições do teorema anterior, é verdadeiroo limite

lim
k→+∞

‖sk − pk‖
‖sk‖

= 0.Corremos, novamente, o método de Broyden, mas desta vez para este segundo exemplo.Os resultados são apresentados de seguida. Imprimem-se as quantidades ‖sk‖, ‖sk − pk‖e ‖sk − pk‖/‖sk‖. Observa-se que todas, e em parti
ular esta última, se aproximam dezero.
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a II 22>> Broyden-------------------------------------------------------------------Metodo de Broyden para F(x) = 0-------------------------------------------------------------------Itera
ao ||s-p|| ||s|| ||s-p||/||s|| || x-x* ||1 0.0000e+000 2.1287e+000 0.0000e+000 8.8388e-0012 2.2845e-002 7.7675e-001 2.9412e-002 1.0714e-0013 1.5518e-002 8.9044e-002 1.7428e-001 1.8094e-0024 3.6730e-004 1.7650e-002 2.0810e-002 4.4381e-0045 1.8381e-006 4.4193e-004 4.1593e-003 1.8845e-0066 1.9628e-010 1.8843e-006 1.0416e-004 1.9712e-0107 6.9468e-017 1.9712e-010 3.5242e-007 2.0775e-016------------------------------------------------------------------->> Em termos gerais, os métodos de quasi-Newton apresentam a seguinte 
ara
terizaçãone
essária e su�
iente de 
onvergên
ia superlinear.Teorema 2 Seja F : D ⊂ Rn −→ Rn uma função ve
torial de�nida num 
onjunto aberto
D. Suponha-se que F é 
ontinuamente diferen
iável em D e que a sua matriz Ja
obiana
J é 
ontínua à Lips
hitz em D 
om 
onstante γ. Seja x∗ ∈ D uma solução de F (x) = 0para a qual J(x∗) é não singular.Considere um método a gerar uma su
essão de pontos da forma

xk+1 = xk − A−1
k F (xk).Suponha-se que as matrizes da su
essão {Ak} são não singulares e que {xk} 
onverge para

x∗ (
om xk 6= x∗ para todo o k).Nestas 
ondições, {xk} 
onverge superlinearmente para x∗ se e só se satisfaz a 
ondiçãode Dennis-Moré
lim

k→+∞

‖ (Ak − J(xk)) sk‖
‖sk‖

= 0.O método de Broyden satisfaz a 
ondição de Dennis-Moré e, por isso mesmo, apresentauma taxa de 
onvergên
ia superlinear. É fá
il provar, nas 
ondições deste último teorema,que
lim

k→+∞

‖ (Ak − J(xk)) sk‖
‖sk‖

= 0 ⇐⇒ lim
k→+∞

‖sk − pk‖
‖sk‖

= 0.Para este efeito note-se que
(Ak − J(xk))

(
−A−1

k F (xk)
)

= −F (xk) − J(xk)sk = J(xk) (pk − sk) .Em algumas situações práti
as, a possibilidade de 
ontornar a utilização da matrizJa
obiana pode representar uma vantagem. Outra qualidade do método de Broyden que
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a Numéri
a II 23o torna atraente, quando 
omparado 
om o método de Newton, é o seu baixo 
usto
omputa
ional por iteração.O método de Newton requer a solução de um sistema de equações lineares J(xk)p =
−F (xk) em 
ada iteração, 
ujo o número de operações elementares é da ordem de n3. Ora,os sistemas de equações lineares Aks = −F (xk) do método de Broyden, dada a estruturaespe
ial de Ak, podem ser resolvidos na ordem de n2 operações.De fa
to, utilizando a fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury, es
reve-se

A−1
k+1 = A−1

k +
1

s⊤kA
−1
k yk

(
sk − A−1

k yk
)
s⊤k A

−1
k .Apresentamos, a seguir, o método de Broyden 
om base nesta a
tualização das inversas

Bk = A−1
k . Vê-se, assim, que 
ada iteração requer somente produtos internos e produtosmatriz-ve
tor, mantendo um número de operações elementares da ordem de n2.Método de Broyden para Sistemas de Equações não LinearesEs
olher x0 ∈ Rn e B0 ∈ Rn×n não singular.Para k = 0, 1, 2, . . .1. Fazer sk = −BkF (xk).2. Fazer xk+1 = xk + sk e yk = F (xk+1) − F (xk).3. Cal
ular

Bk+1 = Bk +
1

s⊤k Bkyk
(sk −Bkyk) s

⊤
k Bk.

Exer
í
ios1. Mostre que se a su
essão {xk} 
onvergir superlinearmente para x∗ (
om xk 6= x∗para todo o k) então
lim

k→+∞

‖xk+1 − xk‖
‖xk − x∗‖

= 1.2. Sejam u e v dois ve
tores de R
n e A uma matriz n × n não singular. Prove que

A+ uv⊤ é não singular se e só se
σ

def
= 1 + v⊤A−1u 6= 0.Mostre que a fórmula (de Sherman-Morrison-Woodbury) para a inversa de A+uv⊤quando σ 6= 0 é:

(
A+ uv⊤

)−1
= A−1 +

1

σ
A−1uv⊤A−1.
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a Numéri
a II 243. (Difí
il.) Nas 
ondições do Teorema 2, prove que
lim

k→+∞

‖ (Ak − J(xk)) sk‖
‖sk‖

= 0 ⇐⇒ lim
k→+∞

‖sk − pk‖
‖sk‖

= 0.
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a Numéri
a II 25Aula 6: Con
eitos Bási
os sobre Optimização sem Res-triçõesUm ponto x∗ diz-se um minimizante lo
al (ou relativo) de f : D ⊂ Rn −→ R se existirum ǫ > 0 a satisfazer
f(x∗) ≤ f(x) para todo o x ∈ D tal que ‖x− x∗‖ ≤ ǫ.O minimizante lo
al x∗ diz-se estrito ou forte se

f(x∗) < f(x) para todo o x ∈ D, x 6= x∗, tal que ‖x− x∗‖ ≤ ǫ.O minimizante lo
al x∗ diz-se isolado se for o úni
o minimizante lo
al de f na interse
çãode D 
om a bola {x ∈ Rn : ‖x − x∗‖ ≤ ǫ}. Todo o minimizante lo
al isolado é estrito.Porém, no exemplo
f(x) =

{
x4 cos(1/x) + 2x4 x 6= 0,
0 x = 0,o ponto x∗ = 0 é um minimizante lo
al estrito que não é isolado.Está fora do âmbito desta dis
iplina a determinação de minimizantes globais (ou ab-solutos) para o problema

min
x∈D⊂Rn

f(x).A optimização diz-se sem restrições quando não é restrita a nenhum sub
onjunto de
Rn. Observa-se que o 
onjunto D representa o domínio da função e que a pro
ura deminimizantes lo
ais em D é irrestrita.A determinação de minimizantes lo
ais de uma função em Rn está rela
ionada 
om aresolução de sistemas de equações não lineares. O gradiente da função f é nulo num seuminimizante lo
al. Logo, a minimização lo
al de f passa, ne
essariamente, pela resoluçãodo sistema de equações não lineares ∇f(x) = 0.Por outro lado, uma solução de um sistema de equações não lineares da forma F (x) = 0é um minimizante (absoluto) da função ‖F (x)‖, ou, se quisermos manter a suavidade de F ,da função ‖F (x)‖2.Seja x∗ ∈ D um minimizante lo
al de uma função f : D ⊂ Rn −→ R 
ontinuamentediferen
iável no aberto D. Consideremos a função real de variável real de�nida, para tsu�
ientemente pequeno (t ∈ [0, t1)), por

g(t) = f(x∗ − t∇f(x∗)).Tem-se que g(0) = f(x∗) e g′(0) = −‖∇f(x∗)‖2. Se ∇f não se anular em x∗ então
g′(0) < 0. Como, pelas hipóteses feitas sobre f , a derivada g′ é 
ontínua, então existe um
t2 > 0 para o qual g′(s) < 0, s ∈ [0, t2). Logo,
g(t) − g(0) = g′(s)(t− 0) < 0 =⇒ f(x∗ − t∇f(x∗)) < f(x∗), ∀t ∈ (0,min{t1, t2}).
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a II 26O que mostrámos 
ontradiz a hipótese de x∗ ser minimizante lo
al. O gradiente de f sernulo em minimizantes lo
ais 
onstitui a 
ondição ne
essária de optimalidade de primeiraordem para funções 
ontinuamente diferen
iáveis. Um ponto em que o gradiente de f seanule diz-se um ponto esta
ionário ou 
ríti
o de f .De forma semelhante, provar-se-ia, para funções duas vezes 
ontinuamente diferen-
iáveis, que, em minimizantes lo
ais, o gradiente ∇f é nulo e a matriz Hessiana ∇2f ésemi-de�nida positiva (
ondições ne
essárias de optimalidade de segunda ordem).As 
ondições su�
ientes de optimalidade para funções duas vezes 
ontinuamente dife-ren
iáveis são mais fortes do que as ne
essárias e exigem que a matriz Hessiana sejade�nida positiva.Resumimos estes três fa
tos na proposição seguinte.Proposição 1 Seja f : D ⊂ Rn −→ R uma função de�nida num domínio D aberto.Se f for 
ontinuamente diferen
iável em D e x∗ ∈ D for um minimizante lo
al de fentão ∇f(x∗) = 0.Se f for duas vezes 
ontinuamente diferen
iável em D e x∗ ∈ D for um minimizantelo
al de f então ∇f(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) é semi-de�nida positiva.Se f for duas vezes 
ontinuamente diferen
iável em D, ∇f(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) forde�nida positiva, 
om x∗ ∈ D, então x∗ é um minimizante lo
al (estrito) de f .As 
ondições su�
ientes de segunda ordem podem não ser ne
essárias. A função f(x) =
x4 admite um mínimo em x∗ = 0 e, no entanto, f ′′(x∗) = 0.O ve
tor simétri
o do ve
tor gradiente−∇f(x), utilizado na demonstração da 
ondiçãone
essária de optimalidade, desempenha um papel importante em optimização. Estadire
ção é designada por dire
ção de des
ida máxima.Uma dire
ção p ∈ Rn diz-se de des
ida em x se existir um t̄ > 0 para o qual

f(x+ tp) < f(x), para todo o t ∈ (0, t̄).Vimos, na demonstração da 
ondição ne
essária de optimalidade, que −∇f(x∗) 6= 0 é umadire
ção de des
ida. A expli
ação sobre o fa
to desta dire
ção ser de des
ida máxima �
apara um exer
í
io.São de des
ida todas as dire
ções que �zerem um ângulo de amplitude inferior a π/2
om a dire
ção de des
ida máxima:Proposição 2 Seja f : D ⊂ Rn −→ R uma função 
ontinuamente diferen
iável nodomínio D aberto e x ∈ D. A dire
ção p ∈ Rn é de des
ida em x se
−∇f(x)⊤p > 0.Outra dire
ção essen
ial em optimização é o passo de Newton. O passo de Newtonpara a resolução do sistema de equações não lineares ∇f(x) = 0, quando bem de�nido, édado por
−∇2f(x)−1∇f(x)
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a II 27(a matriz Ja
obiana de ∇f é a matriz Hessiana de f). É fá
il 
on�rmar que o passo deNewton é uma dire
ção de des
ida se a matriz Hessiana for de�nida positiva num pontoem que o gradiente não se anule:
−∇f(x)⊤

(
−∇2f(x)−1∇f(x)

)
> 0.

x

x −∇f(x)

x −∇2f(x)−1∇f(x)

Exer
í
ios1. Demonstre as 
ondições de segunda ordem (ne
essárias e su�
ientes) de optimali-dade da Proposição 1.2. Seja f : Rn −→ R uma função duas vezes 
ontinuamente diferen
iável. Considere afunção real de variável real g(t) = f(x+ tp), de�nida para x, p ∈ R
n.(a) Es
reva, para esta função g, a fórmula de Taylor de ordem um (
om resto deLagrange de ordem dois) 
entrada em 0. Identi�que p⊤∇f(x) 
omo sendo ataxa de variação de f , a partir de x e ao longo de p.(b) Considere o seguinte problema em p

min
p∈Rn

p⊤∇f(x) sujeito a ‖p‖ = 1.Prove que a solução óptima deste problema é − 1
‖∇f(x)‖

∇f(x). Sugestão: Uti-lize p⊤∇f(x) = cos(ang(p,∇f(x)))‖p‖‖∇f(x)‖.3. Seja f : Rn −→ R uma função duas vezes 
ontinuamente diferen
iável. Dado umponto y ∈ R
n em que a matriz Hessiana é não singular, 
onsidere a dire
ção d(y)de�nida por

d(y) = −∇f(y) −∇2f(y)−1∇f(y) .(a) Mostre que d(y) é uma dire
ção de des
ida quando ∇2f(y) é de�nida positivae ∇f(y) 6= 0.
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a II 28(b) Mostre que d(y) é uma dire
ção de des
ida se ‖∇2f(y)−1‖ < 1 e ∇f(y) 6= 0.(
) Considere, agora, as funções reais de duas variáveis reais f(x1, x2) = x4
1/3 +

2x3
2/3 + 8x1x2 e f(x1, x2) = x4

1 + 6x2
2. Seja y = [ 1 1 ]⊤. Cal
ulando apenas

∇2f(y) e os seus valores próprios, mostre que d(y) é, para ambas as funções,uma dire
ção de des
ida.4. Seja f : Rn −→ R uma função 
ontinuamente diferen
iável e x ∈ Rn. Considere adire
ção d ∈ Rn dada por
d = −















0...
0

∂f
∂xi

(x)

0...
0















,

em que i é um índi
e para o qual | ∂f
∂xj

(x)| assume o maior valor em j ∈ {1, . . . , n}.Prove que d é uma dire
ção de des
ida se ∇f(x) 6= 0.5. Demonstre a Proposição 2.6. Considere uma função f : Rn −→ R de�nida por
f(x) =

α

2
‖x‖2,
om α um número real positivo.(a) Cal
ule a dire
ção de des
ida máxima, d, e o passo de Newton, p, para a função

f . Con
lua que as duas dire
ções são linearmente dependentes.(b) Que valor es
olheria para α de forma a que a dire
ção de des
ida máxima e opasso de Newton 
oin
idissem?(
) Faça, agora, α = 1. Cal
ule f(x+ d) e f(x+ p). O que 
on
lui?
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a II 29Aula 7: Métodos de Newton e de Quasi-Newton paraOptimização sem RestriçõesO método de Newton para optimização sem restrições 
onsiste na apli
ação do métodode Newton à resolução do sistema de equações não lineares ∇f(x) = 0. Quando bemde�nido, este método gera a su
essão de pontos {xk} des
rita pelo seguinte algoritmo.Método de Newton para Optimização sem RestriçõesEs
olher x0 ∈ Rn.Para k = 0, 1, 2, . . .1. Resolver o sistema de equações lineares ∇2f(xk)pk = −∇f(xk).2. Fazer xk+1 = xk + pk.As propriedades de 
onvergên
ia lo
al são semelhantes às des
ritas e provadas para ossistemas de equações não lineares.Teorema 1 Seja f : D ⊂ R
n −→ R uma função de�nida num 
onjunto aberto D.Suponha-se que f é duas vezes 
ontinuamente diferen
iável em D e que a sua matrizHessiana ∇2f é 
ontínua à Lips
hitz em D 
om 
onstante γ.Seja x∗ ∈ D uma solução de ∇f(x) = 0 para a qual ∇2f(x∗) é não singular. Seja,ainda, β um es
alar positivo tal que ‖∇2f(x∗)

−1‖ ≤ β.Nestas 
ondições, existe um es
alar ǫ positivo tal que se
‖x0 − x∗‖ ≤ ǫentão a su
essão {xk} gerada pelo método de Newton está bem de�nida, 
onverge para x∗e satisfaz

‖xk+1 − x∗‖ ≤ βγ‖xk − x∗‖2.O úni
o 
omentário que importa fazer, neste 
ontexto, diz respeito à hipótese de nãosingularidade da matriz Hessiana ∇2f(x∗). Seria mais lógi
o, por estarmos a minimizar f ,impor que a matriz Hessiana ∇2f(x∗) fosse de�nida positiva. No entanto, não há nenhumelemento neste método de Newton que faça a distinção entre minimização e maximização.O obje
tivo deste método é anular o gradiente da função, uma 
ondição que é ne
essáriaquer em minimizantes lo
ais quer em maximizantes lo
ais.Tendo em vista o obje
tivo de minimização, o passo de Newton pode ser modi�
adoperturbando a matriz Hessiana:
(
∇2f(xk) + Ek

)
pmk = −∇f(xk).O obje
tivo da matriz Ek ∈ Rn×n é tornar ∇2f(xk) + Ek de�nida positiva 
aso ∇2f(xk)não goze desta propriedade. Desta forma, há a garantia de pmk ser uma dire
ção de des
ida.
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a II 30Os obje
tivos dos métodos de quasi-Newton para optimização sem restrições in
luem osdestes métodos para os sistemas de equações não lineares: (i) usar uma ordem de derivadasinferior à do método de Newton; (ii) apresentar uma taxa superlinear de 
onvergên
ialo
al; (iii) baixar o 
usto da álgebra linear por iteração de O(n3) (Newton) para O(n2).As matrizes de a
tualização de quasi-Newton ou de se
ante devem tomar em linha de
onta a espe
i�
idade do sistema ∇f(x) = 0, em parti
ular o fa
to de a matriz Ja
obianade ∇f ser a Hessiana de f e, 
omo tal, ser simétri
a. Assim, exige-se que a equação dese
ante seja resolvida por matrizes simétri
as:
Hsk = yk e H = H⊤,
om sk = xk+1 − xk e yk = ∇f(xk+1) −∇f(xk).Como no 
aso dos sistemas de equações não lineares, existem, no 
ontexto da op-timização sem restrições, inúmeras a
tualizações de se
ante. Vamos apresentar a maispopular e e�
iente numeri
amente: a a
tualização de BFGS (Broyden, Flet
her, Goldfarbe Shanno). A fórmula de a
tualização de BFGS é dada por

Hk+1 = Hk −
1

s⊤kHksk
Hksks

⊤
kHk +

1

y⊤k sk
yky

⊤
k .É fá
il provar que Hk+1 satisfaz a equação de se
ante, e que é simétri
a se Hk o for(ver exer
í
io).A matriz Hk+1 é obtida somando à matriz Hk uma matriz de 
ara
terísti
a dois. Asa
tualizações de 
ara
terísti
a dois são típi
as em optimização pois estão asso
iadas àmanutenção da positividade dos valores próprios das matrizes de se
ante. Prova-se que

Hk+1 é de�nida positiva se Hk for simétri
a e de�nida positiva e y⊤k sk > 0 (ver exer
í
io).É possível apli
ar a fórmula de Sherman-Morrison-Woodbury para 
al
ular a inversa
Bk de Hk. Des
revemos, de seguida, o método de BFGS, 
om re
urso à a
tualização dasinversas Bk.Método de BFGS para Optimização sem RestriçõesEs
olher x0 ∈ Rn e B0 ∈ Rn×n simétri
a e de�nida positiva.Para k = 0, 1, 2, . . .1. Fazer sk = −Bk∇f(xk).2. Fazer xk+1 = xk + sk e yk = ∇f(xk+1) −∇f(xk).3. Cal
ular

Bk+1 =
(
I − ρksky

⊤
k

)
Bk

(
I − ρkyks

⊤
k

)
+ ρksks

⊤
k ,
om ρk = 1/(y⊤k sk).O número de operações elementares por iteração é, 
laramente, da ordem de n2: todasas operações matri
iais são produtos internos ou produtos matriz-ve
tor.
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a II 31Continuamos, enun
iando a taxa de superlinearidade do método de BFGS. Quando
omparamos as 
ondições em que este resultado é obtido 
om as enun
iadas para o métodode Broyden, ou mesmo para o método de Newton para optimização, 
onstatamos que ahipótese de ∇2f(x∗) = J∇f(x∗) ser não singular é fortale
ida, exigindo-se que esta matrizseja de�nida positiva. Esta alteração está em sintonia 
om a 
apa
idade, da a
tualizaçãode BFGS, de manter as matrizes de se
ante de�nidas positivas.Teorema 2 Considere as hipóteses do teorema da 
onvergên
ia lo
al do método de New-ton, mas na situação, mais restrita, de ∇2f(x∗) ser de�nida positiva.Nestas 
ondições, existem es
alares ǫ e δ positivos tais que, se
‖x0 − x∗‖ ≤ ǫ e ‖H0 −∇2f(x∗)‖ ≤ ǫ,então a su
essão {xk} gerada pelo método de BFGS está bem de�nida e 
onverge superli-nearmente para x∗.A 
ondição de Dennis-Moré, que o método de BFGS satisfaz, es
reve-se, para optimi-zação sem restrições, na forma

lim
k→+∞

‖ (Hk −∇2f(xk)) sk‖
‖sk‖

= 0.A a
tualização de Broyden faz 
om que a matriz Bk+1 seja a que esteja mais pertode Bk, num 
erto sentido, de entre todas as matrizes simétri
as a satisfazer a equação dese
ante. De fa
to, se Bk for simétri
a e de�nida positiva e y⊤k sk > 0, então a matriz Bk+1é a solução óptima do problema
min

B∈Rn×n
‖B − Bk‖W sujeito a sk = Byk

︸ ︷︷ ︸

m
Hsk = yk
H = B−1

e B = B⊤,

em que ‖ · ‖W é a norma de�nida por ‖B‖W = ‖W 1

2BW
1

2‖F , 
om W uma matriz de�nidapositiva a satisfazer yk = Wsk.Exer
í
ios1. Mostre que o método de Newton 
onverge numa iteração quando apli
ado à função
f(x) =

1

2
x⊤Hx+ g⊤x,
om H ∈ Rn×n uma matriz não singular e simétri
a e g ∈ Rn.
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a II 322. Este exer
í
io é para ser resolvido em Matlab. As duas primeiras alíneas deverãoser justi�
adas matemati
amente.(a) Es
reva uma função que, dada a matriz H simétri
a, devolva uma matriz si-métri
a E para a qual o menor valor próprio de H + E não seja inferior a
10−4.(b) Es
reva uma função que, dada a matriz H simétri
a, devolva uma matriz si-métri
a E para a qual H +E seja de�nida positiva (sem re
orrer ao 
ál
ulo devalores próprios de H).(
) Explique qual seria a utilidade destes pro
edimentos numa implementação dométodo de Newton modi�
ado para optimização sem restrições.3. Considere a a
tualização de BFGS para Hk+1 em função de Hk.(a) Mostre que Hk+1 satisfaz a equação de se
ante.(b) Mostre que se Hk for simétri
a então Hk+1 também o é.(
) Prove que, se Hk for simétri
a e de�nida positiva e y⊤k sk > 0, então Hk+1 éde�nida positiva.4. (Difí
il.) Seja Hk uma matriz simétri
a e de�nida positiva e sk e yk ve
tores taisque y⊤k sk > 0. Considere a fa
torização de Cholesky de Hk, dada por Hk = LkL

⊤
k .En
are a equação de se
ante Hsk = yk es
rita na forma

Lvk = yk e L⊤sk = vk,em que vk é um ve
tor auxiliar.(a) Determine L = Lk+1, em função de Lk, yk e vk de tal forma que a equação Lvk =
yk seja satisfeita e que Lk+1 di�ra de Lk numa matriz de 
ara
terísti
a um. Mais
on
retamente, faça

Lk+1 = Lk + uv⊤,
om v = vk/‖vk‖2 e determine u.(b) Utilize a expressão 
al
ulada na alínea anterior e L⊤sk = vk 
om L = Lk+1para 
on
luir que vk = αkL
⊤
k sk, em que αk é um es
alar real.(
) Determine αk.(d) Prove que Lk+1 assim determinada é não singular.(e) Con�rme que obteve a a
tualização de BFGS, ou seja, que Hk+1 = Lk+1L

⊤
k+1.5. Seja f : Rn → R uma função duas vezes 
ontinuamente diferen
iável e 
om matrizHessiana de�nida positiva em Rn. Considere a mudança de variáveis:

x = Ry , em que R ∈ R
n×n é uma matriz não singular.Considere a função g : Rn → R de�nida por g(y) = f(Ry). Por derivação 
omposta,tem-se que ∇g(y) = R⊤∇f(Ry) e ∇2g(y) = R⊤∇2f(Ry)R.
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a II 33(a) Prove que a matriz Hessiana de g também é de�nida positiva em R
n.(b) Mostre que o método de Newton é invariante ao es
alonamento nas variáveis,ou seja, que as fórmulas xk+1 = xk−∇2f(xk)

−1∇f(xk) e yk+1 = yk−∇2g(yk)
−1

∇g(yk) são equivalentes.(
) Mostre que quando a matriz R é ortogonal, xk+1 = xk − ∇f(xk) e yk+1 =
yk −∇g(yk) são equivalentes.
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a II 34Aula 8: Problemas de Mínimos Quadrados Não LinearesUma das 
lasses de problemas de optimização sem restrições que mais frequentementesurgem em apli
ações é a dos problemas de mínimos quadrados não lineares. Estes pro-blemas 
olo
am-se na forma
min
x∈Rn

f(x)
def
=

1

2
R(x)⊤R(x)

def
=

1

2

m∑

i=1

ri(x)
2,
omm > n. Pretende-se, nestes problemas, minimizar a norma Eu
lideana de uma funçãoresidual

R : D ⊂ Rn −→ Rm,

x =






x1...
xn




 −→






r1(x)...
rm(x)




 = R(x).Estes problemas apare
em no 
ontexto de ajuste de dados. Suponha que a função

m(y, p), 
om m : Rny+np −→ R, des
reve o 
omportamento de um determinado sistema,
ujo estado é des
rito pelas variáveis de estado y ∈ R
ny . A de�nição do modelo dependedo valor das variáveis p ∈ Rnp, que podem representar parâmetros 
ujo valor é pro
uradoou 
ontrolos do sistema 
ujo valor importa igualmente 
onhe
er. Com base em resultadosexperimentais, 
onhe
em-se m respostas do sistema (designadas por r̄1, . . . , r̄m) para mvalores de estados ȳ1, . . . , ȳm. O obje
tivo é, então, 
onhe
er os valores dos parâmetros ou
ontrolos p que melhor ajustam o modelo, no sentido dos mínimos quadrados, às respostasdo sistema 
onhe
idas. Pretende-se, assim, resolver o problema

min
p∈Rn

f(p)
def
=

1

2

m∑

i=1

(m(ȳi, p) − r̄i)
2.Neste 
aso, tem-se que x = p e ri(x) = m(ȳi, x) − r̄i, i = 1, . . . , m.Regressemos à formulação mais geral do problema de mínimos quadrados não lineares.A primeira 
oisa a fazer é es
rever o gradiente da função obje
tivo f :

∇f(x) =

m∑

i=1

ri(x)∇ri(x) = J(x)⊤R(x),em que J(x) ∈ R
m×n representa a matriz Ja
obiana, em x, da função ve
torial R. Note-se que a matriz J(x) tem mais linhas do que 
olunas (`verti
almente' re
tangular) e que,portanto, J(x)⊤ tem mais 
olunas do que linhas (`horizontalmente' re
tangular). A seguir,derivamos o gradiente para obter a matriz Hessiana de f :

∇2f(x) =
m∑

i=1

(
∇ri(x)∇ri(x)⊤ + ri(x)∇2ri(x)

)
= J(x)⊤J(x) + S(x),



Aula 8 � Matemáti
a Numéri
a II 35
om S(x) =
∑m

i=1 ri(x)∇2ri(x). Note-se que
R(x∗) = 0 =⇒ S(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) = J(x∗)

⊤J(x∗).O método de Gauss-Newton para problemas de mínimos quadrados não lineares 
on-siste na apli
ação do método de Newton à resolução do sistema de equações não lineares
∇f(x) = 0, ignorando a 
ontribuição do termo S(x) da matriz Hessiana ∇2f(x). Quandobem de�nido, este método gera a su
essão de pontos {xk} des
rita pelo seguinte algoritmo.Método de Gauss-Newton para Mínimos Quadrados Não LinearesEs
olher x0 ∈ Rn.Para k = 0, 1, 2, . . .1. Resolver o sistema de equações lineares J(xk)

⊤J(xk)pk = −J(xk)
⊤R(xk).2. Fazer xk+1 = xk + pk.Para estar bem de�nido, o método de Gauss-Newton tem de gerar iteradas xk paraas quais J(xk)

⊤J(xk) seja não singular, ou seja, para as quais a 
ara
terísti
a de J(xk)seja igual a n. Uma propriedade interessante deste método é a geração de passos que sãodire
ções de des
ida para a função f (ver exer
í
io).O método de Gauss-Newton apresenta uma taxa quadráti
a de 
onvergên
ia lo
al parapontos x∗ tais que R(x∗) = 0.Teorema 1 Seja R : D ⊂ R
n −→ R

m uma função ve
torial de�nida num 
onjunto aberto
D, 
om m > n. Suponha-se que R é 
ontinuamente diferen
iável em D e que a sua matrizJa
obiana J é 
ontínua à Lips
hitz em D 
om 
onstante γ. Seja α > 0 um limite superiorpara a norma de J em D.Seja x∗ ∈ D um ponto tal que R(x∗) = 0 e para o qual J(x∗) tem 
ara
terísti
a n.Seja, ainda, β um es
alar positivo tal que ‖

(
J(x∗)

⊤J(x∗)
)−1 ‖ ≤ β.Nestas 
ondições, existe um es
alar ǫ positivo tal que se

‖x0 − x∗‖ ≤ ǫentão a su
essão {xk} gerada pelo método de Gauss-Newton está bem de�nida, 
onvergepara x∗ e satisfaz
‖xk+1 − x∗‖ ≤ αβγ‖xk − x∗‖2.Demonstração. O pou
o que temos a fazer é observar que, se a 
ara
terísti
a de J(x0)for n, então

x1 − x∗ = x0 − x∗ −
(
J(x0)

⊤J(x0)
)−1

J(x0)
⊤R(x0)

=
(
J(x0)

⊤J(x0)
)−1

J(x0)
⊤ [R(x∗) −R(x0) − J(x0)(x∗ − x0)] .
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a II 36A demonstração é, prati
amente, idênti
a à do método de Newton para sistemas de equa-ções não lineares. O valor de ǫ é dado, neste 
aso, por
ǫ =

{

r,
1

2αβγ

}

.A úni
a diferença entre as duas demonstrações é a presença de α ao lado de βγ. �Quando o resíduo R(x∗) não for nulo, a taxa passa a ser linear, desde que a normaEu
lideana de R(x∗) seja inferior ao inverso do produto βγ. Esta hipótese é demasiadoforte, por estar dependente das propriedades da função R na solução x∗.Teorema 2 Seja R : D ⊂ Rn −→ Rm uma função ve
torial de�nida num 
onjunto aberto
D, 
om m > n. Suponha-se que R é 
ontinuamente diferen
iável em D e que a sua matrizJa
obiana J é 
ontínua à Lips
hitz em D 
om 
onstante γ. Seja α > 0 um limite superiorpara a norma de J em D.Seja x∗ ∈ D um ponto para o qual J(x∗) tem 
ara
terísti
a n. Seja β um es
alarpositivo tal que ‖

(
J(x∗)

⊤J(x∗)
)−1 ‖ ≤ β. Suponhamos que

‖R(x∗)‖ <
1

βγ
.Nestas 
ondições, existe um es
alar ǫ positivo tal que se

‖x0 − x∗‖ ≤ ǫentão a su
essão {xk} gerada pelo método de Gauss-Newton está bem de�nida, 
onvergepara x∗ e satisfaz
‖xk+1 − x∗‖ ≤ r‖xk − x∗‖,
om

r =
1

2
+
cβγ‖R(x∗)‖

2
∈ (0, 1) e c ∈

(

1,
1

βγ‖R(x∗)‖

)

.A demonstração é omitida por trazer pou
o de novo. Repare-se que a 
onstante raproxima-se de 1 (o que é mau) quando ‖R(x∗)‖ se aproxima do inverso de βγ.Corremos, em Matlab, os métodos de Newton e de Gauss-Newton para a funçãodada em baixo nos exer
í
ios. Fez-se m = 3, ȳi = i, r̄1 = 2 e r̄2 = 4. Testaram-se trêsvalores diferentes para r̄3, nomeadamente, −8, −1 e 8. Começou-se 
om x0 = 1 em todosos 
asos. O número de iterações ne
essário para reduzir o gradiente de f para menos de
10−10 foi o seguinte:

r̄3 Gauss-Newton Newton f(x∗)-8 5 7 0-1 34 10 6.9768 não 
onvergiu 12 41.145
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a II 37Foi possível observar, também, um de
rés
imo aproximadamente quadráti
o para oerro no método de Gauss-Newton para o primeiro 
aso, em que o resíduo foi nulo, e umde
rés
imo linear para o segundo 
aso, em que o resíduo ainda foi relativamente pequeno.Exer
í
ios1. Es
reva R(x), J(x), ∇f(x) e ∇2f(x) para a função f dada por
f(x) =

1

2

m∑

i=1

(eȳix − r̄i)
2
.2. Seja R 
ontinuamente diferen
iável numa vizinhança de xk. Prove que se a 
ara
-terísti
a de J(xk) for igual a n então o passo de Gauss-Newton

pk = −
(
J(xk)

⊤J(xk)
)−1

J(xk)
⊤R(xk)é uma dire
ção de des
ida para a função f = R⊤R/2.3. Considere o problema de mínimos quadrados lineares em que R(x) = Ax − b e

A ∈ Rm×n tem 
ara
terísti
a n, 
om m > n.(a) Identi�que a solução úni
a x∗.(b) Es
reva o gradiente e a Hessiana de f = R⊤R/2 num ponto xk.(
) Prove que o método de Gauss-Newton pre
isa de apenas uma iteração para
onvergir para x∗.4. Considere, agora, o 
ontexto da resolução numéri
a de um sistema de equações nãolineares F (x) = 0, 
om F : R
n → R

m, n em inteiros positivos a satisfazer n > m e F
ontinuamente diferen
iável (e 
om matriz Ja
obiana dada por J(x)). (O obje
tivodeste exer
í
io é abordar os sistemas de equações não lineares indeterminados, quese rela
ionam, de uma 
erta forma, 
om os problemas de mínimos quadrados nãolineares.)(a) Determine o 
onjunto das raízes do sistema de�nido por
F (x) =

[
x2

1 + x2 + x3

x2
1 + x3

]

.(b) Es
reva a matriz Ja
obiana de F (x) para o exemplo da alínea anterior e mostreque tem sempre 
ara
terísti
a igual a 2.
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) No 
aso geral, mostre que a dire
ção d(x) = −J(x)⊤
(
J(x)J(x)⊤

)−1
F (x) éuma dire
ção de des
ida para a função (1/2)‖F (x)‖2, se F (x) 6= 0.Tome, agora, F (x) = Ax− b, em que A ∈ Rm×n é uma matriz 
om 
ara
terís-ti
a m e b ∈ Rm.(d) Mostre que x0 + d(x0) é solução de F (x) = 0.(e) (Difí
il.) Prove que quando x0 = 0 a solução en
ontrada é aquela que temmenor norma entre todas as soluções de F (x) = 0.
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a II 39Aula 9: Diferen
iação Numéri
aCal
ular valores para o gradiente de f : R
n −→ R não é possível em várias situaçõespráti
as. É fá
il imaginar que é este o 
aso quando a função f resulta, por exemplo, deuma experiên
ia físi
a.Uma aproximação para o valor do ve
tor gradiente ∇f(x) pode ser determinada 
al-
ulando a função em n+1 pontos. Esta aproximação dá pelo nome de diferenças (�nitas)progressivas (de primeira ordem) e é de�nida por

f(x+ ǫei) − f(x)

ǫ
≃ ∂f

∂xi
(x), i = 1, . . . , n.Os ve
tores ei, i = 1, . . . , n, formam as 
olunas da matriz identidade de ordem n. Aquestão essen
ial, nesta aproximação, é a es
olha do número positivo ǫ. (A aproximaçãopode ser feita por diferenças regressivas de primeira ordem: [f(x) − f(x − ǫei)]/ǫ, i =

1, . . . , n.)A apli
ação de um resultado provado anteriormente para a análise lo
al do método deNewton, diz-nos que, se uma função f for 
ontinuamente diferen
iável em D (aberto) ese ∇f for 
ontínua à Lips
hitz (
om 
onstante γ > 0) em D, então
∣
∣f(x+ p) − f(x) −∇f(x)⊤p

∣
∣ ≤ γ

2
‖p‖2,quaisquer que sejam x e x+ p em D, 
om [x, x+ p] ⊂ D.Desta forma, ao es
olhermos p = ǫei, 
onstatamos que

∂f

∂xi
(x) =

f(x+ ǫei) − f(x)

ǫ
+ δǫ, 
om |δǫ| ≤ (γ/2)ǫ,para i = 1, . . . , n. O erro na fórmula das diferenças progressivas varia linearmente 
om ǫ,aproximando-se de zero, em aritméti
a exa
ta, para valores de ǫ 
ada vez mais pequenos.No entanto, em aritméti
a de vírgula �utuante, este tipo de expressões aproximadasestá sujeito a erros de arredondamento. Sempre que uma operação aritméti
a entre doisnúmeros, representados num sistema de vírgula �utuante, é 
al
ulada em aritméti
a devírgula �utuante o
orre um erro. Este erro, quando medido de forma relativa, é limitadopor u, a unidade de arredondamento. Em dupla pre
isão tem-se que u é aproximadamente

10−16. (Des
ubra o valor de eps em Matlab...)Simpli�
ando a apresentação, suponhamos que o erro relativo nos valores de f(x) e de
f(x+ ǫei), quando 
al
ulados 
omputa
ionalmente, é limitado por u. Assim sendo,

|
al
[f(x)] − f(x)| ≤ αfu,

|
al
[f(x+ ǫei)] − f(x+ ǫei)| ≤ αfu,onde αf representa um limite superior para f em x e em x+ ǫei. Se, agora, 
onsiderarmosa expressão 
al
[f(x+ ǫei)] − 
al
[f(x)]

ǫ
,
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orresponderia ao 
ál
ulo 
omputa
ional da diferença progressiva, viria que o erroentre esta expressão e ∂f/∂xi(x) seria limitado por
(γ/2)ǫ+

2uαf
ǫ

.Gostaríamos de es
olher ǫ de forma a que este limite superior para o erro fosse o menorpossível. É fá
il veri�
ar que o mínimo o
orre quando
ǫ2 =

4αfu

γ
.Vamos 
onsiderar que αf/γ ≃ 1, o que 
orresponderia a dizer que a função f é bemes
alonada, no sentido em que o ratio entre os seus valores e os das suas derivadas éaproximadamente igual a um. Desta forma, 
hegamos a uma es
olha optimal para ǫ:

ǫ =
√

u,para a qual o erro em 
ima �
a da ordem de √
u.Uma fórmula mais pre
isa para a aproximação das derivadas, designada por diferenças(�nitas) 
entrais (de primeira ordem), é dada por

f(x+ ǫei) − f(x− ǫei)

2ǫ
≃ ∂f

∂xi
(x), i = 1, . . . , n.Esta fórmula é mais dispendiosa do que a das diferenças progressivas pois requer 2n + 1avaliações da função f (em 
omparação 
om as n + 1 avaliações das diferenças progres-sivas). No entanto, é possível provar, 
om um grau de suavidade a mais (e apli
ando oresultado do exer
í
io em baixo para p = ǫei e p = −ǫei), que

∂f

∂xi
(x) =

f(x+ ǫei) − f(x− ǫei)

2ǫ
+ δǫ, 
om |δǫ| ≤ (γ/4)ǫ2.O erro é da ordem de ǫ2. Mostra-se, igualmente, que a es
olha optimal para ǫ, emdiferenças 
entrais, é da ordem de u

1

3 e que, portanto, o erro, quando expresso em termosda unidade de arredondamento, é da ordem de u

2

3 . A pre
isão das diferenças 
entrais,quando posta em termos de u, não impressiona assim tanto.diferenças erro em ǫ erro em uprogressivas O(ǫ) O(u
1

2 )
entrais O(ǫ2) O(u
2

3 )Exempli�
amos esta tabela quando ǫ = 10−8 e u = 10−16. Neste 
aso, o erro em ǫdas diferenças 
entrais é da ordem de 10−16 e a redução, relativamente às diferenças
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ativa. No entanto, em termos de u, o erro passa, das diferençasprogressivas para as 
entrais, de 10−8 para 10−32/3 ≃ 10−10.67, o que já não 
onstitui umprogresso tão assinalável.As derivadas par
iais de segunda ordem podem ser aproximadas através das derivadasde primeira ordem. Se estas últimas não estiverem disponíveis, a aproximação pode serfeita re
orrendo a avaliações da própria função. Vamos ver o 
aso das diferenças 
entraisde segunda ordem. Apli
ando o resultado do mesmo exer
í
io, mas desta vez 
om p = ǫei,
p = ǫej e p = ǫ(ei + ej), 
on
luímos que

∂2f

∂xi∂xj
(x) =

f(x+ ǫei + ǫej) − f(x+ ǫei) − f(x+ ǫej) + f(x)

ǫ2
+ δǫ,
om um erro δǫ da ordem de ǫ. Esta aproximação é pou
o atraente em optimização(pois tem pre
isão baixa e requer muitas avaliações de f). É preferível, por exemplo,aproximar o gradiente por diferenças 
entrais de primeira ordem e apli
ar um método dequasi-Newton.Em outros 
ontextos numéri
os em que n é reduzido (e.g., n = 1, 2, 3), esta aproxi-mação para as derivadas par
iais de segunda ordem o
upa lugar mais relevante. No 
aso

n = 1, a fórmula das diferenças 
entrais de segunda ordem para aproximação de f ′′(y)apare
e es
rita, frequentemente, na forma
f(y − ǫ) − 2f(y) + f(y + ǫ)

ǫ2
.Exer
í
ios1. Mostre que se uma função f for duas vezes 
ontinuamente diferen
iável em D(aberto) e se ∇2f for 
ontínua à Lips
hitz (
om 
onstante γ > 0) em D então

∣
∣
∣
∣
f(x+ p) − f(x) −∇f(x)⊤p− 1

2
p⊤∇2f(x)p

∣
∣
∣
∣
≤ γ

4
‖p‖3,quaisquer que sejam x e x+ p em D 
om [x, x+ p] ⊂ D.2. Mostre que a es
olha optimal para ǫ em diferenças 
entrais de primeira ordem é daordem de u

1

3 e que, portanto, o erro desta aproximação, quando expresso em termosda unidade de arredondamento, é da ordem de u

2

3 .3. A aproximação de uma matriz Ja
obiana, m × n, por diferen
iação numéri
a podeser feita linha a linha, aproximando 
ada gradiente por diferenças progressivas 
omuma pre
isão da ordem de ǫ (
omo foi expli
ado na aula). Se o seu obje
tivo fosse,porém, aproximar o produto de uma matriz Ja
obiana J(x) por um ve
tor p, 
omopoderia levar a 
abo esta aproximação de forma mais e
onómi
a e 
om igual pre
isão(ordem de ǫ)?
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entrais de segunda ordem dada para ∂2f/∂xi∂xj(x).5. Conte o número de avaliações de f ne
essárias para aproximar a matriz Hessiana(que se assumiria simétri
a e de ordem n) por diferenças 
entrais de segunda ordem.6. Suponha que pretende aproximar uma matriz Hessiana ∇2f(x), n × n, podendo
al
ular o gradiente ∇f em pontos à sua es
olha. Como aproximaria a matriz Hes-siana? Qual a ordem de pre
isão? Tem garantia de que a aproximação 
al
ulada
onstituiria uma matriz simétri
a? E se não, 
omo poderia 
al
ular uma aproxima-ção simétri
a?7. Considere uma expansão em h dada por
A(h) = α0 + α1h+ α2h

2 + R3(h),em que α0, α1, α2 ∈ R e |R3(h)| ≤ Ch3 (
om C > 0 independente de h). O propósitodeste exer
í
io é motivar a té
ni
a de extrapolação de Ri
hardson (que também podeser utilizada em integração numéri
a).(a) Qual é a ordem 
om que A(h) aproxima α0?(b) Mostre, espe
i�
ando α0, α1, α2 e R3(h), que pode des
rever, desta forma, afórmula de Taylor de ordem 2 
om resto de Lagrange, para uma função f emtorno de um dado ponto x0.(
) Multiplique a expansão dada em 
ima por δ ∈ (0, 1). Substitua, tambémna expansão original, h por δh. Substraia as duas igualdades assim obtidasmembro a membro. Con
lua que obteve uma nova aproximação para α0 daforma
B(h) =

A(δh) − δA(h)

1 − δ
.(d) Qual é a ordem 
om que B(h) aproxima α0?
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eitos Bási
os sobre Integração Numéri
aSeja f uma função real de variável real, integrável no intervalo [a, b]. Em diversas apli
a-ções, pode ser extremamente difí
il, ou mesmo impossível, 
al
ular, exa
tamente, o valordo integral
I(f)

def
=

∫ b

a

f(x) dx.Vamos estudar fórmulas de integração numéri
a para aproximar o valor de I(f), 
onhe
i-das por fórmulas (ou regras) de quadratura.A ideia bási
a das fórmulas de quadratura é simples. Considera-se uma aproximação
fn da função f , em que n + 1 designa o número de pontos em [a, b] nos quais a função fé avaliada. Cal
ula-se, seguidamente, o integral de fn em [a, b]:

In(f)
def
= I(fn) =

∫ b

a

fn(x) dx ≃ I(f).Se f ∈ C0[a, b], então o erro de quadratura, En(f) = I(f) − In(f), satisfaz
|En(f)| ≤

∫ b

a

|f(x) − fn(x)| dx ≤ (b− a) max
x∈[a,b]

|f(x) − fn(x)|
︸ ︷︷ ︸

q

‖f − fn‖∞

.

Se soubéssemos uma estimativa do tipo ‖f − fn‖∞ ≤ ǫ, poderíamos 
on
luir um limitesuperior para o erro, da forma |En(f)| ≤ ǫ(b− a).Só faz sentido 
onsiderar fórmulas de quadratura para as quais fn seja fa
ilmenteintegrável. As fórmulas de quadratura interpolatória utilizam polinómios fn = Πnf , osquais interpolam f num 
onjunto {x0, x1, . . . , xn} de pontos distintos de [a, b], 
onhe
idospor nós da quadratura. Quando os nós apresentam um espaçamento h uniforme,
xi+1 − xi = h, i = 0, 1, . . . , n− 1,as fórmulas de quadratura interpolatória são designadas por fórmulas de Newton-Cotes.O polinómio interpolador pode ser es
rito 
omo uma 
ombinação linear dos polinómiosde Lagrange ℓ0, ℓ1, . . . , ℓn:

Πnf(x) =
n∑

i=0

f(xi)ℓi(x),em que os 
oe�
ientes da 
ombinação linear são os valores de f nos pontos de interpolação.Logo, o integral In(f), para fn = Πnf , pode ser expresso na forma
In(f) =

n∑

i=0

αif(xi),
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om
αi =

∫ b

a

ℓi(x) dx, i = 0, 1, . . . , n.As fórmulas de Newton-Cotes dividem-se em abertas e fe
hadas. Neste 
urso vamos
onsiderar, essen
ialmente, as fórmulas fe
hadas, para as quais x0 = a, xn = b e h =
(b − a)/n. As fórmulas abertas, onde x0 = a + h e xn = b − h, podem dar origem a
oe�
ientes αi negativos, o que as torna mais vulneráveis a erros de arredondamento. Nasfórmulas fe
hadas tem-se, obrigatoriamente, que n ≥ 1. É possível, porém, 
on
eber umafórmula aberta 
om apenas um ponto (n = 0); ver exer
í
io.Uma propriedade relevante das fórmulas de Newton-Cotes é que os 
oe�
ientes αidependem de n e de i, mas não dependem do intervalo [a, b], ou seja, não dependem de ae de b. Consequentemente, estes 
oe�
ientes podem ser tabelados a priori. Vejamos estapropriedade para o 
aso das fórmulas fe
hadas. O valor do polinómio de Lagrange ℓi empontos x distintos dos nós é dado por

ℓi(x)
def
= Πn

k=0,k 6=i

x− xk
xi − xk

= Πn
k=0,k 6=i

(a+ th) − (a+ kh)

(a+ ih) − (a+ kh)
, i = 0, 1, . . . , n,onde, na última igualdade, �zemos a mudança de variável x = a + th, 
om t ∈ [0, n].Constata-se que h é 
an
elável nesta fra
ção, e de�ne-se

ℓi(x) = ℓi(a + th) = Πn
k=0,k 6=i

t− k

i− k
def
= φi(t), i = 0, 1, . . . , n.Usando esta expressão para os polinómios de Lagrange, os 
oe�
ientes de integração sãorees
ritos 
omo

αi =

∫ b

a

ℓi(x) dx =

∫ n

0

[
d

dt
(a+ th)

]

ℓi(a+ th) dt = h

∫ n

0

φi(t) dt

︸ ︷︷ ︸

q

wni

, i = 0, 1, . . . , n.

O integral de Πnf �
a, então, igual a
In(f) = h

n∑

i=0

wni f(xi),
om
wni =

∫ n

0

φi(t) dt, i = 0, 1, . . . , n.Os pesos wn0 , wn1 , . . . , wnn são independentes de a e de b. A sua dependên
ia de n e de i éexempli�
ada na tabela seguinte.
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i\n 1 2 3 4 5 6

0 1
2

1
3

3
8

14
45

95
288

41
140

1 � 4
3

9
8

64
45

375
288

216
140

2 � � � 24
45

250
288

27
140

3 � � � � � 272
140Nesta tabela listámos apenas os pesos até [n/2], uma vez que os pesos são simétri
os,ou seja,

wni = wnn−i, i = 0, 1, . . . , n.A simetria dos pesos wni provém, obviamente, da simetria das funções φi.Assim, no 
aso n = 1, temos que
w1

0 = w1
1 =

1

2
.No 
aso n = 2, obtemos

w2
0 =

1

3
, w2

1 =
4

3
e w2

2 =
1

3
.Nota �nal: Para aliviar a notação es
revemos ℓi(x), αi e φi(t), quando, rigorosamente,deveríamos ter expli
itado a dependên
ia de n e ter es
rito ℓni (x), αni e φni (t).Exer
í
ios1. A fórmula aberta de Newton-Cotes para o 
aso n = 0 é designada por fórmula doponto médio.(a) Indique os valores de h e de x0.(b) Mostre que a fórmula do ponto médio é da forma

I0(f) = (b− a)f

(
a + b

2

)

.
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-

6

a ba+b
2

f
(
a+b
2

)

I0(f)

2. Sejam a = −1 e b = 1. Des
ubra qual a fórmula de Newton-Cotes fe
hada que tema forma
1

4

(

f(−1) + 3f

(

−1

3

)

+ 3f

(
1

3

)

+ f(1)

)

,indi
ando o valor de n e identi�
ando os respe
tivos pesos.3. Considere o 
ál
ulo aproximado do integral I(f) =
∫ b

a
f(x) dx através de uma apro-ximação para f em [a, b] de�nida por g(x) = f(y) + (x− y)f ′(y), em que y ∈ (a, b)e se 
onsidera que f tem derivada em y.(a) Deduza a fórmula para I(g) dada por:

I(g) = (b− a)f(y) +
f ′(y)

2
(b− a)(a+ b− 2y).(De uma forma geral não se trata de uma fórmula de quadratura interpolatória.)(b) Que fórmula obtém quando y = (a + b)/2?(
) Deduza, na forma de um integral, uma expressão para o erro I(f − g), assu-mindo que f ∈ C2[a, b].(d) Mostre que o erro é da ordem de (b− a)3 e apresente um limite superior paraa respe
tiva 
onstante.
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a � Fórmulas Trapezoidale de SimpsonA fórmula de Newton-Cotes fe
hada mais simples que existe é a fórmula trapezoidal (oudos trapézios). Esta fórmula de quadratura, de�nida sele

ionando n = 1, 
onsiste emintegrar o polinómio interpolador Π1f , de grau 1, nos nós de interpolação x0 = a e
x1 = b. Relembrando que w1

0 = w1
1 = 1/2 e h = b−a quando n = 1, es
revemos a fórmulatrapezoidal na forma

I1(f) =
b− a

2
[f(a) + f(b)] .

-

6

a b

f(a)

f(b)

I1(f)

O erro desta fórmula é estimado integrando o erro do polinómio interpolador Π1fenquanto aproximação para f . Se f ∈ C2[a, b] então
E1(f) = I(f) − I1(f) =

∫ b

a

[f(x) − Π1f(x)] dx =

∫ b

a

f [a, b, x]w1(x) dx,
om w1(x) = (x − a)(x − b) e f [a, b, x] a diferença dividida nos pontos a, b e x. Como
f [a, b, x] é uma função 
ontínua em x e w1(x) é integrável em [a, b] e não muda de sinalneste intervalo, sabe-se, por um teorema do valor médio integral, que

∫ b

a

f [a, b, x]w1(x) dx = f [a, b, η]

∫ b

a

w1(x) dx =
1

2
f ′′(ξ)

∫ b

a

w1(x) dx,
om η, ξ ∈ (a, b). A última igualdade resulta das propriedades das diferenças divididas.Logo,
E1(f) =

1

2
f ′′(ξ)

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx = − 1

12
f ′′(ξ)(b− a)3 = −f

′′(ξ)

12
h3.
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a II 48A fórmula trapezoidal tem uma ordem de pre
isão 3. Diz-se que uma fórmula dequadratura de Newton-Cotes tem ordem de pre
isão p se |I(f) − In(f)| ≤ C hp, em que
C é uma 
onstante que não depende de n e de h. No 
aso da fórmula trapezoidal, esta
onstante é C = maxx∈[a,b] |f ′′(x)|/12.A fórmula de quadratura de Newton-Cotes fe
hada quando n = 2 é 
onhe
ida porfórmula de Simpson ou de Cavalieri-Simpson e resulta da integração do polinómio inter-polador Π2f de grau 2 nos nós de interpolação x0 = a, x1 = (a + b)/2 e x2 = b. Os seuspesos são w2

0 = w2
2 = 1/3 e w2

1 = 4/3. Neste 
aso, h é igual a (b − a)/2. Desta forma, afórmula de Simpson é dada por
I2(f) =

b− a

6

[

f(a) + 4f

(
a+ b

2

)

+ f(b)

]

.Quando f ∈ C4[a, b], prova-se que o erro E2(f) pode ser expresso na forma
E2(f) = −f

(4)(ξ)

90
h5,
om ξ ∈ (a, b). (A demonstração é relegada para os exer
í
ios.) A ordem de pre
isãoda fórmula de Simpson é, desta forma, igual a 5. A 
onstante C do erro é igual a

maxx∈[a,b] |f (4)(x)|/90.Cara
terizámos estas duas fórmulas de a
ordo 
om a sua ordem de pre
isão. Umaoutra propriedade das fórmulas de quadratura interpolatórias é o seu grau de exa
tidão.Diz-se que uma fórmula de quadratura interpolatória (e, 
onsequentemente, uma fórmulade Newton-Cotes) tem um grau de exa
tidão r ≥ 0 se r for o maior inteiro para o qual
In(f) = I(f) para todos os polinómios f de grau inferior ou igual a r.É fá
il 
onstatar, pelas expressões dos erros, que a fórmula trapezoidal tem grau deexa
tidão 1 e que a fórmula de Simpson tem grau de exa
tidão 3.As fórmulas de quadratura Gaussiana (a estudar mais adiante neste 
urso) atingem umgrau de exa
tidão de 2n+1. Este é, aliás, o grau máximo que uma fórmula de quadraturainterpolatória pode al
ançar (ver exer
í
io).Qualquer fórmula de quadratura interpolatória baseada em n+1 pontos tem um graude exa
tidão nun
a inferior a n. De fa
to, se f for um polinómio de grau inferior ou iguala n, então Πnf = f e, 
omo é óbvio, In(f)

def
= I(Πnf) = I(f).A a�rmação re
ípro
a também é verdadeira, assumindo que os n + 1 pontos são dis-tintos: qualquer fórmula de quadratura que tenha grau de exa
tidão não inferior a n é,obrigatoriamente, do tipo interpolador. Seja

Īn(f) =
n∑

i=0

βif(xi)
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a II 49uma fórmula de quadratura. Pretendemos provar que estes 
oe�
ientes βi 
oin
idem 
omos αi =
∫ b

a
ℓi(x) dx, para i = 0, 1, . . . , n, para, assim, 
on
luir que a fórmula de quadraturaé interpolatória. Sabe-se, por hipótese, que Īn(xi) = I(xi), i = 0, 1, . . . , n, o que, na formamatri
ial, se es
reve 
omo







1 1 · · · 1
x0 x1 · · · xn... ... ...
xn0 xn1 · · · xnn















β0

β1...
βn








=








b− a
(b2 − a2)/2...

(bn+1 − an+1)/(n+ 1)







.A matriz (de Vandermonde) deste sistema é não singular pelo fa
to dos n+1 pontos seremdistintos. Logo, este sistema só admite uma solução. Mas [α0 α1 · · · αn ]⊤ é solução dosistema, pois In(xi) = I(xi), i = 0, 1, . . . , n. Assim sendo, os α's e os β's 
oin
idem.Resumimos estas duas impli
ações no enun
iado seguinte.Teorema 1 Uma fórmula de quadratura, baseada em n+1 pontos distintos, tem grau deexa
tidão superior ou igual a n se e só se for do tipo interpolatório.Exer
í
ios1. Com este exer
í
io pretende-se demonstrar a expressão dada para o erro na fórmulade Simpson. Seja w2(x) = (x− a)(x− (a+ b)/2)(x− b).(a) Mostre que w2(x) muda de sinal em [a, b]. Con
lua que não se pode apli
ar aoerro

E2(f) =

∫ b

a

f [a, (a+ b)/2, b, x]w2(x) dxo teorema do valor médio integral que se apli
ou no 
aso da fórmula trapezoidal.(b) Mostre que ∫ b
a
w2(x) = 0. Utilizando este fa
to e

f [a, (a+ b)/2, b, x] = f [a, (a+ b)/2, b, x3] + f [a, (a+ b)/2, b, x3, x](x− x3),
on
lua que
E2(f) =

∫ b

a

f [a, (a+ b)/2, b, x3, x]w3(x) dx,
om w3(x) = w2(x)(x− x3).(
) Faça, agora, x3 = x1 = (a + b)/2. Mostre que w3(x) assim de�nido não mudade sinal em [a, b]. Termine a demonstração apli
ando o teorema do valor médiointegral.
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í
io da aula anterior.(a) Prove que se f ∈ C2[a, b] então o erro da fórmula do ponto médio pode serexpresso na forma
E0(f) =

h3

3
f ′′(ξ) 
om ξ ∈ (a, b).Sugestão: utilize um ra
io
ínio semelhante ao apli
ado na análise do erro dafórmula de Simpson.(b) Qual é a ordem de pre
isão da fórmula do ponto médio? E o seu grau deexa
tidão?3. Considere wn(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn). Mostre que In(w2

n) = 0 e que
∫ b

a
wn(x)

2 dx > 0. Retire, daqui, a 
on
lusão de que 2n + 1 é o grau máximo queuma fórmula de quadratura interpolatória pode atingir.4. Suponha que o 
ál
ulo do integral I(f) =
∫ 1

0
xf(x) dx é feito através da fórmula dequadratura

I2(f) = α0f(0) + α1f(1/2) + α2f(1).(a) Determine α0, α1 e α2 de forma a que a fórmula de quadratura tenha grau deexa
tidão não inferior a 2.(b) Seria possível en
ontrar valores para α0, α1 e α2 tais que o grau de exa
tidãofosse igual a 3?
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a II 51Aula 12: Integração Numéri
a � Fórmulas CompostasO erro de uma fórmula de quadratura pode não ser pequeno se a amplitude do intervalo
[a, b] não for su�
ientemente pequena. Uma alternativa para esta situação passa pelaintegração do polinómio interpolador 
omposto, 
onstruído em m subintervalos de [a, b]de amplitude

H =
b− a

m

om m ≥ 1.As fórmulas 
ompostas são 
onstruídas apli
ando fórmulas de quadratura nos m subin-tervalos.No 
aso da fórmula trapezoidal 
omposta, os extremos dos subintervalos são os pontos

yj = a+ jH, j = 0, . . . , m.Repare que y0 = a e ym = b. Em 
ada subintervalo [yj, yj+1], j = 0, . . . , m − 1, éapli
ada uma fórmula trapezoidal. A fórmula trapezoidal 
omposta é, então, de�nidapela expressão
I1,m(f) =

H

2

m−1∑

j=0

[f(yj) + f(yj+1)] .Observa-se, fa
ilmente, que, 
om a ex
epção das extremidades a = y0 e b = ym, todos osoutros extremos de subintervalos apare
em duas vezes nesta expressão. Deste modo,
I1,m(f) = H

[
1

2
f(y0) + f(y1) + · · ·+ f(ym−1) +

1

2
f(ym)

]

.No que se segue, vamos partir do prin
ípio de que f ∈ C2[a, b]. O erro desta fórmula
omposta é a soma dos erros das m fórmulas trapezoidais:
E1,m(f) = −

m−1∑

j=0

f ′′(ξj)

12
H3,
om ξj ∈ (yj, yj+1), j = 0, . . . , m− 1.A apli
ação do teorema do valor médio dis
reto 
om g = f ′′ (ver o �nal desta aula),permite-nos es
rever

E1,m(f) = −
(
m−1∑

j=0

f ′′(ξj)

)

H3

12
= − (mf ′′(η))

H3

12
= −b− a

12
f ′′(η)H2,
om η ∈ (a, b).No 
aso da fórmula de Simpson 
omposta, é pre
iso 
onsiderar dois pontos em 
adaum dos m subintervalos:

yj = a+ jH/2, j = 0, . . . , 2m.
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aso, temos que y0 = a e y2m = b. É apli
ada a fórmula de Simpson em 
ada um dos
m subintervalos [yj, yj+2], utilizando o ponto médio yj+1, 
om j a variar de 0 até 2m− 2.Os pontos médios apare
erão, assim, apenas uma vez, enquanto que as extremidadesdos intervalos 
ontarão duas vezes. Somando as par
elas resultantes da apli
ação das mfórmulas de Simpson e re
orrendo a esta última observação, obtém-se a seguinte expressãopara a fórmula de Simpson 
omposta:

I2,m(f) =
H

6

[

f(y0) + 2

m−1∑

r=1

f(y2r) + 4

m−1∑

s=0

f(y2s+1) + f(y2m)

]

.Se apli
ássemos uma argumentação idênti
a à utilizada para a fórmula trapezoidal 
om-posta, 
hegaríamos à 
on
lusão de que o erro da fórmula de Simpson 
omposta poderiaser expresso na forma
E2,m(f) = −b− a

2

f (4)(η)(H/2)4

90
= −b− a

2880
f (4)(η)H4.Para o efeito seria pre
iso assumir que f ∈ C4[a, b]. O es
alar η ∈ (a, b) resultaria daapli
ação do teorema do valor médio dis
reto 
om g = f (4).Para ilustrar o desempenho numéri
o destas duas fórmulas de quadratura 
ompostas,es
olhemos a função f(x) = x5, que integrámos numeri
amente de 0 até 1. Os resultados,obtidos em Matlab, são des
ritos em baixo em termos dos erros o
orridos.

m |E1,m(f)| |E2,m(f)|10 4.16e-003 2.08e-006100 4.17e-005 2.08e-0101000 4.17e-007 2.10e-01410000 4.17e-009 1.11e-016Como seria de esperar, a fórmula de Simpson 
omposta apresenta melhores resultadosdo que a fórmula trapezoidal 
omposta.Terminamos a aula 
om o enun
iado e a demonstração do teorema do valor médiodis
reto.Teorema 1 Seja g uma função 
ontínua em [a, b] e seja {y0, y1, . . . , yq} um 
onjunto depontos em [a, b].Seja, ainda, δ0, δ1, . . . , δq uma sequên
ia de es
alares reais todos 
om o mesmo sinal.Nestas 
ondições, existe um es
alar real η ∈ [a, b] tal que
q
∑

j=0

δjg(yj) = g(η)

q
∑

j=0

δj .
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a II 53Demonstração. Façamos a demonstração assumindo que todos os es
alares δj são posi-tivos. Considere-se a função auxiliar h de�nida por
h(x) = g(x)

q
∑

j=0

δj .Garantida a existên
ia de xmin e xmax em [a, b] tais que
g(xmin) = min

x∈[a,b]
g(x) e g(xmax) = max

x∈[a,b]
g(x),tem-se que

g(xmin)

q
∑

j=0

δj

︸ ︷︷ ︸

q

h(xmin)

≤
q
∑

j=0

δjg(yj) ≤ g(xmax)

q
∑

j=0

δj .

︸ ︷︷ ︸

q

h(xmax)Como a função auxiliar h é 
ontínua em [a, b], o teorema de Bolzano-Cau
hy apli
ado aesta função prova-nos a existên
ia de um η ∈ [xmin, xmax] ⊂ [a, b] tal que
h(η) =

q
∑

j=0

δjg(yj),o que 
on
lui a demonstração. �Exer
í
ios1. Es
reva a fórmula do ponto médio 
omposta e desenvolva uma expressão para o seuerro.2. Cal
ule um valor para H para o qual exista a garantia de que o integral
∫ 1

0

sen(x2) dxé 
al
ulado 
om um erro inferior a 10−5 usando a:(a) Fórmula trapezoidal 
omposta.(b) Fórmula de Simpson 
omposta.3. Demonstre o teorema do valor médio dis
reto no 
aso dos es
alares δj serem todosnegativos.
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eitos Bási
os sobre Aproximação de Fun-çõesSão frequentes as o
orrên
ias em problemas de 
iên
ia e engenharia em que a informaçãosobre funções relevantes é par
ial ou mesmo es
assa. O valor de uma função pode ser
onhe
ido, por exemplo, apenas num 
onjunto �nito de pontos, 
onjunto de pontos esseque pode ser, ou não ser, espe
i�
ado a priori.Vários pro
edimentos em análise numéri
a ou em teoria da aproximação 
al
ulam,impli
itamente ou expli
itamente, uma função 
om 
ara
terísti
as espe
iais, que pretendeaproximar, de uma 
erta maneira, a função 
uja expressão analíti
a, ou fórmula 
ompu-ta
ional, é des
onhe
ida.Suponha-se que é possível inferir, a partir do 
onhe
imento de algumas propriedadesestruturais do problema em 
ausa, que a função f a aproximar está num determinadoespaço ve
torial real de funções E. Uma das té
ni
as mais populares em teoria da apro-ximação 
onsiste em pro
urar uma função fn, num subespaço de dimensão �nita S ⊂ E,que se ajusta a f de a
ordo 
om algum 
ritério predeterminado.Seja {ψ0, ψ1, . . . , ψn} uma base de S. Na práti
a, o que se pretende 
al
ular sãoes
alares reais α0, α1, . . . , αn tais que
fn = α0ψ0 + α1ψ1 + · · ·+ αnψn.Vamos abordar, nesta aula, duas das té
ni
as mais utilizadas para 
al
ular os es
ala-res desta 
ombinação linear. Outro método que se pode enquadrar desta forma é o daaproximação por funções spline.Lembramos que nem sempre se aproxima f re
orrendo a uma forma linear. Vimos,na aula sobre os problemas de mínimos quadrados não lineares, uma parameterização emque a dependên
ia de fn dos es
alares α0, α1, . . . , αn era não linear.Uma das abordagens pressupõe a existên
ia de um produto interno 〈·, ·〉 no espaçove
torial E. Este produto interno equipa o espaço E 
om uma norma ‖ · ‖, o que permitede�nir distân
ia entre dois elementos de E. Deste modo, faz sentido es
olher fn 
omosendo a proje
ção ortogonal de f sobre S, denominada por f ∗

n, por esta ser a que estámenos distante de f de entre todas as funções de S (ver Teorema 1 desta aula). Porde�nição de proje
ção ortogonal, f ∗
n−f tem de ser ortogonal a todos os elementos de S e,em parti
ular, aos n+ 1 elementos da base. Se tomarmos o produto interno entre fn − fe as n+ 1 funções ψ0, ψ1, . . . , ψn, obtemos as igualdades

α0〈ψ0, ψ0〉 + α1〈ψ1, ψ0〉 + · · ·+ αn〈ψn, ψ0〉 = 〈f, ψ0〉,
α0〈ψ0, ψ1〉 + α1〈ψ1, ψ1〉 + · · ·+ αn〈ψn, ψ1〉 = 〈f, ψ1〉,...
α0〈ψ0, ψn〉 + α1〈ψ1, ψn〉 + · · · + αn〈ψn, ψn〉 = 〈f, ψn〉.
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a II 55Este sistema de equações lineares admite uma solução úni
a α∗
0, α

∗
1, . . . , α

∗
n. A matriz






〈ψ0, ψ0〉 · · · 〈ψn, ψ0〉... . . . ...
〈ψ0, ψn〉 · · · 〈ψn, ψn〉




 ,
onhe
ida por matriz de Gram, é não singular e simétri
a (ver exer
í
io).A proje
ção ortogonal f ∗

n = α∗
0ψ0 + α∗

1ψ1 + · · ·+ α∗
nψn de f sobre S é, de entre todasas funções em S, a que está mais perto de f . Enun
iamos, seguidamente, este 
onhe
idofa
to da Álgebra Linear.Teorema 1 Seja {ψ0, ψ1, . . . , ψn} uma base de S. Então, a função

f ∗
n =

n∑

k=0

α∗
kψk,em que os 
oe�
ientes α∗

0, α
∗
1, . . . , α

∗
n resolvem o sistema de equações lineares anterior,satisfaz

‖f ∗
n − f‖ = min

ψ∈S
‖ψ − f‖.Observação: Este resultado permane
e verdadeiro se o produto interno 〈·, ·〉 for substi-tuído por um semiproduto interno ≪ ·, · ≫ (
om a respe
tiva norma ‖ · ‖ a dar lugar àseminorma ||| · |||). Um semiproduto interno obede
e a todos os axiomas que de�nem umproduto interno menos um: ≪ z, z ≫ (= |||z|||2) pode ser nulo sem que z seja zero.A es
olha da base de S é feita, geralmente, por forma a 
riar um padrão de esparsi-dade na matriz de Gram (diagonal, tridiagonal, et
.), reduzindo o 
usto 
omputa
ionalasso
iado à resolução do sistema.Os 
oe�
ientes α∗

0, α
∗
1, . . . , α

∗
n são determinados 
om reduzido 
usto 
omputa
ional sea base {ψ0, ψ1, . . . , ψn} for ortogonal. Neste 
aso, tem-se que

α∗
k =

〈f, ψk〉
‖ψk‖2

, k = 0, 1, . . . , n.Se a base for ortonormada, então α∗
k = 〈f, ψk〉, k = 0, 1, . . . , n.A ortogonalidade das funções ψ0, ψ1, . . . , ψn é 
onveniente em diversas situações. Entreas funções ortogonais mais utilizadas en
ontram-se os polinómios ortogonais e os polinó-mios trigonométri
os de Fourier, que estudaremos mais adiante.No entanto, nem sempre esta ortogonalidade é desejável, 
omo a
onte
e quando se pre-tende des
rever f ′ re
orrendo a ψ′

0, ψ
′
1, . . . , ψ

′
n (assumindo-se bem de�nidas as respe
tivasderivadas). A ortogonalidade em {ψ0, ψ1, . . . , ψn} não impli
a, geralmente, a ortogonali-dade em {ψ′

0, ψ
′
1, . . . , ψ

′
n}. Observaremos uma situação deste tipo quando estudarmos ométodo dos elementos �nitos para um problema de 
ondição de fronteira.
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a II 56A outra abordagem que aqui apresentamos apli
a-se ao 
aso em que são 
onhe
idosos valores de f em m pontos:
(x1, f(x1)), . . . , (xm, f(xm)).Nesta situação, é natural es
olher um dado 
onjunto de pesos w1, . . . , wm positivos e,depois, pro
urar es
alares α0, α1, . . . , αn de forma a minimizar

m∑

i=1

wi[fn(xi) − f(xi)]
2 =

m∑

i=1

wi

[(
n∑

k=0

αkψk(xi)

)

− f(xi)

]2

.É fá
il veri�
ar que estamos na presença de um problema de mínimos quadrados lineares,que se pode es
rever na forma
min
y∈Rn+1

∥
∥
∥W

1

2By −W
1

2 b
∥
∥
∥

2

,
om W uma matriz diagonal m×m de elementos diagonais w1, . . . , wm,
B =






ψ0(x1) · · · ψn(x1)... ...
ψ0(xm) · · · ψn(xm)




 , y =






α0...
αn




 e b =






f(x1)...
f(xm)




 .A norma ‖ · ‖, aqui utilizada, é a norma Eu
lideana em Rm. Esta forma de aproximar fé 
onhe
ida por aproximação dis
reta no sentido dos mínimos quadrados.Exer
í
ios1. Seja {ψ0, ψ1, . . . , ψn} uma base do subespaço S de um espaço ve
torial real E. Proveque a matriz de Gram é simétri
a e não singular.2. Seja S = Pn o espaço dos polinómios de grau inferior ou igual a n. Dados os pontos

x1, . . . , xm e os pesos positivos w1, . . . , wm, 
onsidere
||| p ||| =

(
m∑

i=1

wi[p(xi)]
2

) 1

2

.(a) Mostre, re
orrendo ao produto interno usual em Rm, que ||| · ||| é uma semi-norma em Pn, e que se trata de uma norma quando m > n.(b) Mostre que a seminorma ||| · ||| é essen
ialmente estrita, ou seja, que ||| p1 +
p2 ||| = ||| p1 |||+||| p2 ||| impli
a a existên
ia de es
alares β e γ tais que βp1(xi)+
γp2(xi) = 0, i = 1, . . . , m (assumindo |||p1||| e |||p2||| diferentes de zero).
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a II 57(
) Faça, agora, ψk(x) = xk, k = 0, 1, . . . , m − 1. Es
reva, por extenso, a matriz
B do problema da aproximação dis
reta no sentido dos mínimos quadrados.Observe que obteve a transposta da matriz de Vandermonde de ordem m.3. Es
reva as equações normais asso
iadas ao problema de mínimos quadrados

min
y∈Rn+1

∥
∥
∥W

1

2By −W
1

2 b
∥
∥
∥

2

.4. Seja f uma função 
ontínua em [0, 1]. Considere a função real de n + 1 variáveisreais dada por
g(α0, α1, . . . , αn) =

∫ 1

0

(

f(x) −
n∑

k=0

αkx
k

)2

dx,que des
reve uma forma de medir o erro da aproximação de f , em [0, 1], por umpolinómio de grau n.(a) Determine es
alares α∗
0, α

∗
1, . . . , α

∗
n de forma a que ∇g(α∗

0, α
∗
1, . . . , α

∗
n) = 0. (Es-tes es
alares são a solução de um sistema de equações lineares. Não é ne
essárioresolver o sistema.)(b) O que teria de provar para a�rmar que [α∗

0 α
∗
1 . . . α

∗
n ]⊤ é o (úni
o) minimizanteda função g?(
) A matriz deste sistema de equações lineares, 
onhe
ida por matriz de Hilbert,é extremamente mal-
ondi
ionada. Cal
ule, emMatlab e numa só instrução,o número de 
ondição desta matriz quando n = 9. Veri�que, emMatlab, queos seus valores próprios são todos positivos.
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a II 58Aula 14: Polinómios Ortogonais � Legendre e ChebyshevA es
olha de bases ortogonais para S propor
iona matrizes de Gram diagonais. Se asbases forem ortonormadas, a matriz de Gram 
oin
ide 
om a matriz identidade, sendo amais bem 
ondi
ionada de entre todas as es
olhas possíveis. Entre as famílias de funçõesortogonais de maior abrangên
ia, en
ontram-se os polinómios ortogonais.Para introduzir os polinómios ortogonais, vamos 
onsiderar o espaço de funções 
ujoquadrado é integrável, de forma ponderada, no intervalo (−1, 1). Para isso assumimos aexistên
ia de uma função de ponderação (ou uma função-peso) w(x), positiva e integrávelem (−1, 1). O nosso espaço de funções E vai ser, neste 
aso, de�nido por
L2
w(−1, 1) =

{

f : [−1, 1] −→ R :

∫ 1

−1

f 2(x)w(x) dx < +∞
}

.Neste espaço, está de�nido o produto interno1
〈f, g〉w =

∫ 1

−1

f(x)g(x)w(x) dxe a norma a ele asso
iada
‖f‖w =

(∫ 1

−1

f(x)2w(x) dx

) 1

2

.Seja S o subespaço de E 
onstituído por todos os polinómios de grau inferior ou iguala n. Este subespaço, denominado por Pn, tem dimensão igual a n + 1. Estamos inte-ressados nas bases ortogonais ou ortonormadas {p0, p1, . . . , pn} de Pn 
om a propriedadede grau(pk) = k, k = 0, 1, . . . , n.Neste 
aso, diz-se que p0(x), p1(x), . . . , pn(x) é uma sequên
ia de polinómios ortogonaisem L2
w(−1, 1). Por exemplo, quando n = 2 e w(x) = 1, os polinómios

p0(x) = 1, p1(x) = x e p2(x) = 3x2 − 1são ortogonais:
∫ 1

−1

p0(x)p1(x) dx = 0,

∫ 1

−1

p0(x)p2(x) dx = 0 e ∫ 1

−1

p1(x)p2(x) dx = 0.Seja p0(x), p1(x), . . . , pn(x) uma sequên
ia de polinómios ortogonais em L2
w(−1, 1). Ospolinómios ortogonais gozam da seguinte propriedade, 
uja demonstração é omitida porser demasiado té
ni
a.1Trata-se de um semiproduto interno e de uma seminorma, a menos que as funções sejam 
ontínuasem [−1, 1].
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a II 59Teorema 1 Os polinómios ortogonais p0(x), p1(x), . . . , pn(x) satisfazem uma fórmula dere
orrên
ia (de três termos) dada por
pk+1(x) = Ak(x− Bk)pk(x) − Ckpk−1(x), k = 0, 1, . . . , n− 1,
om

Ak =
αk+1

αk
, Bk =

〈xpk(x), pk(x)〉w
‖pk‖2

w

e Ck =

{ qualquer k = 0,

Ak‖pk‖
2
w

Ak−1‖pk−1‖2
w

1 ≤ k ≤ n− 1,em que αk designa o 
oe�
iente de xk em pk(x) e, por 
onvenção, p−1(x) = 0.O resultado deste teorema permite gerar sequên
ias de polinómios ortogonais, 
on-
retizando o que não está espe
i�
ado na fórmula de re
orrên
ia: a função peso w (quedetermina o produto interno), o valor para p0(x) e os 
oe�
ientes αk+1 (ou os es
alares
Ak). Se espe
i�
armos o valor de pk+1 num dado ponto para todo o k, estamos, indire
ta-mente, a espe
i�
ar estes 
oe�
ientes (ver exer
í
io). É isto que vamos fazer de seguida.Por exemplo, se w(x) = 1, p0(x) = 1 e pk+1(1) = 1 para todo o k ≥ 0, obtemosos 
hamados polinómios de Legendre. Os 
in
o primeiros polinómios de Legendre são osseguintes:

L0(x) = 1,
L1(x) = x,
L2(x) = (3x2 − 1)/2,
L3(x) = (5x3 − 3x)/2,
L4(x) = (35x4 − 30x2 + 3)/8.É possível mostrar que a fórmula de re
orrên
ia para os polinómios de Legendre é dadapor

L0(x) = 1, L1(x) = x, Lk+1(x) =
(2k + 1)xLk(x) − kLk−1(x)

k + 1
, k ≥ 1.Deduzimos, apenas, os três primeiros polinómios de Legendre. Por 
onvenção, p−1(x) = 0.Por es
olha, p0(x) = 1. A seguir vem

p1(x) = A0(x− B0)p0(x) − C0p−1(x) = A0(x− B0) = A0x,pois B0 = 〈x, 1〉w/‖p0‖w = 0. Es
olha-se A0 por forma a que p1(1) = 1: A0 = 1 (ou
α1 = 1). Logo, p1(x) = x. Depois, porque B1 = 0 e C1 = A1/3,

p2(x) = A1(x− B1)p1(x) − C1p0(x) = A1x
2 − 1

3
A1.
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a II 60Mas p2(1) = 1 é equivalente a A1 = 3/2 (ou α2 = 3/2). Desta forma, p2(x) = (3/2)x2 −
1/2.Es
olhendo w(x) = (1 − x2)−

1

2 , p0(x) = 1 e pk+1(1) = 1 para todo o k ≥ 0, obtemosos polinómios de Chebyshev (de primeira espé
ie). Os 
in
o primeiros polinómios deChebyshev são os seguintes:
T0(x) = 1,
T1(x) = x,
T2(x) = 2x2 − 1,
T3(x) = 4x3 − 3x,
T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1.Chega-se aos polinómios de Chebyshev de uma outra forma. De fa
to, 
onsidere-se ade�nição
Tk(x) = cos(k arccos(x)).Vê-se, imediatamente, que T0(x) = 1 e Tk(1) = 1 para todo o k. Mostra-se, utilizando asfórmulas aditivas das funções trigonométri
as, que Tk(x) é um polinómio em x para todoo k. Para além disso, prova-se que os polinómios são ortogonais:

〈Ti, Tj〉w =
∫ 1

−1
(1 − x2)−

1

2Ti(x)Tj(x) dx =
∫ π

0
cos(iθ) cos(jθ) dθ

= 1
2

∫ π

0
cos((i+ j)θ) + cos((i− j)θ) dθ

=







π i = j = 0,
π/2 i = j 6= 0,
0 i 6= j.Assim sendo, estes polinómios são, ne
essariamente, os de Chebyshev. É possível mostrar,utilizando a sua de�nição trigonométri
a, que a fórmula de re
orrên
ia para os polinómiosde Chebyshev é dada por

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tk+1(x) = 2xTk(x) − Tk−1(x), k ≥ 1.Terminamos a aula ilustrando os quatro primeiros polinómios de Legendre (�gura àesquerda) e os quatro primeiros polinómios de Chebyshev (�gura à direita).
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Exer
í
ios1. Mostre que espe
i�
ar Ak, αk+1 ou pk+1(1) determina, sem qualquer ambiguidade,o polinómio pk+1(x) na fórmula de re
orrên
ia do Teorema 1.2. Prove as seguintes propriedades sobre os polinómios de Chebyshev:(a) T0(x) = 1, T1(x) = x, Tk+1(x) = 2xTk(x) − Tk−1(x), k ≥ 1. (Use asfórmulas aditivas das funções trigonométri
as.)(b) ‖Tk(x)‖∞ = 1, k ≥ 0.(
) Tk(x) atinge o valor absoluto de 1 nos pontos xj = cos(jπ/k), j = 0, . . . , k.Mais pre
isamente: Tk(xj) = (−1)j.(d) As raízes de Tk são cos[(2j − 1)π/(2k)], para j = 1, . . . , k.(e) O polinómio Tk(x) é uma função par se k for par e uma função ímpar se k forímpar.(f) O 
oe�
iente de xk em Tk(x) é dado por αk = 2k−1, k ≥ 1.
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a II 62Aula 15: Polinómios Ortogonais � PropriedadesConsideremos o espaço ve
torial real de funções L2
w(−1, 1) e lembremos o produto internode�nido neste espaço, 〈f, g〉w =

∫ 1

−1
f(x)g(x)w(x) dx, e a 
orrespondente norma ‖ · ‖w.Seja Pn o subespaço de L2

w(−1, 1) 
onstituído por todos os polinómios de grau inferior ouigual a n. Considere-se uma sequên
ia p0(x), p1(x), . . . , pn(x) de polinómios ortogonaisem Pn, para os quais grau(pk) = k para k = 0, 1, . . . , n e 〈pi, pj〉w = 0 para i 6= j 
om
i, j ∈ {1, . . . , n}.Os polinómios ortogonais gozam de diversas propriedades e inúmeras apli
ações. Va-mos estudar algumas dessas propriedades (assumindo k ≤ n).Proposição 1 Se p(x) for um polinómio de grau inferior ou igual a k ≥ 0 então existemes
alares reais c0, c1, . . . , ck, uni
amente determinados por p(x), tais que

p(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + · · ·+ ckpk(x).Se ak for o 
oe�
iente de xk em p(x) então
ck =

ak
αk
,em que, 
omo se sabe, αk é o 
oe�
iente de xk em pk(x).A demonstração da primeira parte desta propriedade assenta, ex
lusivamente, no fa
tode {p0, p1, . . . , pk} ser uma base para Pk. A demonstração da segunda parte é deixada
omo exer
í
io. A partir desta propriedade 
on
lui-se, imediatamente, a seguinte.Proposição 2 Se p(x) for um polinómio de grau inferior a k ≥ 1 então

〈p, pk〉w = 0.Lembremos o exemplo da aula anterior em que w(x) = 1: p0(x) = 1, p1(x) = x e
p2(x) = 3x2 − 1. Tome-se p(x) = x+ 1. Tem-se que

〈p, p2〉w =

∫ 1

−1

(1 + x)(3x2 − 1) dx = 0.Esta última propriedade tem várias 
onsequên
ias importantes, entre as quais se en
ontraa seguinte.Teorema 1 O polinómio pk(x), k ≥ 1, tem k raízes reais em (−1, 1), ou seja, pk(x) é daforma
pk(x) = αk(x− ξ1) · · · (x− ξk).
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a II 63Continuando 
om o nosso exemplo,
p0(x) = α0 = 1, p1(x) = α1(x− ξ1) = 1(x− 0)e
p2(x) = α2(x− ξ1)(x− ξ2) = 3(x+ 1/

√
3)(x− 1/

√
3).Demonstração. Sejam ξ1, . . . , ξr as r raízes reais de pk(x) em (−1, 1). Sabe-se que r ≤ k.Pretende-se provar que r = k.Tentemos 
hegar a uma 
ontradição quando r < k. Es
olha-se y entre a maior dasraízes ξ1, . . . , ξr e 1. O polinómio

p(x) = pk(y)(x− ξ1) · · · (x− ξr)tem, no intervalo (−1, 1), o mesmo sinal de pk(x). Logo, em todos os pontos x diferentesdas ditas raízes,
p(x)pk(x)w(x) > 0.Porém, 
omo o grau de p(x) é igual a r < k, vem, pela propriedade anterior, que

〈p, pk〉w =

∫ 1

−1

p(x)pk(x)w(x) dx = 0,o que 
ontradiz o fa
to de p(x)pk(x)w(x) ser positivo em (−1, 1) ex
eptuando num número�nito de pontos (as raízes ξ1, . . . , ξr). �Exer
í
ios1. Sejam p0(x), p1(x), . . . , pn(x) polinómios ortogonais em Pn. Mostre que pk+1 (
om
0 ≤ k ≤ n− 1) se pode es
rever na forma

pk+1(x) =
αk+1

αk
xpk(x) +

k∑

i=0

dipi(x),para um determinado 
onjunto de es
alares reais d0, d1, . . . , dk. (Este fa
to é o pontode partida para a demonstração da fórmula de re
orrên
ia dada na aula anterior.)
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a II 64Aula 16: Integração GaussianaLembramos que qualquer fórmula de quadratura interpolatória tem um grau de exa
tidãoque varia entre n e 2n+1. Os polinómios ortogonais desempenham um papel fundamentalno desenvolvimento de fórmulas de quadratura 
om um grau de exa
tidão elevado (porexemplo, 2n+ 1).Consideremos um 
onjunto de pontos {x0, x1, . . . , xn}, 
omo nas aulas dadas sobreintegração numéri
a, mas, desta vez, 
ontidos no intervalo [−1, 1] � para podermos, maisfa
ilmente, apli
ar o material dado sobre polinómios ortogonais. Fi
a relegada para maistarde a integração Gaussiana sobre um intervalo [a, b] arbitrário.Pretendemos analisar fórmulas de quadratura interpolatórias para o 
ál
ulo de inte-grais do tipo
Iw(f) =

∫ 1

−1

f(x)w(x) dx,em que w(x) é uma função de ponderação, positiva e integrável em (−1, 1). A função
f tem que de�nir bem este integral (e.g., f 
ontínua em [−1, 1]). Estas fórmulas dequadratura interpolatória são da forma:

In,w(f) =

∫ 1

−1

Πnf(x)w(x) dx =

n∑

i=0

αif(xi),
om αi =
∫ 1

−1
ℓi(x)w(x) dx, i = 0, 1, . . . , n. A úni
a novidade aqui é a presença da função-peso w(x). Re
ordamos que Πnf(x) é o polinómio interpolador de f em {x0, x1, . . . , xn}e que os ℓ′is são os polinómios de Lagrange asso
iados a este 
onjunto de pontos deinterpolação.O teorema seguinte vai permitir-nos desenvolver uma fórmula de quadratura 
om graude exa
tidão igual a 2n+ 1.Teorema 1 Seja m um número inteiro positivo. Uma fórmula de quadratura interpola-tória Gaussiana tem grau de exa
tidão igual a n+m se e só se o polinómio (dito nodal)2

wn(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)for tal que
∫ 1

−1

wn(x)p(x)w(x) dx = 0 para todo o p ∈ Pm−1.Demonstração. Pode ser fa
ilmente 
on�rmado que a 
ondição é ne
essária.Provemos a su�
iên
ia desta 
ondição. Seja h um polinómio, qualquer, em Pn+m. Onosso obje
tivo é provar que In,w(h) = Iw(h), ou seja, que En,w(h) = 0. Como o grau2O leitor vai aper
eber-se que existe uma dis
repân
ia na notação utilizada nesta aula, uma vez queo polinómio nodal wn tem grau n + 1 e não grau n.
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a II 65de h é igual a n +m, existe um polinómio-quo
iente πm−1 ∈ Pm−1 e um polinómio-resto
qn ∈ Pn tais que

h(x) = wn(x)πm−1(x) + qn(x).Veja-se que h(xi) = qn(xi), i = 0, 1, . . . , n, uma 
onsequên
ia da de�nição do polinómionodal wn(x). A expressão para h e a 
ondição su�
iente impli
am que
∫ 1

−1

qn(x)w(x) dx =

∫ 1

−1

h(x)w(x) dx−
∫ 1

−1

wn(x)πm−1(x)w(x) dx =

∫ 1

−1

h(x)w(x) dx.Por outro lado, 
omo a fórmula de quadratura interpolatória tem grau de exa
tidão pelomenos igual a n, vem que In,w(qn) = Iw(qn). Logo,
n∑

i=0

αiqn(xi) =

∫ 1

−1

qn(x)w(x) dx.Combinando estas duas últimas igualdades e apli
ando h(xi) = qn(xi), i = 0, 1, . . . , n,resulta em
∫ 1

−1

h(x)w(x) dx =
n∑

i=0

αiqn(xi) =
n∑

i=0

αih(xi),o que mostra que o erro En,w(h) é nulo. �O valor máximo que podemos dar a m é n + 1 (porquê?). Se �zermos m = n + 1, a
ondição a satisfazer toma a forma
∫ 1

−1

wn(x)p(x)w(x) dx = 0 para todo o p ∈ Pn.Daqui 
on
luímos que o polinómio nodal wn, de grau igual a n+1, tem de ser ortogonal atodos os polinómios em Pn. Logo, wn deve ser um múltiplo de pn+1, o polinómio ortogonalde grau n+ 1 asso
iado à função-peso w(x) (porquê?). Assim sendo, as raízes de wn e de
pn+1 têm de 
oin
idir, ou seja, os pontos x0, x1, . . . , xn têm de ser es
olhidos de forma asatisfazer

pn+1(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n.Con
luímos, deste modo, que, para se atingir um grau de exa
tidão 2n + 1, dever-se-áes
olher 
omo pontos de interpolação x0, x1, . . . , xn para a fórmula de quadratura as raízesdo polinómio ortogonal pn+1 asso
iado à função de ponderação w(x).Quando for dado um intervalo [a, b] arbitrário, efe
tua-se uma mudança de variável ereduz-se os 
ál
ulos ao intervalo [−1, 1]. De fa
to, tem-se que
∫ b

a

f(x)w(x) dx =
b− a

2

∫ 1

−1

f(φ(ξ))w(φ(ξ)) dξ,
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om φ : [−1, 1] −→ [a, b] a transformação a�m de�nida por
φ(ξ) =

b− a

2
ξ +

a+ b

2
.Se se apli
ar ao 
ál
ulo do integral do membro do lado direito uma fórmula de quadraturaGaussiana do tipo

n∑

i=0

βif(φ(ξi)),isso 
orresponde a apli
ar, ao integral original, uma fórmula de quadratura da forma
n∑

i=0

αif(xi),
om xi = φ(ξi) e αi = (b − a)βi/2, i = 0, 1, . . . , n. Esta fórmula tem o mesmo grau deexa
tidão da fórmula apli
ada no intervalo [−1, 1] (ver exer
í
io).Exer
í
ios1. Por que motivo é que a 
ondição do Teorema 1 é ne
essária?2. Considere o 
ál
ulo aproximado do integral
∫ b

a

f(x)w(x) dxpor intermédio de uma fórmula de quadratura da forma
n∑

i=0

βif(xi)
om {x0, x1, . . . , xn} ⊂ [a, b]. Cal
ule os xi's e os βi's de forma a que esta fórmulatenha grau de exa
tidão máximo (2n+ 1) quando:(a) w(x) =
√
x, a = 0, b = 1 e n = 1.(b) w(x) = 2x2 + 1, a = −1, b = 1 e n = 0.(
) w(x) = 2 se 0 < x ≤ 1 e w(x) = 1 se −1 ≤ x ≤ 0, a = −1, b = 1 e n = 1.Es
reva somente a formulação, em 
ada alínea, dos sistemas que determinam os xi'se os βi's.3. Mostre que, se a fórmula de quadratura Gaussiana∑n

i=0 βif(φ(ξi)) tem grau de exa
-tidão igual a r em [−1, 1], então a fórmula de quadratura Gaussiana ∑n
i=0 αif(xi),em [a, b], tem, também, um grau de exa
tidão igual a r (
om xi = φ(ξi) e αi =

(b− a)βi/2, i = 0, 1, . . . , n).
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I(f) =

∫ 1

−1
f(x) dx, da forma

I1(f) = α0f(x0) + α1f(
√

3/3).(a) Para que valores de α0, α1 e x0 atinge esta fórmula o seu grau de exa
tidãomáximo? (No 
aso de α0 e α1 só pre
isa de indi
ar as suas expressões.)(b) Considere α1 = 0. Para que valores de α0 e x0 atinge a fórmula I0(f) = α0f(x0)o seu grau de exa
tidão máximo?(
) Classi�que as fórmulas que en
ontrou nas duas alíneas anteriores.
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a II 68Aula 17: Introdução à Aproximação Trigonométri
aMuitos fenómenos físi
os, 
omo os que envolvem a luz ou o som, apresentam 
ara
terísti
asperiódi
as. Uma função diz-se periódi
a se existir τ ∈ R+ tal que f(x + τ) = f(x) paratodo o x. Neste 
aso, o menor número real positivo τ para o qual esta propriedade severi�
a 
hama-se período de f . Para aproximar funções deste tipo vamos 
onsiderarpolinómios trigonométri
os. Os polinómios algébri
os são insatisfatórios para aproximarfunções periódi
as, uma vez que o úni
o polinómio algébri
o que é periódi
o é a função
onstante.Um polinómio trigonométri
o de ordem 2n+1 é uma 
ombinação linear de polinómiosde Fourier. Os polinómios de Fourier são dados por
φk(x) = eikx = cos(kx) + i sen(kx), k = 0,±1,±2, . . .Os polinómios de Fourier (e, 
onsequentemente, os trigométri
os) são funções perió-di
as, 
om período 2π. Não o
orre per
a de generalidade em parti
ularizar o período daaproximação. Se a função original f tiver período τ , então f(τx/2π) tem período 2π (verexer
í
io) e pode ser aproximada por polinómios trigonométri
os (designe-se por f̄ estaaproximação). A aproximação desejada é, então, dada por f̄(2πx/τ) e tem período τ .Observando que

1

2π

∫ 2π

0

φj(x)φk(x) dx =
1

2π

∫ 2π

0

ei(j−k)x dx =

{
1 j = k,
0 j 6= k,a�rmamos que os polinómios de Fourier são ortonormados relativamente ao produto in-terno3

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx.No 
ontexto geral da teoria de aproximação, 
onsideramos o espaço ve
torial 
omplexo Ede funções
L2(0, 2π) =

{

f : [0, 2π] −→ C :

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx < +∞
}

,onde este produto interno se en
ontra bem de�nido. A norma asso
iada ao produtointerno é dada por
‖f‖L2(0,2π) =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx
) 1

2

.Se tomarmos o subespaço de aproximação S 
omo sendo o subespaço gerado pelos 2n +
1 polinómios de Fourier φk(x), k = 0,±1,±2, . . . ,±n, podemos aproximar f pela suaproje
ção ortogonal sobre S, dada por

f ∗
2n(x) =

n∑

k=−n

f̂kφk(x),3Trata-se de um semiproduto interno e de uma seminorma, a menos, por exemplo, que as funçõessejam 
ontínuas em [0, 2π].
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a II 69em que os 
oe�
ientes f̂k, 
onhe
idos por 
oe�
ientes de Fourier, são dados por
f̂k = 〈f, φk〉L2(0,2π) =

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx.Esta proje
ção ortogonal satisfaz ‖f ∗
2n − f‖L2(0,2π) = minψ∈S ‖ψ − f‖L2(0,2π).É frequente a função f a aproximar ser real, existindo interesse, nesta situação, emque f ∗

2n seja, igualmente, uma função real. O polinómio trigonométri
o f ∗
2n é real se e sóse f ∗

2n = f ∗
2n. Como

n∑

k=−n

f̂kφk(x) =

n∑

k=−n

f̂ke
−ikx =

n∑

k=−n

f̂−ke
ikxe as funções φk são linearmente independentes, o polinómio trigonométri
o f ∗

2n é real se esó se
f̂k = f̂−k, k = 0,±1,±2, . . . ,±n.Deste modo, se o polinómio trigonométri
o f ∗

2n for real, este pode ser es
rito na forma
f ∗

2n(x) = f̂0 +

n∑

k=1

[

2Re(f̂k) cos(kx) − 2Im(f̂k)sen(kx)
]

.Vejamos o exemplo simples em que f(x) = sen(x). Tem-se que f2 = sen, uma vez que afunção seno pertente ao subespaço gerado por φ−1, φ0 e φ1. Se �zermos as 
ontas vemque
f̂−1 = i/2, f̂0 = 0 e f̂1 = −i/2.Logo,

f ∗
2 (x) = f̂0 + 2Re(f̂1) cos(x) − 2Im(f̂1)sen(x) = 0 + 0 cos(x) + 1 sen(x) = sen(x).Também se mostra, no 
aso real, que

f ∗
2n(x) = f̂0 +

n∑

k=1

2|f̂k| cos(θk + kx) ≃ f(x),em que o ângulo θk desempenha o papel de um deslo
amento de fase. A função periódi
a
f é, assim, aproximada por uma soma de n os
ilações harmóni
as da forma

2|f̂k| cos(θk + kx).Cada uma destas os
ilações tem
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• amplitude 2|f̂k|,
• frequên
ia k

2π
,

• período ou 
omprimento de onda 2π
k
,

• ângulo de fase θk.A sequên
ia |f̂0|, |f̂1|, . . . , |f̂n|, ou a sequên
ia dos seus quadrados, é 
onhe
ida por espe
tro(neste 
aso �nito) de f .Dependendo da forma 
omo a energia total de f , ‖f‖2
L2(0,2π), se distribui sobre oseu espe
tro, a função f pode ser suave (quando o espe
tro de
res
e rapidamente) ouruidosa (quando 
omponentes do espe
tro não são pequenas para frequên
ias k elevadas).A té
ni
a de suavização de uma função f 
om ruído 
onsiste, primeiro, em gerar os
oe�
ientes de Fourier, ou uma sua aproximação, para, a seguir, �ltrar estes 
oe�
ientes,suprimindo (anulando) os 
oe�
ientes 
orrespondentes a frequên
ias elevadas. Depois,re
onstrói-se uma nova função (mais suave do que a original) através dos 
oe�
ientes�ltrados.Apresentamos, de seguida, o resultado de uma experiên
ia de suavização, feita emMatlab, onde foram �ltrados perto de 85% dos 
oe�
ientes de Fourier (os de maiorfrequên
ia).
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Exer
í
ios1. Prove que se f tem período τ , então f(τx/2π) tem período 2π.2. Prove que se f for uma função real então
f̂ke

ikx + f̂−ke
−ikx = 2|f̂k| cos(θk + kx),para um determinado θk. Sugestão: Es
reva f̂k na forma |f̂k|eiθk .
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a II 713. Se f tiver período 2π também o têm as funções gm(x) = f(mx) (
om m um númerointeiro) e hα(x) = f(x − α) (
om α um número real). Mostre 
omo se rela
ionamos 
oe�
ientes de Fourier de f 
om os de gm e os de hα.
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a II 72Aula 18: Transformadas Dis
reta e Rápida de FourierA questão que se 
olo
a 
om maior premên
ia práti
a em aproximação de Fourier prende-se 
om o 
ál
ulo dos 
oe�
ientes de Fourier
f̂k = 〈f, φk〉L2(0,2π) =

1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx, k = 0,±1,±2, . . . ,±n.A expressão analíti
a da função f a aproximar é des
onhe
ida, o que impossibilita estaintegração de forma exa
ta. O que se 
onhe
e, em 
on
reto, é o valor da função num
onjunto �nito de N + 1 pontos de amostragem {x0, x1, . . . , xN}. Re
orrendo a esta in-formação, é possível apli
ar uma fórmula de quadratura para aproximar os integrais dos
oe�
ientes de Fourier. Na sua notação original, a fórmula trapezoidal 
omposta foiapresentada na forma
I1,m(f) = H

[
1

2
f(y0) + f(y1) + · · ·+ f(ym−1) +

1

2
f(ym)

]

.Na situação que temos em mãos, H = (2π − 0)/N e xj = 2πj/N , j = 0, 1, . . . , N .Reunindo esta informação, estamos em 
ondições de aproximar os 
oe�
ientes de Fourierpor
f̂k ≃ f̃k =

1

N

N−1∑

j=0

f(xj)e
−ik xj .Note que utilizámos o fa
to de f ter período 2π e, portanto, f(0) = f(2π), ou seja,

f(x0) = f(xN). Assim sendo, o número de pontos de amostragem baixa para N .Como veremos mais adiante, o número de pontos de amostragem deve ser igual aonúmero de 
oe�
ientes de Fourier a aproximar:
N = 2n+ 1.Os 
oe�
ientes de Fourier dis
retos f̃k de�nem uma aproximação para f ∗

2n:
f ∗

2n(x) ≃ f̃ ∗
2n(x) =

n∑

k=−n

f̃kφk(x).Curiosamente, esta função f̃ ∗
2n é a proje
ção ortogonal de f sobre o subespaço S geradopelos 2n + 1 polinómios de Fourier φk(x), k = 0,±1,±2, . . . ,±n, mas, relativamente aosemiproduto interno dis
reto, de�nido por
〈g, h〉N =

1

N

N−1∑

j=0

g(xj)h(xj)
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a II 73(que não é um produto interno em L2(0, 2π) pois 〈g, g〉N pode ser nulo sem que g o seja).Con�rma-se, no exer
í
io em baixo, que os polinómios de Fourier são ortonormados nestesemiproduto interno dis
reto. Além disso, 
onstata-se, através de um tipo de 
ál
ulossemelhante ao deste exer
í
io, que a aproximação dis
reta de Fourier f̃ ∗
2n interpola f nospontos xℓ, 
om ℓ = 0, 1, . . . , N − 1:

f̃ ∗
2n(xℓ) =

∑n
k=−n f̃kφk(xℓ) =

∑n
k=−n

(
1
N

∑N−1
j=0 f(xj)e

−ik xj

)

eik xℓ

= 1
N

∑N−1
j=0

(∑n
k=−n e

ik xℓe−ik xj
)
f(xj)

= · · ·
= f(xℓ).A transformação linear que 
onverte f(x0), f(x1), . . . , f(xN−1) em f̃−n, . . . , f̃−1, f̃0,

f̃1, . . . , f̃n 
hama-se transformada dis
reta de Fourier. Como xj = 2πj/N , apresentamosos 
oe�
ientes de Fourier dis
retos na forma:
f̃k =

1

N

N−1∑

j=0

f(xj)w
kj, k = −n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n,
om

w (= wN) = e−i2π/N .O número 
omplexo w perten
e ao 
ír
ulo unitário {u ∈ C : |u| = 1} e satisfaz wN =
1 = w0. Antes de representarmos matri
ialmente os 
oe�
ientes de Fourier dis
retos,vamos fazer uma modi�
ação nas linhas 
orrespondentes aos índi
es k = −n, . . . ,−1,rees
revendo-as 
omo

f̃k =
1

N

N−1∑

j=0

f(xj)w
kj wjN
︸︷︷︸

q

1

=
1

N

N−1∑

j=0

f(xj)w
(k+N)j .Quando o índi
e k varia de −n até −1, o índi
e k + N varia de −n + N até N − 1 ouseja, varia de n + 1 até N − 1:

k −1 −2 · · · −n
k +N 2n 2n− 1 · · · n + 1A forma matri
ial que pro
uramos é dada por















f̃0

f̃1...̃
fn
f̃−n...̃
f−1















=
1

N














1 1 1 · · · 1
1 w w2 · · · wN−1... ... ... ...
1 wn wn2 · · · wn(N−1)

1 wn+1 w(n+1)2 · · · w(n+1)(N−1)... ... ... ...
1 wN−1 w(N−1)2 · · · w(N−1)2



























f(x0)
f(x1)...
f(xn)
f(xn+1)...
f(xN−1)














.
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reta de Fourier representa-se, assim, por
z̃ =

1

N
Fz.A matriz F é designada por matriz da transformada dis
reta de Fourier. Esta matriz ésimétri
a e não singular. A sua inversa é dada por F−1 = F̄ /N (ver exer
í
io). Quando

N = 5, a matriz F toma a forma (lembre-se de que w5 = 1):
F =









1 1 1 1 1
1 w w2 w3 w4

1 w2 w4 w6 w8

1 w3 w6 w9 w12

1 w4 w8 w12 w16









=









1 1 1 1 1
1 w w2 w3 w4

1 w2 w4 w w3

1 w3 w w4 w2

1 w4 w3 w2 w









.À transformação linear que, dados os 
oe�
ientes dis
retos de Fourier, reproduz osvalores de f nos pontos de amostragem 
hama-se transformada dis
reta de Fourier inversa.Pelo que a
abámos de ver, esta transformação linear opera da seguinte forma:
z = NF−1z̃ = F̄ z̃.Na práti
a, para pro
essar sinais, sobretudo quando sujeitos a ruído, é ne
essáriotomar um número de amostragens elevado, o que se reper
ute em produtos matriz-ve
tor(
om as matrizes F e F̄ ) de grandes dimensões.Constata-se, fa
ilmente, que o número de operações elementares (adições, subtra
ções,multipli
ações e divisões) para efe
tuar o produto entre uma matriz em CN×N e um ve
torem C

N é um polinómio de grau 2 em N . É possível mostrar, aliás, que o primeiro termodeste polinómio é 8N2.Os produtos 
omplexos matriz-ve
tor envolvendo as matrizes F ou F̄ podem ser or-ganizados de forma a que as operações elementares passem a ser, em número, dominadaspor 5N log2N (apli
ando, re
ursivamente, a té
ni
a do exer
í
io em baixo). Este tipo de
ál
ulos é 
onhe
ido por transformada rápida de Fourier, em inglês fast Fourier transform(FFT). Os ganhos de 5N log2N em relação a 8N2 são maiores do que aparentam (por
onveniên
ia da apresentação 
onsidera-se N par e potên
ia de 2):
N 8N2

5N log2N

32 ≃ 10
1024 ≃ 160
32768 ≃ 3500

1048574 ≃ 84000
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í
ios1. Mostre que 〈φk, φℓ〉N é igual a 1 se k = ℓ e igual a 0 se k 6= ℓ, 
om k e ℓ a variarem {−n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n}. (O 
aso k = ℓ é trivial. O 
aso k 6= ℓ resulta de umasoma geométri
a.)2. Prove que 〈φk, φℓ〉N é igual a 1 se k = ℓ(mod N) e igual a 0 se k 6= ℓ(mod N),quaisquer que sejam os inteiros k e ℓ.3. Prove que φk e φℓ 
oin
idem em todos os pontos de amostragem x0, x1, . . . , xN−1 se
k = ℓ(mod N). (O fa
to de não ser possível distinguir, no 
onjunto de amostragem,duas os
ilações 
om estas 
ara
terísti
as está na base do fenómeno 
onhe
ido pordistorção.)4. Mostre que a matriz F da transformada dis
reta de Fourier é simétri
a e não singular(e que a sua inversa é dada por F̄ /N).5. Mostre que, para N par,

N−1∑

j=0

zjx
j = ppar(x

2) + x pimp(x
2)
om

ppar(x) = z0 + z2x+ · · ·+ zN−2x
N
2
−1 e pimp(x) = z1 + z3x+ · · ·+ zN−1x

N
2
−1.(Esta té
ni
a está na base da transformada rápida de Fourier.)6. Considere a matriz da transformada dis
reta de Fourier de ordem 3:

F =





1 1 1
1 w w2

1 w2 w4



 .(a) Es
reva as 
omponentes de F em função de, apenas, 1, w e w2. Marque 1 = w0,
w = w1 e w2 no 
ír
ulo unitário do plano 
omplexo.(b) Mostre que FF̄ = 3I. Identi�que F−1.(
) Mostre que FC = DF em que

C =





0 0 1
1 0 0
0 1 0



e D é a matriz diagonal de elementos diagonais 1, w e w2. Quais são os valorespróprios de C?
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reva a matriz (
ir
ulante)
H =





h0 h2 h1

h1 h0 h2

h2 h1 h0



em função das potên
ias de C dadas por I = C0, C e C2.(e) Multiplique esta expressão para H , à esquerda, por F e, à direita, por F−1.Con
lua que F também diagonaliza H . Quais são os valores próprios de H?
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ional de um Problema deCondições de FronteiraDada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsideremos o seguinte problema de 
ondiçõesde fronteira, designado por (P):en
ontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P)É fá
il 
onstatar, ao integrar f duas vezes seguidas e ao utilizar as 
ondições de fronteira

u(0) = u(1) = 0 para determinar o valor das 
onstantes de integração, que o problema (P)admite uma e uma só solução.Se multipli
armos a equação diferen
ial ordinária −u′′(x) = f(x) por uma funçãoteste v de�nida em [0, 1] e integrarmos ambos os membros de 0 até 1 obtemos
−
∫ 1

0

u′′(x)v(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.Ao integrarmos, por partes, o termo do membro do lado esquerdo vem que
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− [u′(x)v(x)]
1
0

︸ ︷︷ ︸

q

u′(1)v(1) − u′(0)v(0)

=

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

Se v(0) = v(1) = 0 então
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.Estes dois integrais estão bem de�nidos se u′, v e v′ forem integráveis em [0, 1].Esta integração informal sugere, à primeira vista, que 
onsideremos o espaço ve
torial
{v : v ∈ C[0, 1], v(0) = v(1) = 0, v′ ∈ C[0, 1]} .Os ve
tores deste espaço são, seguramente, funções integráveis e 
om derivadas integráveisem [0, 1]. Para o tipo de esquemas numéri
os que introduziremos mais tarde, este espaçomostrar-se-á insatisfatório. Será ne
essário 
onsiderar funções teste v 
uja derivada édes
ontínua em determinados pontos do intervalo [0, 1]. Assim, 
onsideramos o espaçove
torial V de�nido por

V = {v : v ∈ C[0, 1], v(0) = v(1) = 0, v′ 
ontínua por troços e limitada em [0, 1]} .Ilustramos um exemplo de um elemento de V 
om seis troços na �gura seguinte.
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-
0

6

1

As funções derivadas das funções em V são, desta forma, integráveis em [0, 1]. Note-seque estas funções derivadas não pre
isam de estar de�nidas nos pontos que delimitam ostroços ou subintervalos. Assumimos que o número de troços é �nito.Estão bem de�nidos, em V , o produto interno
〈v1, v2〉 =

∫ 1

0

v1(x)v2(x) dx,e a norma
‖v‖ =

√

〈v, v〉 =

√
∫ 1

0

v(x)2 dx.Estamos preparados para de�nir o problema varia
ional (V) asso
iado ao problema de
ondições de fronteira (P):en
ontrar u ∈ V tal que 〈u′, v′〉 = 〈f, v〉 para todo o v ∈ V. (V)Os problemas (P) e (V) são equivalentes, no sentido em que têm as mesmas soluções.Teorema 1 Se u for uma solução do problema de 
ondições de fronteira (P) então uresolve o problema varia
ional (V).Se u for uma solução do problema varia
ional (V) e u′′ existir e for 
ontínua em [0, 1]então u resolve o problema de 
ondições de fronteira (P).Demonstração. A primeira impli
ação já foi provada informalmente. Se u for soluçãode (P) então u′′ 
oin
ide 
om −f e é, por hipótese, 
ontínua em [0, 1]. Assim sendo, todaa integração informal feita no iní
io da aula está bem de�nida para funções teste v em V .Provemos a impli
ação re
ípro
a. Seja u uma solução do problema varia
ional (V).Então u satisfaz as 
ondições de fronteira u(0) = u(1) = 0 e
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx para todo o v ∈ V.



Aula 19 � Matemáti
a Numéri
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ontínua em [0, 1], é possível integrar, por partes, o integral do membro dolado esquerdo:
−
∫ 1

0

u′′(x)v(x) dx+ [u′(x)v(x)]
1
0

︸ ︷︷ ︸

q

u′(1)v(1) − u′(0)v(0) = 0

=

∫ 1

0

f(x)v(x) dx para todo o v ∈ V.Desta forma,
−
∫ 1

0

(u′′(x) + f(x)) v(x) dx = 0 para todo o v ∈ V,o que, pela 
ontinuidade de u′′ + f , impli
a
u′′(x) + f(x) = 0 para todo o x ∈ (0, 1),demonstrando que u é solução da equação diferen
ial do problema (P). �Prova-se, ainda, que a solução do problema varia
ional (V) é úni
a. Suponhamos queo problema (V) admitia duas soluções, u1 e u2. Para qualquer v ∈ V viria que

〈u′1, v′〉 = 〈f, v〉
〈u′2, v′〉 = 〈f, v〉.Subtraindo estas igualdades membro a membro e es
olhendo v = u1 − u2 ∈ V , resultariaem

〈u′1 − u′2, u
′
1 − u′2〉 = 0.Con
luir-se-ia daqui (ver exer
í
io) que u1−u2 = 0 em [0, 1], o que demonstra a uni
idadede solução do problema (V).Exer
í
ios1. Considere a função

v(x) =

{

2x x ∈ [0, 1/2],

2 − 2x x ∈ (1/2, 1].Veri�que que v está em V .2. Prove que a apli
ação que a 
ada par de elementos v1, v2 de V faz 
orresponder onúmero real 〈v1, v2〉 =
∫ 1

0
v1(x)v2(x) dx é um produto interno em V .3. (Difí
il.) Demonstre que se z é uma função 
ontínua em [0, 1] e

〈z, v〉 =

∫ 1

0

z(x)v(x) dx = 0 para todo o v ∈ Ventão z é a função nula em [0, 1].
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ente a V tal que 〈v′, v′〉 = 0.(a) Mostre, primeiro, que v′ se anula em todos os pontos de [0, 1] que não sãoextremos de subintervalos a de�nir troços 
ontínuos de v′.(b) Mostre que a função v é nula. Con
lua, deste modo, que a função v′ tambémé nula.5. Dada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsidere o seguinte problema de 
ondiçõesde fronteira:en
ontrar u ∈ C2[0, 1] : {

−u′′(x) + u(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P')(a) En
ontre a formulação varia
ional (V') deste problema, provando que se ufor uma solução do problema de 
ondições de fronteira (P') então u resolve oproblema varia
ional (V').(b) Prove que se u for uma solução do problema varia
ional (V') e u′′ existir e for
ontínua em [0, 1] então u resolve o problema de 
ondições de fronteira (P').
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a II 81Aula 20: Prin
ípio de Energia Poten
ial Mínima paraum Problema de Condições de FronteiraO problema de 
ondições de fronteira,en
ontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,
(P)
om f ∈ C[0, 1], 
onstitui um modelo elementar para várias situações em me
âni
a 
on-tínua.Por exemplo, o deslo
amento tangen
ial de uma barra elásti
a �xa em ambas as ex-tremidades, quando sujeita a uma força tangen
ial de intensidade f , é traduzido peloproblema (P).

0 1
-

f(x)

-
u(x)Designemos por σ(x) a tra
ção e por u(x) o deslo
amento (ambos tangen
iais). Sob ahipótese dos pequenos deslo
amentos e supondo que o material é linearmente elásti
o, odeslo
amento tangen
ial u(x) obede
e a

σ(x) = Eu′(x) (lei de Hooke),
−σ′(x) = f(x) (equação de equilíbrio),
u(0) = u(1) = 0 (
ondições de fronteira).Assumindo que o módulo de elasti
idade E é igual a 1 e substituindo σ(x) = u′(x) nasegunda equação, obtém-se o problema (P).O deslo
amento transversal u(x) de uma 
orda elásti
a, 
om tensão igual a 1, �xaem ambas as extremidades e sujeita a uma força transversal de intensidade f(x) obede
e,também, à formulação (P).
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0 1

?
f(x)

u(x)

Em ambos os problemas apresentados, as quantidades
1

2
a(v, v)

def
=

1

2
〈v′, v′〉 =

1

2

∫ 1

0

v′(x)2 dx e 〈f, v〉 =

∫ 1

0

f(x)v(x) dxrepresentam, respe
tivamente, a energia elásti
a interna e a energia poten
ial asso
iadaao deslo
amento de�nido por v ∈ V . A fun
ional
J(v)

def
=

1

2
a(v, v) − 〈f, v〉mede a energia poten
ial total asso
iada ao deslo
amento v ∈ V .Esta motivação leva-nos à 
olo
ação de uma segunda formulação do problema (P):en
ontrar u ∈ V tal que J(u) ≤ J(v) para todo o v ∈ V. (M)Este problema está asso
iado ao prin
ípio da energia poten
ial mínima em me
âni
a.Matemati
amente, este problema é equivalente ao problema de 
ondições de fronteira (P),no sentido em que têm as mesmas soluções se u′′ existir e for 
ontínua. Vimos, na aulaanterior que o problema (P) era equivalente, neste sentido, ao problema varia
ional (V).Vamos ver, agora, que os problemas (V) e (M) são equivalentes.A notação a(v, v) = 〈v′, v′〉 não foi introduzida ao a
aso e 
orresponde à forma dedesignar as apli
ações bilineares no 
ontexto de formulações varia
ionais. De fa
to, afunção que a 
ada par de ve
tores v1 e v2 em V faz 
orresponder o número real

a(v1, v2)
def
= 〈v′1, v′2〉 =

∫ 1

0

v′1(x)v
′
2(x) dxé uma apli
ação ou forma bilinear (ver exer
í
io). Com esta forma bilinear, rees
revemoso problema (V) na formaen
ontrar u ∈ V tal que a(u, v) = 〈f, v〉 para todo o v ∈ V. (V)Teorema 1 O problema varia
ional (V) e o problema de energia mínima (M) têm asmesmas soluções.
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a II 83Demonstração. Suponhamos que u é uma solução do problema (M). O fa
to de V serum espaço ve
torial impli
a que u + tv está em V , quaisquer que sejam v ∈ V e t ∈ R.Es
olha-se um v qualquer em V . Tem-se que J(u) ≤ J(u + tv) para todo o t ∈ R.De�na-se a seguinte função g real de variável real (já nossa 
onhe
ida das aulas sobreoptimização):
g(t)

def
= J(u+ tv).Como g(0) = J(u), é óbvio que g atinge um mínimo em zero.Fazendo as 
ontas, vemos que g é uma função quadráti
a em t:

g(t) = J(u+ tv) =
1

2
a(u, u) + t a(u, v) +

t2

2
a(v, v) − 〈f, u〉 − t〈f, v〉.Sendo g uma função 
ontinuamente diferen
iável em t, g′(0) = 0, ou seja,

a(u, v) − 〈f, v〉 = 0,o que mostra que u resolve (V).Provemos, re
ipro
amente, que as soluções de (V) são minimizantes de J , por outraspalavras, soluções de (M). Seja u uma solução do problema varia
ional (V). Para todo o
v em V , 
onsidere w = v − u ∈ V . Veja que
J(v) = J(u+ w) =

a(u, u)

2
+ a(u, w)
︸ ︷︷ ︸

q

〈f, w〉

+
a(w,w)

2
− 〈f, u〉 − 〈f, w〉 = J(u) +

a(w,w)

2
.

Como a(w,w) ≥ 0, tem-se que J(v) ≥ J(u), 
omo queríamos demonstrar. �Exer
í
ios1. Considere a apli
ação a : V × V −→ R, que a 
ada par de elementos v1 e v2 em Vfaz 
orresponder o número real
a(v1, v2)

def
= 〈v′1, v′2〉 =

∫ 1

0

v′1(x)v
′
2(x) dx.(a) Prove que a é uma apli
ação ou forma bilinear, ou seja, que satisfaz as igual-dades

a(αv1 + βv2, v3) = αa(v1, v3) + βa(v2, v3),

a(v1, αv2 + βv3) = αa(v1, v2) + βa(v1, v3),para todos os elementos v1, v2 e v3 de V e para todos os es
alares reais α e β.(b) Mostre que a é uma forma bilinear simétri
a: a(v1, v2) = a(v2, v1) para todosos v1, v2 ∈ V .
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) Diga por que é que a é uma forma bilinear de�nida positiva: a(v, v) > 0 paratodo o 0 6= v ∈ V .2. Dada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsidere, novamente, o problema de 
on-dições de fronteira:en
ontrar u ∈ C2[0, 1] : {

−u′′(x) + u(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P')Seja (V') o problema varia
ional en
ontrado no exer
í
io da aula anterior.(a) Considere, agora,

a(v1, v2)
def
= 〈v′1, v′2〉 + 〈v1, v2〉.Prove que a é uma forma bilinear, simétri
a e positiva de�nida.(b) Rees
reva o problema varia
ional (V') utilizando esta apli
ação bilinear.(
) En
ontre o problema de energia mínima (M') asso
iado a (V') e prove que sãoequivalentes (no sentido de terem as mesmas soluções).
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a II 85Aula 21: Método de Elementos Finitos para um Pro-blema de Condições de FronteiraRelembremos a de�nição do espaço ve
torial V :
V = {v : v ∈ C[0, 1], v(0) = v(1) = 0, v′ 
ontínua por troços e limitada em [0, 1]} .A ideia 
entral do método de elementos �nitos para a resolução do problema de 
ondiçõesde fronteira (P) 
onsiste em 
onsiderar um subespaço de V 
om dimensão �nita.Este subespaço de dimensão �nita é 
onstruído 
onsiderando uma partição do intervalo

[0, 1], 
om n+ 1 subintervalos de�nidos pelos nós ou extremidades
0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1.Para simpli�
ar a apresentação, trabalharemos 
om subintervalos de amplitude uniforme:

xi+1 − xi = h, i = 0, . . . , n, em que h =
1

n+ 1
.Quanto mais pequeno h for (ou quanto maior n for) mais �na é a dis
retização do intervalo

[0, 1].Fixo um valor para h e dada a 
orrespondente dis
retização do intervalo [0, 1], torna-se fá
il identi�
ar subespaços de V 
om dimensão �nita. Para o efeito, basta es
olherem 
ada subintervalo funções perten
entes a subespaços de dimensão �nita, 
omo, porexemplo, os polinómios de grau inferior ou igual a um dado número natural.Uma es
olha natural para um subespaço Vh de V , 
om dimensão �nita, é dado pelasfunções 
ontínuas em [0, 1], lineares nos n + 1 subintervalos (ou troços) de [0, 1].
-

0

6

x1

x2
x3 x4 x5 1
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a II 86Este subespaço Vh tem dimensão n. Em 
ada um dos n + 1 troços há dois graus deliberdade, 
orrespondentes à representação de polinómios de grau menor que ou iguala um. No entanto, é exigida a 
ontinuidade nos pontos interiores da dis
retização (emnúmero igual a n) e valor zero nas extremidades 0 e 1. O resultado dá:dim(Vh) = 2(n+ 1) − n− 2 = n.Uma base para Vh é dada pelas funções (lineares por troços) que tomam o valor 1 numnó interior e 0 nos restantes:
ψj(xi) = δijquaisquer que sejam i, j ∈ {1, . . . , n}. É fá
il veri�
ar que estas n funções são linearmenteindependentes. Quando n = 1 e h = 1/2, Vh é gerado por uma úni
a função.Esta base de funções tem suporte lo
al. A função ψj anula-se de 0 até xj−1 e de xj+1até 1. O seu suporte (a região onde não se anula) vai de xj−1 a xj+1. A derivada de ψj ,
onsiderada apenas no interior dos subintervalos, também se anula nos mesmos troços.As derivadas das funções da base têm, também, suporte lo
al.Consideremos um elemento v de Vh, es
rito 
omo 
ombinação linear de ψ1, . . . , ψn

v(x) =

n∑

i=1

ηiψi(x) x ∈ [0, 1].É fá
il 
onstatar que ηi = v(xi), i = 1, . . . , n (o que mostra que esta 
ombinação linear éúni
a e que 
on�rma o fa
to de {ψ1, . . . , ψn} ser uma base de Vh).O método de elementos �nitos 
onsiste em 
al
ular uma aproximação para a solução
u do problema de 
ondições de fronteira (P) através da resolução do problemaen
ontrar uh ∈ Vh tal que a(uh, v) = 〈f, v〉 para todo o v ∈ Vh (Vh)(método de Galerkin), ou do problemaen
ontrar uh ∈ Vh tal que J(uh) ≤ J(v) para todo o v ∈ Vh (Mh)(método de Ritz). No 
ontexto do problema (P), os problemas (Vh) e (Mh) são equiva-lentes.Con
entremo-nos na variante do método de Galerkin. Em primeiro lugar, observamosque se uh resolve (Vh) então, em parti
ular, uh resolve

a(uh, ψ1) = 〈f, ψ1〉,...
a(uh, ψn) = 〈f, ψn〉.Re
ipro
amente, suponhamos que uh satisfaz estas n igualdades. Seja v um elemento de

Vh. Es
reva-se este elemento 
omo 
ombinação linear dos ψ's. Se multipli
armos estas n
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a II 87igualdades pelos 
oe�
ientes desta 
ombinação linear e, depois, as somarmos, 
onstatamosque uh é solução de (Vh).Agora, substituindo uh pela sua 
ombinação linear uh(x) =
∑n

i=1 ξiψi(x), vem que
a(ψ1, ψ1)ξ1 + · · ·+ a(ψn, ψ1)ξn = 〈f, ψ1〉,...
a(ψ1, ψn)ξ1 + · · · + a(ψn, ψn)ξn = 〈f, ψn〉.Rees
revemos este sistema de equações lineares na forma matri
ial:

Aξ = b ⇐⇒






a(ψ1, ψ1) · · · a(ψn, ψ1)... . . . ...
a(ψ1, ψn) · · · a(ψn, ψn)











ξ1...
ξn




 =






〈f, ψ1〉...
〈f, ψn〉




 .Provámos, assim, que resolver este sistema é equivalente a resolver o problema (Vh).O suporte lo
al das derivadas das funções da base está na génese do método de ele-mentos �nitos. A matriz A deste sistema é esparsa, ou seja, tem muitos elementos nulos:

a(ψi, ψj) = 0 se |i− j| > 1.Os úni
os elementos não nulos da matriz A são os das suas diagonal prin
ipal e sub-diagonais prin
ipais:
a(ψi, ψi) =

∫ xi+1

xi−1

ψ′
i(x)

2 dx =

∫ xi+1

xi−1

1

h2
dx =

2

he
a(ψi, ψi+1) =

∫ xi+1

xi

ψ′
i(x)ψ

′
i+1(x) dx =

∫ xi+1

xi

− 1

h2
dx = −1

h
.A matriz A ∈ Rn×n é, então, dada por

A = K =
1

h














2 −1 0 · · · 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 0 0 0... . . . . . . ...
0 0 0

. . . 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2














.

Esta matriz é tridiagonal, simétri
a e de�nida positiva.A matriz K (que neste 
aso 
oin
ide 
om A) é designada por matriz de rigidez e ove
tor b por ve
tor de 
arga � uma terminologia importada das apli
ações originais dométodo de elementos �nitos em me
âni
a.
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í
ios1. Mostre que {ψ1, . . . , ψn} é linearmente independente em V .2. Prove que a matriz de rigidez K é de�nida positiva.3. Considere o método de Ritz de�nido pela resolução do problema (Mh).(a) Mostre que este método 
onsiste em en
ontrar uh ∈ Vh tal que o ve
tor
[ uh(x1) · · · uh(xn) ]⊤ é solução do problema de optimização

min
z∈Rn

1

2
z⊤Az − b⊤z.(b) Resolva o problema da alínea anterior e mostre que a solução (úni
a) do métodode Ritz 
oin
ide 
om a do método de Galerkin.4. Considere o problema varia
ional (V') asso
iado ao problema de 
ondições de fron-teira (P') men
ionado nas duas últimas aulas.(a) Identi�que o problema (V'h), mostrando que a matriz A pode ser es
rita naforma

A = K +M,em que K é a matriz de rigidez e M ∈ Rn×n, designada por matriz de massa,é dada por
M =

h

6














4 1 0 · · · 0 0 0
1 4 1 0 0 0
0 1 4 0 0 0... . . . . . . ...
0 0 0

. . . 4 1 0
0 0 0 1 4 1
0 0 0 0 1 4














.

(b) Identi�que o problema (M'h) asso
iado ao método de Ritz.(
) Prove (por dois pro
essos diferentes) que os problemas (V'h) e (M'h) são equi-valentes (no sentido de terem as mesmas soluções).5. Prove que {ψ1, . . . , ψn} é uma base de Vh (mostrando que é linearmente independentee que gera Vh).6. Dada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsidere o seguinte problema de 
ondiçõesde fronteira:en
ontrar u ∈ C4[0, 1] tal que 





u(4)(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

u′′(0) = u′′(1) = 0.
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a II 89(a) Mostre, através da mudança de variável y = −u′′, que é possível rees
rever aequação diferen
ial u(4)(x) = f(x) 
omo um sistema formado pelas equações
−u′′(x) = y(x) e −y′′(x) = f(x).(b) En
ontre, então, a seguinte formulação varia
ional para o problema de 
ondi-ções de fronteira (V é o espaço das funções teste usual): en
ontrar u, y ∈ Vtais que

〈u′, v′〉 − 〈y, v〉 = 0 ∀v ∈ V,

〈y′, v′〉 = 〈f, v〉 ∀v ∈ V.(
) Considere as funções teste ψ1, . . . , ψn do método dos elementos �nitos. Pro-
edendo de forma análoga à deste método, en
ontre um sistema de equaçõeslineares que permita 
al
ular aproximações uh(x) =
∑n

i=1 ξiψi(x) e yh(x) =
∑n

i=1 πiψi(x) para o problema varia
ional anterior.
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a II 90Aula 22: Uma Estimativa para o Erro no Método deElementos FinitosEstamos interessados em estimar o erro absoluto entre a solução uh obtida pelo métodode elementos �nitos e a solução u do problema de 
ondições de fronteira (P).Vimos que a solução u de (P) satisfaz a formulação varia
ional (V). Como Vh ⊂ V ,vem que
a(u, v) = 〈f, v〉 para todo o v ∈ Vh.Por outro lado, 
omo também foi visto anteriormente, uh satisfaz
a(uh, v) = 〈f, v〉 para todo o v ∈ Vh.Logo,

a(u− uh, v)
def
= 〈(u− uh)

′, v′〉 = 0 para todo o v ∈ Vh.Mostrámos, desta forma, que u − uh é ortogonal ao subespaço Vh para o produtointerno da energia
〈v1, v2〉a def

= 〈v′1, v′2〉 =

∫ 1

0

v′1(x)v
′
2(x) dx.De�nindo a norma da energia

‖v‖a def
= ‖v′‖ =

√
∫ 1

0

v′(x)2 dx,temos, pelas propriedades da proje
ção ortogonal sobre um subespaço de dimensão �nita,que
‖u− uh‖a ≤ ‖u− v‖a para todo o v ∈ Vh.Formalizamos este resultado no seguinte enun
iado.Teorema 1 Sejam u a solução de (P) e uh a solução de (Vh). Então
‖u− uh‖a ≤ ‖u− v‖a para todo o v ∈ Vh.A �exibilidade dada nesta estimativa permite-nos obter limites superiores para o errona norma da energia ‖ · ‖a, ao es
olhermos diferentes elementos em Vh. Dentro destes,sele

ionamos a função wh em Vh que interpola a solução u nos nós 0, x1, . . . , xn, 1. Épossível provar, re
orrendo a argumentos interpolatórios, que

‖u− wh‖a ≤ h

π
‖u′′‖ =

h

π
‖f‖.Apli
ando o teorema anterior 
hegamos à nossa primeira estimativa para o erro.
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a II 91Corolário 1 Sejam u a solução de (P) e uh a solução de (Vh). Então
‖u− uh‖a ≤ h

π
‖f‖.Vemos, assim, que o erro entre a solução u do problema de 
ondições de fronteira (P)e a aproximação uh do método de elementos �nitos é da ordem de h, quando medido nanorma da energia. Esta estimativa limita o erro nas derivadas (u − uh)

′ e é importante,em si mesma, no 
ontexto dos problemas de apli
ação. Por exemplo, nos dois exemplosque vimos anteriormente, u′ representa uma deformação, desempenhando um papel maisrelevante que o próprio deslo
amento u.A partir da estimativa para o erro ‖(u− uh)
′‖ desenvolver-se-ia uma estimativa parao erro ‖u − uh‖ também linear em h (ver exer
í
io). É possível, porém, derivar umaestimativa para o erro ‖u− uh‖ da ordem de h2.Teorema 2 Sejam u a solução de (P) e uh a solução de (Vh). Então

‖u− uh‖ ≤ h2

π2
‖u′′‖ =

h2

π2
‖f‖.Demonstração. Vamos utilizar um argumento de dualidade, também 
onhe
ido portruque de Nits
he. Considere-se o seguinte problema varia
ional:en
ontrar z ∈ V tal que a(z, v) = 〈u− uh, v〉 para todo o v ∈ V.Sendo zh a aproximação 
al
ulada pelo método dos elementos �nitos, tem-se, pelo que foivisto antes do teorema, que

‖z − zh‖a ≤ h

π
‖u− uh‖.Além disso, a es
olha v = u− uh origina:

a(z, u− uh) = ‖u− uh‖2.Vimos, no iní
io da aula, que
a(v, u− uh) = a(u− uh, v) = 0 para todo o v ∈ Vh.Subtraindo membro a membro as duas últimas desigualdades, obtém-se
a(z − v, u− uh) = ‖u− uh‖2 para todo o v ∈ Vh.Logo, utilizando a desigualdade Cau
hy-S
hwartz

a(z − v, u− uh) = 〈z − v, u− uh〉a ≤ ‖z − v‖a‖u− uh‖a
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a II 92e fazendo v = zh, vem que
‖u− uh‖2 ≤ ‖z − zh‖a‖u− uh‖a.Apli
amos, ao segundo membro, as estimativas já provadas para a aproximação do métodode elementos �nitos, es
revendo

‖u− uh‖2 ≤
(
h

π
‖u− uh‖

)(
h

π
‖f‖

)

.

� Corremos, em Matlab, o método dos elementos �nitos para o problema de 
ondiçõesde fronteira (P) 
om f(x) = x2. A solução deste problema é u(x) = −(x4 − x)/12.Apresentamos, na tabela seguinte, o erro entre a aproximação uh e a solução u, assim
omo o limite superior para o erro do Teorema 2 e o valor de h2 = 1/(n + 1)2. O errofoi sempre inferior ao limite superior. O 
ál
ulo das normas em V foi aproximado pelafórmula trapezoidal 
omposta ‖g‖2 ≃ h (g(0)2/2 +
∑n

i=1 g(xi)
2 + g(1)2/2).

n ‖u− uh‖ h2‖f‖/π2 h210 1.26e-004 3.77e-004 8.26e-003100 1.49e-006 4.44e-006 9.80e-0051000 1.52e-008 4.52e-008 9.98e-00710000 1.52e-010 4.53e-010 1.00e-008A matriz tridiagonal A foi armazenada de forma esparsa. Apli
ou-se a fórmula trape-zoidal 
omposta para 
al
ular 
ada 
omponente do ve
tor b = [ 〈f, ψ1〉 · · · 〈f, ψn〉 ]⊤.Exer
í
ios1. Usando a relação, dada pelo teorema fundamental do 
ál
ulo integral,
(u− uh)(x) =

∫ x

0

(u− uh)
′(y) dy,prove que ‖(u− uh)

′‖ ≤ (h/π)‖f‖ impli
a ‖u− uh‖ ≤ (h/π)‖f‖.2. Cal
ule 〈f, ψi〉, i = 1, . . . , n, re
orrendo à fórmula trapezoidal 
omposta.3. Dada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsidere o problema de 
ondições de fron-teira (P), aqui des
rito novamente:en
ontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P)
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a II 93O obje
tivo deste exer
í
io é 
onhe
er o método das diferenças �nitas para a re-solução do problema (P) e estabele
er a sua relação 
om o método dos elementos�nitos. Considere o intervalo [0, 1] dis
retizado na forma
0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1.Seja uk uma aproximação para u(xk), k = 0, 1, . . . , n, n+ 1.(a) Com k a variar de 1 até n, es
reva uma aproximação para u′′(xk) re
orrendo àfórmula das diferenças 
entrais de segunda ordem.(b) Tome o simétri
o da aproximação obtida na alínea anterior e faça-o iguala f(xk). Reúna todas estas igualdades num sistema de equações lineares ees
reva-o na sua forma matri
ial.(
) Veri�que que este sistema é equivalente ao que foi obtido para o método doselementos �nitos, quando se utiliza a fórmula trapezoidal 
omposta para apro-ximar 〈f, ψk〉, k = 1, . . . , n.4. Dada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsidere o seguinte problema de 
ondiçõesde fronteira (P):en
ontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P)Considere {Ψ0,Ψ1, . . . ,Ψn} ⊂ C2[0, 1], 
om n ∈ N. Tome ū(x) =

∑n
i=0 αiΨi(x) emque α0, α1, . . . , αn são 
oe�
ientes reais.Este exer
í
io pretende dar a 
onhe
er os métodos de 
olo
ação.(a) Substitua u por ū na equação diferen
ial e diferen
ie.(b) Que 
ondições devem as funções Ψ0,Ψ1, . . . ,Ψn e os 
oe�
ientes α0, α1, . . . , αnsatisfazer para que ū veri�que as 
ondições de fronteira?(
) Considere, agora, n− 1 pontos x1 < · · · < xn−1 em (0, 1). Es
reva um sistemade n+1 equações lineares (na forma matri
ial) que permita determinar ū 
omoaproximação da solução u.(d) Faça, Ψi(x) = xi, i = 0, 1, . . . , n. Es
reva a matriz do sistema da alíneaanterior. Mostre que esta matriz é não singular quando n = 3.
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a II 94Aula 23: Con
eitos Bási
os sobre Problemas de ValorIni
ialUm problema de valor ini
ial (ou problema de Cau
hy) 
onsiste emen
ontrar y ∈ C1(I) tal que {

y′(t) = f(t, y(t)) se t ∈ I,

y(t0) = y0.
(I)A função f(t, y) é 
onhe
ida, bem 
omo o instante ini
ial t0 e o valor y0 da função yem t0. Tem-se que y′(t) = dy/dt(t). É dado, também, um intervalo I, que 
ontém oponto t0. Na práti
a, este intervalo nem sempre é espe
i�
ado. A equação diferen
ialordinária (de primeira ordem) y′ = f(t, y) des
reve o de
live da 
urva y no ponto t. Emmuitos problemas de valor ini
ial, não é possível en
ontrar uma solução analíti
a, sendone
essário o re
urso a um método numéri
o.Como exemplo de um problema de valor ini
ial (I), tome-se

y′ = y tan(t+ 3),

y(−3) = −1,em que f(t, y) = y tan(t + 3), t0 = −3 e y0 = −1. A solução analíti
a deste problema é
y(t) = se
(t+ 3) para −π/2 < t+ 3 < π/2.As questões que se 
olo
am, tradi
ionalmente, perante um problema deste tipo sãosaber se tem solução e se uma solução (quando existe) é úni
a. É ne
essário impor
ondições a f para que um problema de valor ini
ial tenha solução e, mesmo assim, só épossível garantir existên
ia numa vizinhança de t0. Veja-se, por exemplo, o problema (I)em que

y′ = 1 + y2,

y(0) = 0.A solução y 
omeçará em t = 0 
om y′(0) = 1. Quer a solução y quer a sua derivada y′são funções 
res
entes de t > 0. Logo, dada a expressão da equação diferen
ial, haverá,forçosamente, um valor �nito para t a partir do qual não existirá solução. A solução paraeste problema é y(t) = tan(t) e esse valor de t é π/2. Em geral, só se 
onsegue garantir aexistên
ia de solução numa vizinhança de t0.Teorema 1 Seja f uma função 
ontínua num re
tângulo 
entrado em (t0, y0),
R = {(t, y) : |t− t0| ≤ α, |y − y0| ≤ β}(
om α e β números reais positivos). Então o problema de valor ini
ial (I) tem umasolução y(t) para t a satisfazer

|t− t0| ≤ min

{

α,
β

M

}

,em que M é o valor máximo que f atinge em R.
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a II 95Um problema de valor ini
ial pode não ter solução úni
a mesmo nas 
ondições doteorema anterior. Um exemplo deste fenómeno é:
y′ = y

2

3 ,

y(0) = 0.Veri�
a-se, fa
ilmente, que existem duas soluções y(t) = 0 e y(t) = t3/27. Para garantira uni
idade é ne
essário impor maior suavidade a f .Teorema 2 Sejam f e ∂f/∂y funções 
ontínuas num aberto 
ontendo o re
tângulo R.Então o problema de valor ini
ial (I) tem uma solução úni
a y(t) no intervalo de�nidono teorema anterior.Uma alternativa a estes dois resultados é o seguinte teorema.Teorema 3 Se f for 
ontínua para (t, y) no re
tângulo R e se existir um es
alar real
L > 0 tal que

|f(t, y1) − f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|,para quaisquer (t, y1) e (t, y2) em R, então o problema de valor ini
ial (I) tem uma úni
asolução y(t), 
om t a satisfazer
|t− t0| ≤ min

{

α,
β

M
,
1

L

}

,em que M é o valor máximo que f atinge em R.Este último teorema impõe à função 
ontínua f apenas a 
ontinuidade à Lips
hitzrelativamente ao seu segundo argumento.As soluções men
ionadas nestes teoremas são restringidas a um domínio lo
al. Aexistên
ia de uma solução global úni
a seria garantida alargando a 
ontinuidade à Lips
hitzde f (relativamente a y) a todo o I × R.Um problema de valor ini
ial também pode ser governado por um sistema de equaçõesdiferen
iais ordinárias (de primeira ordem):en
ontrar y1, . . . , yn ∈ C1(I) tais que 





y′1(t) = f1(t, y1(t), . . . , yn(t)) se t ∈ I,...
y′n(t) = fn(t, y1(t), . . . , yn(t)) se t ∈ I,

y1(t0) = y1
0, . . . , yn(t0) = yn0 ,em que f1, . . . , fn são funções reais de n+1 variáveis reais. Neste 
aso, existem n funções

y1, . . . , yn a determinar 
om base em n 
ondições ini
iais. Este problema pode ser es
ritona forma ve
torial:en
ontrar Y ∈ C1(I) tal que {

F ′(t) = F (t, Y (t)) se t ∈ I,

Y (t0) = Y0,
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a II 96em que F : R
n+1 → R

n tem 
omponentes f1, . . . , fn e Y0 ∈ R
n. A título ilustrativo
onsidere-se o problema de valor ini
ial ve
torial de�nido por:

y′1(t) = y1 + 4y2 + et,

y′2(t) = y1 + y2 + 2et,

y1(0) = 4 e y2(0) = 5/4,em que Y (t) = [ y1(t) y2(t) ]⊤, f1(t, y1, y2) = y1 + 4y2 − et, f2(t, y1, y2) = y1 + y2 + 2et e
Y0 = [ 4 5/4 ]⊤. A solução deste problema é a seguinte:

y1(t) = 4e3t + 2e−t − 2et e y2(t) = 2e3t − e−t − et/4.Os métodos numéri
os analisados nas próximas aulas são des
ritos re
orrendo ao pro-blema de valor ini
ial es
alar (I), mas a sua generalização à forma ve
torial não apresentaqualquer obstá
ulo.Um problema de valor ini
ial pode ser governado, também, por uma equação diferen-
ial ordinária de ordem n, es
revendo-se 
omoen
ontrar z ∈ Cn(I) tal que {

z(n)(t) = f(t, z(t), z′(t), . . . , z(n−1)(t)) se t ∈ I,

z(t0) = z0, z
′(t0) = z1

0 , . . . , z
(n−1)(t0) = zn−1

0 .Veri�
a-se, fa
ilmente, que este problema é equivalente a um problema de valor ini
ialve
torial 
om
F (t, Y ) =










y2

y3...
yn

f(t, y1, y2, . . . , yn)










e Y0 =








z0
z1
0...

zn−1
0







,através das mudanças de variável y1 = z, y2 = z′, . . . , yn = z(n−1).Exer
í
ios1. Mostre que y(t) = −t2/4 e y(t) = 1 − t são soluções do problema de valor ini
ialde�nido por:

y′ = 1
2

(√

t2 + 4y − t
)

,

y(2) = −1.Por que é que este fa
to não 
ontradiz os teoremas de uni
idade dos problemas devalor ini
ial?
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reva, na forma ve
torial, o seguinte problema de valor ini
ial governado por umaequação diferen
ial ordinária de ordem 3:sen(t)z(3) + 
os(tz) + sen(t2 + z′′) + (z′)3 = log(t),
z(2) = 7, z′(2) = 3, z′′(2) = −4.
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a II 98Aula 24: Introdução aos Métodos Numéri
os para Pro-blemas de Valor Ini
ialUm método numéri
o apli
ado a um problema de valor ini
ial (I) gera uma su
essão depares ordenados de números reais da forma (t0, u0), (t1, u1), (t2, u2), . . ., em que o valor de
uk 
onstitui uma aproximação para y(tk).Vamos supor que o intervalo de integração é dado por I = [t0, t0+T ], onde T ∈ (0,+∞)mede o tempo de integração. Os nós da dis
retização são dados por tk = t0 + kh, em que
h é o tamanho do passo da dis
retização. O índi
e k per
orre os inteiros de 0 até nh, 
om
nh o maior inteiro para o qual t0 + nhh ≤ t0 + T .

t0

t0 + h
?

t0 + 2h
?

t0 + nhh
?

t0 + T

Estudaremos, neste 
urso, alguns dos métodos de passo simplesmais 
onhe
idos. Estesmétodos 
ara
terizam-se pelo fa
to de uk+1 depender apenas de uk (de entre todos osvalores u0, . . . , uk). Quando uk+1 depende de uk e de valores anteriores a uk, dizemos queestamos na presença de métodos de passos múltiplos (ou métodos multipasso).Uma das formas mais simples de desenvolver métodos de passo simples 
onsiste emapli
ar a fórmula de Taylor. Suponhamos, por exemplo, que y(t) tem derivadas 
ontínuasaté à ordem 4. Assim,
y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +

h2

2
y′′(t) +

h3

3!
y(3)(t) +

h4

4!
y(4)(t+ σh),
om σ ∈ (0, 1). Logo,

y(t+ h) ≃ y(t) + hy′(t) +
h2

2
y′′(t) +

h3

3!
y(3)(t).Os valores para y′(t), y′′(t) e y(3)(t) podem ser obtidos através de y′(t) = f(t, y(t)). Porexemplo, quando

f(t, y(t)) = 
os(y(t)) + t2obter-se-ia
y′(t) = f(t, y(t)) = t2 + 
os(y(t)),
y′′(t) = ft(t, y(t)) + fy(t, y(t))y

′(t) = 2t− sen(y(t))y′(t),

y(3)(t) = · · · = 2 − y′′(t)sen(y(t)) − (y′(t))2
os(y(t)).
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a II 99Note-se que as derivadas par
iais de f são tomadas em relação aos seus dois argumentos:
f(t, y) = 
os(y) + t2, ft(t, y) = 2t, fy(t, y) = −sen(y).Des
revemos, de seguida, o método de Taylor de ordem 3 para este problema. Sãodados do problema, para além da função f , os valores de t0 e de y0.Método de Taylor de ordem 3 para y′(t) = f(t, y(t)) = cos(y(t)) + t2, y(t0) = y0Fixar T > 0. Es
olher h > 0. Determinar nh. Fazer u0 = y0.Para k = 0, 1, . . . , nh − 11. Fazer u′k = t2k + 
os(uk).2. Fazer u′′k = 2tk − sen(uk)u

′
k.3. Fazer u(3)

k = 2 − u′′ksen(uk) − (u′k)
2
os(uk).4. Fazer uk+1 = uk + h

(

u′k + h
2

(

u′′k + h
3
u

(3)
k

)).5. Fazer tk+1 = tk + h.Os métodos de Taylor são, 
on
eptualmente, muito simples. É possível obter métodosde Taylor de ordem4 muito elevada. No entanto, estes métodos requerem as derivadaspar
iais de f(t, y) em ordem a t e a y. Ora, estas derivadas par
iais podem não existir,ou podem existir e não estar disponíveis. No 
aso de não estarem disponíveis, é semprepossível re
orrer à diferen
iação simbóli
a ou à diferen
iação automáti
a, 
onsoante se
onheça, respe
tivamente, a expressão analíti
a de f ou um 
ódigo fonte que a implemente.Existem, porém, outros métodos mais adequados a estas situações.O método de Taylor de ordem 1 é 
onhe
ido por método de Euler (explí
ito ou pro-gressivo).Método de Euler Explí
ito para y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0Fixar T > 0. Es
olher h > 0. Determinar nh. Fazer u0 = y0.Para k = 0, 1, . . . , nh − 11. Fazer uk+1 = uk + hf(tk, uk).2. Fazer tk+1 = tk + h.Todo o método de Taylor é explí
ito, uma vez que a expressão para uk+1 apare
e dadaexpli
itamente em função de u0, u1, . . . , uk. Um método de passo simples que seja explí
itoenvolve, ne
essariamente, uma a
tualização do tipo
uk+1 = uk + hΦ(tk, uk, fk; h).4O 
on
eito de ordem para um método numéri
o apli
ado a (I) será de�nido, rigorosamente, mais àfrente.
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a II 100A função Φ é designada por função in
remental. No 
aso do método de Euler, temos que
Φ(tk, uk, fk; h) = fk, 
om fk = f(tk, uk).Um dos métodos implí
itos mais simples é o método de Euler implí
ito ou regressivo.Neste método, o valor de uk+1 é solução da equação não linear

uk+1 = uk + hf(tk+1, uk+1).A determinação de uk+1 envolve a resolução desta equação e está dependente da forma
omo a função f é apresentada num dado problema. No exemplo anterior, esta equaçãotoma o aspe
to
uk+1 = uk + h

(
os(uk+1) + t2k+1

)
,em que tk+1 = tk + h. Nesta equação, tudo é 
onhe
ido (uk, h e tk+1) menos uk+1.Nem sempre a resolução de uk+1 = uk + hf(tk+1, uk+1) pode ser feita analiti
amente,podendo ser ne
essária a apli
ação de um método numéri
o (por exemplo, o método deNewton). A análise de métodos implí
itos está fora do âmbito deste 
urso.Exer
í
ios1. Es
reva os passos do método de Taylor de ordem três apli
ado ao problema de valorini
ial dado por:

y′ = y2 + yet,

y(0) = 1.2. Mostre que a apli
ação de diferenças progressivas a y′(tk) permite es
rever a fórmulade a
tualização do método de Euler explí
ito (ou progressivo).3. Mostre que 
om a apli
ação de diferenças regressivas a y′(tk+1) se 
hega à fórmulade a
tualização do método de Euler implí
ito (ou regressivo).
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a Numéri
a II 101Aula 25: Consistên
ia, Estabilidade-Zero, Convergên
iaConsideremos, 
omo base de trabalho, a fórmula de a
tualização de um método explí
itoe de passo simples, de�nida à 
usta da função in
remental Φ e dada por
uk+1 = uk + hΦ(tk, uk, f(tk, uk); h), 0 ≤ k ≤ nh − 1, u0 = y0.Seja y a solução do problema de valor ini
ial (I). Faça-se yk = y(tk) para todo o k.Se substituirmos uk+1 e uk por, respe
tivamente, yk+1 e yk, nas expressões anteriores, afórmula deixa de ser ne
essariamente verdadeira. Seja Rk+1(h) o erro residual o
orrido.Tem-se que
yk+1 = yk + hΦ(tk, yk, f(tk, yk); h) +Rk+1(h), 0 ≤ k ≤ nh − 1.À quantidade Rk+1(h) 
hama-se erro de trun
atura lo
al do método numéri
o. O erro detrun
atura global é dado por

R(h)
def
= max

0≤k≤nh−1
|Rk+1(h)|.Faz sentido exigir que R(h) 
onvirja para zero quando h tende para zero. Tomando limitese assumindo Φ limitada quando h→ 0+, tal exigên
ia traduziria a 
ontinuidade da solução

y. Como veremos de seguida, é apropriado exigir mais dos erros de trun
atura.Note-se que a solução do problema (I) satisfaz, sob suavidade apropriada,
y(tk+1) = y(tk) + hy′(tk) +

h2

2
y′′(tk + σkh),
om σk ∈ (0, 1). Numa notação diferente, tem-se que

yk+1 = yk + hf(tk, yk) + O(h2),
om O(h2) igual a uma 
onstante (apenas dependente do valor máximo de y′′ em I)vezes h2. Comparando esta expressão para yk+1 
om a expressão que envolve o erro detrun
atura lo
al, 
on
luímos que faz sentido exigir que R(h)/h 
onvirja para zero quando
h tende para zero. Dizemos, desta forma, que um método numéri
o (explí
ito e de passosimples) é 
onsistente 
om o problema de valor ini
ial (I) se a sua solução y satis�zer

lim
h→0+

R(h)

h
= 0.No método de Euler explí
ito, vimos que Φ(tk, yk, f(tk, yk); h) = f(tk, yk). É fá
ilmostrar que um método (explí
ito e de passo simples) é 
onsistente se e só se

lim
h→0+

max
0≤k≤nh−1

|Φ(tk, yk, f(tk, yk); h) − f(tk, yk)| = 0.Um método (explí
ito e de passo simples) diz-se 
onsistente de ordem p se a solução yde (I) satisfaz R(h)/h ≤ Chp, 
om C uma 
onstante real e independente de h.
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a Numéri
a II 102Uma outra propriedade importante de um método numéri
o para problemas de valorini
ial (I) é a estabilidade�zero. Diz-se que um método numéri
o (explí
ito e de passosimples) é estável�zero se, para qualquer ǫ > 0, existir um h̄ > 0 e uma 
onstante C(independente de h, nh e ǫ) tais que, para todo o h ∈ (0, h̄],
|zk − uk| ≤ Cǫ, 0 ≤ k ≤ nh,em que zk se obtém perturbando a fórmula de a
tualização de uk da forma

zk+1 = zk + h [Φ(tk, zk, f(tk, zk); h) + δk+1] , 0 ≤ k ≤ nh − 1, z0 = y0 + δ0e ǫ > 0 é um limite superior para o tamanho da perturbação (δk ≤ ǫ, k = 0, 1, . . . , nh). Ummétodo que seja estável�zero é menos sensível à a
umulação de erros de arredondamentona apli
ação da sua fórmula. A designação estabilidade�zero provém da imposição de
|zk − uk| ≤ Cǫ para todo o h su�
ientemente perto de zero.Finalmente, dizemos que um método numéri
o para problemas de valor ini
ial (I) é
onvergente se

|yk − uk| ≤ i(h), 0 ≤ k ≤ nh,em que i(h) 
onverge para zero quando h tende para 0 (diz-se que i(h) é um in�nitesimalem h). Um método diz-se 
onvergente de ordem p se i(h) = Chp, 
om C uma 
onstantereal e independente de h (ou de nh).A teoria dos métodos numéri
os para problemas de valor ini
ial estrutura-se em tornodas duas seguintes propriedades (que apresentamos sem demonstração).
• Se a função Φ for 
ontínua à Lips
hitz em relação ao seu argumento uk, então ométodo é estável-zero.
• Um método é 
onvergente se e só se for 
onsistente e estável�zero.Deste modo, para provarmos que um método é 
onvergente é su�
iente mostrar que ométodo é 
onsistente e que Φ é 
ontínua à Lips
hitz em relação ao seu argumento uk.Exempli�quemos estas noções 
om o método de Euler (explí
ito ou progressivo). Sa-bemos que este método é 
onsistente (pois satisfaz, trivialmente, a 
ondição ne
essária esu�
iente de 
onsistên
ia dada anteriormente). Além disso, tem-se que

|Φ(tk, u
1
k, f(tk, u

1
k); h) − Φ(tk, u

2
k, f(tk, u

2
k); h)| = |f(tk, u

1
k) − f(tk, u

2
k)|.Logo, a 
ontinuidade à Lips
hitz de f em relação ao seu segundo argumento (a tal 
ondiçãopara que o problema (I) tenha solução úni
a) impli
a a 
ontinuidade à Lips
hitz de Φ emrelação ao seu argumento uk. Assim sendo, o método de Euler explí
ito é estável�zero e,
onsequentemente, 
onvergente.
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a Numéri
a II 103Analisemos, agora, as ordens de 
onsistên
ia e 
onvergên
ia que o
orrem 
om o métodode Euler explí
ito. Vimos que o erro de trun
atura lo
al pode ser expresso na forma
Rk+1(h) =

h2

2
y′′(tk + σkh).Logo,

R(h)

h
≤
(

1

2
max
t∈I

|y′′(t)|
)

h,de onde se 
on
lui que o método de Euler explí
ito tem ordem de 
onsistên
ia igual a 1.Para estudarmos a ordem de 
onvergên
ia, 
omeçemos por notar que
yk+1 − uk+1 = (yk+1 − [yk + hf(tk, yk)])

︸ ︷︷ ︸

q

Rk+1(h)

−(uk+1 − [yk + hf(tk, yk)]).

Mas uk+1− [yk +hf(tk, yk)] = uk− yk +h(f(tk, uk)− f(tk, yk)). Com o auxílio da notação
ek

def
= yk − uk e da 
ontinuidade à Lips
hitz de f em relação ao seu segundo argumento,obtemos

|ek+1| ≤ Rk+1(h) + |ek| + hL|ek| ≤ R(h) + (1 + hL)|ek|.Apli
ando re
ursivamente esta desigualdade e somando a soma geométri
a resultante dáorigem a
|ek+1| ≤ (1 + Lh)k+1 − 1

L

R(h)

h
.Daqui resulta que

|ek+1| ≤ (1 + Lh)k+1 − 1

2L
max
t∈I

|y′′(t)| h.Como, 1 + hL ≤ ehL e (k + 1)h = tk+1 − t0, 
hegamos a
|ek+1| ≤

(
eL(tk+1−t0) − 1

2L
max
t∈I

|y′′(t)|
)

h.Finalmente, vem que
|ek| ≤

(
eLT − 1

2L
max
t∈I

|y′′(t)|
)

h, 0 ≤ k ≤ nh,o que demonstra que o método de Euler explí
ito tem uma ordem de 
onvergên
ia iguala 1.
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a II 104Exer
í
ios1. Mostre que um método da forma uk+1 = uk+hΦ(tk, uk, f(tk, uk); h), 0 ≤ k ≤ nh−1,
u0 = y0 é 
onsistente se e só se

lim
h→0+

max
0≤k≤nh−1

|Φ(tk, yk, f(tk, yk); h) − f(tk, yk)| = 0.2. Siga as sugestões dadas para mostrar que |ek+1| ≤ (1+Lh)k+1−1
Lh

R(h).3. Considere o problema de valor ini
ial de�nido por
y′(t) = y(t) se t > 0,

y(0) = 1, T = 1.(a) Determine a 
onstante que multipli
a h na expressão do limite superior para oerro |ek| do método de Euler explí
ito.(b) Cal
ule uma expressão exa
ta para este erro. Faça h = 0.1 e veja quão realistafoi o limite superior obtido anteriormente.4. Considere o método de Euler modi�
ado (a ser motivado mais à frente), de�nidopor:
uk+1 = uk + hf(tk + h/2, uk + hf(tk, uk)/2), 0 ≤ k ≤ nh − 1, u0 = y0.Pode assumir que a função f é 
ontínua à Lips
hitz relativamente ao seu segundoargumento (
om 
onstante L > 0).(a) Identi�que a função in
remental Φ(tk, uk, f(tk, uk); h).(b) Mostre que o método é 
onsistente 
om o problema de valor ini
ial.(
) Mostre que a função in
remental é 
ontínua à Lips
hitz relativamente a uk.(d) Prove que o método é 
onvergente.
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a II 105Aula 26: Métodos de Runge�Kutta para Problemas deValor Ini
ialComo vimos anteriormente, os métodos de Taylor requerem, para poderem ser apli
ados, o
ál
ulo de derivadas de f . Os métodos de Runge�Kutta evitam esta di�
uldade, tentandoreproduzir o efeito dos métodos de Taylor à 
usta de 
ombinações so�sti
adas de valoresde f .Na derivação que se faz de seguida omitem-se os argumentos t e y para simpli�
ar anotação das expressões. Como y′ = f = f(t, y), vem que
y′′ = ft + fyy

′ = ft + fyf,

y(3) = ftt + ftyf + fy(ft + fyf) + (fyt + fyyf)f.Um método de Taylor de ordem 2 baseia-se na expansão
y(t+ h) = y(t) + hy′(t) + h2

2
y′′(t) + Ey

2 (h)

= y + hf + h2

2
(ft + fyf) + Ey

2 (h)

≃ y + hf + h2

2
(ft + fyf).É possível rees
rever esta expansão na forma

y(t+ h) ≃ y +
h

2
f +

h

2
(f + [h]ft + [hf ]fy).A expressão entre parêntesis 
urvos 
orresponde a uma expansão de Taylor de f , 
entradaem (t, y) e ao longo de (h, hf), o que permitirá 
ontornar a utilização das derivadas par
iais

ft e fy.Assim sendo, vamos 
onsiderar uma segunda expansão de Taylor:
f(t+ h, y + hf) = f(t, y) + [h]ft(t, y) + [hf ]fy(t, y) + Ef

1 (h)

= f + [h]ft + [hf ]fy + Ef
1 (h).Apli
ou-se a fórmula de Taylor, de ordem 1, 
om resto de Lagrange, à função f (
omofunção de duas variáveis), 
entrada em (t, y) e ao longo de (h, hf).Se, agora, desprezarmos o erro Ef

1 (h), obtemos
y(t+ h) ≃ y + h

2
f + h

2
f(t+ h, y + hf)

= y(t) + h
2
f(t, y(t)) + h

2
f(t+ h, y(t) + hf(t, y(t))).Surge, desta forma, um dos métodos de Runge�Kutta de ordem 2, 
onhe
ido por métodode Heun, e que passamos a des
rever de seguida.Método de Heun para y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0Fixar T > 0. Es
olher h > 0. Determinar nh. Fazer u0 = y0.Para k = 0, 1, . . . , nh − 11. Fazer F 1

k = hf(tk, uk) e F 2
k = hf(tk + h, uk + F 1

k ).2. Fazer uk+1 = uk + 1
2
(F 1

k + F 2
k ).
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a II 1063. Fazer tk+1 = tk + h.Nos grá�
os reproduzidos em baixo, ilustramos o desempenho numéri
o do método deEuler explí
ito (a ponteado) e do método de Heun (a tra
ejado), para o problema de valorini
ial em que f(t, y) = y2/3 e t0 = 1. A integração numéri
a foi feita por um período detempo T = 10. A solução é des
rita a traço 
ontínuo. A �gura da esquerda 
orrespondea h = 1 e a da direita a h = 0.1. É bem patente o melhor 
omportamento numéri
o dométodo de ordem dois (Heun) em relação ao de ordem um (Euler explí
ito).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

A família dos métodos de Runga�Kutta de ordem 2 pode ser obtida introduzindoparâmetros, na expressão
y +

h

2
f +

h

2
(f + hft + hffy),da forma

y + w1hf + w2h(f + αhft + βhffy).Constata-se, imediatamente, que os parâmetros w1, w2, α e β têm de satisfazer o sistemade equações não lineares
w1 + w2 = 1, w2α =

1

2
e w2β =

1

2
.A solução w1 = w2 = 1/2 e α = β = 1 origina o método de Heun. Um outro 
onhe
idométodo de Runge�Kutta de ordem 2 é o método de Euler modi�
ado, que se obtém atravésda solução w1 = 0, w2 = 1 e α = β = 1/2. Este método também é 
onhe
ido por métodode Euler-Cau
hy.Método de Euler Modi�
ado para y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0Fixar T > 0. Es
olher h > 0. Determinar nh. Fazer u0 = y0.Para k = 0, 1, . . . , nh − 1
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a Numéri
a II 1071. Fazer F 1
k = hf(tk, uk) e F 2

k = hf(tk + h/2, uk + F 1
k /2).2. Fazer uk+1 = uk + F 2

k .3. Fazer tk+1 = tk + h.Os 
ál
ulos asso
iados à derivação de métodos de Runge�Kutta de ordem elevadasão bastante 
ompli
ados. As fórmulas �nais, no entanto, são elegantes e simples deprogramar.Exer
í
ios1. Identi�que a função in
remental Φ(tk, uk, f(tk, uk); h) nos métodos de Heun e deEuler modi�
ado.2. O método de Heun está asso
iado ao método trapezoidal (também 
onhe
ido pormétodo de Crank�Ni
olson), 
uja fórmula de a
tualização é dada por
uk+1 = uk +

h

2
[f(tk, uk) + f(tk+1, uk+1)] .Mostre que esta fórmula resulta da apli
ação da fórmula de quadratura trapezoidalao integral

y(t) − y(tk) =

∫ t

tk

f(τ, y(τ)) dτ.Este método é explí
ito ou implí
ito?3. Mostre que a fórmula de a
tualização do método de Heun pode ser obtida da dométodo trapezoidal, substituindo f(tk+1, uk+1) por f(tk+1, uk + hf(tk, uk)), ou seja,utilizando a fórmula de a
tualização do método de Euler explí
ito para aproximar
uk+1. (O método de Heun pode ser en
arado 
omo um pro
esso de tornar explí
itoo método trapezoidal.)4. Prove que o método de Heun tem um erro de trun
atura lo
al de ordem 2:

Rk+1(h)

h
= O(h2).De
omponha, primeiro, o erro Rk+1(h) na soma dos erros

Sk1 (h) = yk+1 − yk −
h

2
[f(tk, yk) + f(tk+1, yk+1)]e

Sk2 (h) =
h

2
[f(tk+1, yk+1) − f(tk + h, yk + hf(tk, yk))] .Ao erro Sk1 (h) aplique o que 
onhe
e sobre o erro da fórmula de quadratura trape-zoidal. O segundo erro Sk2 (h), analise-o à luz do que sabe sobre o erro de trun
aturalo
al do método de Euler explí
ito.
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a II 108Aula 27: Estabilidade Absoluta de Métodos Numéri
ospara Problemas de Valor Ini
ialCom a estabilidade absoluta pretende-se averiguar se uma aproximação uk, para valoresde h 
onstantes, permane
e limitada quando tk tende para +∞. A estabilidade absolutade um método diz respeito ao seu 
omportamento assimptóti
o no tempo, o que 
ontrasta
om a estabilidade�zero, que mede, no intervalo de integração dado, o 
omportamento daaproximação uk sob perturbação da sua fórmula de a
tualização.A de�nição de estabilidade absoluta está asso
iada ao problema teste:en
ontrar y ∈ C1(I) tal que {

y′(t) = λy(t) se t > 0,

y(0) = 1.
(Iλ)A solução deste problema de Cau
hy linear é y(t) = eλt. O parâmetro λ pode tomarvalores 
omplexos. Note-se que limt→+∞ |y(t)| = 0 se Re(λ) < 0, ou seja, se λ está nosemiplano

C
− = {z ∈ C : Re(z) < 0}.Es
olhido um método numéri
o para a resolução aproximada de (Iλ), a aproximação

uk gerada vai depender de h e de λ. Diz-se que um método é absolutamente estável paraum dado valor de h se
|uk| −→ 0 quando tk −→ +∞.A região de estabilidade absoluta de um método é o sub
onjunto do plano 
omplexo

A =
{

ĥ = hλ ∈ C : |uk| −→ 0 quando tk −→ +∞
}

.Vejamos, primeiro, o 
aso do método de Euler explí
ito. Como uk+1 = uk + hλuk e
u0 = 1, vem que

uk = (1 + hλ)k, k ≥ 0.Assim sendo, o método de Euler explí
ito é absolutamente estável se e só se |1+hλ| < 1, ouseja, se e só se ĥ = hλ estiver no interior de um 
ír
ulo do plano 
omplexo de raio unitárioe 
entro (−1, 0). A sua região de estabilidade absoluta é A = {ĥ ∈ C : |1 + ĥ| < 1}.É possível identi�
ar o valor máximo de h a partir do qual o método de Euler explí
itoé absolutamente instável. De fa
to, mostra-se (ver exer
í
io) que |1+hλ| < 1, 
om h realpositivo, é equivalente a
hλ ∈ C

− e 0 < h < −2Re(λ)

|λ|2 .O valor máximo de h pro
urado é dado por −2Re(λ)/|λ|2.
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a II 109No 
aso do método de Euler implí
ito, tem-se que uk+1 = uk +hλuk+1 e u0 = 1, o queresulta em
uk =

1

(1 − hλ)k
, k ≥ 0.A região de estabilidade absoluta deste método é todo o plano 
omplexo menos o 
ír
ulo
entrado em (1, 0), de raio 1. A sua região de estabilidade absoluta 
ontém C−.Apli
ámos os métodos de Euler explí
ito e implí
ito ao problema teste (Iλ), es
olhendo

λ = −1 + 9i e T = 10. Para este problema, o método de Euler explí
ito é absolutamenteestável quando h toma valores até 0.0244.As duas primeiras �guras 
orrespondem aos 
asos em que h tomou os valores 0.0200e 0.0222. Os testes foram feitos em Matlab. As �guras ilustram o 
omportamento, notempo, das partes reais da solução (a traço 
ontínuo), da aproximação gerada pelo métodode Euler explí
ito (a ponteado) e da aproximação gerada pelo método de Euler implí
ito(a tra
ejado). Veri�
a-se que o método implí
ito é melhor aproximação do que o explí
ito,mas 
onstata-se que o explí
ito ainda exibe estabilidade (os seus grá�
os aproximam-sedo eixo das ab
issas).
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A seguir ilustramos o desempenho dos mesmos métodos quando h toma os valores0.0250 e 0.0286. Estes valores tornam o método de Euler explí
ito absolutamente ins-tável, um fenómeno visível gra�
amente.
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O método de Heun apli
ado ao problema (Iλ) gera
uk =

(

1 + hλ+
(hλ)2

2

)k

, k ≥ 0.A sua região de estabilidade é um sobre
onjunto da do método de Euler explí
ito.Finalmente, 
om o método trapezoidal ou de Crank�Ni
olson, obter-se-ia
uk =

(
1 + hλ/2

1 − hλ/2

)k

, k ≥ 0.A região de estabilidade deste método 
ontém, 
laramente, o semiplano C−.Um método numéri
o diz-seA�estável se A∩C− = C−. Como as 
ondições Re(hλ) < 0e Re(λ) < 0 são equivalentes, um método é A�estável se for absolutamente estável paratodo o λ tal que Re(λ) < 0.Os métodos de Euler implí
ito e de Crank�Ni
olson são A�estáveis, mas os métodosde Euler explí
ito e de Heun não são A�estáveis. Não existem métodos explí
itos quesejam A�estáveis. Esta propriedade de estabilidade é enfraque
ida no estudo de métodosexplí
itos, 
onsiderando-se outras formas de estabilidade 
omo a estabilidade�rígida ou a
A0�estabilidade.Exer
í
ios1. Mostre que |1 + hλ| < 1, 
om h real positivo, é equivalente a

hλ ∈ C
− e 0 < h < −2Re(λ)

|λ|2 .
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a II 1112. Tra
e no plano 
omplexo a região de estabilidade absoluta do método de Heun:
A = {ĥ ∈ C : |1 + ĥ+ ĥ2/2| < 1}.3. Con�rme as expressões para uk geradas pelos quatro métodos apli
ados, nesta aula,ao problema teste (Iλ).
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