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Equacgoes de diferencas

. Determine a solugao da equacao u; — uj+1 — Ujt2 + ui+3 =0, com ug =0, u; =1 e ug = 2.
. Determine a solucao geral das seguintes equacoes de diferencas:

u; — 2cosBu;r1 + ujre = 0, com # independente de i;

(a)
(b)
() w;j —2ujy1 + ujro =i+ 1;
(d)

2ui + Uiy — U2 = 1

Ujro — Uiyl — u; = at’, com a e t independentes de i.

. Prove o Lema de Gronwall: Seja {vi}f\;O uma sucessdo de nlmeros positivos tais que v;+1 < Cv; + D,
1=0,1,...,N —1, com C e D constantes e C' > 0. Entdo, paratodooi=0,...,N,

D A A
vigm(l—C”)—i—voCz, C#1, e v; <iD 4wy, C=1.

Problemas de condigao inicial
Existéncia e unicidade de solugao

. Prove que a funcéo f : D C IR? — IR tal que f(t,u) = t|u| é lipschitziana, na varidvel u, no conjunto
D={(t,u) € IR*: 1 <t<2,-3<u<4}.

1
o
. Mostre que o problema de condicao inicial “ooT T + w2’ parat € [a,b] tem solucao tnica.
u(a) = a,
. o v = tu,
. Considere o problema de condi¢ao inicial w0) = 1

(a) Usando o método de Picard determine uma solucao aproximada do problema.

(b) Determine o erro que se comete na aproximagao obtida na alinea anterior, em ¢t = 1,2, 3, sabendo
que a solugdo exacta é (prove!) u(t) = exp (t2/2).

' = 10u— 10t + 1,
u(0) 0,

B para t < 0, cuja solugao é
u(t) = t. Estude a dependéncia do problema em relagao as condigoes iniciais.

. Considere o problema de condi¢ao inicial {

/ P p—
. Mostre que o problema de condigao inicial { I(L = —utt+l,

u(0) = 1 para t € [0,1] é bem posto.

/
U < au-+b -
- + 0 com a e b constantes. Ent3o,

. Prove o Lema de Gronwall: Seja u(t) satisfazendo { ( o
05

u(0)
parat >0

(¢}

b
u(t) < exp (at)ug + —(exp (at) — 1), a #0, u(t) < ug + bt, a=0.
a
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Métodos numéricos para problemas de condigao inicial

Meétodos de passo tinico

/ - —
Considere o problema de condigao inicial { U?O) B 12 b
o valor aproximado de u(1), fazendo h =1, h = 0.5 e h = 0.25. Compare os resultados obtidos com a

solucao exacta.

. Determine, usando o método de Euler,

Considere a equacao diferencial v’ = u, com 0 <t <1 e u(0) = 1.
(a) Determine um limite superior para o erro global do método de Euler em ¢t = 1, em termos da
medida do passo h.
(b) Resolva a equagao de diferengas que resulta da aplicacgdo do método de Euler.

(c) Compare o limite superior obtido em (a) com o erro global dado por (b) em ¢t = 1, para h = 0.1
e h =0.01.

2
v = Tu + t2¢!,

com t € [1,2], cuja solugao exacta
u(l) = 0,

Seja dado o problema de condigao inicial {

éu(t) =t2(e! —e).

(a) Use o método de Euler com h = 0.1 para aproximar a solugdo e compare-a com a solugao exacta.

(b) Calcule o valor de h que garante ||u — up|| < 0.1.
Mostre que o método u;+1 — u; = hFp(t;, uir1,u;), verifica a condigao de Lipschitz quando:

(a) Fp(ti,uir1,u;) = f(ti,u;), [Euler progressivol;
(b) Ep(ti,wit1,u;) = f(tiv1,uir1), [Euler regressivol;

h 3h
(c) Fu(tiwir1,u;) = f (ti+2a3ui+1 — 2u; + §f(ti+1aui+1) - 2f(ti7ui)) + f(ti, ug).

Prove que os métodos de Euler progressivo e regressivo sao consistentes e determine a sua ordem (de
consisténcia) e constante erro.

/

Para a problema de condigao inicial { I(L Y mostre que o método de Taylor de ordem p é

u(0) = 1,

h? h\*
dado por u; = (1 +h+—+ -+ ) ,com¢=0,1,..., para uma dada medida do passo h.

2! p!
, 1
Seja dado o problema de condigao inicial vooT T + 42’ Use o método de Taylor de ordem dois
u(0) = 1.

para determinar o valor aproximado de u(1).

h
Considere o método dos trapézios u;11 = u; + 5( f(ti,u;) + f(tiy1,ui+1)) na resolugao de um problema
de condigao inicial.

(a) Determine a ordem e o erro de truncatura local do método.

/ 4.2
(b) Aplique o método ao problema de condigao inicial { u1(1,0) B t2u

imagao em ¢ =1 usando h < 1. (Considere a solugao exacta positiva em [0,1].)

e obtenha uma aprox-

Considere o problema de condigao inicial u' = —30u, com u(0) = 1, e os métodos de Euler progressivo
e regressivo. Usando cada um dos métodos determine a solucdo do problema em ¢t =1, com h < 1.



