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Métodos numéricos para problemas de condigao inicial

Meétodos de passo tinico: continuagao

1. Deduza um método de Runge-Kutta explicito de ordem dois.
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2. Considere o problema de condi¢ao inicial { ? =

w(l) = 2 Determine um valor aproximado para

h
u(1.1) usando o método de Heun ky = f(t;,u;), ka = f(t; + h,u; + hky), wiy1 = u; + 5(1{71 + ka).
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3. Considere o problema de condicao inicial woo= w ' . Determine um valor aproximado para
u(0) = 1.
u(0.8), usando o método de Runge-Kutta de ordem quatro:

h h h h
ki = f(ti,w;), ke = f(ti + o Ui + §k‘1), ks = f(t; + 5 Ui + §k2)7 ks = f(ti + h,u; + hks),

h
Uit = U; + 6(/€1 + 2ka + 2ks + kq).

4. Mostre que, quando o segundo membro f nao depende de u, o método de Runge-Kutta de quarta
ordem se reduz a aplicagao da regra de Simpson.

5. Mostre que cada um dos seguintes métodos de Runge-Kutta tem ordem quatro:
(3—+/3)/6 1/4 (3 —2v/3)/12 1(/)2
(a) Gauss:  (3+/3)/6 | (3+2v/3)/12 1/4 ; (b) Lobatto IIIB:
| 1/2 1/2

0 0 0
5/24  1/3  -1/24
/6 2/3 1/6
71/6  2/3  1/6

Estabilidade linear
6. Mostre que o método de Runge-Kutta de quarta ordem aplicado & equacao diferencial v’ = \u pode
ser escrito na forma ;41 = (1 + hA+ 2(hA)2 4+ 2(RA)3 + i(h)\)‘l) ;.
7. Determine as regioes de estabilidade absoluta do métodos de Euler, Euler regressivo e trapézios.
8. Determine a funcao de estabilidade para os métodos dos trapézios e ponto médio implicito.
9. Mostre que os métodos dos trapézios e Euler regressivo sao estaveis A.

10. Mostre que, qualquer que seja o método de Runge-Kutta explicito de trés etapas de ordem trés a sua
2
funcao de estabilidade ¢ dada por R(z) = 1+ 2z + % + g—?

11. Determine, pelo método da sondagem as regides de estabilidade absoluta para os métodos ERK de s
etapas e de ordem s, com s = 1,2, 3, 4.

12. Considere o seguinte método de Runge-Kutta semi-implicito:
]{?1 = f(u, + ﬁhkl), kz = f(uz + hkjl + ﬁhkz); Ui+1 = U4 +h ((05 + ,8)]431 + (0.5 - ,B)kg) .

(a) Determine a ordem p do método e mostre que é independente de (3.

(b) Obtenha a fungao de estabilidade do método e determine 3 por forma a que o método seja estével
A.
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Métodos com passo variavel
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Considere o problema de condicao inicial { ul(LO) B t ;_ u,

Determine a medida do passo que nos

garanta um resultado com quatro casas decimais correctas (comece com h = 0.05) quando se usa na
integragdo numérica: (a) o método de Euler; (b) o método dos trapézios.

Use o método de Runge-Kutta-Fehlberg RK F45

0
1/4 1/4
3/8 3/32 9/32
12/13 | 1932/2197 -7200/2197  7296/2197
1 439/216 -8 3680/513 -845/4104
1/2 -8/27 2 -3544/2565  1859/4104  -11/40
25/216 0 1408 /2565 2197/4104 -1/5 0
16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50 2/55
. - W = sint+e7?, e 4
para aproximar a solugao de { w(0) — 0, em t = 1, com erro inferior a 10™*. Use hmax =

0.25.

Métodos lineares de passo miiltiplo

Deduza, usando o polinémio interpolador de Lagrange, as expressoes dos métodos de Adams-Bashforth
e Adams-Moulton de 2 passos.

Prove que, a partir do polinémio interpolador de Hermite se pode obter o método de passo multiplo
wiro + 4duipr — du; = h(4fit1 + 2f;). Diga, justificando, se se trata de um método convergente.

Deduza as expressoes dos métodos de Nystrom de k passos, com k£ =0,1,2, 3.

r_
Considere o problema de condigao inicial { url(LO) B 21u ’

usando o método do ponto médio — u;12 = u; + 2hfi11 —, com h = 0.25.

Determine um valor aproximado para u(1)

Use o método

(a) wira = ui + §(2firs — firz +2fix1), [Milne];

(b) uiy2 = uit1 + 5(3fix1 — fi), [Adams-Bashforth de 2 passos].
para determinar a solucao de v’ = sint + e~ em t =1, com u(0) =0 e h = 0.1.
Determine a ordem para os seguintes métodos lineares de passo multiplo:

(a) wiro —u; = 2(fiya +4fis1 + fi), [Simpson];

(b) wir2 —uit1 = {5(5fira + 8fir1 — fi)
Determine a ordem e a constante erro para os métodos:

(a) wite — (1 — @)uiy1 + au; = h((1 + B) fir2 — (o + B+ af) fiy1 + aBfi),
(b) wira — 5 (uwirs — Uir1) = S2(fira + 4firs +4firr + fi)  [Quade].

Deduza um método linear de passo muiltiplo com dois passos, explicito, e com ordem maxima.

[Adams-Moulton de 2 passos].

a # 0;

Construa uma familia de métodos lineares de dois passo, com um parametro livre, implicita, de ordem
maxima e determine a sua constante erro. Para que valores do parametro o método converge?



