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M�etodos num�ericos para problemas de condi�c~ao inicial

M�etodos de passo �unico: continua�c~ao
1. Deduza um m�etodo de Runge-Kutta expl��cito de ordem dois.
2. Considere o problema de condi�c~ao inicial � u0 = tu2;

u(1) = 2: Determine um valor aproximado para
u(1:1) usando o m�etodo de Heun k1 = f(ti; ui); k2 = f(ti + h; ui + hk1); ui+1 = ui + h2 (k1 + k2).

3. Considere o problema de condi�c~ao inicial
8<
: u0 = u� 2t

u ;
u(0) = 1: . Determine um valor aproximado para

u(0:8), usando o m�etodo de Runge-Kutta de ordem quatro:
k1 = f(ti; ui); k2 = f(ti + h2 ; ui + h2k1); k3 = f(ti + h2 ; ui + h2k2); k4 = f(ti + h; ui + hk3);

ui+1 = ui + h6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4):
4. Mostre que, quando o segundo membro f n~ao depende de u, o m�etodo de Runge-Kutta de quartaordem se reduz �a aplica�c~ao da regra de Simpson.
5. Mostre que cada um dos seguintes m�etodos de Runge-Kutta tem ordem quatro:
(a) Gauss: (3�p3)=6 1/4 (3� 2p3)=12

(3 +p3)=6 (3 + 2p3)=12 1/4
1/2 1/2

; (b) Lobatto IIIB:
0 0 0 0

1/2 5/24 1/3 -1/24
1 1/6 2/3 1/6

1/6 2/3 1/6
.

Estabilidade linear
6. Mostre que o m�etodo de Runge-Kutta de quarta ordem aplicado �a equa�c~ao diferencial u0 = �u podeser escrito na forma ui+1 = �1 + h�+ 12(h�)2 + 16(h�)3 + 124(h�)4�ui:

7. Determine as regi~oes de estabilidade absoluta do m�etodos de Euler, Euler regressivo e trap�ezios.
8. Determine a fun�c~ao de estabilidade para os m�etodos dos trap�ezios e ponto m�edio impl��cito.
9. Mostre que os m�etodos dos trap�ezios e Euler regressivo s~ao est�aveis A.
10. Mostre que, qualquer que seja o m�etodo de Runge-Kutta expl��cito de três etapas de ordem três a suafun�c~ao de estabilidade �e dada por R(z) = 1 + z + z22! + z33! :

11. Determine, pelo m�etodo da sondagem as regi~oes de estabilidade absoluta para os m�etodos ERK de setapas e de ordem s, com s = 1; 2; 3; 4.
12. Considere o seguinte m�etodo de Runge-Kutta semi-impl��cito:

k1 = f(ui + �hk1); k2 = f(ui + hk1 + �hk2); ui+1 = ui + h ((0:5 + �)k1 + (0:5� �)k2) :
(a) Determine a ordem p do m�etodo e mostre que �e independente de �.
(b) Obtenha a fun�c~ao de estabilidade do m�etodo e determine � por forma a que o m�etodo seja est�avelA.



M�etodos com passo vari�avel
13. Considere o problema de condi�c~ao inicial � u0 = t2 + u;

u(0) = 1: Determine a medida do passo que nos
garanta um resultado com quatro casas decimais correctas (comece com h = 0:05) quando se usa naintegra�c~ao num�erica: (a) o m�etodo de Euler; (b) o m�etodo dos trap�ezios.

14. Use o m�etodo de Runge-Kutta-Fehlberg RKF45
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para aproximar a solu�c~ao de � u0 = sin t+ e�t;
u(0) = 0; em t = 1, com erro inferior a 10�4. Use hmax =

0:25.
M�etodos lineares de passo m�ultiplo

15. Deduza, usando o polin�omio interpolador de Lagrange, as express~oes dos m�etodos de Adams-Bashforthe Adams-Moulton de 2 passos.
16. Prove que, a partir do polin�omio interpolador de Hermite se pode obter o m�etodo de passo m�ultiplo

ui+2 + 4ui+1 � 5ui = h (4fi+1 + 2fi). Diga, justi�cando, se se trata de um m�etodo convergente.
17. Deduza as express~oes dos m�etodos de Nystr�om de k passos, com k = 0; 1; 2; 3.
18. Considere o problema de condi�c~ao inicial � u0 = 2u;

u(0) = 1: Determine um valor aproximado para u(1)
usando o m�etodo do ponto m�edio { ui+2 = ui + 2hfi+1 {, com h = 0:25.

19. Use o m�etodo
(a) ui+4 = ui + 4h3 (2fi+3 � fi+2 + 2fi+1), [Milne];
(b) ui+2 = ui+1 + h2 (3fi+1 � fi), [Adams-Bashforth de 2 passos].
para determinar a solu�c~ao de u0 = sin t+ e�t, em t = 1, com u(0) = 0 e h = 0:1.

20. Determine a ordem para os seguintes m�etodos lineares de passo m�ultiplo:
(a) ui+2 � ui = h3 (fi+2 + 4fi+1 + fi), [Simpson];
(b) ui+2 � ui+1 = h12(5fi+2 + 8fi+1 � fi) [Adams-Moulton de 2 passos].

21. Determine a ordem e a constante erro para os m�etodos:
(a) ui+2 � (1� �)ui+1 + �ui = h((1 + �)fi+2 � (�+ � + ��)fi+1 + ��fi), � 6= 0;
(b) ui+4 � 819(ui+3 � ui+1) = 6h19 (fi+4 + 4fi+3 + 4fi+1 + fi) [Quade].

22. Deduza um m�etodo linear de passo m�ultiplo com dois passos, expl��cito, e com ordem m�axima.
23. Construa uma fam��lia de m�etodos lineares de dois passo, com um parâmetro livre, impl��cita, de ordemm�axima e determine a sua constante erro. Para que valores do parâmetro o m�etodo converge?


