
Departamento de Matem�atica da Universidade de Coimbra
An�alise Num�erica II

Ano de 2000/2001 Folha 7
Problemas de condi�c~oes de fronteira
Existência e unicidade de solu�c~ao

1. Prove que o problema de condi�c~oes de fronteira� u00 + e�xy + sinu0 = 0; x 2 (1; 2);
u(1) = 0; u(2) = 0;

tem solu�c~ao �unica.
2. Prove que se u(x) �e solu�c~ao de � u00 = p(x)u0 + q(x)u; x 2 (a; b);

u(a) = 0; u(b) = 0; ent~ao u = 0.
Alguns m�etodos cl�assicos

3. Proponha fun�c~oes teste e tentativa para o problema
�u00 + u = x; x 2 (0; 1); u(0) = u(1) = 0

e obtenha a solu�c~ao pelo m�etodo da coloca�c~ao usando n�os de coloca�c~ao equidistantes e n = 2.
4. Resolva, de novo, o exerc��cio 3 empregando o m�etodo dos m��nimos quadrados.
5. Resolva o exerc��cio 3 recorrendo, desta vez, ao m�etodo de Galerkin.
6. Usando o m�etodo de Galerkin, determine a solu�c~ao aproximada para o problema de condi�c~oes defronteira 8>><

>>:
u00 + �24 u = �216 cos��4x

�
; x 2 (0; 1);

u(0) = 0; u(1) = 0;
usando x0 = 0, x1 = 0:3, x2 = 0:7, x3 = 1 e compare os resultados com a solu�c~ao exacta

u(x) = �13 cos
��2x

�
�
p26 sin��2x

�+ 13 cos
��4x

�
:

7. Usando o m�etodo de Galerkin, determine a solu�c~ao aproximada para o problema de condi�c~oes defronteira 8>><
>>:
� d
dx(xu0) + 4u = 4x2 � 8x+ 1; x 2 (0; 1);

u(0) = 0; u(1) = 0;
usando x0 = 0, x1 = 0:4, x2 = 0:8, x3 = 1 e compare os resultados com a solu�c~ao exacta u(x) = x2�x.

Formula�c~ao fraca (caso sim�etrico)
8. Refazer o exerc��cio 3 usando a formula�c~ao fraca sim�etrica.



9. (a) Obtenha a formula�c~ao fraca sim�etrica do problema8<
:

(a2u00)00 � (a1u0)0 + a0u = f; x 2 (0; 1);
u(0) = u00(0) = 0; u0(1) = u000(1) = 0:

(b) Quais as condi�c~oes de fronteira essenciais e naturais deste problema?
10. Recorrendo �a formula�c~ao fraca sim�etrica para o problema

�u00 + (1 + x)u = 0; 
 = (0; 1); u(0) = u0(1) = 0;
obtenha a solu�c~ao aproximada de u2 2 P2(
). Compare u0(1) e u02(1).M�etodo de diferen�cas �nitas

11. Prove que, se xi�1 � xi = h > 0, i = 1; 2; : : :, ent~ao
(a) f 0(xi) = 1h [f(xi)� f(xi+1)]� h

2f 00(�),(b) f 0(xi) = 1h [f(xi � 1)� f(xi)] + h
2f 00(�),(c) f 0(xi) = 1

2h [�3f(xi) + 4f(xi+1)� f(xi+2)] + h2
3 f 000(�),

(d) f 0(xi) = 1
2h [�f(xi�1) + f(xi+1)]� h2

6 f 000(�),
(e) f 0(xi) = 1

2h [f(xi�2)� 4f(xi�1) + 3f(xi)] + h2
3 f 000(�),

(f) f 00(xi) = 1h2 [f(xi�1)� 2f(xi) + f(xi+1)]� h2
12f (4)(�),

(g) f 00(xi) = 1
12h2 [�f(xi�2) + 16f(xi�1)� 30f(xi) + 16f(xi+1)� f(xi+2)] + h4

90f (4)(�),
sendo � um ponto pertencente ao intervalo aberto de�nido pelos pontos usados em cada uma dasf�ormulas de diferen�cas �nitas.

12. Determine uma solu�c~ao para o problema� u00 = �u0; x 2 (0; 1);
u(0) = 0; u(1) = 1;

em xi = 0:25i, i = 1; 2; 3, usando um m�etodo de diferen�cas �nitas.
13. Determine uma solu�c~ao aproximada para o problema de condi�c~oes de fronteira� u00 = u0 � u+ ex; x 2 (0; 1);

u(0) = 1; u(1) = e;
em xi = 0:25i, i = 1; 2; 3, usando o m�etodo das diferen�cas �nitas.

14. Determine uma solu�c~ao aproximada para o problema de condi�c~oes de fronteira� u00 = 100u; x 2 (0; 1);
u(0) = 1; u(1) = e�10;

usando o m�etodo das diferen�cas �nitas com h = 0:1 e h = 0:05.
15. A equa�c~ao de Van der Pol

u00 � �(u2 � 1)u0 + u = 0; � > 0;
�e um modelo para o uxo de corrente num tudo de v�acuo com três elementos internos. Seja � = 0:5,
u(0) = 0 e u(2) = 1. Aproxime a solu�c~ao u(t) para t = 0:2i, com i = 1; : : : ; 9, usando o m�etodo dasdiferen�cas �nitas.


