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Observa�c~ao: A resolu�c~ao completa de cada exerc��cio inclui a justi�ca�c~ao do racioc��nio utilizado e aapresenta�c~ao dos c�alculos efectuados. Parte I
1. Considere o intervalo [a; b] � IR e uma fun�c~ao f conhecida nos n�os da parti�c~ao uniforme, de espa�ca-mento h, � : a = x0 < x1 < :::: < xn�1 < xn = b:

Sejam x�i = a� ih; xn+i = b+ ih; i = 1; 2; 3;
e Bi, i = �1; 0; : : : ; n; n+ 1, os splines c�ubicos dados, para x 2 [x�3; xn+3], por

Bi(x) = 1h3

8>>>>>><
>>>>>>:

(x� xi�2)3; x 2 [xi�2; xi�1];h3 + 3h2(x� xi�1) + 3h(x� xi�1)2 � 3(x� xi�1)3; x 2 [xi�1; xi];h3 + 3h2(xi+1 � x) + 3h(xi+1 � x)2 � 3(xi+1 � x)3; x 2 [xi; xi+1];(xi+2 � x)3; x 2 [xi+1; xi+2];0; nos restantes casos.
Mostre que

x xi�2 xi�1 xi xi+1 xi+2Bi(x) 0 1 4 1 0B00i (x) 0 6=h2 �12=h2 6=h2 0 .
2. A estrela S da Ursa Maior apresenta uma varia�c~ao para a sua magnitude aparente m, em fun�c~ao doângulo de fase � (em graus), de acordo com os dados da seguinte tabela:

� �60 �20 20m 9:40 11:39 10:84 .
Usando um spline c�ubico livre (s00(a) = s00(b) = 0), determine uma aproxima�c~ao para o ângulo de fasepertencente ao intervalo [�20; 20] em que a magnitude aparente da estrela �e m�axima.

Formul�ario

si(x) = 1h3
hCi�2(xi � x)3 + Ci�1[h3 + 3h2(xi � x) + 3h(xi � x)2 � 3(xi � x)3]

+Ci[h3 + 3h2(x� xi�1) + 3h(x� xi�1)2 � 3(x� xi�1)3] + Ci+1(x� xi�1)3i ; x 2 [xi�1; xi]:
Parte II

1. SejaX = (X1; X2) um vector aleat�orio de esperan�ca E(X) e Y a vari�avel aleat�oria dada por Y = G(X),com G : IR2 �! IR(x1; x2) 7! y
uma fun�c~ao n~ao linear com derivadas parciais de segunda ordem cont��nuas. Mostre que:
(a) a esperan�ca de Y �e dada por E(Y ) � G(E(X));



(b) a covariância de Y �e dada por
�2Y � a21�2X1

+ 2a1a2�X1X2
+ a22�2X2

;
com ai = @G@Xi

(E(X)).
2. Para a estrela de Rigel (� da constela�c~ao de Orionte) efectuaram-se as seguintes observa�c~oes relativas�a sua magniude aparente m e �a sua distância �a Terra r (em parsec):

magniude aparente m 2:00 2:01 2:09 1:99 1:97distância �a Terra r 279:0 279:5 278:9 278:8 279:1 .
Supondo que as observa�c~oes s~ao todas independentes, determine:
(a) a magnitude absoluta M de Rigel sabendo que

2:512(M�m) = �10r
�2 ;

(b) uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determinado na al��nea anterior.
Parte III

1. Sejam li, i = 1; 2; 3; 4, valores observados para quatro quantidades que s~ao funcionalmente indepen-dentes. Pretende-se que tais valores veri�quem um sistema de equa�c~oes lineares da forma
l̂ +B� = d

em que B �e uma matriz real do tipo 4 � 1, � 2 IR, d = [d1; d2; d3; d4]T e , l̂ = [l̂1; l̂2; l̂3; l̂4]T , asobserva�c~oes ajustadas.
Utilizando o princ��pio dos m��nimos quadrados e supondo que a matriz peso das observa�c~oes �e diagonal,obtenha:
(a) um processo de c�alculo para a determina�c~ao do vector dos valores ajustados l̂;
(b) matriz cofactor de �.

2. A lei de Hooke estabelece que a for�ca F aplicada a uma mola �e directamente proporcional ao desloca-mento provocado de acordo com a seguinte rela�c~ao
F = k(e� e0);

onde k �e a constante da mola, e o comprimento da mola quando sujeita �a for�ca F e e0 o comprimentoinicial da mola.
No sentido de determinar a constante da mola usaram-se diferentes for�cas (conhecidas) tendo sidoobservados os comprimentos resultantes, dados na seguinte tabela

for�ca F (em gramas) 3 5 8 10comprimento e (em mil��metros) 13:3 16:3 19:4 20:9 .
Sabendo que o comprimento inicial da mola �e e0 = 10 mm e considerando as medi�c~oes (n~ao cor-relacionadas) com precis~ao inversamente proporcional ao comprimento observado, determine a melhorestimativa para a constante da mola, usando o algoritmo dos m��nimos quadrados obtido na al��neaanterior.


