DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
EXAME DE TRATAMENTO MATEMATICO DAS OBSERVAGOES (ENG. GEOGRAFICA)

27 DE JUNHO DE 2001 DURAGAO: 3H00

Observagao: A resolugao completa de cada exercicio inclui a justificagao do raciocinio utilizado e a
apresentacao dos calculos efectuados.
PARTE 1

1. Considere o intervalo [a,b] C IR e uma fungdo f conhecida nos nés da particio uniforme, de espaca-

mento h,
A a=20 <21 < .. < Tp_1 < Ty =>b.
Sejam
T_;=a—1th, xpy;=>b+1h, 1=1,2,3,
e B;,i=-1,0,...,n,n+ 1, os splines ctbicos dados, para = € [z_3,Z, 3], por
(z — mi—2)?, T € [Ti—2, Ti-1],
) h3 +3h%*(x — ;1) + 3h(z — 3, 1)? — 3(x — m;1)3, z € 11,24,
Bz(!l?) = ﬁ h3 + 3h2($i+1 - I) + 3h($i+1 - .’E)Q - 3(LUZ'+1 - x)s, T € [.’Ei,.’EZ’+1],
(Ziro — ), T € [Tit1, Tiya),
0, nos restantes casos.
Mostre que
T | zicy @i z; Tit1  Tipo
Bi(z) | 0 I 4 I 0

B'(z) | 0 6/h® —12/h* 6/h?> 0

2. A estrela S da Ursa Maior apresenta uma variacdo para a sua magnitude aparente m, em funcio do
angulo de fase 6 (em graus), de acordo com os dados da seguinte tabela:

9 | —60 —20 20
m | 9.40 11.39 10.84

Usando um spline ctibico livre (s”(a) = s”(b) = 0), determine uma aproximacao para o angulo de fase
pertencente ao intervalo [—20, 20] em que a magnitude aparente da estrela é méxima.

Formulario
1
si(2) = 5 [oi_Q(xi — 2)® + Ci_1[h® + 3K2(z; — z) + 3h(z; — 7)% — 3(z; — 2)?]
+Cz'[h3 + 3h2(ac — «Tz'—l) + 3h(l‘ — xi_1)2 — 3(1‘ — xi_l)g] + CZ’+1(.’E — «Tz'—l)?)] ) T € [:Ei_l,:(:z'].

PARTE 11

1. Seja X = (X1, X2) um vector aleatério de esperanca E(X) e Y a varidvel aleatéria dada por Y = G(X),

com
G: R — R
(.’131,.’172) = Yy

uma func¢ao nao linear com derivadas parciais de segunda ordem continuas. Mostre que:

(a) a esperanca de Y é dada por E(Y) =~ G(E(X));



(b) a covariancia de Y é dada por
2 2 2 2 2
oy X ajoy, + 2a1020x, x, + a30%,,
oG
com a; = T)Q(E(X))

2. Para a estrela de Rigel (8 da constelagao de Orionte) efectuaram-se as seguintes observagoes relativas
a sua magniude aparente m e & sua distancia & Terra r (em parsec):

magniude aparente m ‘ 2.00 201 209 199 1.97
distancia a Terra r ‘279.0 279.5 2789 278.8 279.1 °

Supondo que as observacoes sao todas independentes, determine:

(a) a magnitude absoluta M de Rigel sabendo que

2
251%Mmk=(10>;

r

(b) uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determinado na alinea anterior.

PARTE III

1. Sejam [;, 1 = 1,2,3,4, valores observados para quatro quantidades que sao funcionalmente indepen-
dentes. Pretende-se que tais valores verifiquem um sistema de equagoes lineares da forma

[+ BA=d

em que B é uma matriz real do tipo 4 x 1, A € R, d = [d1,dy,d3,d4]" e, [ = [il,ZQ,Zg,Z4]T, as
observagoes ajustadas.
Utilizando o principio dos minimos quadrados e supondo que a matriz peso das observagoes é diagonal,
obtenha:

(a) um processo de cdlculo para a determinacao do vector dos valores ajustados [ ;

(b) _matriz cofactor de A.

2. A lei de Hooke estabelece que a forca F' aplicada a uma mola é directamente proporcional ao desloca-
mento provocado de acordo com a seguinte relacao

F =k(e—ep),

onde k é a constante da mola, ¢ o comprimento da mola quando sujeita & forca F' e eg 0 comprimento
inicial da mola.

No sentido de determinar a constante da mola usaram-se diferentes forgas (conhecidas) tendo sido
observados os comprimentos resultantes, dados na seguinte tabela

forca F' (em gramas) | 3 5 8 10
comprimento e (em milimetros) | 13.3  16.3 19.4 20.9

Sabendo que o comprimento inicial da mola é ey = 10 mm e considerando as medi¢oes (nao cor-
relacionadas) com precisdo inversamente proporcional ao comprimento observado, determine a melhor
estimativa para a constante da mola, usando o algoritmo dos minimos quadrados obtido na alinea
anterior.



