DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
EXAME DE TRATAMENTO MATEMATICO DAS OBSERVAGQOES (ENG. GEOGRAFICA)

1 DE JULHO DE 1998 DURAGAO: 3H00

Observagao: A resolucdo completa de cada exercicio inclui a justificacdo do raciocinio utilizado e a
apresentacao dos calculos efectuados.
PARTE 1

1. Seja f uma fungao definida num intervalo [a, b] C IR e suponha que f e a sua derivada f’ sdo conhecidas
nos pontos da particio A:a =z < 21 < .... < Tpy_1 < Tp, = b.

(a) Mostre que o polinémio de Hermite
Hont1(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0) + flxo, w0, 1] (z — 20)* + f[wo, T0, 21, 71](x — 30)* (& — 71)
+ o+ flro, o, T1, X1y« Ty, Ty (T — mg)Q(x — x1)2 sz — xn_1)2(m — Ip)

¢ 0 uinico polinémio de grau menor ou igual a 2n + 1 interpolador de f e f’ nos pontos de A.

(b) Considerando a particio A apenas com dois pontos (i.e. n = 1), e f € C*[a, b], mostre que

b—a)
— < — .
Hf H3”oo _ 384 ||f Hoo
Formuldrio
Ilf — H loo < max Inl (z — z;)? 7”]0(2”%)”00
2n+1lloo > z€lab] L 1 (2n+2)! .

2. Pretende-se interpolar a funcao f definida por f(z) = Inz, com z € [2,2.5], por um spline cibico
completo s numa malha uniforme.

(a) Calcule o ntimero minimo de pontos a usar para garantir que ||f — s|loc < 0.5 x 1074,

Formulario

5ht
If = slloo < m||f(4)||oo, h=z;—z; ;.

(b) Determine uma aproximacao para f(2.3) usando o spline cibico completo interpolador de f nos
pontos obtidos na alinea anterior.

Formulario
1
Sz(x) = F [Ci,g(xi - $)3 + Cifl[h:i + 3h2(.731' - .73) + 3h($1 - $)2 - 3($Z - $)3]
+Ci[h3 + 3h2(.’L‘ — .’L‘Z’_l) + 3h($ - xi_l)Q — 3($ - xi_1)3] + CZ‘+1($ - .’L‘i_l)ﬂ ) T € [xi_l,mi].

PARTE 11

1. Seja X = (X7, X2) um vector aleatério de esperanca E(X) e Y a varidvel aleatéria dada por Y = G(X),
com
G: R* — R
(z1,22) — y

uma func¢ao nao linear com derivadas parciais de segunda ordem continuas. Mostre que:
(a) a esperanca de Y é dada por E(Y) = G(E(X));
(b) a covariancia de Y é dada por O’% ~ JGc’XJg , onde C'x representa a matriz de covariancia do

vector X e 96 96
E(X

Ja = 6—531(( ’8—552

(E(X))



2. Pretende-se efectuar o revestimento lateral de um reservatério cilindrico de raio r e altura h. Nesse
sentido, efectuaram-se varias medicoes, todas nas mesmas condicoes, da sua altura h e do raio da base
r, tendo-se obtido os seguintes resultados (em metros):

altura h |5.11 5.01 5.15 5.25 5.08
raio dabaser|2.67 2.65 2.64 2.60 261 °

(a) Determine a drea esperada da superficie lateral do reservatorio;

(b) Obtenha uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determinado na alinea anterior
supondo que a altura h e o raio da base r sao nao correlacionados.

PARTE III

1. Sejam l;, © = 1,2, 3,4, valores observados para quatro quantidades que sao funcionalmente indepen-
dentes. Pretende-se que tais valores verifiquem um sistema de equacoes lineares da forma Al = d em
que A é uma matriz real do tipo 2 x 4, [ = [I1,l,13,14]T e d = [dy, d2]”.

(a) Utilizando o principo dos minimos quadrados e supondo que a matriz peso das observacoes é
diagonal, obtenha um processo de calculo para a determinacao do vector dos valores ajustados [;

(b) Mostre que a matriz cofactor de [ é dada por
Qi=0Q—Q

onde @ é a matriz cofactor de l e Q, = QAT W .AQ, com W, = (AQAT)~".

Sugestao: Mostre que Q; = Q — 2Qy + QW Qy e, posteriormente, que QuW Qy = Qu,
sendo W a matriz peso de l.

2. Para determinar o perimetro do triangulo rectangulo dado na Figura 1, mediram-se, independente-
mente, o angulo a e os lados L;, 1 = 1,2, 3, e obtiveram-se os seguintes valores:

Ly Lo L3 a
Valor | 28 m 4.1m 5.0m 34°15'0” .
Peso 1 1 1 2

Determine:

(a) os valores ajustados das observagoes efectuadas;

(b) a matriz cofactor das observagoes ajustadas;

(c) uma estimativa para a varidncia de referéncia.

Ls
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L2

Figure 1: Triangulo rectangulo



