DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
EXAME DE RECURSO DE TRATAMENTO MATEMATICO DAS OBSERVAGOES (ENG. GEOGRAFICA)

17 DE SETEMBRO DE 1998 DURACAO: 3H00

Observagao: A resolucao completa de cada exercicio inclui a justificacdo do raciocinio utilizado e a
apresentacao dos cdlculos efectuados.
PARTE 1

1. Considere o intervalo [a,b] C IR e uma funcdo f conhecida nos nés da particio uniforme, de espaca-

mento h,
JANS a=1x0< 11 < ... <ZTpy_1 <z =b.
Sejam
T_;=a—1th, xpy; =b+1h, 1=1,2,3,
e B;,i=—1,0,...,n,n+ 1, os splines ciibicos dados, para = € [z_3, Z,43], por
(z — mi_9)?, T € [zi 2,2 1],
1 h3 4+ 3h%(x — ;1) + 3h(z —z; 1)? —3(x — =z 1)3, x € [z 1,14,
Bz(ﬂi) = F h3 + 3h2($i+1 — ZE) + 3h(.’L‘Z’+1 — .’L‘)2 — 3(.’L‘Z’+1 — .’L‘)3, x € [ZBi,.’L‘Z’+1],
(Zipo — z)%, T € [Tit1, Tival,
0, nos restantes casos.
(a) Mostre que
T | Zie i ; Tip1  Tigo
Bi(z) | 0 1 4 10

Bl'(z) | 0 6/h* —12/K* 6/h* 0
(b) Estabeleca o sistema algébrico que permite determinar o spline cibico livre s interpolador da
funcao f nos nés da particao A.
Nota: O spline cibico livre tem como condi¢oes de fronteira s"(a) = s"(b) = 0.
(c) Considere o intervalo [1,2] e a funcdo f dada na tabela

s |1 15 2
F) |1 05 —2°

Determine um valor aproximado para f(1.3) usando o spline ctibico livre interpolador da func¢io
nos pontos dados.

2. Mostre, a partir do polinémio interpolador de Lagrange da funcao f nos pontos g, 1 € x3, tais que
1 — 9 = h e x9 — x1 = ah, que

" 2 T T z
o~ - e

PARTE 11

1. Seja X = (X7, X2) um vector aleatdrio de esperanca E(X) e Y o vector aleatério dado por Y = AX+DB,
com

A=

a1 a2 by

ain a2 by
] e B = [ ) a1, a2, a, a2, b1,be € IR.

Mostre que a matriz de covaridncia de Y é dada por Cy = ACx A", onde Cx representa a matriz de
covariancia do vector X.



2. Considere um prisma triangular de altura h cuja base é um tridngulo equildtero de lado I. Suponha
que foram efectuadas varias mediges dos valores de h e [, tendo-se obtido os seguintes resultados (em
metros):

h|3.12 3.10 3.13 3.11 3.12
l|4.61 4.61 4.62 4.60 4.61 °

Seja Y = (A, V) um vector aleatdrio onde A e V' representam, respectivamente, a drea da superficie e
o volume do prisma. Determine uma aproximacao para:

(a) a esperanca Y';

(b) a matriz de covariancia de Y;

(c) o coeficiente de correlacao das variaveis aleatérias A e V.

PARTE III

1. Sejam l;, 1 = 1,2, 3,4, valores observados para quatro quantidades que sao funcionalmente indepen-
dentes. Pretende-se que tais valores verifiquem um sistema de equagoes lineares da forma

I+ BA=d
em que B é uma matriz real do tipo 4 x 2, 1 = [I1,12,13,14]7, A = [A1, As]T e d = [dy, dy, d3, dy]".

(a) Utilizando o principo dos minimos quadrados e supondo que a matriz peso das observagoes é
diagonal, obtenha um processo de cédlculo para a determinagao do vector dos valores ajustados /;

(b) Mostre que a matriz cofactor de A é dada por

Qa = (BTWB)™!,
sendo W a matriz peso de [.

2. As coordenadas de um ponto y do plano foram medidas por dois métodos distintos tendo sido obtidos
os seguintes resultados:

e método 1: Yy = [ ;é ] , com a matriz peso W; = [ é (2) ] ;
e método 2: Yo = [ ;(1) ] , com a matriz peso Wy = [ (2) (1) ] .

Supondo que nao existe correlacao entre y; e yo, determine:

(a) a melhor estimativa para as coordenadas do ponto, usando o algoritmo dos minimos quadrados
obtido na questao anterior;

(b) a matriz cofactor dos valores obtidos na alinea anterior e uma estimativa para a variancia de
referéncia.




