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. Os Babilénios recorriam as seguintes duas aproximacdes para v/2: (1.25)g e (1.245110)g9. Converta
estes valores & base decimal e determine os erros absoluto e relativo cometidos.

. Ptolomeu de Alexamdria (século II) usou na sua obra Almagest (em arabe, “O Grande Compéndio”),
seguindo os Babil6nios, o valor de m = (3.830)¢0. E claro que a notacao usada nao foi esta, mas sim a
notagao grega corrente na época m = yn'\".
(a) Converta a base decimal e determine os erros absoluto e relativo cometidos.
Nota: Este foi o valor usado por Cristévao Colombo (século XV) nos cdlculos de navegagao.

(b) Tente explicar a notacao usada por Ptolomeu tendo em atenc@o que os gregos recorriam as letras
do seu alfabeto para representar os ntimeros. Assim o« =1, f = 2,...,t. = 10, kK = 20, A = 30,
p = 100,....

. A equacdo do segundo grau az? + bx + ¢ = 0 é usualmente resolvida pelas férmulas
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(a) Prove que uma solucao alternativa é dada por

2c 2c
, Ty = .
—b — Vb? — dac 2 —b+ Vb? — 4dac

(b) Escreva um programa de computador que resolva equagoes de segundo grau de duas maneiras
distintas: (i) usando as férmulas (1); (ii) calculando uma raiz pela férmula de (1) em que nao se
subtraem numeros do mesmo sinal e a outra raiz pela férmula de (2) adequada.

(2)

xr1 =

(c) Execute o programa construido em (b) quando: (i) a = 1.0, b = —5.0, ¢ = 6.0; (ii) a = 1.0,
b = 12345678.03, ¢ = 0.92.

. Consideremos p,(z) = apx™ + ap_12"* + -+ + a1z + ag e suponhamos que pretendemos calcular
p(T). Ao usar p,(T) = anT" + ap 17" ' 4 -+ + a1 T + ag efectuamos n adigdes/subtraccoes e 2n — 1

multiplicagoes/divisoes. No entanto, se considerarmos
pn(x) = ap + x(a1 + z(ag + -+ + z(an—1 + apx))),

designada por forma encaixada do polinédmio, ao calcular p(T) sé efectuamos n adi¢oes/subtracgdes e n
multiplicagoes/divisoes. Esta forma é a base do chamado método (ou algoritmo) de Horner, que consiste
formalmente nas seguintes operagoes: p < an; p < pT + a;, i = n — 1(—1)0, sendo p,(T) = p.

(a) Demonstre a chamada regra de Ruffini: O valor numérico de p,(T) de um polindmio p, em T €
igual ao resto da divisao de p,(x) por r —T.

(b) Dividindo py,(x) por x — T obtém-se p,(x) = (z — T)gn—1(z) + r, onde ¢,—1 é um polinémio de
grau inferior ou igual a n — 1 e r uma constante. Usando o algoritmo de Horner construa um
algoritmo que permita determinar r e os coeficientes de g,—1 (algoritmo de Ruffini).

(c) Calcule o valor de ps(z) = 2° + 2* — 423 — 22 — 12 em T = +1, 42, +3, +4, 46, +12.

(d) Quais as solugoes inteiras de um polinémio de grau n de coeficientes inteiros?



10.

11.

12.

13.

Prove que as seguintes fungdes sdo normas em IR”.

(a) Norma 1:  Vz e R", |z|1 =i |zl
(b) Norma 2 ou norma euclidiana: Vo € R", |z|2 = (X0, 27) vz,
(c) Norma infinito, norma méxima ou norma de Chebyshev: Vz € R", |z|c = maxi<i<pn |il.
A
Seja ||Al| = sup H xH

(a) Mostre que esta relagao define uma norma matricial a partir de uma norma vectorial.

(b) Para a norma matricial assim definida, prove que ||Az|| < ||A|| - ||z]-

Prove que as seguintes fungdes sdo normas em M, (IR) e que sdo induzidas pelas normas vectoriais
homonimas.

(a) Norma 1: VA € Myxn(IR), |A|l1 = maxi<j<n Y imy |aij]-
(b) Norma infinito ou norma de Chebyshev: VA € Mpxn(R), [[Allco = maxi<i<n D27 |ai;l-

Seja A uma matriz real, ndo singular e de ordem n. Prove que se A é um valor préprio de A entao

1
<A< 14
A=
Considere a matriz
2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2

Calcule ||All1 e || A]|oo-

Ao resolver o sistema de equacoes lineares Az = b, suponha que o termo independente b nao é exacto,
encontrando-se afectado de um erro 6b. Qual o erro que vem para z resultante dessa inexactidao?

O niimero de condigao de uma matriz A é definido por cond(A) = || 4] - | A7

(a) Mostre que uma medida do nimero de condi¢ao pode ser dada por Apys/ A, onde A\ys e Ay, s@o,
respectivamente, o maior e menor (em mdédulo) valores préprios de A.

(b) Mostre que se A é singular cond(A) é infinito e se A é nao singular cond(A) > 1.

(c) Resolva o sistema
2.000112x1 + 1.414215z9 = 0.521471
1.414215z1 + 1.00010522 = 0.232279

pelo método de eliminacao de Gauss. Sabendo que a sua solucao exacta é
(z1,22) = (607.1248, —858.2826),
explique os resultados obtidos

As matrizes dos sistemas

T—y =1 z—y =1
r—1.0000ly = O © z—0.99999y = 0
sao aproximadamente iguais. Determine e compare as suas solugoes.

Prove que as seguintes fungoes sdo normas em Cla, b).

(a) Norma Lo:  Vf e Cla,b], |fl2= (f; |f(l‘)|2)1/2-

(b) Norma de Chebyshev:  Vf € Cla,b], | fllcoc = maxgeiqp |f(2)]-



