′

∏

∏

∑

∏

· · ·

· · ·

· · ·

−

−

−

P

∈ P

−

−

P

0 1

0

2

0 0

1

2

1 1

2

0 1

=0

0 1

=0

=

=0

=0

2

1 2 3 4

5 i j

n n

n

n

n n

n

n n

i,j

i>j i j

n

i n

j

j i j

i j

n

n n n n

i n i i

i i i

n

i i

i

i

Dep ar t amento de Ma tem

´

atica da Universidade de Coimbra

Tra t amento Ma tem

´

atico das Obser v ac ¸

~

oes

Folha 3 Ano de 1997/98

x x i, j , , . . . , n

V x , x , . . . , x x x x

x x x

x x x

V x , x , . . . , x x x .

x , x , . . . , x n a, b

l x x x

x x

, i , . . . , n.

n

p p x p x l x

l x w x / x x w x i , . . . , n

w x x x .

f a b

a b / a < b

f a

a b / b

a, f a , b, f b . , .

c, f c ,

P , P , P , P , .

P ,

.

.

x . . . . .

x . . . . .

1. Mostre que se = , = 0 1 , ent~ ao o determinante da matriz de V andermonde

( ) =

1

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

´ e dado p or

det ( ) = ( )

2. Sejam um conjunto de + 1 p ontos distintos no interv alo real [ ]. Considere os

p olin´ omios de Lagrange

( ) = = 0

Mostre que:

(a) os p olin´ omios de Lagrange dados formam uma base do espa¸ co dos p olin´ omios de grau inferior

ou igual a ;

(b) se , ent~ ao ( ) = ( ) ( );

(c) ´ e v´ alida a igualdade ( ) = ( ) [( ) ( )], = 0 , onde

( ) = ( ) (1)

3. Seja o espa¸ co dos p olin´ omios de grau menor ou igual a 2 e seja uma fun¸ c~ ao conhecida em , e

( + ) 2, com .

(a) Determine de tr̂ es mo dos distintos o p olin´ omio interp olador de Lagrange de grau 2 para em ,

( + ) 2 e .

(b) Repita o exerc ´ ıcio prop osto na al ´ ınea anterior considerando ( ( )) = (0 1), ( ( )) = (0 5 0 5)

e ( ( )) = (1 1).

4. Conhecem-se as co ordenadas de cinco p ontos de uma curv a plana, que representa uma regi~ ao de uma

p e¸ ca em corte. Determine o p olin´ omio de Lagrange de grau 4 que interp ola a referida curv a sab endo

que os p ontos de co ordenadas conhecidas s~ ao: = (1 2), = (2 1), = (3 1), = (4 2 5) e

= (5 4). Determine ainda v alores aproximados para as ordenadas dos p ontos cujas ab cissas s~ ao 0,

2 5 e 6.

5. Use o p olin´ omio interp olador de Lagrange para determinar log 2 45 sab endo que

2 2 2 3 2 4 2 5 2 6

log 0 34242 0 36173 0 38021 0 39794 0 41497

.

Determine uma estimativ a para o erro cometido.

∑

′

∞

≤ ≤ −

∞

−

−

∈

∈

∈

−

∈

‖ ‖ ≤ | − |

∈ ‖ − − ‖ ≤

−

∈

∈ o

o

n n

n

n n

i i

i

i

n n

n n

n

n

i n i i

i i i i

x x

x

Sugest~ ao: Sup onha que e mostr e que .

0 0

+1

0 1

0 1

=0

0 1

0 1

( )

0 1

+1

0 1

+1

+1 +1

2

0 1 2

6

2 p

t

t

p . . . .

p t C

. .

c t

/c /c k t c k

F

t

/c . . . . . . .

/c

p f C a, b n

x , x , . . . , x a, b w

f x , x . . . , x f x

w x

.

x a, b x i , . . . , n

f x p x f x , x , . . . , x , x w x .

ξ a, b f x , x , . . . , x f ξ /n

x , x , . . . , x n a, b w

x

w x n h

, h x x .

x x , x x x x x h /

f x xe e f .

x x . x .

f x e x , e

f

f x x x ,

f ,

6. Na seguinte tab ela s~ ao dados diferentes v alores para o p eso esp ec ´ ıfico da ´ agua a diferentes temp era-

turas (em graus cent ´ ıgados):

0 1 2 3

0 999871 0 999928 0 999969 0 999991

.

Usando interp ola¸ c~ ao linear, quadr´ atica e c ´ ubica, determine uma aproxima¸ c~ ao para quando = 4

usando a f´ ormula interp oladora de Lagrange e de Newton. Compare os resultados obtidos sab endo

que o v alor exacto ´ e 1 000000

7. Durante a sedimenta¸ c~ ao da reac¸ c~ ao de sap onifica¸ c~ ao entre quantidades equimolares de hidr´ oxido de

s´ odio e acetato de etilo, a concentra¸ c~ ao (g mole/litro) de cada reagente v aria com o temp o (min)

de acordo com a equa¸ c~ ao 1 = 1 + , onde ´ e a concentra¸ c~ ao inicial e (litro/g mole min) ´ e a

constante de reac¸ c~ ao. F oram obtidos os seguintes resultados em lab orat´ orio ` a temp eratura de 77 :

1 2 3 4 5 7 10 12 20 25

1 24 7 32 4 38 4 45 0 52 3 65 6 87 6 102 154 192

.

(a) Obtenha uma estimativ a para a concentra¸ c~ ao inici al.

(b) Obtenha uma estimativ a para a concentra¸ c~ ao ao fim de 15 minutos e compare-a com a solu¸ c~ ao

obtida em lab orat´ orio (ao fim de 15 minutos obteve-se 1 = 135).

8. Seja o p olin´ omio interp olador de [ ] de grau inferior ou igual a nos p ontos distintos

[ ] e o p olin´ omio no dal dado em (1). Mostre que:

(a) se verifica a igualdade

[ ] =

( )

( )

(b) para cada [ ] que n~ ao coincida com nenhum , = 0 , se tem

( ) ( ) = [ ] ( )

(c) existe um p onto ( ) tal que [ ] = ( ) !.

9. Sejam um conjunto de + 1 p ontos distintos no interv alo real [ ] e o p olin´ omio

no dal dado em (1). Prove que se p ertence ao interv alo definido p elos p ontos dados, ent~ ao

( )

!

4

= max

[ ] ( )( ) 4

10. Seja ( ) = 3 2 . Determine uma aproxima¸ c~ ao para (1 03) usando o p olin´ omio interp olador

de Lagrange de grau 2 e considerando os p ontos = 1, = 1 05 e = 1 07. Determine uma

estimativ a para o erro cometido.

11. Pretende-se construir uma tab ela para a fun¸ c~ ao ( ) = , com [0 1]. Considere o v alor de

com 5 casas decimais correctas e uma parti¸ c~ ao com p ontos igualmente distanciados. Determine o

di^ ametro da parti¸ c~ ao a considerar de mo do que o p olin´ omio interp olador de Lagrange p ermita obter

uma aproxima¸ c~ ao para com um erro inferior a 10 .

12. Considere a fun¸ c~ ao ( ) = ln ( + 1), [1 3]. Determine o p olin´ omio interp olador de Lagrange que

aproxima em [1 3] com um erro inferior a 10 .