−

−

∈ −

−

−

· · ·

P

P P

P

∈ −

∈ x

n

n

m i i

i i i

i

i

i

/ / /

/ / / /

1 2

0 1 2

0 1

0

1

0

1

0

2

1

0

2

0 1 2 1 3 2 2 5 2 3

2

0 1 3 2 3 1 4 3 5 3 2

Dep ar t amento de Ma tem

´

atica da Universidade de Coimbra

Tra t amento Ma tem

´

atico das Obser v ac ¸

~

oes

Folha 4 Ano de 1997/98

f x e , x , .

n p f

,

f

n

p p

x x x

a, b

a x < x < < x b.

a, b x , x

i , . . . , n m

n n

n p x , x i , . . . , n

i

p

f

x . . .

f x . .

f

a x < x < x < x < x < x < x b.

f x

x

, x , .

f

a x < x < x < x < x < x < x b.

f x x x , π

1. Considere a fun¸ c~ ao ( ) = [ 1 1]

(a) Determine o p olin´ omio interp olador de Lagrange de grau – – para considerando p ontos

igualmente distanciados no interv alo [ 1 1].

(b) Determine uma estimativ a para o erro que se comete ao aproximar (0) p elo seu p olin´ omio

interp olador de grau .

(c) Esb o ce os gr´ aficos de e .

(d) Determine o p olin´ omio interp olador de Lagrange segmentado linear quando se considera uma

parti¸ c~ ao com n´ os = 1, = 0 e = 1. Compare o resultado obtido com o da al ´ ınea

anterior.

2. Seja [ ] um interv alo real e Δ a parti¸ c~ ao dada p or

Δ : = =

Seja ainda (Δ) o conjunto de to das as fun¸ c~ oes cont ´ ınuas em [ ] que em cada interv alo [ ],

= 1 , da parti¸ c~ ao Δ coincidem com um p olin´ omio de grau .

(a) Prove que e s~ ao espa¸ cos vectoriais de dimens~ ao + 1 e 2 + 1, resp ectiv amente.

(b) Dadas fun¸ c~ oes p olinomiai s quadr´ aticas , definidas em cada interv alo [ ], = 1 , da

parti¸ c~ ao Δ, existir´ a sempre um elemento de (Δ) cuja restri¸ c~ ao ao -´ esimo subinterv alo coincida

com ?

3. Determine o p olin´ omio interp olador de Lagrange segmentado linear para a fun¸ c~ ao tal que

0 0 25 0 5 0 75 1

( ) 1 1 25 1 1 5 1

.

4. Calcule o p olin´ omio interp olador de Lagrange segmentado quadr´ atico para a fun¸ c~ ao do exerc ´ ıcio an-

terior.

5. Determine o p olin´ omio interp olador de Lagrange segmentado de grau 2 para uma fun¸ c~ ao que se

conhece nos p ontos

= =

6. Particularize o exerc ´ ıcio anterior para

( ) =

1

1 +

[ 1 1]

7. Determine o p olin´ omio interp olador de Lagrange segmentado c ´ ubico para uma fun¸ c~ ao sup ondo que

esta ´ e conhecida nos p ontos

= =

8. Particularize o resultado do exerc ´ ıcio anterior para a fun¸ c~ ao ( ) = sin , [0 2 ].

′

∞ ∞

′

′

′′

′

′′

′

∈

− − − −

‖ − ‖ ≤

−

‖ ‖

∈

−

−

−

− i

i

i

x x

x

i

i

i

i i

i

i

i

i

i

i

/ /

/ /

4

0 1

3 0 0 0 0 0 1 0

2

0 0 1 1 0

2

1

3

1 0

4

(4)

2

0 1

5

0 1 2 5 2 2

0

0

0 1

0 1

0 1 2 1 3 2 2

0 1 2 1 3 2 2 f C x , x

h x f x f x x x f x , x , x x x f x , x , x , x x x x x

f h x x

f .

f x x

x , π /

x . .

f x . .

f x . . .

f x xe e . f .

x x . .

f x e h

x x x h . f . p . p

f

m f x x m

f x

f g

x

f x

f x

f x x .

g x .

g x . .

g x . .

p f x x

p g x x .

f

x . .

f x . .

f x . .

x < x < x < x < x .

f x x

x , x π

, x π

, x π

, x π .

9. Mostre que o p olin´ omio de Hermite de grau m ´ ınimo de uma fun¸ c~ ao [ ] ´ e dado p or

( ) = ( ) + ( )( ) + [ ]( ) + [ ]( ) ( )

e deduza que o erro satisfaz a

( )

384

10. Determine o p olin´ omio interp olador de Hermite de grau m ´ ınimo para a fun¸ c~ ao ( ) = sin quando se

considera [0 2].

11. Determine, de dois mo dos distintos, o p olin´ omio interp olador de Hermite para os dados

0 0 25 0 5

( ) 0 75 1 0 25

( ) 0 25 0 5 0 75

.

12. Considere a fun¸ c~ ao ( ) = 3 Determine uma aproxima¸ c~ ao para (1 03) usando o p olin´ omio

interp olador de Hermite considerando os p ontos = 0 e = 1 05 Determine uma estimativ a para

o erro cometido.

13. Considere ( ) = . Determine o p olin´ omio interp olador de Hermite de grau 5 – – usando os

p ontos = 0, = 1 e = 2. Compare (0 25) com (0 25) e com (0 25) em que ´ e o

p olin´ omio interp olador de Lagrange de grau 2, para a fun¸ c~ ao , determinado nos mesmos p ontos.

14. Mostre que o p olin´ omio de T aylor de grau de uma fun¸ c~ ao em torno do p onto = oscula

vezes com o p onto .

15. Considere as fun¸ c~ oes e das quais se conhecem os v alores

0 1

( ) 1 0

( ) 2 10

( ) 40

,

0 0 25

( ) 0 75 1

( ) 0 25 0 5

( ) 0 25 0 5

.

(a) Determine o p olin´ omio que oscula com duas vezes o p onto = 0 e tr̂ es vezes o p onto = 1.

(b) Determine o p olin´ omio que oscula com duas vezes os p ontos = 0 e = 0 25.

16. Determine o p olin´ omio interp olador de Hermite segmentado c ´ ubico de sab endo que

0 0 25 0 5

( ) 0 5 1 0 5

( ) 0 5 0 0 5

.

17. Sup onha que conhece uma fun¸ c~ ao e a sua deriv ada nos p ontos

Determine o p olin´ omio interp olador de Hermite segmentado de grau 5 de dois mo dos distintos.

18. Particularize o exerc ´ ıcio anterior para a fun¸ c~ ao ( ) = cos considerando os p ontos

= 0 =

4

=

2

=

5

4

=