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Capitulo 1

Funcoes reais de variavel real

1.1 Definicao de funcao

Fendémenos naturais, como o movimento dos corpos, a vaporizacao da agua sob a acgao do
calor, a passagem de uma corrente eléctrica num condutor, a germinacdo de uma semente,
o exercicio de direitos politicos pelos cidadaos, etc, sao regidos, normalmente, por leis que
podem ser de dois tipos: leis qualitativas ou leis quantitativas. Estes dois tipos de leis nao
podem ser rigidamente separados; a utilidade da distingao estd em que a lei acentua, por
vezes, um ou outro aspecto da realidade. Vejamos alguns tipos de leis.

Primeira lei de Johannes Kepler (1571-1630). Cada planeta descreve, em torno do Sol,
uma elipse da qual o Sol ocupa um dos focos.

Lei da gravitacao de Isaac Newton (1642-1727). Entre dois corpos desenvolve-se uma
forca atractiva que é directamente proporcional ao produto das suas massas e inver-
samente proporcional ao quadrado da distancia que os separa.

Primeira lei da Psicologia Funcional de Edouard Claparede (1873-1940). Toda a neces-
sidade tende a provocar reaccoes préprias e dar-lhes satisfagao.

Lei da queda dos graves de Galileu Galilei (1564-1642). Para todo o corpo em queda
livre no véacuo, as alturas de queda sao inversamente proporcionais aos quadrados
dos tempos de queda.

Destas quatro leis, a primeira e a terceira podem ser consideradas leis qualitativas,
enquanto que a segunda e a quarta sao consideradas leis quantitativas.

Na maioria das leis, o tipo dominante, é qualitativo ou quantitativo? A histéria da
ciéncia da a essa pergunta uma resposta nitida: a medida que a realidade se vai conhecendo
melhor, o primado tende a pertencer ao tipo quantitativo. Nao é a ciéncia, no seu avanco,
que tende a por de parte a qualidade. Isso seria absurdo, uma vez que as qualidades
traduzem as relacoes de interdependéncia dos seres uns com os outros, e a interdependéncia
é, precisamente, uma das caracteristicas essenciais da realidade. Mas a ciéncia nao se ocupa
apenas a descrever, empreende também a tarefa de explicar e, nesta, hd um facto que se
impoe com uma for¢a cada vez maior: para se obter as explicagbes para as variagoes de
qualidade ha que aprofundar o estudo das variagoes de quantidade.

E natural que, de coisa tao importante para o entendimento da realidade como ¢é a lei
quantitativa, surja também o conceito préprio para o seu estudo. Em que consiste, afinal,
a lei? Na forma de correspondéncia entre conjuntos. Se, por consequéncia, queremos
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estudar leis quantitativas, temos que “criar” um instrumento matemaético cuja esséncia
seja a correspondéncia de dois conjuntos.

A primeira coisa a fazer, para tornar esse instrumento facilmente manejavel, é arranjar
uma representacao simbodlica para os conjuntos e a totalidade dos seus elementos.

Definicao 1.1 (Varidvel) Seja A um conjunto qualquer, finito ou infinito, e convenci-
onemos representar qualquer um dos seus elementos por um simbolo, por exemplo x. A
esse simbolo, representativo de qualquer dos elementos de A, chamamos varidvel e a A o
sew, dominio.

Voltemos ao exemplo da lei da queda dos graves. Como foi dito, esta consiste na
correspondéncia do conjunto dos tempos para o conjunto dos espacos. Seja t a varidvel
do conjunto dos tempos T e s a varidvel do subconjunto S do conjunto dos espagos F,
correspondéncia que sabemos univoca, no sentido t — s (a cada t corresponde um e um
s6 s). Diremos que a varidvel s é uma funcao da varidvel ¢ e escrevemos, simbolicamente,

s = f(t).

Definicao 1.2 (Fungao) Seja x uma varidvel representativa de um conjunto D ey uma
varidvel representativa de um conjunto Cq C C.. Diz-se que y € funcdo de x, e escreve-
-se y = f(x), se entre as duas varidveis existir uma correspondéncia univoca no sentido
x +—y. Usa-se também a notacdo

f+ D — C.
z — y=f(2)

A x chama-se varidvel independente, a y varidvel dependente, ao conjunto D chama-se
dominio de f, a C. conjunto de chegada e a

Ca={f(x): € D}
chama-se contradominio.

Nao se deve confundir f com f(x) pois enquanto f é uma funcado, f(z) é apenas o valor
que a funcao f assume no ponto x. Por vezes afirma-se: “seja f a funcao definida por
f(x) =---7 ou até “seja f(x) = --- a fungdo ...”. Sa@o abusos de linguagem que iremos
cometer ao longo do curso.

Simbolicamente temos as seguintes equivaléncias:

f:A— Béfungdo & Vry,z9 € A, f(x1) # f(x2) = 21 # 22
& Vri,m € Az = a9 = f(11) = f(22)
& VzeAIyeB:y=f(x).

Seja f uma fungao de dominio A e conjunto de chegada B. O grafico de f é o conjunto

graf f = {(z,y) € AxB:y= f(z)}
= {(z,f(x)):z € A}.

Notemos que o grafico de f é sempre o mesmo, qualquer que seja o conjunto B que
contenha o contradominio de f. A representagdo geométrica (ou grafico) de f é qualquer
representacao geométrica dos pontos de graf f. E facil, raciocinando geometricamente,
ver quando é que uma figura é ou nao a representagao grafica de alguma funcao.
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Defini¢éo de fungéo Injectivade
5
Funcéo
=——e—= Nao fungéo
p
> 0 >
J
-5 Injectiva
——e— N30 injectiva
-5 -10
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X
Paridade Funcdes inversas
10
5
> 0
-5 Par
——e— [mpar
-10
-2 0 2
X X

Figura 1.1: Tipos de fungdes.

1.2 Funcoes injectivas e sobrejectivas

Como ja é sabido, uma funcao de dominio A é dita injectiva se a pontos diferentes do
dominio A corresponderem imagens diferentes no conjunto de chegada. Simbolicamente
temos:

f:A— Béinjectiva & Vi, xe € A, f(x1) = f(z2) = 71 = T2
& Vry,ae € A,z # 12 = f(o1) # f(22).

Em termos graficos, a injectividade pode ser vista Figura 1.1.
Uma func¢ao de dominio A é dita sobrejectiva se qualquer ponto do conjunto de chegada
pertencer ao contradominio. Simbolicamente temos:

f:A— B é sobrejectiva = Vy € B,z € A: f(x) =y.

Em termos gréficos nao é possivel concluir qual é o conjunto de chegada (sé podemos
saber qual o contradominio) e, como tal, ndo é possivel concluir da sobrejectividade de
uma funcao.

1.3 Monotonia, paridade e periodicidade

Vamos, a partir de agora, considerar apenas funcoes reais de varidvel real. Seja f uma
funcao de dominio D C R. A funcado f diz-se crescente (estritamente crescente) se para
todo o z1,x9 € D, x1 < x9 implica f(x1) < f(z2) (f(z1) < f(z2)). Do mesmo modo, f
diz-se decrescente (estritamente decrescente) se para todo o x1,x9 € D, x1 < 9 implica

f(z1) = f(z2) (f(21) > f(22)).
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Uma funcao f diz-se constante se f(z1) = f(x2), para todo o x1 e x2 no seu dominio,
e limitada se existir um M > 0 tal que |f(z)| < M, para todo o = pertencente ao seu
dominio.

Outra nocao importante é a de paridade. Seja f uma funcdo de dominio D C R
centrado na origem. Diz-se que f é par, se e s6 se, para todo = € D, f(—x) = f(x) e impar
se e s6 se, para todo o x € D, f(—xz) = —f(z).

Notemos que se f é par, o seu grafico é simétrico em relagao ao eixo dos yy. Se f é
fmpar, o seu grafico é simétrico em relagao & origem (ver Figura 1.1).

Seja f uma fungdo de dominio D C R. Diz-se que f é periddica em D se existir um
T # 0 tal que, para todo o x € D, f(z+T) = f(z). Simbolicamente temos:

f:D—Réperiddica< IT #0:Ve e D, f(x+T) = f(x).

A T nessas condi¢oes chama-se periodo da funcao f. Se T' é um periodo positivo de f e é
inferior a todos os outros periodos positivos de f, entdo a T chama-se periodo fundamental
de f. Prova-se facilmente que se uma funcao f tiver periodo T entao tem periodo k7', com
k € Z. Assim, se tivermos o grafico de uma funcao periédica de periodo T, ele coincide
com o grafico da funcao que se obtém translaccionando a origem para o ponto (kT 0).

Seja f uma funcgao definida num intervalo de amplitude T'. A extens3o periddica de f
¢ a funcao f, que satisfaz, para todo o x € R,

fplz +kT) = f(x), keZ.
Exercicio 1.1 Procure exemplos de funcgoes periddicas e das suas aplicacdes.

Se uma funcao tiver periodo T' podemos reduzi-la a uma fungao de periodo L através
da mudanca de escala

e escrever f em termos de y: f(z) = f(y/w).

Outra mudanca de variavel interessante consiste em transformar uma funcao definida
num intervalo [a, b] numa funcao definida num intervalo [c, d]. Essa mudanga é efectuada
por uma funcao ¢ tal que

¢: [a,b] — [, d]
r  — y=¢x).

A forma mais simples de definir ¢ consiste em considerar a recta que passa pelos pontos
(a,c) e (b,d). Essa recta é dada por

n d—c ( )

y=c T —a).

b—a

Assim, se quisermos transformar uma func¢ao f definida no intervalo [a,b], sendo = a
varidvel que percorre esse intervalo, teremos que efectuar a mudanca de varidavel

b—a
d—c

T =a-+ (y—c)

e considerar

fa) =1 (a+ 5=2-0).
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1.4 Funcao inversa

Definicao 1.3 (Funcao inversa) Seja f uma fun¢ao injectiva com dominio D e contra-
dominio Cq. Uma funcgdo g de dominio Cyq e contradominio D diz-se inversa de f se

flow) =y,  VYyeCy

g(f(x)) = =z, Vx € D.

Notemos que, para que a funcao inversa de f esteja bem definida, f tem que ser
sobrejectiva e injectiva. De facto, se f nao fosse injectiva isso queria dizer que existiam
x1 # x9 € D tais que f(z1) = f(x2) = y. Mas isso seria equivalente a afirmar que existiria
y € Cy tal que g(y) = z1 # x2 = g(y), o que contraria o facto de g ser uma fungao. Logo,
para que uma funcao tenha inversa, ela tem que ser bijectiva.

A funcdo inversa de f representa-se por f~!. Para que f~! exista é necessario que a
cada y € Cy corresponda um e um s6 elemento x € D (correspondéncia biunivoca).

Exercicio 1.2 Prove que se f~! existir é unica.

Analisemos agora qual a relacdo existente entre os grificos de f e de f~!'. Sabemos
que

y=flz) e z=F"y)

Assim, o ponto P = (a,b) estd no grafico de f se e s6 se Q = (b,a) estd no grafico de f~1.
Podemos entao dizer que os graficos de f e f~! sdo simétricos um do outro em relacio &
recta y = x (ver Figura 1.1). Podemos também pensar de outra maneira. Se “trocarmos
os papéis” do eixo dos zx com o eixo dos yy, passamos do grafico de uma funcao f para
o grafico da sua inversa (caso exista).

Exercicio 1.3 Construa graficamente fungdes que ndo possuam inversa.

2 2

Consideremos f(z) = 2%, com dominio R e contradominio R{. Resolvendo y = 22 em
ordem a x obtemos x = +,/y. Esta funcao nao é injectiva e, como tal, nao possui inversa.
No entanto, se considerarmos f definida em RaL obtemos a funcao injectiva

f: Ry — RS
r s y=1x2
cuja inversa é f~1(z) = /2.

Podemos definir a seguinte regra para o calculo da inversa: para determinar a inversa
de uma funcdo y = f(z), tenta resolver-se a equagao em ordem a z; se a solugao é tnica,
podemos definir a funcao inversa. Como teste para a invertibilidade de uma fungdo temos o
seguinte: uma funcao f s6 € invertivel se cada linha horizontal intersectar o grafico de f
no maximo num ponto.

Exercicio 1.4 Mostre que se f € uma funcao invertivel, estritamente mondtona em D C
R, entdo f~1 também € estritamente monétona em Cyq = f(D) e o sentido da monotonia
€ 0 mesmo.
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1.5 Mini-atlas de funcgoes

Vamos, agora, rever algumas classes de fungoes.

Funcgoes polinomiais. Se ag,ay,...,a, forem nimeros reais, uma funcao polinomial
tem a forma

f+ D — R
r f(:C):anx"—kan,lxn_l—|—---—{—a1x—|—a0,

Podemos tomar para D qualquer subconjunto de R. Como casos particulares das fungoes
polinomiais temos a func¢ao constante (n = 0), a funcao linear ou afim (n = 1) e a fungao
quadréatica (n = 2).

Funcgoes racionais. Sejam P(x) e Q(z) dois polindmios. As fungoes racionais sao
fungoes do tipo
f: D — R
P(z)
Q(z)

Podemos tomar para D qualquer subconjunto de R onde () nao se anule.

z o @)=

Funcoes irracionais. Seja P(z) um polindmio. As fungoes do tipo

f+ D — R
v @)= (YPW)"

com p,q € N, sdo ditas irracionais. O seu maior dominio serd R se ¢ for impar e {x € R :
P(z) > 0} se g for par.

Funcao exponencial. Se p,q € Z e g # 0 entao
ab/a, aeRT,

tem uma definicao elementar. Se x é um ntimero irracional entao a definicao de a® pode ser
dada como se segue: se x,, = p—: for o termo geral de uma sucessao de nimeros racionais
convergente para x, entao a® é o limite (que existe sempre) da sucessao de termo geral a™".
Temos assim que para todo o a > 0 é possivel definir a funcao exponencial de dominio R
que a cada x € R associa a”.

Note-se que, quando a > 1 a funcao ¢é estritamente crescente e quando a < 1 a fungao
é estritamente decrescente (ver Figura 1.2). No caso a = 1 a fungdo é, obviamente,
constante.

Quando a base da exponencial é o nimero de Napier, assim chamado em homenagem

ao matemédtico John Napier (1550-1617), isto é, quando a = e, sendo

n—oo

n
e = lim (1 + l) ~ 2,718281828459045 . . . ,
n

temos a chamada func¢ado exponencial natural. O nimero de Napier é denotado por e em
homenagem ao matemético sui¢o Leonhard Euler (1707-1783), que foi o primeiro a estudar
aprofundadamente as suas propriedades. A e também se chama, muitas vezes, nimero de
Euler.
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Fungdes exponenciais Funcdes logaritmicas
8 2
) exp(x)
6 —a— eXp(—X) 0
> 4 > =2
2 -4 In(x)
—— |0g(X)
0 g -6
-2 -1 0 1 2 1 2 3 4
X X
Outras fungBes exponenciais Outras funcdes logaritmicas
5 4
44 2X 2
— (112)*
3 0
> >
2 -2
log,,(x)
1 -4
0G0
0 i -6
-2 -1 0 1 2 1 2 3 4
X X

Figura 1.2: Fungoes exponenciais e logaritmicas.

A fungao exponencial natural também é denotada por exp(-). Prova-se que
T\ "
e’ = lim (1—|——> )
n—oo n

Lembremos as seguintes propriedades da funcao exponencial:

a® = a®aY, (a®)¥ = a™.

Fungao logaritmica. Como a func¢ao a®, a > 0 e a # 1, é injectiva podemos definir a
sua inversa na forma
y=a" <z =log,y,

funcao a que chamamos logaritmo na base a. Assim, a funcao logaritmo na base a é
definida por
log,: RY — R
xr — y=log,,

onde
y=log,r < a’ =x.

Como casos particulares temos a fungao logaritmo na base 10
y=logzr < 10Y ==z
e a fungao logaritmo natural ou neperiano (base e)

y=Inzx < e’ =ux.
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Recordemos as seguintes propriedades da funcao logaritmo:

x
loga (my) = loga T+ loga Y, loga <§> = loga xr— loga Y, loga ¥ = Y loga xz.

Recordemos, também, a férmula de mudanca de base

1 Inx
0g, Tt =—.
Ba Ina
A Figura 1.2 dé-nos a representacao grafica da funcdo logaritmica quando a > 1 e

a < 1. Notemos que os graficos sdo simétricos um do outro em relagdo ao eixo dos zzx.

Funcées f(z)?®). Asfuncoes exponencial e logaritmica permitem definir a funcéo f(x)9(®),
com f e g duas fungoes. Por definicao

f(2)9@) = 9@ fl@)

onde e é o numero de Euler. Isto significa que f(ﬂ:)g(x) s6 estd definida se f(z) > 0. Nalguns
casos particulares que nao exijam esta definicio, como é o caso de f(z)P/9 = (‘1 f(a:)) ,

com p e ¢ inteiros positivos, o dominio pode ser alargado.

Funcgoes trigonométricas directas. Estas funcgoes sao de importancia fundamental

em todas as dreas cientificas e tecnoldgicas. Pode provar-se, por exemplo, que, em certas

condicoes, todas as fungoes periddicas se podem escrever como somas de senos e cossenos.
As férmulas fundamentais que relacionam a funcéo seno com a funcio cosseno sao:

2 7-(-
r=1 e cosx =sen (x+ — ).

cos® x + sen 3

Outras férmulas importantes sao:
sen (x +y) = senxcosy + seny cosx, cos (x 4+ y) = cosx cosy — senx seny,

Exercicio 1.5 Prove que:

1. (a) sen2x =2senxcosz;

(b) cos2x = cos’z — sen x;

2

(¢) sen?z = (1 — cos2z);

(d) cos®z = (1 + cos 2z);

2. (a) senzcosy = S(sen(z +y) + sen(z —y));
(b) coszcosy = 1(cos (z +y) + cos (z — y));
(¢) senzseny = 3(cos (x — y) — cos (z + y)).
As restantes funcoes trigonométricas podem ser definidas & custa das funcées seno e
cosseno da seguinte forma:
sen x cos T 1 1

tgxr = , cotgx = , secr = , cosecx =
cosx senx cosx

senz

Exercicio 1.6 Prove que
tgx + tgy
t =_°"  ©J
gz +y)=1- oy
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Funcdes circulares Funcdes circulares inversas
3 4
2 sen(x) arc sen(x)
=——e— C0S(X) =——e— arc cos(x)
1 2
> 0 >
-1 0
-2
-3 -2
-10 -5 0 5 10 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
Outras fungdes circulares Outras fungdes circulares inversas
2
1
> 0
-1 arc sec(x)
——— arc tg(X)
-2
-4 -2 0 2 4
X X

Figura 1.3: Fungoes trigonométricas.

Funcoes trigonométricas inversas. Como as fungoes trigonométricas directas nao sao
injectivas, nao podem ser invertidas no seu dominio. Temos, para tal, que considerar uma
restrigdo ao seu dominio por forma a que possam ser consideradas bijectivas.

Funcao arco seno

Consideremos a fungao y = senx. Como a func¢ao nao é injectiva, ha que considerar
uma restricao desta funcdo a um intervalo no qual seja e que nele assuma todos
os valores. Para que a fung@o seno seja invertivel, considera-se a sua restricao ao
intervalo [—7, 5], sendo a sua inversa a funcao “arco cujo o seno” ou, de forma
abreviada, “arco seno”, definida por

arcsen : [-1,1] — [-3, 7]
T +— Y= arcsenc,

onde

Y = arc senx < seny = T, ——<y<

o3
o3

Funcgao arco cosseno

Consideremos a funcao y = cos x. Pelas mesmas razoes apresentadas anteriormente,
vamos considerar a sua restricdo ao intervalo [0, 7] e definir a funcao “arco cujo o
cosseno” ou, de forma abreviada, “arco cosseno”, da forma
arc cos : [—1,1] — [0,7]
T +—— Yy = aIrc cosz,
onde
Y = arc CosSx < Cosy =, 0<y<m.
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Na Figura 1.3 apresentam-se os graficos das fungoes arco seno e arco cosseno.
Exercicio 1.7 Defina e trace os grificos das funcdes:

1. y=arctgr & tgy=o, —5<y<7;

2. y=arccotgr & cotgy =2, O0<y<m;

3. y=arcsecr & secy =z, 0<y<m;

4. y = arc cosecx < cosecy =x, —5 <y< 3.

Existem férmulas que relacionam as funcgoes trigonométricas inversas. Algumas das
mais importantes sao:

x V1422
———— | = arc cosec | ———— |;
1+ 22 T

arc tgx = arc sen <

s
arc tgx + arc cotgx + arc senx + arc cosx = arc cosec + arc secxr = 3

Fungoes hiperbdlicas directas. As expressoes exponenciais

—e* e“+e "
s e cre
2 2
ocorrem com muita frequéncia nas aplicacoes da matematica as ciéncias e a engenharia.
Nesse sentido, é util atribuir-lhes uma designagao especifica. Por razoes que nao iremos

explicitar, convencionou-se chamar funcao seno hiperbdlico a

shx = %, Vz € R,
e funcao cosseno hiperbdlico a
x —T
chx = %, Vr € R.

Exercicio 1.8 Faca o estudo grdfico das funcdes seno hiperbolico e cosseno hiperbdlico e
conclua que os seus grdficos sdo os dados na Figura 1.4.

A funcao cosseno hiperbdlico é usada para descrever a forma de um cabo ou corrente
flexivel, de densidade uniforme, cujas extremidades se encontram fixas a mesma altura. A
curva

x
y =ach—, a € R,
a

é chamada catendria (da palavra latina catena que significa corrente).

Exercicio 1.9 Prove que:
1. ch?z — sh?z =1 (chamada férmula fundamental da trigonometria hiperbélica);
2. sh(x+y)=shachy+ shychez e ch(zr+y)= chzchy+ shxshy.

Tal como para as funcoes circulares, podemos também definir a funcao tangente hiper-
bélica, a funcao cotangente hiperbdlica, a funcao secante hiperbdlica e a fungéo cossecante
hiperbdlica da seguinte forma:

h h 1 1
> x’ cothx = ¢ :c’ sech x = cosech x =
chx shz

thax = .
v chz’ shx
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Fungdes hiperbdlicas Funcdes hiperbdlicas inversas
3
4 2 p
1
2
> > 0
0 -1
sh(x) 5 arg sh(x)
—e— ch(X) =——e— arg ch(x)
-2 -3
-2 0 2 -4 -2 0 2 4
X X
Outras fungdes hiperbolicas Outras funcdes hiperbdlicas inversas
2 4
1 4 2
4
> 0 > 0
-1 sech(x) ' arg sech(x)
— th(x) -2 —e— arg th(x)
-2
-4 -2 0 2 4 -0.5 0 0.5
X X

Figura 1.4: Fungoes hiperbdlicas.

Funcgoes hiperbdlicas inversas. Podemos também definir as fungdes hiperbdlicas in-
versas.

Funcao argumento seno hiperbdlico

Como a fungao seno hiperbdlico € injectiva, ela é invertivel. Vamos entdo definir a
sua inversa como sendo a funcdo “argumento seno hiperbdlico”, definida por

argsh: R — R
r +—— y = argshux,

onde
y= arg shzx & shy ==.

Funcao argumento cosseno hiperbélico

Como a fungao cosseno hiperbdlico nao € injectiva, ha que considerar uma restrigao
desta funcao a um intervalo no qual seja e que nele assuma todos os valores. Para que
a fungao cosseno hiperbodlico seja invertivel, considera-se a sua restricdo ao intervalo
Rar , sendo a sua inversa a funcao “argumento cosseno hiperbdlico”, definida por

arg ch : [l,400] — R{
r +—— y= argchux,
onde
y=argchr < chy=ux, yeRaﬂ
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Na Figura 1.4 apresentam-se os graficos das funcgoes argumento seno hiperbdlico e
argumento cosseno hiperbdlico.

Exercicio 1.10 Prove que:

1. arg shlen(x+\/x2+1>;
2. argchlen(x—i—\/x?—l), x> 1.

Exercicio 1.11 Defina e trace os grdficos das fungoes:
1. y= arg thz < thy = x;
2. y= arg cothz < cothy =z, 1y #0;
3. y= arg sechx < sechy =z, 0<y;
4. y = arg cosechz < cosechy =z, y#0.

Existem férmulas que relacionam as fungoes hiperbdlicas inversas. Algumas das mais
importantes sao:

x
arg shz = sgn (z) ar ch(\/1+x2>:ar th<7>,
g gn (z) arg gth| =

arg chx = argsh< ﬂ:2—1), x> 1.

Exercicio 1.12 Prove que:

1. argthlen(ﬂ%f—i), lz] < 1;
2. arg cothz =In <\/%f—i), lz| > 1;

3. arg sechxz =1In (@), O<z<1;

1 / 1
4. arg cosechz = In (E +4/1+ $—2>

1.6 Factores de escala

Muitos aspectos da vida dos seres vivos sao determinados pelas suas dimensoes. E facil en-
contrar exemplos que mostram que muitas propriedades biolégicas dependem de grandezas
geométricas, tais como o comprimento, area e volume.

Comecemos por analisar as relagoes de grandeza nos sélidos geométricos. Como é
sabido, um cubo de aresta a tem como &rea da sua superficie A = 6a® e volume V = a3.
Numa esfera de raio r, temos que a drea da sua superficie é dada por A = 4772 e o seu
volume por V = %777"3. Uma relagdo que salta imediatamente a vista, e que pode ser
generalizada para todos os sdlidos regulares, é a seguinte: se [ representar a dimensao
linear caracteristica de um dado sélido regular (a medida da aresta, no cubo, e do raio, na
esfera), temos que a sua superficie é proporcional ao quadrado de [ e o seu volume ao seu
cubo, isto é,

A = kul?, V = k3, ko, ky € R.
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Temos assim que a relagao entre o volume e a superficie de um dado sélido é proporcional
a dimensao linear caracteristica desse sdlido, ou seja,

— =kl ke R.

A aplicacao destas “Leis de Escala” ao estudo de algumas caracteristicas dos seres
vivos revela-se de grande interesse. Se estivermos interessados em comparar propriedades
ou fungoes de diversos organismos, ainda que de forma muito aproximada, podemos tomar
como comprimento caracteristico uma dimensao tipica desse organismo. Por exemplo, no
caso dos humanos, algumas grandezas que poderiam ser usadas como dimensao carac-
teristica seriam a altura, o comprimento do braco ou da perna. Ja no caso de uma célula,
poder-se-ia pensar, em analogia com a esfera, no seu raio.

Vamos considerar trés exemplos.

Robustez. Em condigoes normais o peso humano é proporcional ao seu volume, pelo que
um aumento da altura numa pessoa (dimensao linear caracteristica) implica um aumento
do seu volume de um factor ctibico. J& quanto a forca maxima que um ser humano consegue
desenvolver, ela é proporcional ao quadrado da sua dimensdo caracteristica. A questao
que se coloca é a seguinte: entre dois individuos com a mesma constituicao fisica e alturas
diferentes, quem tem mais robustez fisica?

Para isso, ha necessidade de definir robustez. Por defini¢ao, a robustez é dada pela
relagcdo entre carga maxima levantada e o préprio peso, isto é,

P carga maxima que levanta  C
N peso préprio P

Consideremos dois atletas de constituicao semelhante mas de alturas distintas L >
Ls. Como a constituicao é semelhante, podemos assumir que a densidade de ambos é
semelhante e, como tal, a sua massa especifica p também é. Assim sendo, os seus pesos
sao dados por

Py = pVig = pk,Lig, Py = pVag = pk,Lig,

onde g representa a aceleracao da gravidade e k, a constante de proporcionalidade entre
o volume e o comprimento caracteristico.

Por outro lado, a carga maxima ¢ que um animal é capaz de suportar é proporcional
a area da secgao recta dos seus musculos. Ora, a seccao recta de um musculo pode
ser aproximada por um circulo e o raio desse circulo é proporcional a dimensao linear
caracteristica. Assim sendo,

Cy = kL2, Cy = kL2,

onde k. é a constante de proporcionalidade, considerada igual pois os atletas tém a mesma
constituicao fisica.
Podemos agora medir a robustez de ambos os atletas. Temos que

T B S
pkyLig Ly’ pkyL3g Lo’
com
k= e

pkvg
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ou ainda
Fi Lo

B Ly
Concluimos entao que a robustez fisica é inversamente proporcional a altura e, como tal,
ela é maior no atleta mais baixo.

Doses de farmacos. A administracdo de farmacos carece de precaucbes inerentes a
sua propria natureza. A dose a administrar prende-se com a eficdcia terapéutica que se
pretende. No entanto, a determinacdo dessa dose tem em conta a massa corporal do
individuo.

Consideremos uma crianca com altura L. = 1 m e um adulto com altura L, = 1,7 m.
A relagao entre a altura da crianca e a altura do adulto é

L.

— =0,59.

L,
Se fosse esse o valor utilizado no calculo da dose de um determinado farmaco a adminis-
trar a uma crianca a partir da dose de um adulto cometer-se-ia um erro por excesso de
aproximadamente trés vezes.

A relagdo correcta a utilizar deve ser dada pelas massas. Se considerarmos que a
massa especifica da crianca e do adulto sao aproximadamente iguais, entao a relacao entre
as suas massas pode ser aproximada pela relagdo entre os seus volumes que, por sua vez,
sdo proporcionais aos cubos das suas alturas. Assim, o valor obtido para a relacdo entre
os volumes e, consequentemente, para as doses de farmaco a administrar a crianga é

Ve (KLY _ (Le\'_ 1 _
Vo kL3 \L,) 1,7 7

Limitacao das dimensoes de uma célula. Suponhamos que uma célula em cresci-
mento aumenta a sua dimensao caracteristica (o seu raio) para o dobro entre dois instantes
de tempo distintos. Por outras palavras, suponhamos que uma célula de raio Ry no instante
de tempo t; aumenta o seu raio para Ry = 2R; no instante de tempo t».

As necessidades de oxigénio da célula s@o proporcionais a sua massa e ao seu volume
mas a quantidade de oxigénio que atravessa a membrana celular depende, entre outros
factores (natureza da membrana, diferencas de concentragao entre o meio intra e extra
celular), da édrea total da membrana. Assim, a relagao entre a necessidade de oxigénio da
célula entre os dois instantes t1 e to é dada por

necessidade de oxigénio no instante ty k,R3 B <R2>3 _g
- b

necessidade de oxigénio no instante ¢ N kURZ{’ -\ R

enquanto que a relagao entre a quantidade de oxigénio que atravessa a célula entre os dois
instantes t1 e to é dada por

quantidade de oxigénio no instante to  ksR3 <R2>2 _y

quantidade de oxigénio no instante t; N ksR% -\ R

Assim, a quantidade de oxigénio que é difundido para o interior da célula ndo acompanha
o aumento da necessidade da célula.
Definindo o factor de viabilidade Z de uma célula pela relagao

g quantidade de oxigénio obtida por minuto

necessidade de oxigénio por minuto
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temos que
P ksR*  k
" kR R
sendo R o raio da célula num dado instante e k uma constante de proporcionalidade.
Podemos, entao, concluir que, & medida que a dimensao caracteristica da célula aumenta,
a sua viabilidade diminui.

1.7 Exercicios praticos
Seguem-se alguns exercicios destinados a serem resolvidos nas aulas praticas.

Exercicio 1.13 Determine o dominio de definicao das sequintes fungoes:

L@ =i 2 f@) = V2o —a% 8 f(x) =In(a? — 4).

142’
Exercicio 1.14 Determine, se possivel, a inversa de cada uma das sequintes funcdes:

21}
1 y=2x+3; 2y=2+Ve+l; S y=—2-1L

4. y = arc tg 3x; 4. y:lng.

Exercicio 1.15 Simplifique as sequintes expressoes, onde a € Rt \ {1}:

2—1 . 21 1 31 2—21 3. 2—1 3.
1. 52 logsz. g 32logg(atl). g g3logs2-2loggd.  y ;(2-log, @)/3

10(x+1)2—az

5. 6_2 In z2 ; 6. QIOga 2+10ga $’. 7. 10g4 (4$ \Z/Z) 5 8. 1Og AN
(%)" 100(=+%)

Exercicio 1.16 Resolva as sequintes equagoes, em R:

1+1_2x2_21+1_1_31_3_
z—1 z4+1 22-1’ o ox4+1 224’ -1 2z-—4

4. 3z +1=2z; 5. Ve+1—-3=+Vz—2; 6. 12— 422 =0;

1.

1 2 1
7. logg x = 3 + logg(4x + 15); 8. 2° Sz _ R

Exercicio 1.17 Resolva as segquintes inequacgoes, em R:

~3
1. 22 —4<0; 251” >0; 3 —a246x—20<0;
— X
4. |2 —41< 1, 5. lz—1]>x; 6. |z—1|—|2x+4]>1;
22 — Tr 412
A}

x2 — bz
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Exercicio 1.18 Determine o dominio e a expressdo analitica da aplicagdo go f, sendo:

log (x +1), sex>—1,
2. fz)=|lz| e glz)y=4¢ 0, sex = —1,
sex < —1.

0

Exercicio 1.19 Investigue quais das fungdes sdo pares e quais sGo impares:

1. y=senz3; 2. y=e% 3 y=log <x +v1 —|—x2); 4. y = cos(sen (x)).



Capitulo 2

Calculo diferencial

2.1 Nocgao de limite de uma funcao

No ensino secundario foi dada uma definicao de limite recorrendo aos limites de sucessoes.
E costume designar essa defini¢ao por “defini¢dao de limite segundo Heine” , em homenagem
ao matematico alemao Henrich Eduard Heine (1821-1881). Vamos agora introduzir uma
definigao alternativa, introduzida por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), que é mais
conveniente para demonstrar muitos resultados tedricos.

Definicao 2.1 (Limite) Seja f uma fungao definida num intervalo aberto contendo o
ponto a € R (podendo nao estar definida em a) e seja L um nimero real. Diz-se que o
limite de f(x) quando x tende para a € L e escreve-se

lim f(z) = L,
se e sd se, para todo o € > 0 podemos encontrar (pelo menos) um § > 0 tal que, para todo
ox € Dy (Dy € o dominio de f), se x €la—d6,a+ [ (x # a) entdo f(x) €]L — e, L + €.
Simbolicamente,

Ve>0,30 >0:Ve € Df,0< |z —a|<d=|f(zx) - L| <e.

E importante lembrar que primeiro consideramos o intervalo arbitrario |L — €, L + €[
no eixo dos yy e entao, em segundo lugar, mostramos que existe, em Dy, um intervalo
la — d,a + 4[ do tipo exigido.

Graficamente, temos que

lim f(z) =L

r—a

se e s6 se, dado um intervalo |L — €, L + €[ no eixo dos yy, existe um intervalo |a — §, a + J]
no eixo dos zx tal que as imagens dos pontos desse intervalo, excepto, possivelmente, a
do ponto a, caiem no primeiro intervalo. Por outras palavras, dado ¢ > 0, arbitrario,
consideram-se o intervalo |L — ¢, L 4 €[ no eixo dos yy e as rectas horizontais y = L +¢€. Se
existir um intervalo aberto |a —d, a+ 0] tal que, para todo o z nesse intervalo, com possivel
excepcao do ponto a, o ponto P = (x, f(z)) esteja entre as duas rectas horizontais, ou seja,
no rectangulo definido pelas rectas y = L+te, x = a+J, entdo temos que f(x) €]L—e¢, L+¢|
e, como tal,
lim f(z) = L.

T—a

19



Calculo diferencial 20

Note-se que

liinf(x)séL & ~[Ve>0,30>0:Voe € Dp,0< |z —a| <d=|f(zx) - L| <¢
& Fe>0:Y6>0,Fr€Dy:0< |z —al| <IN|f(x)— L] > e

Assim sendo, para provar que o limite de f(z) quando z tende para a é diferente de L,
basta encontrar um € > 0 tal que nao existe um § > 0 que verifique o pretendido. Notemos
que, para provar que o limite de f(x) quando = tende para a nao existe, é preciso provar
que a definicao falha para qualquer valor de L.

Vamos, de seguida, apresentar alguns resultados importantes sobre limites. Estes resul-
tados facilitardo a tarefa de calcular limites de fungoes. No que se segue iremos considerar
que as fungoes estao definidas em intervalos ou uniao de intervalos.

Teorema 2.1 Se existir lim f(x), a € R, esse limite € unico.
T—a

A demonstragao é feita por redugdo ao absurdo, isto é, supoem-se que existem Ly # Lo
tais que
lim f(z) =Ly e lim f(x)= Lo

r—a r—a

e chega-se a conclusao que tal nao pode acontecer.

Exercicio 2.1 Mostre que lim (ax + ) = aa + 3, o, € R.
Tr—a

Resolugao: Consideremos @ # 0 (o caso a = 0 ¢ trivial) e fagamos f(z) = ax + S e
L = aa + §. Fixando um € > 0 temos

|lf(x) - Ll <es|lax+ 8 —aa— B <eslallz —a| <e.

Ent&o, escolhendo § = le temos provado o pretendido. O

O resultado seguinte, apresentado sem demonstracao, diz que se o limite de uma fungao
for positivo, quando = tende para a, entao a funcdo tem que ser positiva num intervalo
aberto contendo o ponto a.

Teorema 2.2 Se lim f(x) = L, e L > 0 (L < 0), existe um 6 > 0 tal que f(xz) > 0

r—a
(f(x) < 0) para todo o x €]a — §,a + 8|, excepto, possivelmente, em x = a.

No préximo exercicio sao estabelecidas algumas regras praticas importantes para o
célculo de limites.

Exercicio 2.2 Suponhamos que existem os limites lign f(ax), liin g(x), a € R. Entao,
xr a xr a
para o, 5 € R:

1. lim (af(z) + Bg(x) = a lim f(z) + 5 lim g(z);

2. lim (f(x)g(x)) = lim f(z) lim g(x);

Tr—ra

3. lim (F(@)/g(@) = lim (&) Jim g(a). se lim g(a) # 0;

r—a

4. lim ¥/ f(z) = T\L/lim f(z), se n for um nimero inteiro e, no caso de n ser par
r—a T—a
lim f(z) > 0.

Tr—ra
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Existem muitos teoremas importantes e uteis sobre limites. Iremos apenas apresentar
dois deles sem, no entanto, efectuar a sua demonstracao.

Teorema 2.3 (Fungoes enquadradas) Se f(z) < h(x) < g(x) para todo o x per-
tencente a um intervalo aberto contendo o ponto a, excepto, possivelmente, em a, e se
lim f(z) = lim g(z) = L, entdo lim h(x) = L.

T—a Tr—a Tr—a

.. . T — COST
Exercicio 2.3 Calcule lim ——.
xr——+00 x

Resolugao: Como
r—1 T — COST r+1
< <

T T T
¢ 1 1
. X . x —
lim = lim =1
Tr—+00 X Tr—+00 €T
= . . T —Ccosx
entao, pelo teorema anterior, lim —— =1. O
r— 400 €T

Teorema 2.4 (Funcgao composta) Se f e g sao funcoes tais que, para a,b € R,

lim g(z) =b e lim f(y) = f(b) (f continua em b),

T—a y—b

entao
lim f(g(x)) = f(8) = f (1im g())
Um conceito importante é o de limite lateral. Por definicao, diz-se que o limite a direita
de f(z) quando z tende para a é L, e denota-se por
lim f(z)=1L,
z—at
se e sO se

Ve>0,30 >0:Vez € Dy,a<z<a+d=|f(xr) - Ll <e

e que o limite a esquerda de f(x) quando z tende para a é L, e denota-se por

lim f(z)=L,
r—a—
se e 80 se

Ve>0,30 >0:Vr e Dy,a—d <z <a=|f(z)—L|<e

Exercicio 2.4 Mostre que

lim f(x) =L« lim f(x)=L e lim f(zx)=L.
r—ra r—at r—a~
Existem casos em que o limite nao existe mas em que é necessario caracterizar o
comportamento assimptoético de uma fungao. Por exemplo, como caracterizar o compor-
tamento de f(z) = % quando z cresce indefinidamente? E quando z tende para zero?
Para responder a estas questoes, vamos apresentar os conceitos de limite no infinito e
limite infinito.
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y =1/x

30
201
10r

> OF
—10}

_20,

-30

Figura 2.1: Hipérbole y = 1/z.

Definigao 2.2 (Limites no infinito e limites infinitos)

Limites no infinito. Seja f uma fungdo definida num intervalo |c,+0o[C R e L € R.
Diz-se que

lim f(r)=L&Ve>0,3M >0:Vox € Dy,x > M = |f(x) — L| <e.

T—r+400

Se f estiver definida num intervalo | — co,c[C R e L € R, diz-se que

lim f(z)=L&Ve>0,3M >0:Vz e Do < —-M=|f(z)—L| <e.

T—r—00

Limites infinitos. Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo o ponto a,
podendo nao estar definida em a. Diz-se que

lim f(z) =400 & VM >0,30 >0: Ve € Dy, 0< |z —a| <d= f(x)>M

r—a

e que

lim f(z) = —oc0o & VM > 0,30 >0:Vor € Df,0 < |z —a| <d= f(x) < —M.

Tr—ra

Vejamos os significados geométricos destas definigoes. Comecemos por ver o caso dos
limites no infinito. Tragamos as rectas y = L + €. Temos que
li =L
Jm f(@)
se e sO se quaisquer que sejam as rectas horizontais tracadas, for possivel encontrar um valor
de M > 0 tal que, para todo o z > M os pontos (x, (f(z)) estdo na regiao compreendida
entre duas rectas.
Vejamos agora o caso dos limites infinitos. Tracamos a recta y = M. Temos que
lim f(z) = 400
r—a
se e 80 se qualquer que seja a recta horizontal tracada, podemos encontrar um intervalo

la — d,a + [ tal que todos os pontos desse intervalo, com possivel excepcao do ponto a,
sao transformados por f em pontos por cima da recta.
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Exercicio 2.5 Seja k um numero racional positivo e ¢ um numero real arbitrdrio diferente

de zero. Mostre que

. & . &

lim — =0 e lim — =0,
T—+00 T T——00 I

desde que zF seja sempre definido.

Exercicio 2.6 Suponhamos que lim f(x) = 400, lim g(z) = L, a € R. Entao, para
Tr—ra Tr—a
a, B eR:

1. ilgé(af(x) + Bg(z)) =400 sea >0 e ilgb(af(x) + Bg(z)) = —o0 se a < 0;

2. se L >0 entao lim (f(z)g(z)) = +o0 e ilg}l (f(z)/g(x)) = +o0;

T—ra

3. se L <0 entao lim (f(z)g(x)) = —0 e :llil’b (f(x)/g(x)) = —o0;

T—a

4. lim (g(z)/f(z)) = 0.

r—a

Temos, finalmente, o seguinte teorema, que apresentamos sem demonstracao, para um
tipo de limite infinito mas que também é véalido para os restantes casos.

Teorema 2.5 (Funcao composta) Se f e g sao funcées tais que, para a,L € R,

lim g(z) =400 e lim f(z)=1L

r—a Yy—r—+00

entao
lim f(g(x)) = L.

Tr—ra

2.2 Funcgoes continuas

Ao chegarmos a definigdo de limite, enfatizamos a restricao x # a e apresentamos exemplos
que evidenciavam o facto de lim f(x) poder existir mesmo que a fungao nao fosse definida
Tr—a

em z = a. Vimos também casos em que f estd definida no ponto a e lim f(z) existe mas
Tr—a

é diferente de f(a).

Definicao 2.3 (Fungao continua) Uma fungao f, definida num intervalo aberto con-

tendo o ponto a, € continua em a se existe lim f(z) e
r—a

lim f(z) = f(a).

Se f nao € continua em a dizemos que € descontinua em a ou que tem uma descontinuidade
em a.

Exercicio 2.7 Prove que as funcdes polinomiais e as fun¢des racionais sao continuas em
todos os pontos do seu dominio.

Se uma funcdo f é continua em todos os pontos do intervalo ]a,b[ (finito ou nao),
dizemos que f é continua em |a, b e

lim f(z) = f(a) e lim f(z) = f(b),

z—a™t z—b—

isto é, se f é continua em ]a, b[ e continua a direita em a e & esquerda em b dizemos que
f é continua em [a, b].
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Exercicio 2.8 Se f e g sdo fun¢des continuas em a, mostre que também o sdo a com-
binagdo linear af + Bg, com o, B € R, o seu produto fg, o seu quociente f/g, se g #0, e
a sua raiz Y/ f, com a restricao f(a) >0 sen € par.

Vejamos como resulta a aplicaggo do Teorema da funcao composta para o caso de
ambas as fungoes serem continuas. Como vimos, se f for continua em a, entao

tim f(g(2)) = f (1im g()).
Se g também for continua temos que

lim f(g(z)) = f(g(a)).

r—a

Vamos agora apresentar dois importantes resultados que apresentaremos sem demons-
tragao. O primeiro é devido ao mateméatico checo Bernard Placidus Johann Nepomuk
Bolzano (1781-1848).

Teorema 2.6 (Bolzano) Toda a fungdao continua no intervalo fechado [a,b], com f(a) #
f(b), assume, nesse intervalo, todos os valores entre f(a) e f(b).

Por outras palavras, o Teorema de Bolzano diz que toda a fungao continua, para passar
de um valor para outro, tem que passar por todos os valores intermédios.

Apresentamos, de seguida, um importante coroldrio deste teorema com aplicagbes na
localizagao de zeros de fungoes.

Coroldrio 2.7 Se f € uma fungdo continua em [a,b] e f(a)f(b) < 0 entdo a equagao
f(z) =0 tem, pelo menos, uma raiz no intervalo [a,bl.

Note-se que, se f(a)f(b) < 0 e a funcado for continua, ela tem, nesse intervalo, um
ntmero impar de raizes.

Enunciemos agora um teorema devido ao matematico alemao Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass (1815-1897).

Teorema 2.8 (Weierstrass) Toda a func¢do continua num intervalo fechado tem, nesse
intervalo, um mdzrimo e um minimo.

Note-se a importancia de se considerar um intervalo fechado na definicdo anterior.
De facto, se considerarmos a funcao f(z) = 2z no intervalo [—1,2], ela tem méximo
M = f(2) = 4 e minimo m = f(—1) = —2. No entanto, a mesma funcdo no intervalo
| — 1,2[ nao tem méximo nem minimo.

Existem muitos “teoremas de Weierstrass”. Outro, muito conhecido diz o seguinte:
“Seja f uma funcao definida e continua num intervalo [a, b]. Entao para cada € > 0 existe
um polinémio p definido em [a, b] tal que

max. [£(z) — p(z)] < =7
z€[a,b]

Este teorema diz-nos que, por mais pequeno que seja o € escolhido, existe sempre um
polinémio p contido na faixa {(z,y) € R? : = € [a,b],y € [f(z) — &, f(z) + €]}. Por
outras palavras, este resultado permite afirmar que todas as funcoes continuas podem ser
aproximadas, com a precisao desejada, por um polinémio. O que o teorema nao diz é como
se calcula esse polinémio.

Vamos terminar esta secgao com uma referéncia as funcgoes descontinuas. Iremos desta-
car trés tipos de descontinuidades que uma funcao f pode assumir. Dizemos que f possui,
em g, uma:
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e descontinuidade removivel se existe o limite lim f(x) mas é diferente de f(a). Também
T—a

se diz que f é prolongavel por continuidade em a.

e descontinuidade de primeira espécie se existirem os limites lim+ f(z)e lim f(z) mas
r—a r—a~

sao diferentes, isto é, ndo existe o limite lim f(z).
T—a

e descontinuidade de segunda espécie se nao existe, pelo menos, um dos limites laterais

lim f(z)ou lim f(z).
z—at T—a~
Seguem-se alguns exemplos de fungoes descontinuas: a funcdo sinal

-1, <0,
sgn (z) = 0, z=0,
1, x>0;

a fun¢do Heaviside
0, x<0,
H(z) =< 1/2, =0,
1, x>0

(1 kl<1/2,
H(””)‘{o, 2] > 1/2:

a funcdo rectangulo

a fungdo caracteristica (“maior inteiro inferior ou igual a z”)
|z] =n, n<zx<n+1l, neZ;
a fungcdo mantissa (“parte decimal de z”)
M(z) =z — |z].

Algumas relagoes importantes entre estas funcbes sdo, por exemplo,
1 1
II(z) =H T+3 -H =5 sgn () = 2H(x) — 1.

2.3 Funcgao derivada

A propésito do “desenvolvimento em série”
1
flot 80 = f@) + P @)de+ D g

observa Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) no seu “Théorie des functions analytiques”,
1798, pp 18-19: “Esta nova expressao tem a vantagem de mostrar que os termos da série
dependem uns dos outros e, sobretudo como, desde que se forme a primeira funcao derivada
de uma funcao primitiva qualquer, se podem formar todas as fungoes derivadas que a série
contenha. Chamaremos & fungao f(z) fungdo primitiva em relagao as fungoes f’(z), f”(z),
etc, que derivam dela e as quais chamaremos fun¢bes derivadas em relacao aquela”. Foi
nesse trabalho que surgiu, pela primeira vez, o termo derivada (de uma funcao).
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Definicao 2.4 (Derivada) Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo o

ponto a. O limite
@)~ f)

T—a T —a

quando eziste e € finito chama-se derivada de f no ponto a e denota-se por f'(a) ou %(a).

Uma fungao que possui derivada num ponto a do seu dominio diz-se derivdvel em a. Se
o limite for finito, a funcdo também se diz diferencidvel em a. A razao

f(x) = f(a)

r—a

flz,a] ==
chama-se razdo incremental. Entao, podemos escrever

/ .
=1 .
f(a) = lim f[z,d]
Geometricamente, a derivada de uma funcao f num ponto a do seu dominio é o declive
da recta tangente & curva y = f(x) no ponto de abcissa a. Sendo assim, a equagao da
recta tangente & curva y = f(z) no ponto (a, f(a)) é dada por

y = fla) + f'(a)(x - a).

Diz-se que uma funcao f ¢é diferencidvel num intervalo aberto, finito ou nao, se o é para
todos os pontos desse intervalo. Uma funcao f é diferencidavel num intervalo fechado [a, b]
se é diferencidvel em |a, b| e se existirem as derivadas a direita de f em a e a esquerda em
b, isto é, se existirem os limites

L@ =S S - f0)
x—a™t r—a x—>b~ r—0b

Como ¢ sabido, se f for uma fungao definida num intervalo aberto contendo o ponto
a, f'(a) existe se e s6 se existirem e forem iguais as derivadas & esquerda e & direita de f
em a.

Seja Dy o maior intervalo (ou unido de intervalos) de R onde f ¢ diferenciavel. Pode-
mos definir a funcdo derivada como sendo

f/: Df/ — R
x — y=f(x),

onde
F'() = lim fla,z + )

ou um limite lateral apropriado.

Na Figura 2.2 podemos ver um exemplo de uma funcao (f(z) = |z|) que nao tem
derivada no ponto = 0 e uma fungao (f(x) = x?) diferencidvel em todo o R. Note-se
que, se o grafico de f tem um vértice em (a, f(a)), entdo f nao é diferencidvel em a. Por
outras palavras, quando o gréfico de f tem um vértice num ponto (a, f(a)), a derivada é
descontinua nesse ponto.
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4
—vy=IX
3 —y=x
>2
1
-2 -1 0 1 2

Figura 2.2: Func¢io médulo e fungio quadratica.

Teorema 2.9 Se uma funcgao € diferencidvel num ponto ela € continua nesse ponto.

Demonstragao: Seja f uma funcao real de varidvel real de dominio Dy, diferencidvel,
e seja x # a, com x,a € Dy. Entao

f(z) — f(a)

1) = @) + ==

(x —a).
Tomando limites temos

lim f(x) = f(a) + lim ) = fla) lim(x —a) = f(a) + f'(a) x 0 = f(a).

r—a z—a (1’ — a) z—a

Logo, f é continua em a. O

Notemos que, pelo teorema anterior, também podemos afirmar que se f nao é continua
num ponto do seu dominio entdo f nao é diferenciavel nesse ponto. O reciproco do teorema
anterior nao é valido, isto é, existem funcoes continuas que nao sao diferencidveis. Em
1857, o matemaético alemao Karl Weierstrass apresentou, pela primeira vez, um exemplo
de uma funcao continua em R mas sem derivada em qualquer ponto de R.

Vamos agora apresentar alguns resultados tteis para o cdlculo da derivada de uma
fungao.

Exercicio 2.9 Sejam f e g duas funcgoes diferencidveis e a, 8 € R. Mostre que:
L. (af(z) + Bg(z)) = af'(a) + By (b);
2. (f(z)g(z)) = f'(z)g(x) + f(x)g (x);

3. se g(z) £ 0 entio (f(z)/g(z)) = f’(w)g(ﬂc;QExJ;(w)g’(m).

O resultado seguinte, de grande importancia prética, é apresentado sem demonstracgao.

Teorema 2.10 (Derivada da funcao composta ou regra da cadeia) Seja f e g duas
funcées diferencidveis. Entao a funcao composta fog, caso se possa definir, € diferencidvel
e a sua derivada € dada por

(f(g(x)) = f'(g(x))g ().
Notemos que, se considerarmos y = f(u) e u = g(z) de modo a que y = f(g(z)), o
teorema anterior diz-nos que

dy_dyd_u

dr ~ dudz’
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Exercicio 2.10 Calcule as derivadas de: f(z) = sen?(z); g(z) = e°°5®); h(x) = sh(chz).

Vamos apresentar agora um resultado que permite calcular a derivada da inversa de
uma dada fungao.

Teorema 2.11 (Derivada da funcao inversa) Seja f :]a,b[C X — Y wma funcao
invertivel e f~1:Y — X a sua inversa. Se f € diferencidvel no ponto xy €la,b[ e f~!
¢ continua em yo = f(xo), entdo f~1 € diferencidvel nesse ponto se e sé se f'(xg) # 0.

Nesse caso 1

—1 / o
U7 00) = Fey

Demonstracao: Pela regra da cadeia aplicada & funcdo f~!o f temos que

(FHF@)) = (FY (f@) ().

Ora, como f~!(f(x)) = x, entdo

/

(FHf) =1.

Assim sendo /
1= () (f@)f' (=)

e, como tal, supondo que f'(x) # 0, temos

onde y = f(z). O
Exercicio 2.11 Determine: (arc senx)’; (arc cosz)’; (arg shz)’; (arg chz)'.

H&4 uma maneira facil de memorizar a férmula da derivada da funcao inversa. Seja f
definida por y = f(x) e f~! a sua inversa, isto é, a funcdo tal que

) = 1 (f(2) = o

Entao J ) .
T
Y w=7=5= :
dy B f'@) gy

A derivada de uma fungao, como vimos, conduz a outra fungao f’. Se f’ tem derivada
denotamo-la por f” e designamo-la por segunda derivada. De um modo geral, se n é um
inteiro positivo entdo f(™ denota a derivada de ordem n de f que se obtém partindo de f
e derivando sucessivamente f n vezes. Temos assim a férmula recursiva

) = (10

ou, noutra notacao,
df d d"Vf
dx dr dzx
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Uma férmula que permite calcular imediatamente a derivada de qualquer ordem do
produto de duas fungoes é chamada férmula de Leibniz, e foi deduzida por Gottfried Wi-
lhelm von Leibniz (1646-1716). Sejam f e g duas fungoes admitindo derivadas até & ordem
n num intervalo I. Entao a fun¢do fg também admite derivada até a ordem n em [ e

(fo)) = flg+fd
(fo)" = flg+2f'g + fg"
(fg)/// — f///g + 3f//g/ + 3f/g// + fg///

(™ = 3 ( L )f<">g<“>

k=0

que, como se sabe, sao valores que podem ser obtidos pelo chamado tridngulo de Pascal

onde

e i i
ISR O
S W
N

—_

assim chamado em homenagem a Blaise Pascal (1623-1662). Note-se a semelhanga entre
a férmula de Leibniz e o binémio de Newton

(a+b)" = zn: ( . ) a bk,

k=0
de quem Alvaro de Campos disse ser “tao belo como a Vénus de Milo”.

Vejamos de que forma a nocao de derivada nos pode ajudar na determinagdo dos
extremos de uma func¢ao definida num intervalo.

Definicao 2.5 (Extremos) Seja f uma fun¢ao de dominio D e seja ¢ € D. O wvalor
de f(c) diz-se maximo (minimo) absoluto de f se f(z) < f(c¢) (f(z) > f(c)), para todo
ox € D. O valor de f(c) diz-se maximo (minimo) local ou relativo de f se existe um
intervalo aberto I contendo c tal que f(x) < f(c) (f(x) > f(c)), para todo o x € I. O
ponto ¢ nestas condigées diz-se um maximizante (minimizante) absoluto ou local de f.

Vamos agora ver como é que a derivada nos pode ajudar a determinar estes extremos.
Recordemos que, pelo Teorema de Weierstrass, se a fungao for continua num intervalo
fechado, ela admite, nesse intervalo, um méaximo e um minimo. O préximo teorema é
devido a Pierre de Fermat (1601-1665).

Teorema 2.12 (Fermat) Seja f uma funcgdo diferencidvel num ponto ¢ de um intervalo
aberto I. Entao, se f atinge um extremo local nesse ponto podemos concluir que f'(¢) = 0.
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Note-se que o reciproco deste teorema nao é verdadeiro. Por exemplo, a fungao f(x) =
23 tem derivada nula em x = 0 mas f(0) no é um extremo da funcdo.

Definigao 2.6 (Ponto critico) Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto e seja
¢ um ponto desse intervalo. Dizemos que ¢ € um ponto critico de f se s sd se f'(c) =0 e
um ponto singular se e so se f nao € diferencidvel nesse ponto.

Note-se que nem todos os pontos criticos sao pontos onde a funcao atinge um maximo
ou um minimo (por exemplo, f(x) = 2?®). Por outro lado, ha pontos onde a fun¢ao atinge
um maximo ou um minimo que nao sao pontos criticos (por exemplo, f(x) = |z|).

Teorema 2.13 Seja f uma fungao definida num intervalo qualquer e seja ¢ wm ponto
desse intervalo. Se f atinge um mdximo ou um minimo nesse ponto entdo, obrigatoria-
mente, uma das trés hipdteses terd que se verificar: ¢ é um ponto critico de f; ¢ € um
ponto singular de f; ¢ € um dos extremos do intervalo (se o intervalo for fechado).

Este resultado permite-nos estabelecer o chamado teste da primeira derivada para a
determinagao de extremos locais. Seja ¢ um ponto critico de uma funcao f definida em
Ja,b[ contendo c. Se f é continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b excepto, possivelmente,

no ponto c, entao: se
f(x) >0, z€la,c,
fix) <0z €leb,

entao f(c) é um maximo local; se

{ fl(x) <0, z€la,c,
f(x) >0 x€le,b,

entdo f(c) é um minimo local; se f'(z) > 0 ou f'(x) < 0, para todo o = €]a,b[/{c}, entdao
f(¢) ndo é maximo nem minimo local.

Outro conceito importante no tragado grafico de uma fungao e para o qual as derivadas
poderao ser tuteis é o conceito de concavidade.

Definigao 2.7 (Concavidade) Seja f uma func¢ao diferencidvel num ponto c. O grdfico
de f tem concavidade wvoltada para cima (baixo) no ponto (c, f(c)) se existe um intervalo
aberto contendo c tal que, nesse intervalo, o grdfico de f estd acima (abairo) da tangente

ao grdfico em (c, f(c)).

Notemos que, quando a concavidade estd voltada para cima (baixo) o coeficiente an-
gular da tangente cresce (decresce) com z.

Como é sabido, dada uma funcao diferenciavel, se a sua derivada é positiva (negativa)
num dado intervalo, a fungao é crescente (decrescente) nesse intervalo. Consequentemente,
se os valores da segunda derivada num determinado intervalo sdo positivos (negativos)
estao a funcao derivada é crescente (decrescente) nesse intervalo. Este facto sugere o
seguinte teorema que apresentamos sem demonstracao.

Teorema 2.14 Se uma funcao f € diferencidvel num intervalo aberto contendo c¢ entao,
no ponto (c, f(c)) o grifico é concavo para cima (baizo) se f”(c) >0 (f"(c) <0).

Pode haver pontos no grafico de uma funcao para os quais a concavidade muda de
sentido. Tais pontos sdo chamados pontos de inflexao.
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Definicao 2.8 (Ponto de inflexao) O ponto (c, f(c)) do grdfico de uma funcao f € um
ponto de inflexdo se existe um intervalo aberto |a,b| contendo ¢ tal que ocorra uma das
sequintes situagoes:

"(z) >0 sez €la,cl e f'(x) <0 sex €le,bf;

"(z) <0 sex €la,cl e f'(x) >0 sex €|e,b|.

Se (¢, f(¢)) é um ponto de inflexdo do gréfico de f e se f” é continua num intervalo
aberto contendo ¢, entdo f”(c) = 0. Assim, para localizar os pontos de inflexdo de f €
C%(Ja,b]) — f é tal que f, f' e f” sdo continuas em ]a, b[ — comegamos por determinar os
pontos x tais que f”(z) = 0.

A segunda derivada também pode ser 1til na classificacao dos extremos de uma funcao.

Teorema 2.15 (Teste da segunda derivada) Seja f uma fungao diferencidvel num
intervalo aberto contendo ¢ e f'(¢c) = 0. Se f"(¢) < 0, entao f tem um mdzimo local
emx =c. Se f"(c) >0, entio f tem um minimo local em x = c.

Se, no teorema anterior, f”(c) = 0, o teste da segunda derivada nao funciona. Em tais
casos, usa-se o teste da primeira derivada.

Exercicio 2.12 Fuca o estudo da funcao

3

()

quando a = 1. Esta curva foi estudada por Maria Gaetana Agnesi (1717-1783) e ficou
conhecida pelo nome de bruxa de Agnesi ou feiticeira de Agnesi. FEsse nome, encontrado
apenas em textos em inglés, é resultado de uma tradugdo errada. O nome dado por Agnesi
a curva era versiera (curva). John Colson (1680-1760), famoso matemdtico de Cambridge
que achou o texto de Agnesi tao importante que aprendeu italiano apenas para traduzi-la,
“para o beneficio da juventude britanica”, provavelmente confundiu a palavra “versiera”,
que significa “curva”, com “avversiera”, que significa “bruzxa’”.

“Erae SR

Exercicio 2.13 Seja f(z) = 12+222 — 2. Determine os seus mdzimos e minimos locais.
Discuta a concavidade o os pontos de inflexdo. Finalmente, esboce o seu grdfico.

Por vezes é bastante dificil determinar os pontos criticos de uma funcao. Na verdade,
nao ha garantia que tais pontos existam. O teorema que se segue, devido ao francés Michel
Rolle (1652-1719), um dos mais acérrimos opositores do Calculo Diferencial, d4 condigoes
suficientes para a existéncia de um ponto critico.

Teorema 2.16 (Rolle) Seja f uma funcao continua em [a,b] e diferencidvel em la,b|.
Se f(a) = f(b) entdo existe, pelo menos, um ponto ¢ €)a,b[ tal que f'(c) = 0.

Demonstragao: Como f é continua em [a, b], o Teorema de Weierstrass garante que a
funcao atinge, nesse intervalo, um méximo M e um minimo m. Se M = m, entao f é
constante e, como tal, f'(x) = 0 para todo o x €|a,b[. Se M > m entdo pelo menos um
desses valores ocorre no interior do intervalo Ja,b[. Como f é diferencidvel, pelo Teorema
de Fermat temos que a derivada se anula nesse ponto, o que prova o pretendido. [

Do Teorema de Rolle resulta, imediatamente, o seguinte corolério.
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Corolario 2.17 Seja f uma func¢do nas condi¢des do Teorema de Rolle. Entao:
1. entre dois zeros de [ existe, pelo menos, um zero da sua derivada;
2. nao pode haver mais do que um zero de f inferior (superior) ao menor (maior) zero
de f';
3. entre dois zeros consecutivos de f' existe, quando muito, um zero de f.

O préximo teorema pode ser considerado como uma generalizacao do Teorema de Rolle
para o caso em que f(a) # f(b).

Teorema 2.18 (Valor médio de Lagrange) Se f é uma fungdo continua em |a,b] e
diferencidvel em |a,b|, existe, pelo menos, um ponto c¢ €|a,b| tal que

f(0) = f(a)

D e,

Demonstragao: Consideremos a fungao F(x) = f(x) — Az, onde A é um valor real tal
que F(a) = F(b). Entao,
f(b) = f(a)

b—a

Como F é continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b], pelo Teorema de Rolle podemos
concluir que existe, pelo menos, um c tal que

Fla)=F(0) < f(a) —da= f(b) — A& X =

F'(c)zO@f’(c):)\:)i. O

Exercicio 2.14 Usando o teorema anterior prove que se f e g forem duas func¢oes dife-
rencidveis em |a, b e se f'(x) = ¢'(x), para todo o x €la,b[, entio f — g é constante em
la, b[.

Nalgumas aplicacoes a varidvel dependente y e a varidvel independente x, em vez de
estarem relacionadas por meio de uma fungao real de varidvel real, como em y = f(z), estao
relacionadas por meio de uma equacdo como em 22+ y? = 9 ou em x2 + zy® 4+ 5z = 19 ou
ainda em 5z cos y = 21Y. Por vezes estas equagoes podem ser reduzidas & forma y = f(x)
mas, muitas vezes, tal ndao é possivel.

Apesar das dificuldades podemos determinar a derivada de y em ordem a x, nos casos
em que ela exista, sem ter que explicitar y como fungdo de z (com a vantagem adicional
da derivada obtida, também ela geralmente definida implicitamente, ser vélida para todas
as fungoes reais de varidvel real definidas pela equagao inicial). Para tal basta considerar
a regra de cadeia.

Consideremos um exemplo. Para determinar y’, quando y é definida implicitamente
por meio de

24y =901 + (y(z)? =9,

podemos comecar por derivar ambos os membros da igualdade em ordem a x e obter,
usando a regra da cadeia,
2z + 2y(x)y (z) = 0.

Noutra notagao temos 2z + 2yy’ = 0. Assim, quando y(x) # 0, temos que
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Exercicio 2.15 Determine 3 sabendo que 5x cosy = e* 1Y,

A regra da cadeia é, geralmente, 1til quando pretendemos relacionar taxas de variacao
de duas quantidades z(t) e y(t) que dependem de uma terceira quantidade, normalmente
o tempo t.

Exercicio 2.16 Uma escada de 3 metros de comprimento estd encostada a uma parede
vertical. Se o fundo da escada deslizar horizontalmente afastando-se da parede a uma taxa
de 0,3 metros por sequndo, a que velocidade estd o topo da escada a deslizar ao longo da
parede?

Resolugao: Consideremos x(t) a distancia horizontal da parede a base da escada e y(t)
a distancia vertical do solo ao topo da escada, num dado instante t. Temos que z’(t) = 0,3
metros por segundo. Queremos determinar 3’ (t). Como

(@(t)” + (y(1)* =9,
aplicando a regra da cadeia temos que
2z(t)2' (t) + 2y(t)y' (t) = 0.

Logo, se y(t) # 0, concluimos que

R ()
y'(t) = (t) 032 O

2.4 Indeterminacoes

Quando se estudam limites encontram-se, frequentemente, expressoes da forma

o 1)
im g(x)’

onde tanto f como g tém limite zero quando z tende para c. Em tais casos diz-se que

% tem a forma indeterminada 8 (“zero sobre zero”) em x = ¢, uma vez que nada pode
ser dito quanto ao seu limite. Nestes casos, também se diz que estamos perante uma
indeterminacdo 8.

Noutras ocasites, quando f e g se tornam positiva ou negativamente infinitos, quando

x tende para c, dizemos que % tem a forma indeterminada 32 (“infinito sobre infinito”)
em z = c¢. Um exemplo onde tal acontece é no caso em que se pretende calcular
. senx
lim
z—0 X

Vamos estabelecer a chamada regra de L'Hospital e ilustrar como pode ser usada para
estudar diferentes formas indeterminadas. Parece que Guillaume Francois Antoine, Mar-
quis de 'Hospital (1661-1704) aprendeu esta regra com o seu professor Johann Bernoulli
(1667-1748).

Teorema 2.19 (Regra de L’Hospital) Sejam f e g funcgoes diferencidveis em todos os
pontos de |a,b|, excepto, possivelmente, em ¢ €la,bl. Suponhamos que ¢'(x) # 0, para

r#c, e % tem a forma indeterminada 8 ou > em x = c. Entao, se existir lim, . ch:((g ,
nito ou infinito, o limite lim,_,. =< também existe e
to ou infinito, o limite 1 I também exist

A CO N A C)

z—c g(x) e g (z)
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Demonstracao: Suponhamos que % toma a forma indeterminada 8 em T = c e que
/!
Jim /(x) — I,
z—c g'(x)
para algum nimero real L. Queremos provar que
x
lim —f( ) =1L

Tr—cC g(x)

Para podermos considerar o Teorema de Rolle, f e g terao que ser continuas. Consi-
deremos, entao, as fungdes continuas f e g tais que

fx)=f(z), x#c, e  flc)=1lim f(x)=0

r—c

gz) =g(x), z#c¢, e  g(c)=limg(z)=0.

r—C

Notemos que
lim f(z) = lim f(z), lim g(x) = lim g(z)

Tr—cC Tr—C Tr—c Tr—cC

e que, para todo o z # ¢, [ () = f'(z) e §(x) = ¢'(z). Consideremos agora

F(x) = f(z) - Ag(=),
onde A é um valor real tal que F(z) = F(c). Para que tal aconteca temos que ter
L T@-T© _ T@
9(z) =g(c)  gla)’
Aplicando o Teorema de Rolle a F' (continua e diferencidvel) temos que existe um £ €|z, ¢]
tal que F’(£) = 0. Mas isso implica que

3(x) # 0.

— e O e
=M () =0 A= 7 = g (9
donde se conclui que B
7o _ e
&) g

Tomando x — ¢ temos que & — ¢ e, assim sendo, como existe limite do quociente das
derivadas temos que

lim @ = lim @ — lim f,(x)
T—C g(gﬂ) T—C g(m) e g/(x) .

Para os casos em que

a demonstracao ¢ analoga. Para a forma indeterminada 32 o resultado também ¢ valido

mas a demonstracao é mais dificil. O
E possivel demonstrar que a regra de L’Hospital também ¢é vélida para limites laterais
e para limites quando x — 4o0.
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Exercicio 2.17 Prove que:
1. a exponencial cresce mais depressa do que qualquer poténcia do seu expoente, isto €,

e’
lim — = +oo, vr € RT;
r—+oo T

2. o logaritmo cresce mais devagar do que qualquer poténcia do seu argumento, isto €,

1
lim =L —0,  VreR*

z—+oo I

Consideremos agora outras formas indeterminadas que se podem reduzir ao caso 8.

Indeterminacao 0 x co. Suponhamos que

lim f(z) =0 e limg(z) = oco.

Entao f(z)g(x) ¢ uma forma indeterminada 0 x co em = = c. Nestes casos faz-se

que ja é uma forma indeterminada 8.

Indeterminacao co — co. Consideremos o seguinte exemplo

. 1 1 . . 1
lim — — ] = lim — lim -—.
z—0+ \ e® — 1 xT z—0T et —1 z—0tT T

Neste caso estamos na presenca de uma forma indeterminada oo — co em x = 0. Mas

. 1 1 . r—er+1
lim —— )= lim ——
z—0t+ \ e? — 1 x z—0t :C(el“ — 1)
que ja é uma forma indeterminada 8.

Indeterminacoes 0°, oc® e 1%°. Estas indeterminacdes surgem quando se consideram
limites de expressoes da forma f(z)9(*). Neste caso faz-se

y = f(2)?® = Iny = g(z) In f(2)

e calcula-se
lim Iny = lim g(z) In f(2)

que pode ser tratado como nos casos precedentes. Se:

e limlny = L entdo lim y = e*;
Tr—cC T—rC

e lim Iny = 400 entao lim y = +o0;
r—cC T—rC

e limIny = —o0 entao limy = 0.
r—cC T—rC
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A regra de L’Hospital s6 se pode aplicar quando necessaria. Note-se que, por exemplo,

x —
. e +e
lim ——— =+0©
x—0 x

e se aplicarmos duas vezes a regra de L’Hospital obtemos

x —X
lim ere” lim chx =1,
z—0 2 x—0

0 que nos permite concluir que, neste caso, a regra nao pode ser aplicada.

2.5 Derivadas parciais e vector gradiente

Nesta seccao vamos considerar fungoes reais com mais do que uma varidvel real real.
Consideremos, para isso, um subconjunto nao vazio D C R™, com n > 2. Uma func¢3o real
de n varidveis reais é uma correspondéncia que a cada z = (z1,...,x,) € D associa um e
um s6 y = f(x1,...,2,) € R. E usual escrever-se y = f(z), com z € R" e y € R. Assim
temos
I D CR" — R
x=(r1,...,2y) +— y=f(z)=f(x1,...,2p).

A y chama-se varidvel dependente e a x1,...,x, varidveis independentes.

O dominio de f é D e o contradominio é {f(x1,...,x,) : (z1,...,2,) € D}. O grafico
de f é o subconjunto S C R"*! dado por

S={(x1,...,2pn, f(x1,...,20)) : (21,...,2,) € D}

Em R? é usual a notacio z = f(z,y) e S = {(z,y,2) : 2 = f(x,y), (z,y) € D}; em R?
usa-se a notacao w = f(z,y,2) e S = {(z,y, z,w) : w = f(x,y,2),(x,y,2) € D}.
A titulo de exemplo, consideremos

f: R — R
(v,y) +— z=a2+19y%
Neste caso temos que o dominio de f é R? o contradominio é Rg e o grafico é § =

{(z,y,2) € R3: z = 2% + y?}. Esta superficie ¢ um paraboléide eliptico.
Outro exemplo é dado por

f: R — R
(x,y) —> z:%.

Neste caso temos que o dominio de f é {(z,y) € R? : y > x}. O contradominio é, no
entanto, mais dificil de obter, bem como o seu gréfico.

Este exemplo mostra como pode ser complicado estudar uma funcdo f : D C R2 — R
geral e, em particular, obter o seu grafico.

Definicao 2.9 (Curva de nivel) Seja

f: DCR2 —s R
(CE,y) — Z:f(ﬁﬂ,y)

e k um numero real pertencente ao contradominio de f. A curva de nivel de f de valor k
€ dada por {(x,y) € D : f(x,y) = k}.
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Figura 2.3: Curvas de nivel.

Por outras palavras, a curva de nivel de f de valor k é a projeccao ortogonal, sobre o
plano z o y, da interseccao do plano z = k com o grafico de f, isto é, com a superficie de

equacao z = f(x,y).
Para o caso em que
f: R — R
(z,y) — z=2"+y

a curva de nivel de f de valor k é {(z,y) € R?: 2% + y? = k} que é uma circunferéncia de
centro (0,0) e raio vk no plano x oy (se k = 0 é um ponto).
Em R3, em vez de curvas de nivel, temos superficies de nivel.

Definigao 2.10 (Superficie de nivel) Seja

f: DCR3 — R
(ﬂf,y,z) ’_> w :f(l"yﬁz)

e k um numero real pertencente ao contradominio de f. A superficie de nivel de f de valor
k é dada por {(z,y,z) € D : f(z,y,z) = k}.

Considere-se, por exemplo,

I R3 — R
(,y,2) — w=2x2+y>+ 22

Neste caso, o domino de f é R3, o contradominio é Rg , a superficie de nivel de f de valor
ké {(z,y,2) € R®: 2% + 9% + 22 = k} que é uma superficie esférica de centro (0,0,0) e
raio vk no plano z oy (se k = 0 é um ponto) e o grafico de f é

{(z,y,2,w) € R* 1w =a? 4+ ¢ + 2°}.

Como é ébvio, nao é possivel desenhar este grafico.

2.5.1 Alguns conceitos topoldgicos

Para estudar fungoes reais com n varidveis reais é necessario introduzir alguns conceitos
topoldgicos em R". Em primeiro lugar, definimos o espaco R™ como sendo o conjunto

R'=Rx -+ xR={(z1,...,2,) :x; €ERi=1,...,n}
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com as operagoes usuais de adicao e multiplicacdo por um escalar, isto é, dados = =
(x1,...,xp) ey = (Y1,...,Yn) € ainda A € R,

r4+y=(r1+y,...,Tn+yy) €R"
Ar = (Azq,..., A\z,) € R™
Iremos usar as seguintes notagoes para representar os elementos (ou vectores) de R™:

x1

x=(T1,...,Ty) =

Tn

Em R? ou R3 usa-se também a notacio & = (z1,22), ¥ = (y1, Y2, y3)-
Vamos apresentar algumas operacoes muito iteis sobre vectores de R”.

Definicao 2.11 (Produto interno) Dados x = (z1,...,2,) € R" ey = (y1,...,yn) €
R"™, o seu produto interno € um numero real definido por

n
<zy>=) iy
=1

Em R? ou R3 é também usual a notacdo < x,y >= - .
A operacao produto interno verifica as seguintes propriedades:

1. <z,z2>=0& 2 =0;

2. <x,y >=<y,x >;

3. <z,y+z>=<z,9y >+ <x,2>;

4. <az,y>=a<zy>=<z0y >, a€cR

Com a nogao de produto interno podemos definir norma euclidiana de um vector x =
(z1,...,2n) € R na forma

loll = vSETS = \fad + -+ k.

Usando as propriedades do produto interno podem provar-se as seguintes propriedades
da norma euclidiana:

L[l = 05

2. |lz]l =0z =0;

3. [laz| = laflz]l, a € R;

4. ||z +yl < |zl + ||yl (desigualdade triangular).

Exercicio 2.18 Prove as propriedades do produto interno e da norma que acabdmos de
apresentar.
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Para x,y € R? (ou R?) prova-se que
<,y >= [lz]|[ly|| cos 0,

com 0 € [0, 7] o angulo formado pelos vectores x e y. E também possivel generalizar este
resultado para R™.

Dois vectores z,y € R" dizem-se ortogonais se < x,y >= 0. Em R? ou R? dois vectores
nao nulos s@o ortogonais se e s6 se § = 7/2, isto é, se e s6 se forem perpendiculares.

Ao vector unitario (de norma igual a 1)

x

p—
|

chamamos versor de x.
O conceito de norma ¢ 1til para definir o conceito de distancia entre dois vectores de
R™. Assim, dados z,y € R", a distdncia entre eles é o nimero real

d,y) = |z =yl = V(@1 —y1)? + - + (20— yn)?.
Em R temos que d(z,y) = |z — y|.

Definigao 2.12 (Bola) Chamamos bola aberta de centro a € R" e raio § € Rt ao con-
Junto
B(a,d) ={x e R" : d(z,a) < 6}

e bola fechada de centro a € R™ e raio § € R* ao conjunto
B(a,0) = {z € R" : d(z,a) < 6}.

Exercicio 2.19 Represente graficamente as bolas B(a,d) e B(a,6), quando a € R™, com
n=1,23.
2.5.2 Limites e continuidade

Para efectuar um estudo sério e rigoroso das fungoes reais de n varidveis reais teremos, tal
como no caso unidimensional, que definir as nogoes de limite e de funcao continua antes
de falar na nocao de diferenciabilidade.

Definicao 2.13 (Limite) Sejam

f: DCR" —s R
T — oy = f(z),

a um ponto de R™ tal que, para todo o 6 >0, (B(a,d) \{a})ND # 0 e L € R. Diz-se que
L € o limite de f(x) quando x tende para a e escreve-se

lim f(z) =L,

T—ra

se e sd se, para todo o € > 0 podemos encontrar (pelo menos) um § > 0 tal que, para todo
ox €D tal que 0 < ||z — al| < ¢ entdo |f(z) — L| < e. Simbolicamente,

Ve>0,30>0:Vze D,0< ||z —al| <d=|f(x) - L| <e.
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Em R temos que ||z — a|| = |z — a| e as defini¢oes de limite sao coincidentes. Também
neste caso se pode provar que se existir limite esse limite é tinico.

A definicdo de limite refere a distancia entre z e ¢ mas néao o modo como z se aproxima
de a. Portanto, se existir o limite L, ele é independente da trajectoria descrita por x na
sua aproximagao a a.

Seja f: D CR? — R ea = (a;,a3) € D', onde D’ é o derivado de D, isto é, o
conjuntos dos pontos de acumulag¢do de D que é definido como sendo o conjunto de todos
os pontos a tais que, para todo o § > 0, (B(a,d) \ {a}) N D # 0. Quando consideramos
que (x,y) se aproxima de (a1, as2) ao longo de uma determinada trajectdria, isto é, quando
(z,y) € C, sendo C uma curva que vai de (z,y) a (a1,as), estamos a considerar o limite
trajectorial

lim  f(z,y).
(z,y)—(ay,a9)
(z,y)eC
Claro que se existir
lim  f(z,y)

(w,y)—)(al 702)

todos os limites trajectoriais (no ponto (aj,az)) devem existir e ser iguais. Dai que se

lim  f(z,y) # lim  f(z,9)

(z,y)—(ay,a2) (z,y)—(ay,a2)
(w,y)eCy (=,y)€Cq
podemos concluir que
im  f(z,y)

(z,y)—(a1,a2)
nao existe.

Apesar de nao irmos aprofundar a nogao de limite para fungdes de varias variaveis,
convém referir que o seu estudo é muito mais complexo do que o caso em que se considera
apenas uma Unica varidvel. Para o facilitar existem propriedades e teoremas em muito
semelhantes aos do caso unidimensional.

Definicao 2.14 (Fungao continua) Sejam

f: DCR* — R
T — oy = f(z),

e a um ponto de D. Se a € D' diz-se que f € continua em a se

li = .

lim /() = f(a)

Se a ¢ D' (a diz-se um ponto isolado), por defini¢do, f é continua em a. O dominio de
continuidade de f € o subconjunto de D constituido pelos pontos onde f € continua.

Para aprofundar melhor os conceitos de limite e funcao continua em R™ é conveniente
consultar a bibliografia. De referir, no entanto, que esse estudo nao ird ser relevante para
0 que se ird apresentar seguidamente.
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2.5.3 Derivacao parcial e vector gradiente

Consideremos
f: DCR?> — R

(z,y) +— f(=z,y)
e suponhamos que fixamos a variavel y no valor y9. Podemos definir a funcao
g: ICR — R
x> g(@) = fz,90).

Se g for diferencidvel em g, & derivada ¢'(xo) damos o nome de derivada parcial de f em
ordem a x, no ponto (g, %) € escrevemos

9'(z0) = fu(z0,y0) = lim Fao + h’yO})L — f(zo,50)

De igual modo definimos a derivada parcial de f em ordem a y, no ponto (zg,yo) e
escrevemos

fy(iﬂo,yo) _ %;mo f(xo,yo + hf)b — f(zo0,0)

Fazendo variar (xg,yo) temos a seguinte definicao.

Definigao 2.15 (Derivada parcial) Seja

f: DCR?> — R
(z,y) +— f(@,9).

As fungdes reais de duas varidveis reais

fothy = f@y) | o f@y+h) - fay)
h

lim e
h—0 h h—0

)

caso facam sentido, designam-se por derivada parcial de f em ordem a x e em ordem a vy,
respectivamente, e notam-se por
of _ f

0
Lo=SE=Df=Dif e f=5

Or Y = Dyf = D2f

Para calcular f(x,y) (respectivamente fy(x,y)), usa-se a seguinte regra prética: con-
sidera-se y (respectivamente x) como constante e deriva-se a expressdo em ordem a x
(respectivamente y).

As derivadas parciais de uma funcao de duas varidveis reais x e y em ordem a x e a y
sao também funcoes das mesmas variaveis. Entao, tem sentido considerar

0 ()L g

Or \oxr )~ ox?
2

5o (3) = 5 = e = Fom
2

55 () = 3 = Undy = o

A estas fun¢oes chamamos derivadas parciais de segunda ordem.
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Exercicio 2.20 Determine as derivadas parciais de sequnda ordem de:
1. f(z,y) = 2* +ycos (zy);
2. f(x,y) =ysenx + ztgy.

As derivadas parciais de ordem m, com m superior a dois, definem-se de maneira ébvia.

Por exemplo,
O _ 9 (9 (9 (of
0x20ydx ~ Ox \ Ox \ Oy \ Ox )

O préximo teorema, apresentado sem demonstragao, é muito importante e é conhecido
por Teorema de Schwarz ou Teorema de Clairout.

Teorema 2.20 (Schwarz) Seja
f: DCR2 — R
(z,y) +— f(=zy)
uma fungao cujas derivadas parciais fr, fy € fzy existem numa bola aberta contida em D
e centrada em (xg,yo) € D e sdo continuas em (zo,yo). Entdo existe fy(xo,yo) €
fay(@o,90) = fya(z0, Yo)-
Consideremos agora
f: D CR" — R
(X1, ymy) — f(x1,...,20),

com n > 2. A nogao de (fungao) derivada parcial generaliza-se facilmente para este caso.
Assim,

af (w . ) — lim f(:l?l, e X1, T F Ry Ty, . ,xn) — f(xl, e ,CEn)
ox; Do) =320 h ’
parai=1,...,n, é a derivada parcial de f em ordem a z;. Tal como para n = 2 temos as
notagoes
of

As derivadas parciais de ordem m, m > 2, definem-se, neste caso, de modo analogo ao
anterior.
Apresentemos agora a nogao de funcao diferenciavel.
Definicao 2.16 (Fungao diferencidvel) Uma funcao
f: DCR?> — R
= (x,y) — z=[f(z,y)

diz-se diferencidvel em (xz9,y0) € D se existir uma bola aberta B centrada em (xo,yo) e
contida em D tal que, se (xg + Ax,yo + Ay) € B, com Ax, Ay € R, o acréscimo

Az = f(xo + A'Iayo + Ay) - f(anyO)

na varidvel z se puder escrever na forma
Az = fo(xo,y0)Az + fy(z0,y0) Ay + {(Ax, Ay)Az + n(Az, Ay)Ay,

com

li Az, Ay) = li Az, Ay) = 0.
B (070)6( z, Ay) (Do AT (070)77( z, Ay)
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Esta definicdo é muito técnica e nao vai ser usada por nés na pratica. Para isso, iremos
recorrer ao seguinte teorema que apresentamos sem demonstragao.

Teorema 2.21 Sejaz = f(z,y), com f definida numa bola aberta B de centro em (xq,yo)-
Se as derivadas parciais f, e f, de f existirem em B e forem continuas em (x,%o), entio
f € diferencidvel nesse ponto.

Notemos que o reciproco deste teorema pode nao ser verdadeiro.

Neste curso vamos apenas considerar funcoes diferencidveis. Para fungOes reais de n
varidveis reais é usual a seguinte notacao: dados f: D CR" — R, k€ Nge S C D,
diz-se que f é de classe C* em S se f admite derivadas parciais continuas até & ordem k
em todos os pontos de S.

Definicao 2.17 (Gradiente) Seja

7 D CR” N R
x=(x1,...,2n) — f(z)=f(x1,...,20)
exog=(29,...,20) € D. O vector gradiente de f em zy € o vector

o5

of of par %0
gradf(wo) - Vf(xo) = —(1'0), SRR —(1’0) = :

83:1 8£Cn 9

2L (z0)

rcosy + 22y no ponto

Exercicio 2.21 Determine o vector gradiente de f(z,y,z)
(1,7,0).

Resolucgao: E muito facil de ver que

cos Y —1
Vf(r,y,z) = | —zseny+22 | = Vf(1L,r0)=| 0 |. O
2zy 0

Vamos terminar esta sec¢ao com algumas aplicagoes do vector gradiente.

Consideremos, a titulo de exemplo, o mapa meteorolégico dado na Figura 2.4 onde
estao indicadas algumas curvas de nivel relativas & funcao temperatura T'(z,y), também
chamadas curvas isotérmicas. A derivada parcial T, num ponto como Coimbra, por exem-
plo, déd-nos a taxa de variagdo da temperatura em relacao a distancia quando viajamos
para Leste. Por outro lado, a derivada parcial T, nesse ponto da-nos a taxa de variacao
da temperatura em relacao a distancia quando viajamos para Norte. E se desejarmos
conhecer a taxa de variacao da temperatura quando viajamos noutra direccao qualquer?

Suponhamos que queremos determinar a taxa de variagdo de z = f(z,y), no ponto
(x0,Y0), na direcgao do vector u, suposto unitdrio (versor), isto é, |ju|| = 1. Essa taxa de
variacao é dada pela chamada derivada direccional. Se f: D C R® — R é uma funcao
diferencidavel em x € D, a derivada direccional de f na direcgdo do vector unitario u é

dada por
Dyf(x) =<V f(x),u>.
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Figura 2.4: Linhas isotérmicas.

Exercicio 2.22 Determine a derivada direccional de f(x,y) = x%y> — 4y no ponto (2,—1)
na direc¢do de v = (2,5).

Resolugao: Temos que ,
Vi@ = | god |
e, como tal,
VF2,-1)= [ _84 }
Assim, de acordo com a definicdo e uma vez que u nao é um vector unitario,

<Vf(x),u> —4x24+8x5 32
[|ul| V4+25 V29

Podemos também querer saber em que direccao uma funcao f: D C R®™ — R varia
mais rapidamente e qual a sua taxa de variagao.

Duf(27 _1) -

Teorema 2.22 Seja f uma funcgao diferencidvel. O valor mdzrimo da derivada direccional
D, f(z) €[V f(z)| e ocorre quando u tem a mesma direc¢ao e sentido do vector gradiente

Demonstragao: Seja 0 o angulo que V f(z) faz com o vector unitério u. Temos que
Dy f(x) =< Vf(@),u>=[Vf()|[ull cos§ = ||V f(z)] cosb.

Ora, o valor méximo ocorre quando cos f = 1, isto é, quando § = 0. Assim sendo, o maximo
ocorre quando u tem a mesma direcgao e sentido que V f(z) e tem o valor ||V f(z)||. O

2.5.4 Regra da cadeia

Tal como para fungoes reais de variavel real, a regra da cadeia para funcgoes com vérias
varidveis reais dd-nos uma regra pratica para diferenciar uma fungéao composta.
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Teorema 2.23 (Regra da cadeia) Seja z = f(z,y) uma func¢do diferencidvel de x ey,
onde x = g(t) ey = h(t) sio fungoes diferencidveis de t. Entdo z € diferencidvel como

funcdo de t e
dz _ Ofdz  Ofdy

-~ _ 4 + - .
dt  Oxdt Oy dt
O proximo exercicio evidencia uma aplicagao ttil da regra da cadeia.

Exercicio 2.23 A pressao P (em quilopascal), o volume V' (em litros) e a temperatura T
(em kelvin) de uma mole de gds ideal estao relacionados pela férmula

PV = 831T.

Determine a taxza de variagdo da pressao quando a temperatura é de 300 K e aumenta a
uma taza de 0,1 K/s e o volume € de 100 L e aumenta a uma taza de 0,2 L/s.

Resolugao: Temos que,
P(T(t),V(t) =38 31—(t)
) ) ‘ 7(t) )

sendo t a variavel independente “tempo”. Entao, de acordo com a regra da cadeia, a
variagao da pressao ao longo do tempo é dada por

dP oP dT oP dv
(V) = a_T(T’ V) (T, V) + W(T’ V) (V)
1dT T dV
= 1=—(T —8,31——(T,V).
De acordo com os dados do problema temos que
dP 1 300
—(300, 100) = 8,31—0,1 — 8,31 0,2 = —0,04155. O

dt 100 1002

Consideremos agora o caso em que z = f(z,y) e z = g(t,s), y = h(t,s). Entao, de
forma idéntica ao efectuado no teorema anterior, temos que

0= _0f0r  0f dy
ot  ox ot Oy ot

0= _ofor ooy
ds Oxds Oy0os

2, ,—t 2

Exercicio 2.24 Se u = 2y + %23, onde x = rsel, y = rs’e™" e z = r’ssent, determine

ovalorde%, quandor =2, s=1et =0.

Resolugao: Temos que

Ou _ Oudzx  Oudy  Oudz

95 Gwds  oyos 020
= (4z3y)(ret) + (=t + 2y23)(2rse™") + (3y? sent).

Quandor =2,s=1et =0 temos x =2, y =2 e z = 0. Portanto

%:64><2+16><4+0><0:192. 0O
S
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Exercicio 2.25 Se g(s,t) = f(s? —t2,t> — 52) e f € diferencidvel, mostre que g satisfaz
a equacao

dg dg
ta + s ot =0.

Resolucao: Sejaz = s?—t? ey =2 — 5% Entdo g(s,t) = f(x,y). Pela regra da cadeia

dg 0f 0z Of Oy
ds oz s 0y Os

TN T
= 3x<28)+8y( 2s).

Por outro lado
dg 0 of or 0 of (3y
ot Oz Ot | Oy ot
af of

= 2t) + —(2¢
G2+ G
Entao 5 5 of o7 o7 ;
g g
t—= +s— = | 2st=— — 2st— st=—+2st— | =0. O
s i ( oz 88y> ( 3+88y>
Vamos agora apresentar a regra da cadeia para funcoes reais de n variaveis reais. Seja
y uma funcao diferencidvel de n varidveis reais z1,...,x,, onda cada x; ¢ uma funcao
diferenciavel de m varidveis tq,...,t,. Entdo y é uma funcao diferenciavel de t,...,t,, e
y Oy 0z oy Oxy,
= 1=1,...,m.

ot oot T o, ot

2.6 Diferenciais e suas aplicacoes

Vamos terminar este capitulo com a introducao da nogao de diferencial e referir algumas
das suas aplicagoes. Comecemos por considerar uma funcao f real de varidvel real

f: DCR — R
z o y=[f(2)

Em muitas aplicagoes a variavel independente x esta sujeita a pequenas variacoes Ax cha-
madas acréscimos de x. Para calcular o acréscimo Ay correspondente & varidvel dependente
y fazemos

Ay = f(z + Az) — f(z).
Se f é diferenciavel temos que

f'(z) = lim &

Az—0 Az
Assim, quando Az = 0, o acréscimo Ay pode ser aproximado por f/'(z)Awz, isto é, Ay ~
f(z)Ax.
Uma nogao 1util é a nogao de diferencial. O diferencial dz da varidvel independente x
é dado pelo seu acréscimo, isto é, dx = Ax; o diferencial dy da varidvel dependente y é

dado por dy = f'(z)dx.
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Exercicio 2.26 O raio de uma esfera mede 21 c¢m, valor obtido com um erro mdzimo de
0,05 ¢m. Qual o erro mdximo cometido no cdlculo do volume da esfera quando € usado
esse valor para o seu raio?

Resolugao: Se o raio da esfera é r, o seu volume é

4
V = —ard.

3

Se o erro na medida do valor de r for denotado por dr = Ar, entdo o erro correspondente
ao valor de V' é AV, que pode ser aproximado pelo diferencial

dV = drridr.
Quando r = 21 cm e dr < 0,05 cm, temos que
dV < 4m(21)20,05cm?® ~ 277cm?.

Assim o erro (absoluto) cometido no célculo do volume é majorado por 277cm?.
Também se pode determinar o majorante para o erro relativo

AV AV 4xrldr 3 dr
Vv Vv amrd T
Assim, o erro relativo cometido na aproximagao do volume é cerca de 3 vezes o erro relativo

cometido na aproximagao do raio. Como o erro relativo do raio é

dr 0,05
— <
r = 21

~ 0,0024,

isto é 0,24%, temos que o erro relativo cometido na aproximacao do volume inferior a
0,007, ou seja, a 0,7%. O

Vamos considerar a generalizacao de diferencial, apresentado no caso unidimensional,
para o caso em que temos n > 2 varidveis. Para n = 2 temos a seguinte definicao (para o
caso geral a definicao é semelhante).

Definicao 2.18 (Diferencial) Seja z = f(x,y), com f uma funcao diferencidvel em
(x0,Y0) e Az e Ay os acréscimos das varidveis independentes x ey em (xg,yo). Temos que:
os diferenciais dz e dy das varidveis independentes em (xg,yo) sdo dr = Ax e dy = Ay; o
diferencial ou diferencial total dz da varidvel dependente z em (xo,y0) e dado por

dz = fu(x0, yo)dx + fy(x0,y0)dy.
Uma vez que a fungao f é diferencidvel (ver Defini¢ao 2.16), o acréscimo

Az = f(xo+ Az, yo + Ay) — f(zo,y0)

é dado por
Az =dz + {(Ax, Ay)Ax + n(Azx, Ay)Ay,

com ¢,7 — 0 quando (Ax,Ay) — 0. Assim sendo, quando Az e Ay s@o pequenos, o
acréscimo Az da varidvel dependente pode ser aproximado pelo diferencial, isto é,

Az ~ dz.
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As nocoes de diferencial e diferenciabilidade podem ser generalizadas para funcoes
I D CR” — R
x=(21,...,2y) — y=flx)=f(x1,...,2).

Vamos apenas apresentar a generalizacgo da nocao de diferencial. Assim, se Ax; for o
acréscimo de x;, ¢t = 1,...,n, temos que o acréscimo em y é dado por

Ay = f(z1 4+ Azxq, ... 20 + Axy) — f(21,...,20) = f(x + Azx) — f(z),

com Az = (Azy,...,Ax,). No que diz respeito ao diferencial dy temos que
n
of
dy = Z D (x1,...,2n)dx;,
=1
com dx; = Az, i =1,...,n. Com a notagao dx = (dx1,...,dz,) temos que

dy =<V f(x),dx > .

Exercicio 2.27 A resisténcia de um fio € directamente proporcional ao seu comprimento
e inversamente proporcional ao quadrado do seu diametro. Se o comprimento for medido
com um erro de 1% e o didgmetro com um erro de 3%, qual a percentagem mdzima para o
erro no cdlculo da resisténcia?

Resolugao: Temos que
L

D2
sendo k a constante de proporcionalidade, R a resisténcia, L o comprimento e D o diametro.
Assim sendo,

R=k

1 L
Como queremos percentagem de erro, estamos a considerar erros relativos (adimensionais).

Assim
dR

R
Atendendo a definicdo de R temos

dR| _|dL| ,|dD
R|— | L D |

Assim, de acordo com os dados do problema,

1 dL

kﬁf D3 R

‘ LdD‘
< _

-+ e 2.

d
‘g‘ < 0,01 +2 x 0,03 = 0,07,

ou seja, o erro para o cdlculo da resisténcia é inferior a 7%. O

Exercicio 2.28 O periodo T de oscilagdo de um péndulo obtém-se usando a formula

l
T =2m|—,
g

onde £ € o comprimento do péndulo e g a aceleracdo da gravidade. Determine o erro que
se comete ao calcular T em fungdo de pequenos erros Al e Ag resultantes das medigoes
de £ e g, respectivamente.
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2.7 Exercicios praticos
Seguem-se alguns exercicios destinados a serem resolvidos nas aulas praticas.

Exercicio 2.29 Determine as derivadas das func¢oes sequintes:

_ 5+6x

Y=o 2. y= /(@ +1)° 3 y=cos(l+ tga);

1
.y==06sen(xr+ 1)+ 3cos(7x), Ly=a’+x"" .y = arc tg —;
4 6 1) + 3cos(7 5 T 4 gne 6
T

arc senx
Toy=—
X

Exercicio 2.30 Determine as derivadas das fungoes sequintes:

senzxz, sex >0, —2rx—1, sex < -1,
1. f(z)=1<0, sex=0, 2 f(x)=<2?, se —1<z<0,
r+ 23, sex <O0; sen x, se x > 0;

3 f(x):{m’ se x < 4,

12 — 2z, sex > 4.

Exercicio 2.31 Mostre que as fungdes sequintes sdo continuas, mas nao derivdveis em
alguns pontos:

1. f(x)=1+|senz|, z€0,27]; =< 1.

[ z+In2-2), sex<l,
2. 9(z) { e ", sex > 1;

1
rsen-—, sex #0,
3.h(m):{0 : sexiO.

Exercicio 2.32 Determine os valores mdzimo e minimo das fungées abairo definidas, no
intervalo indicado.

1. f(x)=1-2% 2€[0,1]; 2 f(z)=|z|, z¢€[-1,1];
3. f(z)=senz, xz€]0,2].

Exercicio 2.33 Averigiie se as funcgoes a sequir indicadas tém algum extremo relativo
para x = 2:

x°, sex < 2, e, sex < 2,
1. f(x) =4 4, sex=2, 2 f(z)=4¢ 1, se x =2,
r+5, sex>2; —22+8, sex>2.
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Exercicio 2.34 A variagdo da temperatura (em graus Fahrenheit) de um dado alimento
num frigorifico pode ser bem modelada pela sequinte funcgao:

2
4t 4+ 16t + 75 >0,

T(t) =10
(*) t244t4+10 7 T

onde t representa o tempo decorrido em horas.
1. Qual € a temperatura inicial do alimento?

2. Qual a temperatura limite a que poderd chegar o alimento se se deixar indefinida-
mente no frigorifico?

3. Determine o taza de altera¢do de T para t = 10 horas.

Exercicio 2.35 A eficicia de determinado analgésico t horas apds ter sido ministrado
(tomado) pode ser significativamente bem modelada pela sequinte fun¢ao

E(t) 9t + 3t —t3), 0 <t <5.

=5 (
Determine a taxa de alteracao de E relativamente a t nos sequintes casos: passado 1 hora;
passado 4 horas.

Exercicio 2.36 A concentragio [S] de uma certa substincia durante uma reacgdo en-
zimdtica € dada por
k
—£t
5] = [Sple ™
onde t € o tempo decorrido em sequndos, k € uma constante e [Sy| € a concentra¢io da
substancia no inicio da reacc¢do.

1. Arbitrando valores para k > 0 e [Soy| trace um grdfico de [S] em fungao de t.

2. Mostre que usando uma mudanga de varidveis conveniente se obtém um modelo
linear simples (expresso por uma fungao cujo esbogo do grdfico € uma recta).

Exercicio 2.37 Pensa-se que uma quantidade que estd a ser objecto de estudo cresce
exponencialmente com o tempo. Vdirias medigoes deram os sequintes resultados:

Tempo (em minutos) | 0| 1 2 3 4 5
Quantidade 2| 15| 111 | 844 | 6328 | 47461 |

Serd de facto um crescimento exponencial? (Sugestao: procurar uma fun¢ao definida por
uma expressao da forma ce®® onde c e a sdo constantes a determinar.)

Exercicio 2.38 Para temperaturas T (em °C') no intervalo [—50,150] a pressio P de
uma botija de gds varia com a temperatura sequndo uma lei do tipo P(T) = MT +b, onde
M e b sdo constantes. Suponha que um aumento de 40 graus na temperatura causa um
aumento na pressao na ordem dos 50 milibares.

1. Qual a taxa de variacdo da pressao em relacdo a temperatura?

2. Que mudanca de temperatura provocaria uma queda de pressao da ordem de 9 mili-
bares?
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Exercicio 2.39 Uma bateria de voltagem fixa V e resisténcia interna fixa r estd ligada
a um circuito de resisténcia varidvel R. Pela lei de Ohm, a corrente I no circuito é dada
por I = V/(R+r). Se a forca resultante é dada por P = I*R, mostre que a forca mdzima
ocorre se R =r.

Exercicio 2.40 A drea da pupila de um olho doente, R, varia com a luminosidade x de
uma fonte de luz, de acordo com a igualdade

40424/
R@) =S

1. Sabendo que a sensibilidade do olho, S, € dada pela taxa de variacdo da drea da
pupila, escreva S em func¢do de x.

2. Determine o valor da luminosidade para o qual € mdxima o drea da pupila.

3. O que acontece aos valores de R e S para niveis muito elevados de luminosidade?

Exercicio 2.41 Um fabricante de frascos tem um custo de producdo didrio
L o
c(x) = 180 — 10z + %5

em que T representa o numero de frascos produzidos. Quantos frascos deverd fabricar por
dia, por forma a minimizar o custo?

Exercicio 2.42 Para f(z) = |z|, mostre que f(—1) = f(1), mas f'(c) # 0 para todo o c
no intervalo | — 1,1[. Estard este facto em contradigao com o Teorema de Rolle?

Exercicio 2.43 Use os Teoremas de Bolzano e de Rolle para provar que:
1. f(x) = 2% + 32 + 2 tem um zero real;

2. f(x) =23 =32+ 1 tem trés zeros reais.

Exercicio 2.44 Prove que se a > 0, a equacdo cibica x> + ax + b= 0 ndo pode ter mais
do que uma raiz real, qualquer que seja o valor de b.

Exercicio 2.45 Determine o dominio de definicdo, o dominio de continuidade e a sequnda
derivada da funcgao:

—23 + 4log,2 |z + 6], se x > —b,
x) = 1 235
/@) 23tg<x—%+5>—§x2—7—26x, sex < —H.

Exercicio 2.46 Represente graficamente as sequintes fungoes:

2z

x2—2m+4‘ ]
x2 -1’

x—2

1. y= 2. y=32>—-9x+1; 38 y= 4.y =322 —2.

1
Exercicio 2.47 Considere a fun¢ao real de varidvel real definida por f(x) = x——. Indique
T

o dominio de f e mostre que f € impar. Serd injectiva? Esboce o grifico da restricdo de
f a]—o00,0[ e, usando o facto de f ser impar, complete o grdfico de f.
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Exercicio 2.48 Determine:

5 3 T
-6 8r —3
1. lim 2 x4 o ;0 2. lim zlnx; 3. lim e—;
z—1 rx*t—1 z—0+ T—+00 T
1 1 1 1
4. lim ———; 5. lim | — — ;6. lim x sen—;
z—+o00 2 gen 2% =0\ senzx z——+00 T
3\* .
7. lim <1 + —> ; 8. lim z=; 9. lim (senz)'®”;
T—>+00 x T—+00 z—0t
1 z+1
10. lim <—> 11. lim z* Inz 12. lim (1 — senz)Y/?.
zs+oo \ Inzx 2—s0+ z—0

Exercicio 2.49 Verificando que ndo pode usar a regra de L’Hospital, calcule os segquintes
limites:

T —CosT z?sen L T — senx . x2sen%
——; 4. lim

X
k .
T—+00 x z—0 T r—+oo T + senx z—0 senx

1. lm =% 2 lim——2%: 3 lim

Exercicio 2.50 Calcule as derivadas parciais de 12 ordem das fungoes sequintes:

1. flx,y) =,

2. f(z,y) =1In(e” + a¥);

3. f(x,y) = " seny + cos(z — 3y);
4. fla,y) = (cotgx)®?

5. f(x,y) = cos(yv/a2 + 1);
6. f(a,y) = (Iny)T+=eny;

7. f(z,y) =y tg (z +e¥);

8. flz,y) = arc tg(zy);

9. f(z,y) = zsen (Va2 + y?);
10. f(z,y) =y’ In(zIny);
11. f(z,y) =y sec(m + Iny).

Exercicio 2.51 Calcule as derivadas parciais de 22 ordem das fungoes sequintes:
1 f(z,y) = In(z +y) + In(z —y);
2. f(x,y) = sen (zy);
3. flx,y) = 2%e¥* + ylnz.

Exercicio 2.52 Sendo w = cos(x — y) + In(x + y), prove que

Pu_tw_
ox?2 oy
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Exercicio 2.53 A lei dos gases para uma massa m de um gds ideal a temperatura absoluta
T, pressao P e volume V é PV = mRT, onde R é a constante do gds. Mostre que

OP OV OT

oV oT oP ~

Exercicio 2.54 Suponhamos que a altura de um terreno no ponto de coordenadas (z,vy)
€ bem modelada pela funcao

Flay) = (2 - b)),
1. Determine a tazxa de variagdo da altura no sentido Norte-Sul.

2. Em que direc¢ao e sentido, no ponto (1,1), a altura do terreno varia mais rapida-
mente?
Exercicio 2.55 Suponha que a temperatura num ponto (z,y,z) é dada por

B 80
14 a2+ 2y2 4 322

T(z,y,2)

onde T € medida em graus Celsius e x,y,z em metros.

1. Em que direc¢do e sentido, no ponto (1,1, —2) a temperatura aumenta mais rapida-
mente?

2. Qual a taxa mdzrima de aumento?

Exercicio 2.56 Numa colmeia, cada célula € um prisma regular hexagonal, aberto num
extremo com uma angulo triédrico no outra extremo. Acredita-se que as abelhas constroem
seus favos de modo a minimizar a drea da superficie para um dado volume fixo, usando
desde modo a menor quantidade de cera possivel. O exame dos favos tem mostrado que
a medida do angulo de dpice 6 € impressionantemente consistente. Pode provar-se que a
drea da superficie € dada por

3
S = 6sh — 552 cotg 0 + (35°v/3/2) cosec 6,
onde s, € o comprimento dos lados do hexdgono e h a sua altura.

ds
1. lcule —.
C'acuede

2. Determine o angulo que as abelhas preferem.

3. Determine a drea superficie minima escolhida.

d
Exercicio 2.57 Use a regra da cadeia para determinar d—j, Para:
1 z=2%y+axy?, =2+t y=1-1%
2. z=senx cosy, xr=mt, Y= Vt.
0z 0z

Exercicio 2.58 Use a regra da cadeia para determinar — e — nos sequintes casos:

ds Ot
Z.z:xQ—i—xy—i—yQ, r=s+1t, y=st;

2. z=ualy, w=se, y=1+se".
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Exercicio 2.59 A temperatura num ponto (x,y) é dada por T(x,y), medida em graus
Celcius. Um insecto rasteja de modo a que a sua posicdo depois de t sequndos € dada por

z=+1+t, y=2+1/3,

onde x ey sio medidas em centimetros. A fungao temperatura satisfaz T,(2,3) = 4 e
Ty(2,3) = 3. Quao rdpido a temperatura aumenta no deslocamento do insecto apds 3
sequndos.

Exercicio 2.60 A producdo de trigo, W, num determinado ano, depende da temperatura
média T e da quantidade anual de chuva R. Cientistas estimam que a temperatura média
anual cresce a tara de 0,15/ano, e a quantidade anual de chuva decresce a taza de 0,1
em/ano. Também estimam que, no corrente nivel de produgao, OW/IT = —2 e OW /IR =
8.

1. Qual o significado do sinal dessas derivadas parciais?

2. Estime a taza de variagdo corrente da produgdo de trigo ao longo do tempo.

Exercicio 2.61 Determine o diferencial da funcdo definida por:
1. z=2? y3,'
2. z =In(2z — 3y).

Exercicio 2.62 O comprimento e a largura de um rectangulo foram medidos como 30
cm e 24 cm, respectivamente, com um erro maximo de 0,1 ¢m. Utilize diferenciais para
estimar o erro mdximo cometido no cdlculo da drea do rectangulo.

Exercicio 2.63 Qual € o acréscimo, aprorimado, sofrido pelo volume de uwm cilindro,
quando o raio da base, r = 30 ¢m, € aumentado de 5 cm e a altura, h = 1,2 m, € reduzida
de 5 em?

Exercicio 2.64 A resisténcia total R de trés resisténcias Ry, Ry e R3 ligadas em paralelo

€ dada por
1 1 1 1

I = R_l + R_2 + R—3
Se Ry =25 Q, Ry =40 Q e R3 = 50 Q foram medidas com um erro mdzimo de 0,5%,
aproxime o erro mdximo no cdlculo de R.

Exercicio 2.65 Bidlogos marinhos determinaram que quando um tubarao detecta a pre-
senc¢a de sangue na dgua ele nada na direc¢cdo em que a concentragdo de sangue aumenta
mais rapidamente. Com base em testes na dgua do mar, sabe-se que a concentra¢ao de
sangue (em partes por milhao) num determinado ponto (x,y) da superficie é de aprorima-

damente
Ol y) = e @20

Um tubardo encontra-se no ponto de coordenadas (1,0).
1. Em que direccdo nada o peixe?

2. Qual o erro que se comete na determinacgao do valor da concentragao, supondo que o
ponto onde se encontra o tubarao foi medido com um erro de 0,1 em cada coordenada?



Capitulo 3

Calculo integral

3.1 Primitivas

3.1.1 Primitivas imediatas

No capitulo anterior certos problemas foram enunciados na forma: “dada uma funcao f,
determinar a sua derivada f’”. Consideremos agora o problema inverso, isto é: “dada
a derivada f’, determinar a funcdo primitiva f”. Por outras palavras, neste capitulo
queremos considerar a questao: “dada uma funcao f, determinar uma funcao F' tal que

F/ — f”-

Definicao 3.1 (Primitiva) Uma fungdo F diz-se primitiva (ou anti-derivada) de f no
intervalo I se
F'(z) = f(x), Ve I.

Ao processo de determinacdo da primitiva F' de uma funcdo f chama-se primitivacio.

Notemos que, se uma funcao f admitir primitiva, essa primitiva nao é determinada de
forma tnica. De facto, se considerarmos f(x) = 2z, © € R, podemos ter, como primitiva,
Fi(z) = 22, Fy(x) = 22 + 10, F3(z) = 2® + 11,4, etc. Neste caso, as primitivas de f em R
sdo da forma F(z) = 22 +¢, c € R.

O proximo resultado demonstra que duas primitivas de uma mesma fungao diferem
apenas por uma constante.

Teorema 3.1 Sejam Fi e Fy duas primitivas de f num intervalo I. Entdo, a sua diferenca
€ uma fungdo constante em I, isto €,

Fi(z) = Fy(z) + ¢, Ve el,

com ¢ uma constante real.

Demonstragao: Sejam a e b dois pontos distintos (a < b) de I e G(z) = Fy(x) — Fa(z),
para todo o x € I. Como F} e Fy sao ambas primitivas de f em I temos que

Fl(z) = Fya) = f(z), Vael,
o que implica, como G é diferencidvel em I,

G'(z) = F(x) - Fy(x) = 0

55
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e, como tal, G(x) = ¢, com ¢ uma constante real. De facto, pelo Teorema de Lagrange,
como G é diferencidvel em I,

G(b) — G(a)
b—a

ou seja, G(b) = G(a), com a e b quaisquer dois pontos distintos de I. Provdmos assim que
G(z) = ¢, para todo o x € I, ou seja Fi(z) = Fa(x) +¢,ceR. O

Q

=0

Definicao 3.2 (Integral indefinido) Chama-se integral indefinido (ou primitiva) de f

em I, e denota-se por
[ @) iz

a toda a expressao da forma F(x) + ¢, onde F é uma primitiva de f em I e ¢ € R.
Podemos entao dizer que o integral indefinido de uma fun¢do € o conjunto de todas as
suas primitivas.

De acordo com esta definicao, ao processo de primitivacao também se chama integracao.
A notacao usada para o integral indefinido foi proposta por Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716) que a comegou a usar porque a integragdo, como iremos ver mais tarde, esta
intimamente relacionada com somas (0 “s” de soma degenerou em “[”). A particula “dx”,
para ja, nao tem significado especial e serve apenas para indicar a varidvel independente
em relacao a qual se estd a primitivar.

Geometricamente podemos considerar o integral indefinido como uma familia de curvas.
Essas curvas sao tais que passar de uma para a outra se processa por translagdo do eixo

dos zz.

Integral indefinido

.

|
o
|
I
|
N
X O
N
I
»

Figura 3.1: Integral indefinido.

Consideremos alguns exemplos.

1. /1dx:x—|—c, ceR.

2.

~

4+¢c c€

4. cosxdr = senx+c¢, c€R.

3. /Senxdm-—co&x%—c ceR.



Calculo integral 57

1
5. /—dlen]x\—i—c, ceR, zeR\{0}.
x

1 — 1
De facto, (Inz) = =, 2 >0e¢ (In(—2)) = — = =, z < 0.
(o) =1 (n(-a)y = = =1,
6. Generalizando a regra dada no exemplo anterior, podemos escrever

/(=)

=In|f(z)| +e, ceR,

ou, noutra notagao,

/f%dlen]f]—i—c, ceR.

1
7. /sechdx:/ s— dr=tgr+¢, ceR.
cos? x

2

arc sen x arc sen “x
8. dr = 4+c¢, ceR.
V1—x? 2
De facto,
arc sen 2x , 1
——— | = arcsenz(arcsenz) =.-- = arcsenzx .
2 1— a2

Uma questao que se coloca é a seguinte: serd que toda a fungéo f possui primitiva?
Pode demonstrar-se que toda a funcao continua num intervalo I possui, nesse intervalo,
uma primitiva. No entanto, existem fungoes que nao possuem primitiva. Essas fungoes
sao, naturalmente, funcoes descontinuas.

Exercicio 3.1 Dé um exemplo de uma func¢ao descontinua que ndo possua primitiva e
um exemplo de uma fungdo descontinua que possua primitiva.

Vamos agora considerar algumas propriedades das primitivas. As primeiras proprieda-
des resultam, imediatamente, da definicao e a sua demonstragao é deixada como exercicio:

[F@do=i@) +e cers ( [ @ d:c>/ ~ f(@).

Outra propriedade é

/af(x)—i—ﬁg(x) dx:a/f(ac) dm—l—ﬁ/g(x) dz, o, B ER,

que estabelece que a primitiva é um operador linear. De facto, sejam F' e G duas primitivas
de f e g, respectivamente. Entao

(aF (z) + BG(2)) = aF'(z) + BG'(z) = af (x) + By ().
Podemos, entao, concluir que
/af(x) + Bg(x) de = aF(w) +pG(x)+¢, c€eR
= z) +c1) + B(G(x) +c2), c,c0€R

_ /f da:+ﬁ/

Como motivacao para a introducao de outras regras de primitivagao/integragao, con-
sideremos o seguinte exercicio.



Calculo integral 58

Exercicio 3.2 Mostre que:
1. /83:3 — 62?2 + 270 de = 22" —423? —1/427 4 + ¢, c € R;
2. /cos (3x) dez =1/3sen (3z) + ¢, c € R.
Duas regras de integracao muito importantes podem ser obtidas pela generalizacao do

raciocinio efectuado na resolucao do exercicio anterior. A primeira é a regra de integracdo
da poténcia, cuja demonstracao é deixada como exercicio:

merl
/xmdx:m+1+c, m# -1, c€R.

A segunda é a regra de integracdo da funcdo composta e diz que, se F' é uma primitiva
de f e g é uma funcao diferenciavel, entao

[ Ho@)d @ de=Fgla) +e. cer
De facto, pelo teorema da derivada da fungdo composta,

(F(g(x))) =g (2)F'(g(x)) = ¢'(x) f(9(x)),
0 que prova o pretendido.

Exercicio 3.3 Mostre que:

m+1
1. /f/fmdx: f+ +c,m#—1,ceR;

m+1
3

h
2./chxsh2xdx:8 +c, ceR.

3.1.2 Primitivagao por partes

O préximo teorema dé-nos a chamada regra de primitivacdo por partes, que é obtida a partir
da regra de derivagao do produto de duas funcoes.

Teorema 3.2 (Primitivacao por partes) Sejam f e g duas funcgoes definidas num in-
tervalo I tais que f admite uma primitiva F em I e g € derivdvel em I. Entdo

[ r@te) de = @) - [P @) do

Demonstragao: Temos que

(F(x)g(x)) = F'(z)g(z) + F(a)g'(x) = f(x)g(x) + F(x)g'(x) x€l
Assim sendo,
f(2)g(x) = (F(z)g(x)) — F(z)g'(x), z€l,
0 que nos permite concluir que

/f(w)g(w) dx = F(z)g(x) — /F(x)g'(x) dz,

provando assim o pretendido. [

Em linguagem corrente, o teorema anterior pode ser enunciado da seguinte forma: “a
primitiva do produto de duas funcoes é igual & primitiva da primeira vezes a segunda
menos a primitiva da que ja estd primitivada vezes a derivada da segunda”.
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Exercicio 3.4 Cualcule as sequintes primitivas usando a regra de primitivacdo por partes:

1. /mlnm dx;

2. /arc senx dx.

Resolucgao:

2 21 2 1
1. /:Ulnxdx:x—lnx—/m——d:c:x— Inx—=) +e¢, ceR.
2 2 x 2 2

2. Temos, sucessivamente,

/arcsenxdw = /1arcsenxdx

1
= garcsenr — | r——dx
/ V1-—22
+1/ —2z d
= garcsenz + - | ——dx
2) V1-22

= xarcsenx +V1—122+¢, ceR. O

Aquando da aplicacdo da regra de primitivagdo por partes, coloca-se a questao de
saber qual a funcéo que deve ser primitivada e qual a que deve ser derivada. Temos a
seguinte regra de ouro: “deve comecar por se primitivar o factor que menos se simplifica
por derivacao”. Um quadro que pode ser 1til é o seguinte:

Derivar Primitivar
i funcao polinomial x  funcao trigonométrica  dx
J funcao polinomial X funcao exponencial dx
| funcdo trigonométrica inversa X fungao polinomial dx
i funcao logaritmica X funcao polinomial dx

Por vezes é necessério aplicar a regra de primitivagao por partes duas (ou mais) vezes.
Por exemplo, suponhamos que se pretende determinar

/em cos z dx.

/emcosxdx = excosx—/em(—senx) dx

Temos que

= excosx—kexsenx—/excosx dx.

Logo
1
/excosxdx:§em(cosx+sinx)+c, ceR.
Quando se aplica duas (ou mais) vezes a regra de integragao por partes deve manter-se

até ao final a escolha feita inicialmente sobre qual a funcao a primitivar e qual a funcao a
derivar.
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3.1.3 Regras praticas para primitivar funcgoes trigonomeétricas e hiper-
bdlicas

Quando se pretende primitivar poténcias impares de sen x, cosx, shx ou chzx, destaca-se
uma unidade a poténcia impar e o factor resultante passa-se para a co-funcao através das
férmulas fundamentais:

cos? z + sen’z = 1, ch?z — sh?z = 1.

Por exemplo,

/sengmdx = /(1—0082x)senxdx

= /senxdx—/coszxsenx dz

083 x

= —cosx+ +c, ceR.

No caso de se pretender primitivar poténcias pares de senx, cosz, shx ou chx, passa-
-se para o arco duplo através das férmulas:

1 1
sen 2z = 5(1—COSQ$), cos’z = 5(1—|—COSQ$),

1 1
Sh2$:§(Ch2$—1), ch2x:§(ch2x—|—1).

Por exemplo,

1
/0082$d$ = /5(008256—1-1) dx

sen 2
= bezx—l—g—i—c, ceR.

Para as poténcias pares e impares de tgx (thx) ou cotgz (cothz), destaca-se tg2x
(th2z) ou cotg?x (coth?zr) e aplica-se uma das férmulas:

tg?e =sec’z — 1, (th?z =1 — sech?z),

2

cotg 2z = cosec?z — 1, (coth?z =1+ cosech x).

Nas poténcias pares de secz (sechz) ou cosecx ( cosech ), destaca-se sec? z ( sech 2z)

ou cosec 2z (cosech ?z) e ao factor resultante aplica-se uma das férmulas:

sec’x =1+ tg2x, (sech?z =1 — th?z),

cosec’z = 1+ cotg’z, (cosech ?z = coth 2z —1).

Para as poténcias fmpares de secx (sechz) ou cosecz (cosech ), destaca-se sec?x

(sech 2z) ou cosec 2z (cosech 2z) e primitiva-se por partes comegando por esse factor.

Consideremos, agora, o caso de produtos de poténcias de fungoes trigonométricas ou
hiperbdlicas.

Quando se pretende primitivar o produto de uma poténcia impar de senx (shz) por
qualquer poténcia de cosx (chx), destaca-se senx (shz) e passa-se o factor resultante
para a co-funcao através da férmula fundamental:

sen’z =1 — cos® z, (sh?z = ch?z —1).
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No caso da funcao a primitivar ser o produto de uma poténcia impar de cosx (chx)
por qualquer poténcia de senz (shz), destaca-se cos z (ch x) e passa-se o factor resultante

para a co-funcao através da férmula fundamental:
cos?z =1 — sen’z, (ch?z =1+ sh?z).

Quando o produto é entre uma poténcia par de senz (shz) e uma poténcia par de
cosz (chz), aplicam-se as férmulas:

sen2x = 2senx cosx, (sh2z = 2shzchx),
cos 2x = cos® x — sen >z, (ch2z = ch?z 4 sh?z),

1 1
Sen2$:§(1—COSQ$), <sh2x:§(ch2x—1)>,

1 1
COS2.%':§(1+COSQ.%'), (cth:5(0h2m+1)>.

Para terminar esta secgao, consideremos o caso de produtos em que aparecem factores
do tipo senmz ou cosnz (shmz ou chnx). Neste caso aplicam-se as férmulas:

senzxseny = %(COS(CE —y) —cos(z +vy)), (shxshy = %(Ch (x+y)— ch(x— y))> ,
COS T COSY = l(cos(gc +y) + cos(z —y)) <chxchy = 1((:h (x+y)+ ch(x —y)))
2 ’ 2 ’

Sen x cosy = %(sen (x+y)+ sen (z —y)), <thchy = %(Sh(az—l—y) + sh(x —y))> .

3.1.4 Primitivacao de funcgoes racionais

f(z)
9(z)

for maior ou igual ao grau do denominador, efectua-se a divisao de f(z) por g(z). Obtém-se

entao
1@ _ o
o) Q(z) +

Consideremos a fraccao onde f(x) e g(x) s@o dois polindmios. Se o grau do numerador

R(x)
9(x)

)

R(z)

g(z)
com os seguintes passos.

uma fraccao propria. Para primitivar a fraccdo prépia procede-se de acordo

sendo

1. Decomposicdo do denominador da fraccdo prépria em factores. Os factores obtidos sao
da forma (x — a)™, correspondendo a raizes reais a de multiplicidade n, ou da forma
((x —-p)?+ q2)m, correspondendo as raizes imagindrias p &+ ¢i de multiplicidade m.

2. Decomposicdo da fraccdo prépria numa soma de elementos simples. Cada factor do
tipo (z — a)™ da origem a
A A A
1 + 2 — 4ot n
(x—a)®  (z—a)" T —a

)
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com A;,i=1,...,n, constantes a determinar. Cada factor do tipo ((3: -p)?+ q2)m
d& origem a

Pz + @ Pox + Qo -, Par4Qn
(@=p?+A)"  (z—p2+A"" (z—p)*+¢*
com P;j, Q;, 7 =1,...,m, constantes a determinar.
3. Determinagdo das constantes. As constantes A;, i =1,...,n,e P}, Q;,j=1,...,m,

podem ser determinadas conjuntamente pelo método do coeficientes indeterminados.

Ha4, no entanto, uma forma alternativa de calcular essas constantes, que descrevemos
de seguida. Comecemos por considerar o calculo dos coeficientes A4;, i = 1,...,n.
Seja (x) tal que g(x) = ¥ (z)(x —a)”. Se n =1, temos que (regra do tapa)

=5

Se n > 1, efectua-se a divisao (regra das h's)

e -

dispondo os polinémios por ordem crescente dos seus monémios, obtendo-se

R(:c)} _1  Rn(a+h)
=A1+Ash+---+ AR+ ———=.

[wx) vmath (a+h)

Consideremos, agora, o calculo dos coeficientes Pj, @;, j = 1,...,m. Seja ¥ (x) tal

que g(z) = ¥(z) ((z —p)® +¢*)™. Se m = 1, temos que

R(x)
¢ (1’) r=p+qi .

Se m > 1, as constantes calculam-se pelo método dos coeficientes indeterminados
(as constantes P; e Q1 podem ser obtidas como no caso m = 1).

[PNU +Q1 =

Caso aparecam elementos simples da forma

1
((z —p)?+)™

estes podem ser primitivados usando a seguinte férmula de recorréncia:

= _ ! 1 z—p
/((Z’—p)2+c)m der = c <2m—2 ((x_p)2_|_c)m—1
2m — 3 1
+2m_2 / ((x—p)2 +C)m71 dCU) .

4. Determinar a primitiva. A primitiva da funcéo racional é a soma das primitivas de
cada um dos elementos simples
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Exercicio 3.5 Cualcule a primitiva

/x5+x3+m
— dx.
x4 +1

Resolugao: Comecemos por dividir os polinémios. Temos que

2+t a3
el e .
x4+ 1 x4 +1

Logo

5 3 3 2
4+ x” +x T x 1 4

Exercicio 3.6 Cualcule a primitiva
/ 3z + 2 d
— dx.
22 +4r+ 3

Resolugao: Como ja estamos na presenca de uma fraccao prépria, vamos comecgar por
factorizar o denominador.

1. Factorizar o denominador.

2 +4x+3=(z+1)(z+3).
2. Obter os elementos simples.

2+2 A B
2+4x+3 z+1 x+3°

3. Determinacdo das constantes.

Vamos determinar A e B pelo método dos coeficientes indeterminados. Assim,

A | B _A@+3)+Ba+l) _(A+Bl+(3A+D)
r+1 z+3  (z+1(x+3) (x +1)(z+3)

Logo
A+B = 3 _ A =3-B _[A= -1
3A+B = 2 9-3B+B = 2 B = 7/2 °

Concluimos entdo que
3x+2 —1/2 7/2

x2+4x+3_x+1+x+3'

Os valores de A e de B também poderiam ter sido obtidos pela regra do tapa

A 3z + 2 :_1’ B_ 3z + 2 :Z‘
r+3 ], 2 x+1],__5 2
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4. Determinar a primitiva.

2 —-1/2 2
/23de = / / da:+/ 7/ dz
¢ +4x + 3 r+1 x+3

1 7
= —§ln\x+1]+§ln\x+3]+c

1 (@43
- 2@ty

5 +c, ceR. O

Exercicio 3.7 Calcule a primitiva

/ T+ 2 d
(z+12@2+4z+3)

Resolugao: Como ja estamos na presenca de uma fracgao prépria, vamos comecgar por
factorizar o denominador.

1. Factorizar o denominador.

(z+ 132+ 42+ 3) = (z+1)3(z + 3).

2. Obter os elementos simples.

xr+2 A As As B

Gt 1P@+3) (1P @rl?  a+l T3

3. Determinacdo das constantes.

Para obter as constantes vamos proceder da seguinte forma. Os coeficientes A; e B
determinam-se pela regra do tapa

A_[x%—Q} 1 B_[QH—Q] 1
Yle+s] 2 T @3],y 8

Os coeficientes Ay e Az determinam-se pelo método dos coeficientes indeterminados,

obtendo-se (verifique) Ay = 1 e A3 = —%. Concluimos entao que

T+ 2 12 1/4 /s, 1/8

(z+12(22+42+3) (z+13  (z+1)2 z4+1 z+3

Uma forma alternativa de obter os A;, i = 1,2, 3, é usando a regra dos h’s.

4. Determinar a primitiva.

/ x4+ 2 P v 1/4

1 1
—gln\x—i—l]—i—gln\x—i—?)]—i—c

(x +1)%(2x% 4+ 4z + 3) v (z+1)2 z+1
—1/4  1/4 z+3|'/8
- -  ceR. O
(x+1)?2 z+41 r+1 to e
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3.1.5 Primitivagao por substituicao

Seja f uma fungao primitivavel no intervalo I e seja

z = (1)

uma fungao bijectiva e diferencidvel de I; em I (uma funcdo bijectiva e diferencidvel
chama-se mudanca de varidvel)

I I R

t——1x = ¢(t) —— f(z)

Se F' é uma primitiva de f temos

d

S F(@0(0) = F'(6(£)¢'(2) = f (o) (D).

Logo
F($(1) + ¢ = / Ho)d (1) dt.

Provéamos, estao, o seguinte resultado que nos indica como poderemos primitivar por
substituicao de variavel.

Teorema 3.3 (Primitivacao por substituicao) Seja f uma fungao primitivavel no in-
tervalo I e ¢ uma mudanca de varidvel de Iy em I. Entdo

[r@a=([rewmewa) 1)

Exercicio 3.8 Calcule

/mdx.

Resolugao: Seja
flz)=+v1-—22

Temos que Dy = [—1,1]. Consideremos
o(t) = sent, te[-n/2,m/2].

Como ¢ facil de provar, ¢ é bijectiva e diferenciavel no seu dominio e, como tal, pode ser
usada como mudanga de varidavel. Consideremos, entao,

r = sent =t = arc senx.
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Como ¢'(t) = cost, temos que

/\/1—3:2 de = \/1—sen2tcostdt>

/
/ cos®t dt)

t=arc senx

t=arc senx

Ly Lenat +
5 4sen C

t=arc senx

= TN TN

1
arc senx + 75 (2arc senz) + ¢

1 1
= §arcsenm+§x 1—22+e¢, ceR. O

Torna-se util, neste contexto, relembrar a no¢ao de diferencial considerada no final
do capitulo anterior. Como foi visto, se * = ¢(t), o diferencial de = pode ser dado
por dz = ¢'(t) dt. Assim, a férmula (3.1) pode ser interpretada como resultante das
substituigoes = = ¢(t) e dx = ¢/(t) dt.

Exercicio 3.9 Calcule

1
/m1/2—|—x1/3 dr.

Resolugao: Temos que o m.m.c.(2,3) = 6. Logo, a mudanga de varidvel a considerar é
x =15

Neste caso,
dz = 6t°dt.

Entao,

1 1
————=dr = todt
/$1/2+$1/3 x </ t3+t26 >t211/6

t3
= o[ )
t+1 t—p1/6

= 2212 — 323 4 62Y/% —61n |20 + 1| 4 ¢, ceR. O

Na internet é possivel encontrar varias paginas que permitem calcular primitivas. Uma
das mais famosas é
http://integrals.wolfram.com/
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3.2 Integral definido

3.2.1 Nocgao de area de uma figura plana

O que é a area de uma figura plana? Informalmente podemos dizer que é “algo que se
pode medir e que nos permite ter uma ideia da maior ou menor dimensao da figura”. A
area associamos um numero que nos da a “medida da drea”. Por simplificacdao, a medida
da area serd designada, muitas vezes, apenas “area”.

Como unidade de referéncia da drea tomaremos a medida da area de um quadrado de
lado igual a unidade, que dizemos ter “area um”. Para saber quanto vale a area de uma
figura s6 temos que ver quantas unidades de drea (ou partes dela) cabem na figura.

Consideremos uma funcao f, nao negativa e continua num intervalo real [a, b].

Area de uma figura plana

X

Figura 3.2: Area de uma figura plana.

Suponhamos que pretendemos calcular a drea A do dominio plano definido pela curva

y = f(x), as rectas x = a, x = b e o eixo dos zx. Para isso, comecemos por dividir o

intervalo [a, b] em subintervalos iguais por meio de um nimero finito de pontos zg, x1, ...,
x, tais que

a=x0<xT1 < < Tp_1<xTp =0, (3.2)

com Az; = x; — xi—1, i = 1,2,...,n. Obtemos assim uma parti¢cdo do intervalo [a,d].
Chamamos amplitude da particio a maior das amplitudes dos intervalos definidos pela
particao, isto €, ao valor

Ar = max Aux;.
i=1,2,...,n

Como f é continua em cada subintervalo fechado [z;_1,z;], pelo Teorema de Weiers-
trass, f assume um maximo M; num ponto y; desse intervalo e um minimo m; num ponto
Y, desse intervalo. Consideremos as somas

s(Az) = fly)Ax e S(Az) = f(7)Ax;
=1 i=1

onde cada parcela é a drea de um rectangulo. Note-se que s(Ax) é a area definida por um
poligono contido em A e S(Ax) a area definida por um poligono que contém A. Entao

s(Azx) < A < S(Ax).

Como f é uma funcao continua, aumentando o nimero de pontos da particao ou, de forma
equivalente, diminuindo Az, o valor m; = f (gz) tende para M; = f(y;). Por definigao de
limite,

Ve> 0,30 > 0: |Az[ <d=[f(m;) — fy,)l <e,
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parat=1,2,...,n, e entao

n

S(Az) - s(Az) = > (f@) - fy,)Az; < €>_ Az =e(b—a).

i=1 i=1

Podemos entao dizer que a drea A pode ser aproximada por s(Azx) ou S(Ax) com a precisao
que se quiser. Assim,
A= lim S(Az)= lim s(Ax).
Az—0

Az—0

3.2.2 Definicao de integral definido

Seja f uma fungao limitada, ndo necessariamente continua, definida no intervalo [a,b].
Consideremos a partigao (3.2), com Ax; = z; —x;—1, i = 1,2,...,n, cuja amplitude é Az.
Ao somatério

Ry(Az) = flys) Az,
=1

com y; € [z;—1,x;], chamamos soma de Riemann para f no intervalo [a, b] relativa a parti¢ao
(3.2), em homenagem ao matemdtico Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).
Note-se que, para cada particdo existem muitas somas de Riemann possiveis, bastando
para isso variar a escolha dos y; € [z;—1, z;].

Definicao 3.3 (Integral definido) Seja f uma funcgdo limitada definida num intervalo
fechado [a,b]. O integral definido de f entre a e b é definido como sendo o limite das suas
somas de Riemann quando a amplitude das particoes, arbitrariamente escolhidas, tende
para zero, isto €,

b
/a f(z)dz = Al:ivgO Rs(Ax). (3.3)

Na definicao anterior, a a e b chamamos limites de integracdo e a f chamamos funcio
integranda. Quando o limite existe, f diz-se integravel (ou integravel a Riemann) ou que

/abf(x) dx

existe. A afirmagao (3.3) significa que, para todo o € > 0 existe um 6 > 0 tal que, se Az
é a amplitude de uma particao de [a,b] com Az < d, entdo

|R¢(Ax) —I| <,
com

n b
Rs(Ax) = Zf(yz)sz e I= / f(x) dx,
i=1 a

para qualquer escolha dos nimeros y; nos subintervalos [z;_1, x;] da partigao considerada.
O limite I é chamado limite de uma soma de Riemann.

Exercicio 3.10 Considere a fun¢do

fz) =

1, sex € racional,
0, sex € irracional,

chamada funcdo de Dirichlet, em homenagem ao matemadtico alemao Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859). Serd que f é integrdvel em [0,1]%
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Resolugao: Consideremos uma partigao uniforme de [0, 1] de amplitude Az, isto é
O=xp<m1 < <zxp_1<Tp =1,

com Ax = x; — i1, i = 1,2,...,n. Para esta particio vamos determinar as somas de
Riemann

Sp(Ax) =) flyi)Ax,
=1

escolhendo y; € Q (o que é sempre possivel pois em qualquer intervalo real existe sempre
um racional), bem como as somas de Riemann

Si(Ax) = 3 fy)Ac,
=1
com y; € R\ Q (o que também é sempre possivel). Assim

Se(Az) =) 1Az =1
=1

n
Si(Az) =) 0Az =0,
i=1
0 que permite concluir que a fungdo de Dirichlet nao € integravel a Riemann. [

A definicao de integral foi dada para um funcao definida num intervalo real [a, b]. Isto
pressupoe que a < b e que a e b sdo nimeros reais (finitos). Excluimos, assim, os casos
[a,b], com a > b, [a,a] = {a}, [a,+0], | — 00,a] e | — 00, +00[. Vejamos agora como
generalizar a definicao para os dois primeiros casos.

Definicao 3.4 Seja f uma fun¢ao limitada definida num intervalo [a,b]. Se a = b temos
que

/aaf(x) dzx = 0.

/abf(:c) dz = —/baf(:n) dz.

Um resultado 1til é o seguinte, que apresentamos sem demonstragao.

Se a > b temos que

Teorema 3.4 Seja f uma funcdo integrdvel em [a,b]. Seja ¢ € [a,b]. Entdo podemos
dizer que f € integrdvel em [a,c] e [c,b] e

/abf(:c) da::/acf(x) d:c+/cbf(:c) da.

Como vimos no Exercicio 3.10, nem todas as fungoes limitadas sao integraveis. No
entanto, pode demonstrar-se o préximo teorema para fungoes continuas. De notar que
uma func¢ao continua, definida num intervalo fechado, é limitada mas o seu reciproco nao
¢é verdadeiro.
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Teorema 3.5 Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b]. Entdo f é integrdavel em
[a,b] e o seu integral é tunico.

A analogia do integral com a nogao de area apenas vale para funcoes continuas e nao
negativas.

Coroldrio 3.6 Seja f uma fungao continua e ndo negativa no intervalo |a,b] e conside-
remos a figura limitada pelo grdfico de f, pelas rectas verticais x = a e x = b e pelo eizo
dos xx. A drea da figura existe sempre e pode ser obtida por

A:/abf(x) da.

E no caso de f ser uma funcgado negativa? Serd que podemos definir “area orientada”
(ou “drea com sinal”) & custa de um integral? Notemos que se f for uma fungao continua
definida em [a, b] tal que f(z) <0, para todo o = € [a,b], entao

A:—/abf(m)dx.

Exercicio 3.11 Em cada uma das alineas sequintes, determine o wvalor do integral defi-
nido, identificando-o com uma drea que indicard:

1. /2(2x+6) de; 2. /2(7—3;5) da;

_3 -1

3 a
3. / V9 —a?dx; 4. Va2 —ax%dzr, a>0.
0 —a

f(x)=2x+6 f(x):(g_x2)1/2

Figura 3.3: Areas de figuras planas (Exercicio 3.11, alineas 1 e 3).

Resolugao: Vamos apenas resolver 1 e 3. Considere-se a Figura 3.3.

1. Temos que o integral corresponde a drea do triangulo. Assim,

2
1
/ 90 1+ 6de = 2510 _ o5
s 2

2. Temos que o integral corresponde a um quarto da area do circulo. Assim,

3
1
/ V9 — 22 de = —(3%7) = )
0 4



Calculo integral 71

A resposta a pergunta sobre a existéncia de integral definido para funcoes limitadas
descontinuas nem sempre é positiva, como vimos no Exercicio 3.10. Para garantir a exis-
téncia e unicidade do integral definido para uma funcao descontinua é necesséario impor,
essencialmente, que a funcao nao tenha demasiadas descontinuidades.

Teorema 3.7 Seja f uma funcdo limitada com um numero finito de descontinuidades
no intervalo [a,b]. Se as descontinuidades forem todas de primeira espécie (incluindo as
removiveis), existe e € unico o integral definido

/abf(x) dz.

A demonstracao do teorema anterior, que nao iremos apresentar, permite concluir uma
regra de calculo para o integral de uma func¢ao descontinua nas condigbes do teorema: se
f for descontinua num dos extremos do dominio, proceder como se fosse continua; se f for
descontinua no interior do intervalo, digamos em ¢ €]a, b[, considere as fungoes

f(z), a<z<ec, f(x), c<xz<b,
9(w) = lim f(z), z=c¢, e Nz)= lim+f(x), x =c,

e /abf(x) dx = /: g(x) dx + /cb h(z) dx.

3.2.3 Propriedades do integral definido

Vamos agora considerar algumas propriedades do integral definido. As demonstragoes
dessas propriedades resultam imediatamente da definicao.

Consideremos duas fungdes f e g integraveis no intervalo [a, b]. Resulta imediatamente,
da analogia do integral com uma area, que

/bk:dx:k(b—a), ke R. (3.4)

Outra propriedade é a seguinte, cuja demonstragao é deixada como exercicio,

/abozf(w)-Fﬂg(%)dx:a/abf(m)dw—i—ﬂ/abg(x)dx’ a.BER

Vamos agora mostrar que o integral de uma funcao nao negativa é nao negativo, isto
é, se f(x) >0, para todo o x € [a, ], entao

/abf(x) dz >0,

De facto, pela definicao de integral definido,
b n
[ #ayde= jim 3" ) Aa >0,
=1 >0 >0

Como consequéncia imediata desta ultima propriedade, sai a seguinte, cuja demons-
tragao é deixada como exercicio: se f(z) > g(z), para todo o = € [a, b], entao

/a ’ fla) da > / ' g(a) da.
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Atendendo as propriedades anteriores e ao facto de
(@) < f@) < (@)
qualquer que seja o x, resolva o préximo exercicio.
Exercicio 3.12 Seja f uma fungdo integrdavel no intervalo [a,b]. Mostre que:

1. se m e M sao, respectivamente, wm minorante e wm majorante da fun¢do f no
intervalo |a,b], entdo

b
m(b— a) §/ f(x)dx < M(b—a);

2. o modulo do integral € menor ou igual que o integral do mddulo, isto €,

/abf(x) dx

A préxima propriedade estabelece que o integral de uma funcao continua, ndo negativa
em todo o intervalo e positiva em, pelo menos, um ponto desse intervalo, é um niimero
positivo. Em linguagem mais rigorosa, se f é uma fungdo continua em [a,b] tal que
f(z) >0, para todo o x € [a,b], e f(c) > 0, para algum c € [a,b], entdo

< [ ywi e

/:f(x) dz > 0.

Para provar este facto, suponhamos que ¢ €la,b[ (o caso em que ¢ = a ou ¢ = b
demonstra-se de forma idéntica). Como f(c) > 0 e f é continua, existe um intervalo
I =[c—e¢€c+e€] Cla,b]l, com e um real positivo, tal que f(z) > M para algum M > 0,
para todo o x € I. Assim

b c—e cte b
/ f(z) dz = / f(z) dx +/ f(z) dx + f(z) dz > 2eM > 0.
a a c—e c+e

Note-se a importancia da exigéncia da continuidade de f. Se f fosse descontinua
poderia nao ocorrer o pretendido. Considere-se, por exemplo,

~]0, xe€[0,1]\{0,5},
J(@) = {1, z = 0,5.

Neste caso tem-se que f(z) >0, f(0,5) >0e
1
/ f(z)dx =0.
0
A propriedade seguinte é consequéncia imediata da anterior e a sua demonstracao é

deixada como exercicio: se f e g sdo duas fungoes continuas em [a, b] tais que f(z) > g(z),
para todo o = € [a,b], e f # g, entdo

/a " f) de > / ' o(e) d. (3.5)
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3.2.4 Valor médio de uma fungao

Calcular a média § de um nimero finito de ntimeros reais yi, ..., 4y, € uma tarefa muito
facil:
_ Nttty
g=——"
n
Mas como poderemos calcular o valor médio f de uma funcio y = f(z), com x € [a,b]?
Recorrendo a nogao de de integral como limite das somas de Riemann, podemos definir

bia/abf(:c)d:c

O seguinte teorema mostra que se f for uma funcao continua, existe um ponto ¢ €]a, b]
no qual o valor da fungao f é exactamente igual ao valor médio da funcao.

f=

Teorema 3.8 (Primeiro teorema do valor médio) Se f ¢ uma fun¢io continua no
intervalo [a,b], existe um c €|a,b[ tal que

/f F()b - a).

Demostragao: Se f é uma funcdo constante, por (3.4), o resultado é trivial. Suponha-
mos entdao que f nao é constante. Como f é continua num intervalo fechado, existem

= M = .
m = Jél[ﬁ}f() e mrgﬁfg]f(w)

Entao, como f nao é constante, tem-se que
m < f(z) < M,

para algum x € [a,b]. Por (3.5) temos que

/mdm</f d:c</Md:U<:>mb—a /f ) dz < M(b—a)
e, como tal,
m<—/f dr < M.

Pelo Teorema de Bolzano, existe ¢ €]a, b[ tal que
1 b
= | re)de= s

Geometricamente, o resultado anterior pode ter a seguinte interpretacao para o caso
em que f é uma fungao continua e positiva no intervalo [a,b]: existe um rectangulo de
base b — a e altura f(c) entre m e M com a mesma area de f.

o que prova o pretendido. O

O proximo teorema constitui uma generalizacao do teorema anterior.

Teorema 3.9 (Segundo teorema do valor médio) Seja f uma func¢ao continua no
intervalo [a,b] e g uma fungao integravel que nao muda de sinal em [a,b]. Entdo, existe

um ¢ €a, b tal que . b
[ 1wt de = 5 [ ot dr
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Demostragao: Se f é uma fungao constante temos que f(x) = k, para todo o x € [a, b].

Entao
t /b kg(x) dx = k/bg(x) dx = f(c) /abg(x) de,

a a
com ¢ €|a,b[. Suponhamos agora que f nao é uma funcao constante e g Z 0 (o caso
g = 0 é trivial). Vamos assumir, sem perda de generalidade, que g(z) > 0, para todo
o x € [a,b]. Entao, tal como na demonstragao do teorema anterior, podemos dizer que
existem constantes m e M tais que

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x),

para algum z € [a,b]. Concluimos entao

/mg dx</f dm<M/

b
/ g(z) dx >0,

ff—<M
12 g(x)

Pelo Teorema de Bolzano, existe ¢ €]a, b[ tal que

x x b
Lo fole) e = / F@ate) de = 1@) [ gtw) de

Esta assim concluida a demonstracao.

o que, atendendo a

equivale a dizer

3.2.5 O teorema fundamental do calculo

Vamos, de seguida, apresentar o famoso Teorema Fundamental do Calculo que evidencia
a relacao entre a primitivacao e a integracao. Este teorema foi estabelecido, independen-
temente, por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1642-1727).

A fim de perceber melhor a sua demonstragao, consideremos f uma funcao continua

em [a,b] e uma nova funcao
x) :/ f(t) dt

com z € [a,b]. Note-se que F' depende apenas de z, o limite superior do intervalo de
integragao; nao depende da variavel de integragao t. Por exemplo, se considerarmos f(t) =

t e a =0, temos que
xT
F(x) :/ tdt
0

representa a area do triangulo rectangulo isdsceles com catetos de medida z, isto é
2

F(x):/ tdt ="
; 2

Fixando um valor para x, temos que a area é um valor fixo F'(z); variando o valor de =z,
o valor da drea também varia, o que evidencia o facto de F' ser uma funcao de x. Este
exemplo também permite concluir que F'(xz) = x, ou seja, a fungdo F definida & custa
do integral de f é uma primitiva de f. O Teorema Fundamental do Célculo permite
generalizar este resultado para qualquer funcao continua.
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Teorema 3.10 (Fundamental do cdlculo) Seja f uma fun¢do continua definida no in-
tervalo real [a,b].

1. Se "
F)= [ 1) d,
para todo o x € [a,b], entdo F € uma primitiva de f em [a,D].

2. Se F' é uma primitiva de f em |a,b], entdo
b
/ f(x) dx = F(b) — F(a).

Demostracao:
1. Queremos demonstrar que F'(z) = f(x), ou seja que

1o Flath) — F(a)
h—0 h

= f(x).

Vamos considerar apenas o caso h — 07 (o caso h — 0~ é semelhante). Temos que

z+h x z+h
F(z+h)—F(z) = / f@) dt—/ ft) dt = / f@t)dt = f(en)h, cp €]z, x+h],

onde a tultima igualdade resulta da aplicacao do Primeiro Teorema do Valor Médio.

Mas entao
. Fl@+h)—F@) . hflen) . _
Jim, . = lim === lim f(cy) = f(z), cn€lz,z+Ah],

0 que prova o pretendido.

2. Pelo que foi demonstrado no ponto anterior

R = [ s d
é uma primitiva de f. Assim sendo
F(z) = Fi(z) +c, ceR,

também é uma primitiva de f. Mas entao

/ “F) dt = F(z) —c.

Tomando x = a vem que

0=F(a) —c=c=F(a)
e, como tal, N

/ f(t) dt = F(z) — F(a).
Tomando z = b vem )
[ sy de=ro) - Fa),
O

0 que prova o pretendido.
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Do teorema anterior resulta, imediatamente, o seguinte corolario.

Coroldrio 3.11 Seja f uma funcao continua em [a,b]. Entdo, para c € |a,b],

ﬁalxﬂﬂdt:fmm vz € [a,b].

Usam-se, frequentemente, as seguintes notagoes

=b b b

F(b) — F(a) = F(z)[z=, = F(2)], = [F(2)]a-

A segunda parte do Teorema Fundamental do Célculo diz que se f for uma funcdo
continua em [a,b] e F' uma sua primitiva, isto é, F’ = f, entao

b
/ F'(x) dv = F(b) — F(a). (3.6)

Ora, como a derivada F'(z) representa a taxa de variagdo de y = F(z) em relagdo a x
e F(b) — F(a) a variagao total de y entre a e b, atendendo a (3.6) podemos dizer que o
integral de uma taxa de variacao é igual a variacao total.

Esta conclusao, muitas vezes referida como o teorema da variagao total, tem aplicacao
em muitas areas da ciéncia e da engenharia. Por exemplo, se C(t) representar a concen-
tracao do produto de uma reaccao quimica no instante ¢, entao a taxa de reacgao é a
derivada C’(t). Logo, a variacao da concentracao entre os instantes t1 e to é dada por

to
C'(t) dt = C(tz) — C(t1).
t1
Outro exemplo, se V (¢) for o volume de d4gua num reservatério no instante ¢, a sua derivada
V'(t) é a taxa segundo a qual a dgua flui para dentro do reservatério no instante ¢. Entao,
a variacao de agua no reservatorio entre os instantes t1 e to é dada por

[%ﬂﬂﬁ:W@—V@)

1

Consideremos agora o problema de calcular a distancia percorrida por uma particula
que se move ao longo de uma linha recta com uma velocidade v(t). Se representarmos
por s(t) a posicao da particula, temos que v(t) = s'(t) e, tal como vimos anteriormente, o
deslocamento da particula entre os instantes t; e t5 é dado por

to
/ v(t) dt = s(ta) — s(ty1).
t1
Mas o deslocamento ¢é diferente da distancia percorrida. Para calcular a distancia percor-
rida temos que ter em atencao o caso em que v(t) > 0, isto é, quando a particula se move
para a direita, mas também o caso em que v(t) < 0, isto é, quando a particula se move
para a esquerda. Estes dois casos podem ser tratados em simultdneo se considerarmos o
integral de |v(t)|. De facto, como se pode concluir facilmente, a distancia total percorrida
pela particula entre os instantes ¢; e to é dada por

[%wmt
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Exercicio 3.13 Uma particula move-se ao longo de uma recta de tal forma que a sua
velocidade no instante t € dada por

v(t) =t* —t — 6,

medida em metros por sequndo. Determine o deslocamento e a distancia percorrida pela
particula durante o periodo de tempo 1 <t < 4.

Resolugao: Pelo que foi visto, o deslocamento é dado

4 42 3 42 4 9
4) —s(1) = t) dt = t“—t—6dt=|————6t| =—=
s(4) = s(1) [vm [ 6 h > ﬂl =

isto é, a particula, no intervalo de tempo dado, moveu-se 4,5 metros para a esquerda.
Para calcular a distancia percorrida, notemos que

v(t) =12 —t—6=(t—3)(t+2),

o que implica v(t) < 0 em [1,3] e v(t) > 0 em [3,4]. Assim, a distancia total percorrida
pela particula é

4 3 4 B2 L PR |
t)| dt = —v(t)) dt t)dt = |—— 4+ — + 6t — — — — 06t = —
[ wola= [ ooy [ {3+f+L+L i ]3 L

ou seja, cerca de 10,17 metros. O

3.2.6 Integracao por partes e por substituicao
O Teorema Fundamental do Céalculo permite obter algumas regras de integracao de grande

interesse.

Integracao por partes. Sabemos que, pela regra de primitivacao por partes,

/f(w)g(w) dx = F(z)g(x) — /F(x)g'(x) dz,

em que F' é uma primitiva de f. Entao,
b b b
[ @@ do= [ f@g@) ds| = Falg@ls - [ F)g@) da.

Temos entao que

b b
/Juwmm=mmm%—/memm

com F uma primitiva de f.
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Exercicio 3.14 Determine .
/ rsenx dx.
0

Resolugao: Temos, sucessivamente,

™ s
/ zsenzdr = —zcosz|) — / 1(—cosx) dx
0 0

—mcosm+ 0+ senzl;
= 7w+ senw — sen(
= . O

Integracao por substituicdo. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e ¢ : I —»
[a,b] uma mudanga de varidvel, isto é, uma funcao bijectiva e diferencidvel em I (¢ €
C1(I)). Sabemos que, pela regra de primitivacio por substituico,

[r@a=([remewa)

Logo
b xz=b
[ @ = ([ oo a)
a t=¢=1(2) | p—q
t=¢~1(b)
— [ o) a
t=¢~1(a)
¢~ (b) ,
S OO
$~1(a)
Temos entao que
b ¢~ (b)
[ t@rde= [ powns o ar
a ¢~ *(a)
Exercicio 3.15 Determine
a/b
/ Va2 —b2z? dx, a,b> 0.
0
Resolugao: Vamos efectuar a mudanca de variavel
xr = %sent = ¢(t).
/ a , ~ /. —1 b.%' . .
Como ¢'(t) = 7 cost é uma funcao continua e ¢~ (z) = arc sen ~ ) © due implica

»~1(0) = 0 e ¢p~Y(a/b) = /2, temos que ¢ é uma mudanca de varidvel de [0,a/b] em
[0,7/2]. Logo,
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a/b /2 22
/ Va2 —b222dx = / \/a — b_a sen 2t (g cos t) dt
0 b

= / acost cost dt
0 b

™/2 1+ cos 2t

_ Lt
b/, >

B a2 /1 +Sen2t> /2
b \2' "1 )|,
a? /7 senw

= 5 (G -0+0)

_ a’m .

- -

Exercicio 3.16 Determine

/7r/2 1 p
- ax.
x/2 SENT — COST

Resolugao: Vamos efectuar a mudanca de variavel
T
tg§ =t=x =2arc tgt = ¢(t).

Temos que (prove):

2t 1—¢?
senr = ——, cosT = ——,
1+t 1+t
2
' (t) = e (fungao continua)
e
¢ (—n/2) = tg(—n/4) = -1 ¢ (n/2) = tg(n/4) = 1.
Entao,

/“/2 1 p /1 1+ ¢2 2
S
—x/2 SENT — COST 12t +t2—1 14 ¢2

_ 1/v2
B f/ (t+1)/v2)2 —

= —\/iarg th(v2). O

3.3 Integrais improprios

Na definigao de integral definido considerdamos fungoes limitadas f definidas num intervalo
finito [a, b]. Vamos agora generalizar o conceito para o caso em que o intervalo é infinito e
também para o caso em que f é ilimitada. Em ambos os casos o integral é dito imprdprio.

Vamos comegar por considerar o caso em que o intervalo de integracao ¢ infinito. Para
isso, consideremos a regido que estd sob a curva y = 1/x2, acima do eixo dos zx e A direita
da recta x = 1 (ver Figura 3.4). Poder-se-ia pensar que, como a regiao ¢ infinita, a sua
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area também deve ser infinita. Comecemos por considerer o intervalo finito [1,5]. Assim,
a area a esquerda da recta x = b é dada por

lim A(b) = lim (u%) -

b——+o0 b—+o00

A area da regido em causa aproxima-se de 1 quando b — +o0o. Assim, dizemos que a
medida da drea da regiao infinita é igual a 1 e escrevemos

+o00 1 b 1
/ — dz = lim — dz = 1.
1

2 b—s—+o0 2

Temos a seguinte definicao.

Definicao 3.5 (Integrais impréprios de 12 espécie: intervalos infinitos) Sejam a
e b dois numeros reais arbitrdrios.

Se / f(x) dx existe para cada t > a, chama-se integral impréprio de f em [a,+oo[ a

/;wf(w :tg+moo/ f(z

Se / f(x) dx existe para cada t < b, chama-se integral impréprio de f em | —00,b] a
t

/boof(x) dx:tl}r_noo/tbf(x) dx
/a+oof(:c)d:v e /_boof(:v)da:

dizem-se convergentes se os limites correspondentes existirem e forem finitos; caso contrdrio
dizem-se divergentes.

Os integrais impréprios

+00
3. Se / f(x)dx e / f(x) dx forem integrais imprdprios, qualquer que seja c € R,

chama-se integral impréprio de f em R a

/::O f(@) de = /; f(@) dm+/c+oof(x) i,

Se ambos os integrais improprios do sequndo membro forem convergentes, o integral imprérpio
do primeiro membro diz-se convergente; caso contrdrio, diz-se divergente.
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Qualquer um dos integrais improprios definidos na definicado anterior pode ser inter-
pretado como uma area desde que f seja uma fungdo nao negativa.

Notemos que
+oo
[ st [

—00

Ao limite do segundo membro da desigualdade anterior chama-se valor principal do integral

v.p. +Oof( ~ lim / f@

c——+00

improéprio e escreve-se

Exercicio 3.17 Diga se sdo convergentes ou divergentes os sequintes integrais improprios:

400 1
1 x

too 1
2. — dx.
1 x
f(x)=x"2 fo)=x""
1.5 15
1 1
> >
0.5 0.5
00 5 10 0O 5 10
X X
Figura 3.4: Integrais impréprios.
Resolugao:

1. Ja vimos que o integral é convergente e que

+001
1 xr

2. Embora o gréfico seja semelhante ao da funcao dada no ponto anterior (ver Figura
3.4), neste caso temos

t

lim —dr= lim Injz|[} = lim (Int—1In1) = 4oo0.
l—+o00 /1 T t—-+oo t—-+oo

+00 1
Logo, / — dx é divergente. [
1 x

+o0
/ z dx

diverge mas o seu valor principal € igual a zero.

Exercicio 3.18 Mostre que
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Resolugao: Temos que
¢

lim T = 400

—+00
e, como tal / x dx diverge. No entanto,

—00

“+00 c
V.p./ r dr = lim rdr= lim 0=0. O

c—+o0 _c c——400

+o0o
/ z P dx
1

€ convergente se p > 1 e divergente se p < 1.
+00 1
/ LT
oo 1+ 22

Vejamos agora o caso em que a funcao integranda ¢é ilimitada.

—00

Exercicio 3.19 Mostre que

Exercicio 3.20 Mostre que

Converge.

Definigao 3.6 (Integrais imprdéprios de 22 espécie: funcgoes ilimitadas)

t
1. Se/ f(x) dz existe para cada t € [a,b] e lim f(x) for infinito, chama-se integral

z—b~
impréprio de f em [a,b] a

/abf(ac) dz = lim /:f(ac) dz.

t—b—

b
2. Se / f(z) dz existe para cada t €]a,b] e lim+ f(z) for infinito, chama-se integral
t T—a

impréprio de f em [a,b] a

bf(w) dr = lim bf(x) dz.
J J

t—a™t

/abf(x) dx

diz-se convergente se o limite correspondente existir e for finito; caso contrdrio diz-se
divergente.

O integral impréprio

t b
3. Se / f(x) dx existe para cada t € a,c], / f(x) dx existe para cada t €]c,b] e
t

a
limif(x) for infinito, com c €]a,b|, chama-se integral impréprio de f em [a,b] a
T—rC

/abf(a:) i = /acf(a:) d:c+/cbf(:c) da.

Se ambos os integrais improprios do seqgundo membro forem convergentes, o integral imprérpio
do primeiro membro diz-se convergente; caso contrdrio, diz-se divergente.
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Exercicio 3.21 FEstude a convergéncia de

3
1
/ dx.
0 r—1

Resolugao: A funcdo integranda tem uma assimptota em x = 1. Entéo

3 1 3
1 1 1
/ dx:/ dx—l—/ dz.
01'—1 01’—1 1.%'—1

1 t

1 1

/ dr = lim dr= lim In|z —1||; = lim In|t — 1] = —o0,
o —1 t—=1— Jo z—1 t—1- t—1-

Como

o integral é divergente. O

Se, no exercicio anterior, nao tivéssemos notado que a fungao integranda tinha uma
assimptota em x = 1, poderiamos ter obtido

31
/ de = In|z — 1|} = In2.
0 r—1

Este resultado estaria errado!

Algumas vezes é impossivel encontrar o valor exacto do integral imprdéprio mas, ainda
assim, é importante averiguar da sua convergéncia. Em tais casos o seguinte teorema pode
ser util.

Teorema 3.12 (Teste de comparagao) Sejam f e g duas fungdes continuas com f(x) >
g(x) >0, para todo o x > a.

+oo +oo
1. Se/ f(z) dx € convergente, entdo/ g(x) dx é convergente.
a a

+o0 +o0
2. Se/ g(x) dx € divergente, entdo/ f(x) dx € divergente.
a a

Apesar do teorema anterior ter sido enunciado apenas para integrais impréprios de
12 espécie, onde o intervalo de integracao é infinito, ele também é valido para integrais
impréprios de 22 espécie, onde a funcao integranda é ilimitada.

A demonstracdo do teorema anterior é omitida. No entanto, o resultado é mais ou
menos intuitivo se fizermos a analogia do integral com a drea (as fungoes sdo nao negativas).
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Exercicio 3.22 Averigiie da convergéncia de
T fe @
/ e dx.
1 X

1+e® 1

Resolugao: Como

x x

+oo 1
/ — dx
1 X
é divergente, o integral em causa também ¢é divergente. O

O seguinte teste de comparacao nao exige que a fungao integranda seja nao negativa.

+o00o
Teorema 3.13 (Teste do médulo) Se o z'ntegml/ |f(z)| dz € convergente, entdo o

a
“+00

mesmo acontece ao integral / f(z) dx.
a

Tal como no teorema anterior, apesar deste teorema ter sido enunciado apenas para
integrais improprios de 12 espécie, onde o intervalo de integragao é infinito, ele também é
valido para integrais improprios de 22 espécie, onde a funcao integranda é ilimitada.

3.4 Aplicacgoes do calculo integral

3.4.1 Calculo de areas

Seja f uma fungao continua num intervalo fechado [a,b] e f(z) > 0, para todo o x € [a, b].
A area sob o grafico de f entre a e b é dada

/abf(x) dx.

Se g é outra funcao nao negativa e continua em [a, b] e se f(z) > g(z), para todo o x € [a, b],
entdao a area A limitada pelo grafico de f, o grafico de g e as rectas © = a e x = b, pode
ser obtida subtraindo-se da area sob o grafico de f a drea sob o grafico de g, isto é,

a= [ [y o= [ 10 - o)

Notemos que nao é necessario impor que f e g sejam nao negativas. De facto, se tal
nao acontecer temos que, se f e g forem tais que f(z) > g(x) > —L, com L > 0, a area
A limitada pelo grafico de f, pelo gréafico de g e as rectas x = a e x = b, é igual a area
limitada pelo grafico de f + L, pelo grafico de g + L e as rectas © = a e x = b. Como
f(z)+ L > g(x)+ L >0, temos que

A:/abf(x)—i—de—/abg(x)—i—de:/abf(m)—g(x)dx.

Por vezes é necessario determinar a area A de uma regiao delimitada pelas rectas y = c,
y = d e pelos graficos de duas fungées = = f(y) e z = g(y), com f e g continuas e tais que
fly) > g(y), para todo o y € [c,d]. Neste caso temos que

b
A= / f(y) —g(y) dy.
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3.4.2 Volumes de sélidos de revolucao

Consideremos um sélido S que esta definido entre os planos * = a e x = b. Se a area da
seccao transversal de S no plano que passa por x € [a, b] e é perpendicular ao eixo dos zx
é A(x), onde A é uma funcao continua, pode demonstrar-se que a medida do volume do
sélido S’ (que iremos designar apenas por “volume”) é dada por

V= /b A(z) dx. (3.7)

Nesta secgao estamos interessados em calcular o volume de um sélido de revolugao,
isto é, de um sélido obtido pela rotacao de uma regiao do plano em torno de uma recta
desse mesmo plano. A recta em torno da qual se efectua a revolucdo é chamada recta de
revolucao.

Consideremos alguns exemplos. O cilindro (Figura 3.5) é obtido & custa da rotacao
de um rectangulo. Notemos que, se considerarmos um rectangulo de largura r e altura h,
cuja area é dada por A = rh, o volume do cilindro de revolugao gerado por esse rectangulo
tem um raio da base r, altura h e o seu volume é dado por V = mr2h.

f(x)=1 Cilindro

15

Figura 3.5: Cilindro.

Outro exemplo é o cone (Figura 3.6) gerado pela rotacao de um triangulo. O volume
do cone gerado pela rotacao do triangulo de base r e altura h, cuja drea é A = %rh, é dado
por V = %7?7“2]1.

f(x)=x Cone

15

Figura 3.6: Cone.

Exercicio 3.23 Mostre que as formulas dos volumes do cilindro e do cone podem ser
obtidas a partir de (3.7).
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Exercicio 3.24 Mostre que o volume da esfera gerada pela rotacdo do semicirculo de raio
3

r, cuja drea € %777"2, € dado por 'V = %777" .
Notemos que ao rodarmos uma curva (em vez de uma superficie plana) obtemos uma
superficie de revolu¢do (em vez de um sélido de revolugao).
Como determinar o volume de um sélido de revolugdo conhecendo a curva que o deli-
mita? Para responder a esta questao consideremos a regiao limitada pelo grafico de uma
funcao continua e positiva f, pelo eixo dos xx e pelas rectas x = a e x = b.

Area de uma figura plana Sélido de revolucéo

Figura 3.7: Sélido de revolucao.

Notemos que, se y = f(a) (fungao constante), o volume do sélido de revolugao (cilindro)

(@

2

m(f(a))”(b — a),
isto é, a area da base circular vezes a altura. E se f nao for constante? Neste caso,
consideremos a particao

a:x0<x1<---<xn,1<xn:b,

com Azx; =x; — w1 ey; € [xi—1,2),1=1,2,...,n.
Consideremos os rectangulos de base z; — x;—1 e altura f(y;). O volume do sélido de
revolucao gerado pela rotagao desses rectangulos em torno do eixo dos xx é dado por

n

S (£ (y:)2 Az,

=1

que pode ser visto como uma soma de Riemann para a funcdo 7f2. Como f é continua,
a funcio 7 f2 é continua pelo que o seu integral existe sempre. Podemos entdo estabelecer
o seguinte método de calculo do volume de sélidos de revolucao, que apresentamos sob a
forma de teorema.

Teorema 3.14 (Método das fatias) Seja f uma funcao continua no intervalo [a,b]. O
volume V' do sdlido de revolucdo gerado pela rotagdo em torno do eizo dos rx da figura
limitada pelo grafico de f, pelo eizo dos xx e pelas rectas x = a e x = b existe sempre e €
dado por

V:ﬂ'/be(.%') dx.

Note-se que nao é necessario impor que f seja positiva. De facto, se f for nula em
algum intervalo o valor do volume (como seria de esperar) é zero nesse intervalo; se f for
negativa, o volume é o mesmo que o respeitante a — f, como acontece na realidade.
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Exercicio 3.25 Calcule a medida do volume dos sdlidos de revolugdo gerados pela rotagdo
das regioes delimitadas pelas sequintes curvas em torno do eixo dos xx:

1. f(x) =22,
2. f(z) = %, x € [1,400] (Figura 3.9).

xz €[0,1] (Figura 3.8);

f(x)=x°

Corneta

Figura 3.8: Corneta.

Resolucgao:

1. Para f(x) = 22 temos

2. Para f(z) = 1 temos

+o00 p 1
V= 71/ z7?dr = lim W(—x)fl‘l =7 lim <—— + 1) =T.
1 t—+o00 t

t——+o0

fx)=x"* Trombeta de Gabriel
1.5

Figura 3.9: Trombeta de Gabriel.

Notemos que o volume ¢ finito enquanto que a “drea”

+001
A:/ — dx
1 X

é infinita. O
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Vamos agora calcular o volume do sélido de revolucao obtido pela rotacao da figura
limitada pelas rectas * = a, * = b e pelos graficos de duas fungoes continuas f e g,
definidas em [a, b], que, para efeitos de compreensao geométrica, podemos considera-las
nao negativas. Suponhamos que f(z) > g(x), para todo o = € [a,b]. Podemos dizer, tal
como no calculo de areas, que o volume pretendido é dado por

V:w/abe(x) dx—ﬂ/ang(:c) dx:ﬂ'/abe(x)—gQ(x) dz.

Tal como para o célculo de areas, é possivel obter, por mudanca de varidvel, férmulas
semelhantes as aqui obtidas quando se consideram sélidos de revolucao obtidos pela rotagao
de figuras planas em torno do eixo dos yy. Consideremos duas fungdes continuas = = f(y)
ex = g(y), com y € [c,d], tais que f(y) > g(y), para todo o y € [c,d]. Assim, o volume
do sélido de revolucao obtido pela rotagao da figura plana limitada pelos graficos de f e g
e pelas rectas y = c e y = d é dado por

d
V= w/ () — g*(y) dy.

3.4.3 Comprimentos de curvas planas

Seja f uma fungao continuamente diferencidvel no intervalo [a,b]. Vamos procurar um
meio de calcular o comprimento da curva definida pelo grafico de f e cujos extremos sao
os pontos A e B de coordenadas, respectivamente, (a, f(a)) e (b, f(b)).

Consideremos a particao

a=20 <21 < <Tp_1<xp=>,

com Ax; = x; — xi—1, i = 1,...,n. Seja P; o ponto de coordenadas (z;, f(z;)), com
i=20,...,n, sendo Py = A e P, = B. Estes pontos definem uma linha poligonal que
comeca em A e acaba em B. O comprimento da curva definida pelo grafico de f entre a
e b pode ser aproximado pelo comprimento da linha poligonal

Ly=> d(Piy,P),
=1

onde

d(Pie1, P) = \/(wim1 — 2i)2 + (fxiz1) — f(@2))2
Atendendo a que Az; = z; — x;_1, 7 = 1,...,n temos, pelo Teorema do Valor Médio de
Lagrange, que existe y; €]x;_1, z;[ tal que

f,(yz) = ] ’
uma vez que f é diferencidvel. Assim,

d(Pi—1, Pi) = Azin/1+ (f'(yi))?

e, como tal,
n

Ly =Y 1+ (f'(yi)?Ax;.

i=1
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Note-se que L, ¢ uma soma de Riemann para a fungao continua e, como tal, integravel,

g9(x) = V1+(f'(2))>

Podemos entao afirmar que se f for uma fun¢éo continuamente diferenciavel no intervalo
[a,b], o comprimento do grafico de f desde o ponto A de coordenadas (a, f(a)) até ao
ponto B de coordenadas (b, f(b)) é dado por

b
= / 14 (f'(x))? dz.

No caso em que a funcdo f nao tem derivada continua em [a,b] mas tem derivada
continua num numero finito de intervalos, podemos aplicar o raciocinio exposto em cada
um dos intervalos e, no fim, adicionar as parcelas obtidas.

Exercicio 3.26 Determine o comprimento das sequintes curvas:
1. f(x) ==z, x € [a,b];
2. f(x)=V1—22 z€l0,a], a€l01].

Resolucgao:

1. Para f(x) = z temos,
:/b\/1+—1d:c:\/§(b—a).

2. Para f(z) = V1 — 22 temos que f'(z) = \/= e, como tal,

/ \/1 1—3:2 /0 \/—da::arcsena.

Mas, fazendo arc sena = #, concluimos que, na circunferéncia de raio 1, o angulo 0
(em radianos) coincide com o comprimento do arco com abertura . [

3.5 Formula do trapézio

Nesta seccao vamos obter e analisar uma férmula de quadratura numérica que permite
determinar, de forma aproximada, o integral definido

b
:/ f(z) dz (3.8)

de uma fungao real de varidvel real f num dado intervalo real [a, b].
Em muitas situagoes, o célculo de (3.8) nao pode ser efectuado através do calculo de
uma primitiva de f, como é o caso de, por exemplo,

1 2
/ e ¥ dux.
0

Neste caso a funcao integranda nao possui uma primitiva que se possa obter como soma
finita de funcgoes elementares. Pode ainda acontecer que o valor de f seja conhecido
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apenas em alguns pontos do intervalo [a, b]. Podemos entao efectuar o célculo aproximado
do integral. Um dos processos para efectuar tal calculo aproximado designa-se por férmula
(ou regra) do trapézio.

Seja f uma funcao conhecida em n + 1 pontos a = 29 < 1 < ++ < Tp_1 < Tp = b,
com x = xg+ kh e h = (b —a)/n. Assim sendo, temos que

b n Tp
1= [ f@de=Y" [ f@) iz

k=1YTk-1

As férmulas mais usuais permitem obter aproximagoes a I(f) aproximando, em cada
intervalo I = [xp_1,2k], kK = 1,...,n, a funcdo f por uma fungdo mais simples, normal-
mente um polinémio.

Vamos considerar o caso em que pretendemos aproximar, em cada intervalo I, k =
1,...,n, a funcao f, definida nesse intervalo, pela recta que passa pelos pontos

(xg-1, f(zR-1)) e (ok, f(21)),

isto é,
N T — Tk T — Th_1
Fla) ~ k) o —— -+ flaw) o — —
Assim,
b n T
f(z)de = f(z) dx
s =]
N L T — Tk T — Tp_1
> /g%_1 (f(xkl)ixkl o b f(xk)ixk - wk1)> dx
= S (k) F@n) = B+ 26 (@) + o 2f () + O]
k=1

Obtivemos, assim, a chamada férmula do trapézio (composta)

b
[ #@) do = Sr@) + 28() - 2f ) + 10

A férmula do trapézio (simples) é a que se obtém quando se considera n = 1, isto é,

b —a
[ #@)de = 2 @) + 0. (39

1
I :/ xe®® dx.
)

Calcule, usando a férmula do trapézio, o valor aproximado de I com n = 5.

Exercicio 3.27 Seja

Resolucao: Seja f(r) = ze?® en = 5. Assim sendo, necessitamos de 6 pontos igualmente

distanciados no intervalo [—2, —1] para obter uma aproximagao ao valor de I usando a
férmula do trapézio. Temos entao que,

T~ 01[f(=2) +2f(—1,8) + 2f(=1,6) + 2f (—1,4) + 2f(~1,2) + f(—1)] = —0,0788762.

Podemos escrever I ~ —0,079. O
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3.6 Exercicios praticos
Seguem-se alguns exercicios destinados a serem resolvidos nas aulas praticas.
Exercicio 3.28 Sejam F' e G primitivas de f e g, respectivamente. E verdade que:
1. F 4+ G é uma primitiva de f + g?
2. FG € uma primitiva de fg?
3. F/G ¢é uma primitiva de f/g?
Exercicio 3.29 Seja F' uma primitiva de f. Prove que:
1. se F' € uma funcdo par, entdo f € uma funcao impar;
2. se F' € uma fungao impar, entdo f € uma fungdo par.
Exercicio 3.30 Cualcule as primitivas das fungoes indicadas:

(3:2 + 1)(3:2 -2) .

} 312.
1. senx—km, 2. (a+ bx°)?; 3. 3 ;
1 arc tgx In(1 2 1 1

4. ﬂ; 5 & e n(2+x )+ ;6. —sen(lnx);

x 1+ T
, Senz +cosx ; 5. 4237, 9 sen 2z ;

cos V1 + sen?x
sen 3x 2

10. —===; 11. 8" ——; 12. M3 (1 4 2);

cos? 3z’ € osta ¢ (z+2);

2 1 T

19 —= . Y —— 15—~ .

V1 —4x2 V16 — 922 V4 —xt

1 cosS T z3

16, ———; 17— 18. :

9+ 422’ 1+ sen?z’ 28 +5’

T
19. cos —; 20. a® cos (a”); 21. sen(cosx)senx;
- (@) (cosz)
22. xsec? (3 — 2m2); 23. %; 24. cosec? <\/§x + 5) ;
cos?
1
25. x cosec ? (322 ; 26, ———; 27. V2xsec (52> + 7 ;
( ) 3 cos (51‘ — %) ( )
28. a** cosec (a**); 29 L + sec?(5z); 30 !
' ’ " sen? (3z4) ’ Cosent’
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Exercicio 3.31 Calcule, utilizando o método de primitiva¢do por partes, as primitivas
das fungoes definidas pelas expressdes analiticas:

1. &% (2x+3); 2 (nz)(2z+3); 3 2°Inz; 4. e“senx;

5. e senbx; 6. seermlx; 7. xcosx; 8. wsec’x;

9. (1—2)e ™2 10, 1n1fi; 11 n(z+ 1% 12 In(a® +27%);
13. W; 14. sen (Inx); 15. cos(lnz);  16. arc tgi;
17. sec? T; 18. rsenxcosx.

Exercicio 3.32 Calcule as primitivas das fungoes definidas pelas expressoes analiticas:

1. sen?’x; 2. sen4x; 3. tggzc; 4. sec4x;

. sen3xc082m; 6. cos3xsen2m; 7. sen z cos? x.

Exercicio 3.33 Calcule as primitivas das fungoes definidas pelas expressoes analiticas:

1 x5—|—x4—8' T .9 2z -1 - x? )
Cowd—dx T T 22 —b5r 46 Tz =2)(z—=3)(z+1) T (x—1)%
5 2?41 PR et 22 4+22 -5
D oxd — a2’ -2 -2 T (224 1)(z+1)2%

Exercicio 3.34 Calcule, utilizando o método de substituicao, as primitivas de:

2
LoVa g g YL R Gl )
x e’ +1

)

z!/? 1 _ 1

L — . ;0. .
4 1+ 21/2 (x—2)/(x—22—1 3+ 2coszx

Exercicio 3.35 Determine uma funcao F' tal que
F'(z)=2z"%, F'(1)=3 e F(1)=0.
Exercicio 3.36 Para cada uma das funcdes definidas em R pelas expressoes

T T
Cos <2x — —> e
4 1+ 24

obtenha, se possivel,
1. a primitiva que se anula em x = 0;
2. a primitiva que tende para 1 quando x tende para +oc.

Se para algum caso for impossivel obter uma primitiva que verifique a condi¢do requerida,
explique a razao dessa impossibilidade.
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Exercicio 3.37 Mostre que, se f € integrdvel em [—a,al, entao

1. ’ f(x) dx:2/af(x) dz, se f é par;
—a 0

a
2. f(x)dx =0, se f € impar.
—a

Faca uma interpretacdo geométrica destes resultados.

Exercicio 3.38 Aplicando o exercicio anterior, mostre que

grais:

1
1./ 2oV xt + 1 dx; 2/
—1

-1

1

xsen’z dr.

Exercicio 3.39 Cualcule os sequintes integrais definidos:

4 3
1—-4

1./ x4 dx;
3 —T

1
4. / xarc tng dx;
0

7. /_32 (33: + {:UQ —4x — 5{) dx;

4 1
o |, e

™

13. /2 cos bx sen 2x dzx;
0

2 2
222 — x4+ 1
16./ ToEE D
1 3z +1)(x2+1)

Exercicio 3.40 Calcule

L |
2. / —— dx; 3.
-1 1 + 332

1 e? In (In 22
. / areter tg;v dx; 6. / z ( oY ) dx;
0 1 +x e X
jus 2
2 — 1
8. /4 tg 2z dx; 9. / e dr;
0 0 (x=3)(z+1)

dx; 12.

11, /% senx

o €

8 3 T

14./ Bde; 15./

0o Vaz+1 z
r—1

5
17./
1 x

dx.

2m 2
1. / |coszx| dx; 2. / x|z| dx.
0 ~1

Exercicio 3.41 Calcule

dz

usando a mudanca de varidvel x = tgt.

Exercicio 3.42 Mostre que se f(x) = senz, entdo

2
—27 < / f(x) de < 2.
0

93

sao nulos os sequintes inte-
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Exercicio 3.43 Prove as sequintes desigualdades:

1 Loy 1 ¢ rlnx 1 1
1. ——< ——dr < —; 2. —  _dr < - — ———.
10v2 ~ Jo vVi+z T 10 /1 (14222 7 =2 1+t

Exercicio 3.44 Determine uma funcdo f continua e uma constante o de modo que, para
todo o x real, se tenha:

xT 1 x
1. / f(t) dt = senzx + 5 2. / f(t) dt = cos(2zx) + 1.
[e% [e%
Exercicio 3.45 Determine uma fungao continua f de modo que
T
3 [ 1) dt =2 f(a)
0

e f(1) =2.

Exercicio 3.46 Aplicando o Teorema Fundamental do Cdlculo, calcule as derivadas das
funcédes a sequir definidas:

T /1 t4 x y Inx
1. / t;_ dt, x >0; 2. / il dy, x >0; 3. / sen (y + €¥) dy, x > 0.
1 2 Y 1

Exercicio 3.47 Quais dos sequintes simbolos representam integrais improprios, quais re-
presentam integrais definidos e quais ndao representam nem uma coisa nem outra?

0 1 2 1 2 q 2
1. ——dx; 2. —dz; 3. — dz; . senx dr;
/2 (1+2)Vz /2 V4 — x? /233 4 /2

2 1 2
5. / V4 —x?dx; 6. / —— du; 7. / Va2 —4dx.
-2 —2

Tu?—u

Exercicio 3.48 Averigiie a natureza dos sequintes integrais e indique 0s seus valores no
caso de serem convergentes:

—+o00 9 0 —+o00 1 1 1

1. / — dz; 2. / e® dx; 3. / — dx; 4. / — dx;
1 €T —00 4 z 0o T

5/0 L4 6/+OO T4 7/1 L4 8/+oo T4

. —— dx; 6. —dx; 7. —dx; 8§ e T

wTE o Ita o VI—a? 0
1 1 1 2 1 “+o00

9. / e’ dx; 10. / — dz; 11./ dx; 12. / senz dz;
—o 0o Vi—z 0o 1—x 0

+o0 1 +o0 1
15. / —dx; 14. / — dx.
T oo T
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Exercicio 3.49 FEstude a convergéncia de cada um dos sequintes integrais:

oo e 3 2 1
1. / e " dx; (Sugestao: e < — para x “grande”.)

1 X

+00 1
2. / B dx; (Sugestao: sy <—)

0 1+cosz+e” 14 cosz +e” er

+oo

sen x _ |senx| 1
3. —— dz. Sugestdo: < .
/1 22 (Sug 2 = g2 )

Exercicio 3.50 Determine a medida da drea da regiao limitada por:

2
x
1. apardbolayz; easrectasr =1, =3 ey =0;

2. a pardbola x =2 —y — 4% e o eiro das ordenadas;

8. a curvay = shx e as rectas x =6 ey = —2;

4. as curvas y = senx ey = cosx entre dois pontos consecutivos das suas interseccoes;
5. a pardbola x =4 — 3% e o eizo dos yy;

6. a curva y =1Inx, o eizo dos yy e as rectas y =0 e y = 2;

7. a elipse Z—i—i— Z—z =1.

Exercicio 3.51 Calcule a medida do volume do sdlido de revolucdo gerado por:
1. o semi-circulo y = V12 — 22, —r <z < r, em torno do eizo dos xx;
2. a regigo y < P2A0<z<2A y >0, em torno do eizo dos xx;

3

3. a regidgo limitada pela curva y = x
torno do eizo dos yy;

,as rectas y =1 ey = 0 e o eixo dos yy, em

3

4. a regigo limitada pela curva y = x°, a recta x =1 e o eizo dos xx, em torno do eixo

dos yy;

5. a rotagao em torno do eixo dos xx da regido dada pela condi¢ao (x — 1)2 + 9% <
I1Nz—y—1>0Ay>0.

Exercicio 3.52 Calcule o comprimento da curva:
1. 2%+ y2 =r2;
2. y= €2 +e 2 entre as rectas t =0 e x = 4.

Exercicio 3.53 Um fluido escorre para dentro de um tanque a velocidade de 2t + 3 litros
por minuto, onde t € o tempo medido em horas depois do meio-dia. Se o tanque estiver
vazio ao meio-dia e tiver a capacidade de 1000 litros, a que horas estard cheio?

Exercicio 3.54 A densidade de massa de um fio é f(x) = x%e~* quilogramas por centimetro.

O fio tem 2 metros de comprimento. Calcule a sua massa sabendo que ela é dada por
200

M = f(z) dx.
0
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Exercicio 3.55 Quando um gds se expande num cilindro de raio r, a pressao num dado
momento é fungao do volume: P = P(V'). A for¢a exercida pelo gds no pistao (ver figura)
¢ dada pelo produto da pressio pela drea: F = wr2P.

e ——

LY

Figura 3.10: Pistao.

1. Mostre que o trabalho produzido pelo gds quando o volume expande de Vi para Vo €
dado por W = f“/? Pav.

2. Numa mdquina a vapor a pressdo P e o volume V de vapor satisfazem a equag¢do
PVY4 =k, onde k é uma constante. (Isto é verdade para uma expansdio adiabdtica,
que € uma expansao onde ndo ocorre transferéncia de calor entre o cilindro e o seu
exterior). Use a alinea anterior para calcular o trabalho realizado pelo motor num
ciclo quando o vapor comega a uma pressio de 72 Kgf/cm? e um volume de 100 cm?
e expande até um volume de 800 cm?.

Exercicio 3.56 Uma particula de massa m movendo-se num fluido estd sujeita a uma
resisténcia de viscosidade R, que € funcdo da velocidade v. A relagdo entre a resisténcia
R, a velocidade v e o tempo t € dada pela equacdo

o) o,
- / .
w(te) B(u)
Suponhamos que R(v) = —v/v para um fluido particular, onde R é dado em newtons e v

em metros/sequndo. Se m = 10 kg e v(0) = 10 m/seg calcule o tempo necessdrio para a
particula reduzir a sua velocidade para v =5 m/seg.

Exercicio 3.57 No método da diluicao do contraste, usado para medir a capacidade
cardiaca, introduz-se uma substincia (contraste) na corrente sanguinea e uma sonda na
aorta para medir a concentracdo de contraste que sai do coracdo em intervalos de tempo
requlares, durante o intervalo [0,T], até que o contraste esteja terminado. A capacidade
cardiaca do coragao (volume de sangue bombeado pelo cora¢ao por unidade de tempo), serd

dada por
A

ST ety dt”
onde A € a quantidade de contraste (mg) introduzido e c¢(t) a concentra¢ao de contraste

(mg/L) no instante t. Calcule a capacidade cardiaca quando A =8 mg e c(t) = $t(12 —t)
mg/L, com 0 <t <12.
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Exercicio 3.58 Uma substancia radioactiva decai exponencialmente. Assim, a massa no
tempo t €
m(t) = m(0)ert,

”

onde m(0) é a massa inicial e k uma constante negativa. A “vida média” de um dtomo

na substancia € dada por
0.]
M = —k/ tekt d.
0

Para o isétopo radioactivo de carbono “C, usado na datacdo, o valor de k é —0,000124.
Calcule a vida média de wm dtomo de 1*C.

Exercicio 3.59 A “velocidade média” das moléculas de um gds ideal € dada por
3/2
s A (MY [ sereramn g,
VT \2RT 0 ’

onde M ¢é o peso molecular do gds, R a constante do gds, T a temperatura do gds e v a
velocidade molecular. Mostre que

S8RT
M’

v =

Exercicio 3.60 Considere as sequintes regras numéricas de integragio (h = (b—a)/n):

Ponto médio:

f(:v)d:v%h[f(xo—;xl)Jrf(xl;x2)+...+f(w)+f(%%+xn) ;
Trapézio: .
1@ de 55 0) 4 20 () 26 ) + F ).

Considerando n = 10, calcule o valor aproximado dos segquintes integrais, comparando o
resultado com a solucao exacta:

1 39 2
1. / z2e® dx; 2. / —dz; 3 / x5 da.
0 1z 0

Exercicio 3.61 A quantidade de massa que € libertada por um reactor num dado periodo

de tempo € dada por
to

M = Qc dt

t1
onde t1 ety sGo os momentos inicial e terminal, respectivamente. Usando a formula do
trapézio determine M para Q =5 m?/min e os dados da tabela:

t (min) 0 10 20 30 40
¢ (mg/m?) ] 10,00 3500 54,73 52,16 37,07

Exercicio 3.62 A funcado
xT
fx) :/ et dt
0

€ usada com muita frequéncia em disciplinas tao diversas como a teoria das probabilidades,
distribuicao de calor, difusdo de matérias, etc. Usando uma das regras de integracdo com
n = 10, calcule uma aproximagao para o valor do referido integral.
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Exercicio 3.63 Determine o comprimento aprozimado do arco do grdfico da funcao
f(SC) = 'Ig -,
entre os pontos (-1,0) e (2,6), usando a formula do trapézio composta, com 4 subintervalos.

Exercicio 3.64 A intensidade de luz com comprimento de onda A viajando através de
uma grelha de difracdo com n aberturas a wm angulo 8 € dada por

I1(0) = (n/k)?sen 2k,

onde
k = (mndsenf)/\

e d € a distancia entre cada abertura. Um laser de hélio-néon com comprimento de onda
A = 632,8 x 1072 m emite uma banda estreita de luz, dada por —1076 < 6 < 1075, através
de uma grelha com 10.000 aberturas separadas por 10=% m. Obtenha wm valor aprozimado
para a intensidade de luz total que sai da grelha

106
/ 1(60) do.
710—6
Exercicio 3.65 A fim de planificar uma sala para raios infravermelhos, estamos inte-
ressados em calcular a energia emitida por um corpo negro (isto €, um objecto capaz de
irradiar em todo o espectro a temperatura ambiente) no espectro (infravermelho) compre-

endido entre os comprimentos de onda 3 um e 14 pm. A solugdo deste problema obtém-se
calculando o integral

—4
14x10 dr

_ —11
E(T) = 2,39 x 10 /3X10_4 25 (LA (Tn) 1)’

que € a equagao de Planck para a energia E(T'), onde x é o comprimento de onda (em
cm) e T a temperatura (em Kelvin) do corpo negro. Recorra a formula do trapézio para
determinar a fun¢ao E(T), com T =213 K.



Capitulo 4

Equacoes diferenciais

4.1 Modelos

4.1.1 Crescimento de uma populacao

Consideremos uma populacao cuja taxa de crescimento é proporcional ao seu tamanho.
Entao, se P representar o nimero de individuos da populagao e k a constante de propor-
cionalidade, a taxa de crescimento é dada por

P'(t) = kP(t)

ou, noutra notagao e omitindo a dependéncia de ¢t na funcao P,

dP
— =kP. 4.1
o (4.1)

Notemos que, uma vez que se trata de uma populacao, P(t) > 0, para todo o instante t.
Para saber qual o comportamento da populagao a medida que o tempo aumenta,
consideremos dois casos.

Caso k > 0:

Neste caso, P'(t) > 0, para todo o t, o que significa que a populagio estd sempre
a aumentar, a partir de um valor inicial P(0) = Py. Além disso, & medida que a
populacao P(t) aumenta, a sua taxa de crescimento também aumenta.

Caso k < 0:

Neste caso, P'(t) < 0, para todo o t, o que significa que a populagio estd sempre
a decrescer, a partir de um valor inicial P(0) = F,. Além disso, & medida que a
populacao P(t) aumenta, a sua taxa de crescimento diminui.

Uma questao que se coloca é a de saber como determinar a solu¢ao da equagao (4.1).
Se considerarmos

P(t) = Cekt, (4.2)

temos que
P'(t) = Cke* = EP(t).

Logo (4.2) é uma solucao da equacao. A constante C' pode ser determinada pela condicao
inicial P(0) = Py. Assim, considerando ¢ = 0 em (4.2), sai que C' = P.

99
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O modelo de crescimento exponencial é também chamado modelo de Malthus. Apre-
sentado em 1798 por Thomas Robert Malthus (1766-1834), (4.1) foi o primeiro modelo
do crescimento de uma populacao humana, onde a constante de proporcionalidade é dada
pela diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.

O modelo de Malthus descreve o crescimento de uma populacao em condigoes ideais
mas nao nos podemos esquecer que, por exemplo, o ambiente tem recursos limitados o que
faz com que a populagao nao possa crescer indefinidamente. Muitas populacées comecam
por crescer exponencialmente mas o nivel da populagdo comeca a estabilizar quando ela
se aproxima da sua capacidade de suporte S (ou a diminuir em relagao a S, se ela exceder
o valor de S).

Vamos considerar uma populacdo P cuja taxa de variagao verifica as seguintes propri-
edades: é proporcional a P, para valores de P pequenos e é negativa, para valores de P
superiores a capacidade de suporte S. Consideremos, por exemplo, um modelo cuja taxa

P
de variacao seja proporcional tanto a P como a 1 — = isto é,

C;—]; — kP (1 - g) . (4.3)

P
Para este modelo temos que, se P < S entao 3 ~0e

dP
— ~ kP.
dt
- P
Por outro lado, se P > S entdao 1 — g < 0 e, como tal,
dr <0
dt '

A equacdo (4.3) é conhecida por equagdo logistica. Esta equacdo foi proposta por
Pierre Francois Verhulst (1804-1849), em 1840, como um modelo para o crescimento da
populacao mundial.

Notemos que as constantes P = 0 e P = S sdo solugbes da equagao logistica (4.3).

Estas solugdes sdo chamadas solucdes de equilibrio. Mais ainda, se P(0) = P, €]0, S| entao

dP P
” > 0 e a populagdo aumenta. Por outro lado, se P(0) = Py > S entao g <0ea

populacao diminui.

4.1.2 Movimento de uma mola

Segundo a Lei de Hooke, estabelecida por Robert Hooke (1635-1703), a forca eldstica de
uma mola de comprimento x(t), dependente do tempo, suspensa na vertical e sujeita a
uma carga de massa m, é dada por

F=—kzx,

com k > 0 a chamada constante da mola. Por outro lado, pela Segunda Lei de Isaac
Newton (1643-1727),

d*x
F=m—7s
dt?
e, como tal, o comprimento da mola pode ser obtido pela equacao
d’x k
— = ——.
dt? m

Pode demonstrar-se que toda a solucao desta equacao se pode escrever como combinagao
linear de senos e cossenos.
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4.1.3 Caso geral

Uma equacdo diferencial é uma equacao que contém uma fungao como incégnita e uma ou
mais das suas derivadas. A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada mais
alta que ocorre na equagao. Por exemplo,

é uma equagao diferencial de primeira ordem.

Uma fungao f é solucdo da equagio diferencial se a equacao é satisfeita quando y = f(x)
e as suas derivadas sao substituidas na equagdo. No exemplo anterior, y = f(z) é solucao
da equacao se f'(z) = xf(z).

Resolver uma equagdo diferencial significa encontrar todas as suas solugoes (pode nao
ser facil...). Por exemplo, se ¥’ = x® temos que a solucio ¢ dada, imediatamente, pela
primitiva y = 2*/4 4 ¢, ¢ € R. No entanto, se 3 = zy, a solucdo ja é mais dificil de obter.
Notemos que, tal como na primitivagao, uma equacgao diferencial tem sempre mais do que
uma solugao.

Em muitos problemas fisicos queremos apenas encontrar uma solucao particular da
equagao que satisfaca uma condicao do tipo y(zg) = yo. O problema de achar a solugao de
uma equacao diferencial que satisfaca uma condi¢do inicial y(xg) = yo é chamado problema
de condigdo inicial.

Exercicio 4.1 Mostre que y(t) = t?(e! — e) ¢ solu¢do do problema de condicdo inicial
2
/ _ = 2t
{ vy o= ty—i—te , comt € [1,2].
y(1) = 0
Exercicio 4.2 Mostre que y (t) = e~ 5"t € a solugdo do problema de condigdo inicial

{ y = —ycost
y(0) = 1

Nas préximas seccoes vamos estudar equagoes diferenciais que podem ser resolvidas
explicitamente.

, com t € [0,1].

4.2 Equacoes separaveis

Uma equagdo separdvel (ou de varidveis separdveis) é uma equacao diferencial de primeira
ordem que pode ser escrita na forma

dy
y'(@) =9(@)f(y) & - = 9(@)f(y)-
De forma equivalente, se f(y) # 0, podemos escrever a equac¢ao na forma alternativa

dy _ 9l com h(y):L.

dr — h(y)’ fly

~—

Logo

h(y)j—i =g(z) & /h(y);l—i dz = /g(w) dr < /h(y) dy = /g(w) dx.

Obtemos assim y (implicitamente) como funcao de z.
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Poderiamos ter chegado ao mesmo resultado se tivéssemos usado formas diferenciais.
Nesse caso

j_i - % & h(y) dy = g(z) de & /h(y) dy = /g(x) dx.

Também poderiamos ter usado a técnica da primitivacdo por substituicdo. Assim

Jrwdy= [ hiwenG do = [ npe)zEds do= [ o) do

Exercicio 4.3 Determine a solucdo do problema de condigcdo inicial

, 622
y =
2y + cosy
y() = m

Resolugao: Temos, sucessivamente,

dy 622

= & (2 + cosy)dy = 62°dr < /2y +cosy dy = /61‘2 dx.
dr 2y +cosy

Integrando nos dois membros obtemos
2 _ 3
y“+ seny =2x° +c¢, ceR.
Usando a condicao inicial podemos determinar a constante ¢ na forma
4+ senm=2+4+c=>c=72-2 [

Um exemplo de um problema que pode ser resolvido pela técnica da separacao de
varidveis é o chamado problema das misturas. Consideremos um tanque com capacidade
fixa, preenchido com uma solu¢ao completamente misturada de uma substancia. Uma
solugdo de uma dada concentragdo entra no tanque a uma taxa fixa e a mistura, bem
agitada, sai do tanque a uma taxa fixa, que pode ser diferente da taxa de entrada. Se y(t)
denotar a quantidade de substancia no tanque no tempo t entao

y'(t) = taxa de entrada — taxa de saida.

A titulo de exemplo, considere-se um tanque com 20 Kg de sal dissolvido em 5000 L
de dgua. Suponhamos que fazemos entrar no tanque dgua salgada com 0,03 Kg de sal por
litro a uma taxa de 25 L/min. A solugao é misturada completamente e sai do tanque a
mesma taxa. Que quantidade de sal permanece no tanque ao fim de meia hora?

Se representarmos por y(t) a quantidade de sal no instante ¢, com ¢ o tempo em
minutos, pelos dados do problema temos que y(0) = 20 Kg e queremos determinar y(30).
Temos que a variacao de sal no tanque é dada por

dy

pri taxa de entrada (de sal) — taxa de saida (de sal).

Mas,
taxa de entrada (de sal) = (0,03 Kg/L) x (25 L/min) = 0,75 Kg/min

t t
taxa de saida (de sal) = (% Kg/L> X (25 L/min) = % Kg/min.
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Logo
dy Y 150 — y
— =0,7— — = .
dt ’ 200 200
Para resolver esta equacao temos, sucessivamente,
dy 150 —vy / 1 1
e A = dy = — dt
dt 200 150 —y Y 200

1
—ln|150—y|:%t+c, ceR

=

= 150 —y| = e e~ (/200 e R

= 150 —y=Ae (/20 A — e ceR
= y(t) =150 — Ae=(/200t A R,

Para obter A notemos que, como y(0) = 20 entao A = 130. Assim, temos que

y(t) = 150 — 130~ /200 — 4/(30) = 150 — 130e~ /2 ~ 38,1080 Kg.

4.3 Crescimento e decaimento exponencial

Vimos que um modelo para o crescimento exponencial pode ser dado por

d
d_zt/ = ky, k € R (constante), (4.4)

onde y(t) é o valor de uma quantidade y no tempo ¢. Neste modelo supoe-se que a taxa
de variacao de y em relacdo a t é proporcional a y. A esta lei chama-se lei de crescimento
natural (k > 0) ou lei de decaimento natural (k < 0).

Como a equagao diferencial (4.4) é separavel temos

d
/—y:/kdtéln\y]:kt+c=>\y]:ekt+c, c€eR.
Y

Entao
y(t) = AeM, A = +ef.

Notemos ainda que, se conhecermos uma condigao inicial y(0) = o, o valor de A pode ser
dado por A = yy. Provamos entao que a solugao do problema de condi¢ao inicial

{ y'(t) ky
y(0) = o

y(t) = yoe™.
Vejamos, agora, qual o significado da constante de proporcionalidade k. Temos que
dy 1dy
—=ky=k=——.
ar Y y dt

Assim, k representa a taxa de crescimento (decaimento) relativa, isto é, a taxa de crescimento
(decaimento) dividida pelo tamanho da populagao. Podemos entao dizer que, no modelo
exponencial a taxa de crescimento (decaimento) relativa é constante. Por exemplo, se

dy _
dt

dizemos que a taxa de crescimento relativa é de 2%.

0,02y
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Exercicio 4.4 Em 1626 os indios Lenape venderam a ilha de Manhattan ao Director
Geral da Companhia Holandesa das Indias Ocidentais e Colonizacao, o holandés Peter
Minuwit, por 60 florins em quinquilharia, o equivalente a 24 délares (cerca de 19 euros).
Se, nessa altura, os indios tivessem colocado o dinheiro a render a uma tava de 6% ao
ano, quanto dinheiro teriam agora?

Um exemplo de grande importancia pratica é o do decaimento radioactivo. Como se
sabe, as substancias radioactivas decaem pela emissao expontanea de radiacao. Sabe-se
experimentalmente que, se m(t) é a massa da substancia que fica da massa inicial mg ao

- : : 1dm <
fim de um tempo t, entdo a taxa de decaimento relativa —— ¢ constante. Temos entao
que m

dm

an _ g k<0
aw <5

o que implica
m(t) = moe.

A taxa de decaimento é calculada em funcao da meia-vida da substancia, isto é, do
tempo necessario para a massa inicial decair para metade do seu valor.

Exercicio 4.5 A meia-vida do rdadio-226 é %§6Ra € 1590 anos. Sabendo que wma amostra
de radio-226 tem massa 100 mg, encontre a massa de §§6Ra que permanece ao fim de t
anos.

Resolugao: Temos que resolver o problema de condigao inicial

dm
2k
{ o m
m(0) = 100

Como vimos, m(t) = 100e**. Falta-nos apenas determinar o valor da taxa de decaimento
relativa k. Pelos dados do problema, m(1590) = 50 mg e, como tal,

In2

100e'9% =50 = k = ———.
‘ 1590

Entao
m(t) = 100e~ 21990t — 100 x 2711590 g [

Decaimento radioactivo
100

801

60r

40y

20r

00 2000 4000 6000 8000 10000
t

Figura 4.1: Solucao do Exercicio 4.5.
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4.4 Equacao logistica

Como vimos, o modelo de crescimento exponencial de uma populacao sé é valido nos
instantes iniciais. Assim, se y(t) for o tamanho da populagao no instante ¢ temos que

pn ~ ky, y (pequeno).
Isto que dizer que a taxa de crescimento relativa da populagao é praticamente constante
quando a populacao é pequena.

No modelo que agora pretendemos estudar, a taxa de crescimento relativa diminui
quando a populacao aumenta e torna-se negativa quando o nimero de individuos da po-
pulagéo ultrapassa a capacidade de suporte S. A expressao mais simples para uma taxa de
crescimento relativa nessas circunstancias é

k(-5 e Hon(-8)

Obtemos assim a chamada equacdo logistica

% — ky (1 - %) (4.5)

ou, de forma equivalente,

dy

k
dt_kly(s_y)’ /<71—§-

Notemos que este modelo verifica o pretendido. De facto, se y < S entao % ~ 0 e,

d d
como tal, d—i ~ ky. Por outro lado, se y — .S entao % — 0 e assim d_i — 0. Além disso, se

d
y €]0, S[ entao ky (1 — %) > 0 e assim d—i > 0, ou seja, a populacao aumenta. Se y > S
d
entao ky (1 - %) < 0 e assim d_i < 0, ou seja, a populacao diminui.

Vamos agora ver como obter a solugao analitica da equagao logistica (4.5). Como é
uma equacao de varidveis separdveis temos, sucessivamente,

dy _ y dy  _

S

|y tu= [k

4

1 1
= /——l——dy:kt
y p—
= Inly|—In|S—y|=kt+c, ceR
= In|S—y|—Inly| =—kt—c, ceR
S —
= In y':—kt—c, ceR
Y
S —
= ‘_y = e Me, ceR
)
S —
= —y:Ae_kt, A==xe"° ceR. (4.6)

Y
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Entao

S S S
A S P
y c y ¢t Y= Aekt 11

O valor de A pode ser obtido a partir da condi¢ao inicial. Se considerarmos y(0) = o
temos que, de (4.6),
S —yo
Yo

Assim, a solucdo do problema de condigao inicial logistico

(2w
y(0) = Yo

= A.

— ) _ S —yo
y(t) - Ae,kt + 15 A - %0 . (47)

Logistica
100 " "

80r

601

40t

20r

20 25

Figura 4.2: Equagao logistica (4.7) com S = 100, k = 0,5 e yo = 1.

4.5 Equacoes lineares

Uma equacao diferencial linear de primeira ordem ¢é aquela que pode ser escrita na forma

dy

Lt Playy = Q).

onde P e @) sao fungoes continuas num dado intervalo.
Um exemplo é dado pela equagao

xy’+y:2x<:>y’+%y:2.
Esta equacao nao é separdvel. Notemos, no entanto, que
vy +y = (y)"
Assim,

(:Uy)/:2x<:>/(a:y)’dx:/2xdm<:>xy:x2—|—c<:>y(x):x—|—§, ceR.
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Se tivessemos partido de
1
y+-y=2
x
teriamos que multiplicar ambos os membros por x por forma a obter
xy +y =2z

e depois resolver o problema. Nesse caso, dirfamos que I(x) = x era um factor integrante
da equagao.
Consideremos, de novo, a equacao

Y + P(x)y = Q(z).

Vamos calcular o factor integrante da equacao, isto é, a fungao I(x) tal que
I(z)(y' + P(x)y) = (I(z)y)". (4.8)

Se conseguirmos encontrar I(x) nestas condigbes entao
(I(z)y) =1(2)Q(z) = I(z)y= /I(m)Q(m) dr+c¢, ceR
1
= y(x) = @ </I(x)Q(x) dx+c> , ceR.
(4.

Vamos agora obter a expressao para I(z). De

).
I(@)(y + P(x)y) = (I(x)y) = @)y +1(x)P(x)y = I'(x)y + [(x)y’
I(x)

8) temos

= I(x)P(z) =I'(2)
= %:I(m)P(x)

N /ﬁdl:/]ﬂ@)d:g

= ln|I(x)|:/P(x)dx+c, ceR
= I(z)=Ae/ P@dr A — e ceR.

Assim I(z) é um factor integrante qualquer que seja o A. Vamos escolher, por exemplo,
A =1. Entao
I(I‘) _ efP(a:) dx

Pelo que foi dito, podemos estabelecer o seguinte algoritmo para resolver o problema
de condicao inicial linear de primeira ordem

{y”rP(x)y = Q(x)
y(ro) = Yo

1. Obter o factor integrante
I(x) _ efP(m) dx

2. Multiplicar ambos os membros por I(x)
I(z)(y' + P(z)y) = (I(x)y)" = I(x)Q(x)

e resolver a equacao
(1@ = 10w = o) = 775 ([ 1@ dote) . cer

3. Determinar ¢ usando a condicao inicial.
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4.6 Exercicios praticos
Seguem-se alguns exercicios destinados a serem resolvidos nas aulas praticas.

Exercicio 4.6 Resolva as sequintes equagoes diferenciais de varidveis separdveis:

dy dy t
1. (14+t)— —y=0;, A 4) = 3-
(+0F —y=0; 2 =l Y=,
dy 2 +dy
3 == 4; cel= =2t
AR 4edt ;

5. (dy +yt?)dy — (2t + ty*)dt = 0; 6. senzcosyy + coszseny = 0;

7. —x+yy =0.

Exercicio 4.7 Um projéctil € lancado da superficie terreste com uma velocidade V. Su-
pondo que nao hd arrasto a equacdo do movimento €

dv R?

V% = _gﬁ7
onde v € a wvelocidade a distancia r do centro da Terra que tem raio R. Considerando
g =981 m/s>, R = 6,37 x 105 m e V = 15000 m/s, determine o valor da velocidade
quando r = 2R.

Exercicio 4.8 Uma solu¢ao liquida flui de forma constante ao longo de um tubo na di-
reccdo x. Alguns dos solutos contidos na solucdo difundem-se através da parede do tubo
reduzindo a concentracdo z no tubo. A concentracdo z € dada por

dz

T = —2(0.2+ Vz)e M

Se tomarmos z = 1,5 em © = 2 determine o valor de z em © = 2,4.

Exercicio 4.9 Uma cultura tem inicialmente um nimero Ny de bactérias. No instante
t = 1 hora, o nimero de bactérias é 3Ny/2. Supondo que a taxa de crescimento € pro-
porcional ao numero de bactérias presentes, determine o tempo necessdrio para triplicar o
numero de bactérias.

Exercicio 4.10 Um tanque tem 1000 litros de dgua pura. Em cada minuto, uma torneira
A despeja § litros de dgua salgada com 0,05 Kg de sal por litro de dgua e uma torneira
B despeja 10 litros de dgua salgada com 0,04 Kg de sal por litro de dgua. A solucdo €
completamente misturada e sai do tanque a uma taza de 15 litros por minuto. Indique a
quantidade de sal que estd no tanque apos t minutos.

Exercicio 4.11 Um certo medicamento € usado para tratar sintomas de angina cronica e
hipertensdo. Como bloqueador dos canais de cdlcio, este farmaco faz aumentar o aporte de
oxigénio ao miocdrdio e simultaneamente diminui a necessidade geral de origénio no orga-
nismo. Isto € consequido através da reducdo do batimento cardiaco e expansao do volume
do sistema circulatorio, o que, por sua vez, provoca uma diminuicdo da tensdo arterial.
Testes experimentais mostram que a meia-vida do referido medicamento, no interior do
corpo humano, € de 20 horas. Admita que a taxa de absor¢do de um medicamento pelo
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organismo, num dado instante, é proporcional a quantidade de medicamento presente no
organismo nesse instante.

Supondo que uma certa dose € administrada de uma s vez a um paciente, escreva a
equacdo diferencial que descreve a taxa de variacdo do medicamento no seu organismo e
determine a constante de proporcionalidade. Determine a solucdo da equacdo diferencial.

Exercicio 4.12 Um estudante portador do virus da gripe regressa a um colégio com 1000
alunos. Suponha que o colégio estd isolado e que o virus se propaga com uma taxa de
variacao proporcional ndo apenas ao numero y de alunos jd infectados mas também ao
numero de alunos ndo infectados.

1. Determine o numero de alunos infectados apos 6 dias, sabendo que passados 4 dias
eles sao ja 50.

2. Calcule o valor limite da fungdo y(t), quando t tende para +oc.

Exercicio 4.13 No processo de conservacao de alimentos o a¢icar de cana passa por uma
conversdo na qual se transforma numa mistura de glucose e frutose.

Sabe-se que numa solugao diluida a taxa de conversdo € proporcional a concentra¢do
y(t) de agicar nao alterado. Sabendo que a dita concentragdo no instante inicial € igual
a 1/50 e de 1/200 ao fim de 3 horas, determine a concentra¢ao de agicar alterado ao fim
de 6 horas.

Exercicio 4.14 Descobriu-se um osso fossilizado com 1/1000 da quantidade original de
carbono-14. Sabendo que a meia-vida do carbono-14 € de 5600 anos, determine a idade do
fossil. Admita que a taza de desintegracdo (ou decaimento) do carbono-14 € proporcional
a massa existente em cada instante.

Exercicio 4.15 A populacdo de um pais foi de 12,1 milhées de habitantes em 1996 e de
13,268 milhoes em 2000. Supondo que a taxa de crescimento € directamente proporcional
ao tamanho da populagao, estime o tamanho da populacdo em 2005, 2006 e 2007.

Exercicio 4.16 Para que um fdrmaco possa ser devidamente administrado, € necessdrio
que se conheca o modo como actua no organismo e, em particular, a forma como € absor-
vido. A relagao dose/resposta do organismo, estabelece uma regra vital na determinagao
da quantidade a administrar em cada dose e do intervalo de tempo entre doses sucessivas.

Testes experimentais a determinado tipo de antibidticos, permitiram concluir que a taxa
de variacdo da concentragdo destes fdrmacos na corrente sanguinea, num determinado
instante de tempo, € proporcional a sua concentracdo nesse mesmo instante. Suponha que
y(t) representa a concentragao deste tipo de antibidticos no organismo (isto €, o nimero
de unidades por mililitro de sangue) no instante t.

1. Escreva a equacdo diferencial que descreve a taxa de varia¢do destes antibidticos no
0Trganismo.

2. Hd vdrios métodos para combater uma determinada infec¢do. Em situacdes graves é
necessdrio um tratamento de choque, que consiste em administrar ao paciente vdrias
doses, igualmente espacadas no tempo, a primeira das quais ja tem a concentra¢ao
maxima requerida C,, € as sequintes permitem apenas corrigir desvios a este valor
devidos a perda de concentracdo por eliminacdo.
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(a) Determine a concentrag¢ao de antibidtico apés um tempo prescrito T, depois da
administracdo da primeira dose.

(b) Se uma sequnda dose é administrada nesse instante T, qual deve ser a sua
concentracdo, de forma a repor de imediato a concentrac¢ao inicial Cy, ?

(¢) Supondo que este procedimento se repete nos instantes 2T, 3T, AT, faca um
esbogo do grdfico da fungdao y no intervalo [0,4T].

(d) Determine o tempo que decorre desde a administracdo da ultima dose até que
99% do medicamento desapare¢a da corrente sanguinea, sabendo que a sua
meia-vida, enquanto no organismo, é de 30 minutos.

Exercicio 4.17 Suponha que uma populacdo y evolui de acordo com a equacdo logistica

dy 2

— = 0,05y — 0,005y~

dt y ) y

onde t € medido em semanas. Determine a capacidade de suporte da populacdo e valor da

sua taxa de crescimento.

Exercicio 4.18 Suponha que o modelo de crescimento de uma populacdo y € descrito pela
equacdo diferencial

dy _3y_ y*
dt 20 1600
Considerando y(0) = 15, determine o nimero de individuos da popula¢ao no instante

t = 10.

Exercicio 4.19 Suponha que uma dada populacdo estd dividida em dois grupos: aqueles
que sofrem de uwma certa doenga infecto-contagiosa e aqueles que ndo sofrem dessa doenca
mas que a podem contrair por contacto com uma pessoa infectada. Sabe-se que a taxa de
propagacao desta doenca € directamente proporcional ao niumero de contactos entre gente
infectada e gente sa. Suponha que 0s dois grupos convivem sem qualquer tipo de precauc¢ao.

1. Determine a equagdo diferencial que descreve a propagac¢do desta doenga.

2. Se 1/4 da populagao estd infectada num determinado instante t = 0, esboce o grdfico
da fungdo que descreve a propagacdo da doenca, a partir desse instante.

3. Quanto tempo decorrerd até que toda a populacdo esteja doente?

Exercicio 4.20 Um modelo para o crescimento da biomassa (massa total dos membros
da populagao) de atum do Pacifico, dada em quilogramas, € dado por

% —ky(1-%). (4.9)

onde t € medido em anos, k = 0,71% ao ano e a capacidade de suporte foi medida como
sendo S = 8 x 107 quilogramas.

1. Se y(0) =2 x 107 quilogramas, calcule a biomassa um ano depois.

2. Quanto tempo levard a biomassa a alcancar 4 x 107 quilogramas?
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Exercicio 4.21 Seja y uma solugdo da equagdo logistica (4.9).

d*y y 2y
GV _ g2 <1——> 1- 243,
ar ~ "YU T S
2. Deduza que a populagdo cresce mais rapidamente quando ela atinge a metade da sua
capacidade de suporte.

1. Mostre que

Exercicio 4.22 Para algumas espécies existe uma populacao minima m tal que as espécies
se tornam extintas quando o tamanho da populacao € inferior a esse valor. Nesse caso, o
modelo logistico deve ser substituido por

1. Use a equacao diferencial para mostrar que qualquer solucdo € crescente se m < y <
S e decrescente se 0 < y < m.

2. Resolva o problema de condi¢do inicial.
3. Mostre que se yg < m as espécies se tornarao extintas.

Exercicio 4.23 Num modelo de crescimento sazonal, uma fungdo periodica no tempo €
introduzida para considerar as varia¢des na taxra de crescimento. Esse modelo pode ser
traduzido pelo problema de condicdo inicial

d

d—gz = kycos(rt—¢),  y(0) =1,

onde k, r e ¢ sdo constantes positivas. Determine a solucao do modelo de crescimento
sazonal.

Exercicio 4.24 Resolva as sequintes equagdes diferenciais lineares de primeira ordem:

dy 6 dy

1. t— — 4y =¢°; 2. — 42ty =t;
dt Y , dt+ Yy ;
dy y+t dy

8 = =" L= = t:

5. dy+ (ycosx — e M%) dx = 0; 6. t2y +t(t+2)y =e';

1
7.y — y=a + 8. 2y +tt+3)y =e';

x .
1+ 22’

2 —senx

9.y + (cosz)y =x2°€

Exercicio 4.25 Uma equag¢ao de Bernoulli (em homenagem a James Bernoulli (1654-
-1705)) € da forma

Z—z +p(x)y = q(z)y",
com n um niumero inteiro. Observe que, se n = 0 ou n = 1, a equacdo de Bernoulli é
linear. Para outros valores de n, mostre que a substituicdo v = y'~" transforma a equacdo
de Bernoulli na equacdo linear

Z_Z + (1 =n)p(z)u = (1 —n)g(z),
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Exercicio 4.26 Resolva as sequintes equagdes diferenciais de Bernoulli:

v

1oy +y=—ay®; 2.y +y=uxy>; 3 ¢y + %y =3
Exercicio 4.27 A Lei de Arrefecimento de Newton diz que taxa de arrefecimento de um
corpo pode Ser expressa por

dr'

= =
onde T e T, sao as temperaturas do corpo e do meio circundante (em graus Celsius),
respectivamente, e k € uma constante de proporcionalidade (por minuto). Considere uma
esfera de metal aquecida a 100° e que € mergulhada em dgua mantida a temperatura cons-
tante de T, = 30°. Ao fim de cinco minutos a temperatura da esfera desceu para 60°.

Determine:

_k(T - Ta)’

1. a temperatura da esfera ao fim de meia-hora;
2. o instante em que a temperatura da esfera atinge 31°.

Exercicio 4.28 As 23 horas John fot encontrado morto no seu apartamento. Clazon
chegou ao local do crime as 253h30m e tirou imediatamente a temperatura da vitima: 30°.
Uma hora depois, (as 0h30m) a temperatura do corpo era de 25°. Clazon notou ainda
que a temperatura da sala se mantinha constantemente igual a 20°. A que hora ocorreu o
crime?

Exercicio 4.29 A Ana pesa 60 quilogramas e estd a fazer uma dieta de 1600 calorias por
dia, das quais 850 sao usadas directamente no metabolismo basal. Mais, a Ana gasta cerca
de 15 calorias por dia e por quilograma do seu peso a fazer exercicio fisico.

1. Supondo que um quilograma de gordura tem 10000 calorias e que a reserva de calorias
na forma de gordura é 100% eficiente, formule uma equagao diferencial e resolva-a
de forma a conhecer o peso da Ana em funcao do tempo.

2. Serd que o peso da Ana vai chegar ao peso de equilibrio?

Exercicio 4.30 Um circuito eléctrico simples consiste num medidor de corrente eléctrica
I (em amperes), uma resisténcia R (em ohms), um inductor L (em henries) e uma volta-
gem aplicada E (em volts). Pela sequnda Lei de Kirchhoff, a corrente I satisfaz

dl
L— + RI=F.
dt *
1. Determine a corrente I em fungdo do tempo t (medido em segundos), sabendo que

E(t) =40sen60t V, L=1H, R=2Q e1(0) =1 A.
2. Calcule a corrente ao fim de 0.1 sequndos.

Exercicio 4.31 Um tanque contém 100 litros de dgua. Uma solu¢cdo com uma concen-
tragao de sal de 0,4 Kg/L € adicionada a uma taza de 5 L/min. A solugao € mantida
misturada e € retirada do tanque a uma taza de 8 L/min. Seja y(t) a quantidade de sal
(em quilogramas) ao fim de t minutos.

1. Tendo em conta que o volume do fluido no tanque nao permanece constante ao longo
do tempo, mostre que y satisfaz a equagdo diferencial
dy o 3y
dt 100 + 2t

2. Resolva a equacdo diferencial e calcule a concentra¢ao ao fim de 20 minutos.



Capitulo 5

Sistemas de equacoes lineares

5.1 Introducao

Muitos sistemas fisicos e matematicos exibem propriedades que sao geralmente conhecidas
por “lineares”. Essencialmente, essas propriedades tém a ver com a capacidade de:

1. adicionar dois ou mais objectos por forma a obter um novo objecto do sistema;

2. multiplicar qualquer objecto do sistema por um nimero real e obter um novo objecto
do sistema.

Os resultados obtidos deverao ser consistentes com as leis aritméticas usuais. Em
termos simbdlicos, os requisitos impostos deverao ser tais que, se x e y forem dois objectos
do sistema, ¢ + y e kx, com k € R, deverao ser elementos do sistema.

Uma forma alternativa de expressar a linearidade é: se x e y pertencerem ao sistema,
entao a combinac3o linear

ax + By, a, B €R,

também pertence. Um espago vectorial (ou linear) é um sistema com a propriedade li-
near onde os elementos do sistema, chamados vectores, verificam determinadas regras ou
axiomas.

Um problema central da dlgebra linear consiste em resolver sistemas de equacgoes li-
neares. Existem varias formas de descrever o problema da resolucao de um sistema de
equagoes lineares. Vamos apresentar essas formas no contexto de um exemplo.

Consideremos o sistema linear

3r — y = 3
1
{ r + y = 5 (5.1)

nas varidveis x e y. Queremos determinar os nimeros reais « e [ tais que, quando subs-
tituimos = por « e y por 5 nas equagoes anteriores, obtemos duas igualdades.

Descricao por linhas. Queremos determinar o ponto («, ) que é a intersecgao das
rectas 3z —y = 3 e x +y = 5. Muitas vezes iremos usar o abuso de linguagem: determinar
o ponto (z,y) que é a intersecgao das rectas 3x —y =3 ez +y =5.

Os pontos podem ser encarados como vectores. Por exemplo, o ponto (2,3), solugao
do sistema (5.1), pode ser dado como sendo o vector com origem no ponto (0,0) e término

2
no ponto (2,3). Iremos usar a notagao [ 3 }

113
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Sistema linear

6 ‘
—3x-y=3
——X+y=5
4 Y
2
>
0
-2

Figura 5.1: Sistema linear.

Convém também recordar o conceito de produto interno, que iré ser estudado com mais
pormenor ao longo deste capitulo. Nesta altura, notemos apenas que a equagao 3z —y = 3,
por exemplo, pode ser dada a custa do produto interno

< (3,-1),(z,y) >=3< 3z —y = 3.

Usando, para o produto interno, a notagao

< (3,-1),(z,y) >=[3 —1] [“’E]

temos que

3r—y=3[3 —1][5]:3.

Para a equagado = + y = 5 temos, de forma idéntica,
<(1,1),(z,y) >=5<x+y=>5
ou, noutra notacao,

sry=5&][1 1]{5]:5.
Descrigao por colunas. As equagoes (5.1) podem ser escritas na forma

L33 13)

Aqui o problema consiste em determinar os valores de x e y (cé estd o abuso de lingua-

gem...) que fazem com que [ seja uma combinac¢3o linear de (ou dos vectores) [ :1)) } e

]

Exercicio 5.1 Considere o sistema linear (5.1).

5 -

. . . . 2
1. Mostre, geometricamente, que a solug¢ao do sistema € o ponto/vector [ 3 }

. 2 . .
2. Se alterdssemos o seqgundo membro do sistema para [ 3 }, qual seria a solucdo?
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Notemos que qualquer ponto/vector do plano R? pode ser obtido por combinacao linear

de =[3] < o-[8]

De facto, dado [ Z ] € R? temos que

a | _ . 1 b 0
b | 0 1|
Por outras palavras, e; e es geram todos os vectores do plano.

. . 2 3
Exercicio 5.2 Serd que os vectores sl €l } geram todos os vectores de R>? E se

2 -2 1 0 -1
? ?
fossecomosvectores[?)]e[_?’].Eosvectores[o},[l]e[ 1 ]

Descrigao matricial. As colunas e as linhas do sistema (5.1) podem ser expressas como
um todo matricial. Para isso, vamos comegcar por considerar a notacao x =x; e y = 23 €
definir a matriz dos coeficientes como sendo

=137

O vector dos termos independentes sera representado por

[
x:{m.

Assim, o sistema (5.1) pode ser escrito na forma

3 —1 I1 3
A - =
SV IR
isto é, multiplicamos a matriz A pelo vector = por forma a obter o vector b (o que significard
multiplicar A por x7?).

Na descrigado matricial o problema consiste em determinar o vector x tal que Ax = b.
Como vimos, a solucao é
12
o= [ : ] .

A primeira questdo que iremos abordar neste capitulo é a de saber como resolver, de
forma eficaz, um sistema de equagoOes lineares?

e o vector das incégnitas por
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5.2 Método da eliminacao de Gauss
Vamos comecar por definir sistema de equagoes lineares.

Definicao 5.1 (Sistema de equagoes lineares) Uma equagdo linear em (ou nas incd-
gnitas) x1,xa,...,ny, tem a forma

a1x1 + asxo + -+ - - + apxT, = b,

onde 0s niumeros ay,az, ...,a, € R (ou C) sao chamados os coeficientes e b € R (ou C)
¢ o termo independente. Um n-iplo (sequéncia ordenada de n nimeros) (aq,aa, ..., ) €
uma solucdo ou satisfaz a equacdo linear se, substituindo as varidveis x1,x2, ..., Ty pelos
numeros oy, Qa, ...,y obtivermos uma igualdade, isto €,

aroq + agop + - - + apoy, = 0.
Um sistema de equacgdes lineares do tipo m x n, isto €, m linhas e n colunas,
anzy + ajpxe + -+ apr, = b
ag T + agoo + -+ + agpxy, = by " ,
= E aijxj = b;, 1=1,2,....m,
j=1
Am1T1 + Qa2 + -+ + ATy = by

tem solugdo (aq, g, ...,an) se este n-uplo for solugdo de todas as equagdes do sistema.
Resolver um sistema de equacgédes lineares consiste em determinar todas as suas solugoes
ou provar que ndo existe solucao.

Existe um algoritmo muito eficiente para resolver sistemas lineares que é o chamado
método da elimina¢do de Gauss (MEG), em homenagem ao matemético alemao Johann Carl
Friedrich Gauss (ou Gauf}) (1777-1855). O MEG transforma, passo a passo, o sistema dado
num outro, mais simples, que lhe é equivalente.

5.2.1 Primeira abordagem

Vamos considerar um exemplo. Para resolver o sistema

201 + o 4+ 4dxz = 2
6x1 + a9 = —10 (5.2)
—x1 4+ 2z — 1023 = —4

vamos efectuar um conjunto de operacées que, como iremos ver, vao transformar o sistema
dado num outro, mais simples, que lhe é equivalente. Temos sucessivamente

2r1 + x9 + 4563 = 2 Ly=1Ly+ (—S)Ll
6r1 + 2o = -10
—r1 + 229 — 10$3 = —4 Ly=1Ls+ (1/2)L1
xl + ) + 4$3 = 2
— 2562 - 12563 = -—16
5/21‘2 — 8.%'3 = -3

Chama-se pivot deste primeiro passo do processo de eliminacdo ao coeficiente da
incognita z1. Continuando o processo temos,
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ﬂ:1 + To + 4x3 = 2 Ly = (=1/2)Ls
— 21‘2 — 121‘3 = —16 Ta— 9L
5/2r9 — 8x3 = -3 3T A
2$1 + X9 + 4563 = 2 Ls _ Ls + (—5)L2
.%'2 + 61‘3 = T.— /161
bry — 16z3 = —6 3= (=1/46)Ls
207 + wx2 + 4dxy = 2
T2 + 6563 = 8

$3:1

Termina aqui a fase descendente do MEG, também chamada fase de condensacdo. Neste
ultimo passo, o pivot foi o coeficiente da incognita xs na segunda linha. O coeficiente
da variavel x3 na ultima equacao também serd chamado pivot.

Para fixar ideias temos que o pivot é o primeiro coeficiente nao nulo da linha que efectua
a eliminag@o. No nosso exemplo temos 3 equacoes, 3 incognitas e 3 pivots. O multiplicador
é dado pelo quociente entre a entrada a eliminar e o pivot.

Passemos agora a fase ascendente do MEG. Temos, sucessivamente,

201 + xo 4+ 4dx3 = 2 T, = (2 — X2 — 4$3)/2 =-2
To + 63 = 8 = To = 8 —bxz =2
T3 = 1 xr3 = 1

Concluimos entao que solugao do sistema (5.2) é

T -2
Tr = T2 = 2
T3 1
2
Para além disso, podemos dizer que o vector b = | —10 | pode ser obtido como com-
—4

binacao linear das colunas da matriz do sistema.
Pode provar-se o seguinte teorema.

Teorema 5.1 (Método da eliminacao de Gauss) Se um sistema linear for transfor-
mado noutro de acordo com as sequintes opera¢des elementares

e troca de equacoes,
e cada membro da equagdo ¢ multiplicado pela mesma quantidade nao nula,
e uma equacdo € substituida por uma soma de si mesma e um maltiplo de outra,

entdo ambos os sistemas sao equivalentes, isto €, tém a mesma solucdo.
Consideremos outro exemplo de aplicagdo do MEG. Seja

To + X3 = 3
r1 4+ 2z — x3 1
1 + x2 + x3 = 4
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O elemento que se esperaria usar como primeiro pivot seria o coeficiente de x1 na primeira
equacgao. Acontece que esse elemento é zero e, portanto, nenhum multiplo da primeira
equacao pode ser usado para anular a incognita x1 das restantes equacoes. Trocando

linhas obtém-se
r1 4+ 220 — x3 = 1

To + x3 = 3
r1 + x2 + z3 = 4

Agora o primeiro pivot é 1. Procedendo de acordo com o MEG temos

.%'1+21‘2—.%’3:1

o + x3 = 3
Ls3=1L —1)L
X1 + a9 + x3 = 4 3 3+( ) 1
Ty + 29 — x3 = 1
[os + 25 =3 Ls—Ls+ L
—r9 + 2x3 = 3 38 2
r1 + 2x9 — xs =1
o + xs = 3
.%'3 = 6

Passando a fase ascendente do MEG conclui-se imediatamente que 3 = 2, 2o = lex; = 1.
Neste caso o sistema tem uma tinica solucao e, como tal, diz-se possivel e determinado.
Consideremos agora

1 + 2x9 4+ 3xr3 + dzy, = 0
ory + 6xz4 = 0

ars + 6x4 = 0

To + Trs + 8xry = 1

Trocando a linha 2 com a linha 4 obtemos o sistema equivalente

1 + 2x9 4+ 3r3 + dzy, = 0
ro + Txs + 8x4

ars + 6x4

org + 6x4 = 0

[
o =

Vamos analisar o comportamento do sistema com a variagao do valor do parametro a.

Caso 1: a = 0.

Neste caso, trocando as linhas 3 e 4, temos

Ty + 229 4+ 3x3 + 4dxy = O
To + 7$3 + 8xry = 1

oxs + 6xz4 = 0

6.%'4 =0

Estava assim concluida a fase descendente do MEG. Na fase ascendente concluia-se
imediatamente que

il —2

X9 . 1

I3 a 0 ’
T4 0

ou seja o sistema é possivel e determinado.
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Caso 2: a # 0.

Neste caso, efectuando a operagao elementar Ly + (—5/a)L3 obtemos

1 + 2x9 4+ 3x3 + dxy = 0
o + Txs —+ 8x4 =1

ars -+ 624 =0

(6—-30/a)zy = O

Caso 2.1: a # 5.

Aqui temos que x4 = 0 e os restantes valores seriam obtidos de forma similar,
ou seja o sistema seria possivel e determinado.

Caso 2.2: a =5.
Aqui temos que x4 pode assumir um valor arbitrario e, assim sendo, o sistema
tem infinitas solugoes pois x4 qualquer, x3 = —6/5x4, vo = 1+ 2/5x4 € 1 =
—2 — 6/5x4 sao solugoes do sistema. Assim, podemos escrever as solugoes do
sistema na forma

il —2 —6/51‘4

zp | | 1 2/514

v | T 0 | T —6yma |0 TSR
Xq 0 Xyq

Neste caso o sistema diz-se possivel e indeterminado.

Notemos que, no caso a = 5, se o sistema original fosse idéntico mas com o
segundo membro da tltima equacdo (no sistema ja condensado, isto é, depois
da fase descendente o MEG) igual a 1 em vez de 0, terfamos

Ty + 2x9 4+ 3x3 + 4dxy = O
To + 7$3 + 8xry = 1

ory + 6xy = 0

0$4 =1

que é um sistema impossivel.

Os exemplos anteriores mostram que podemos ter os seguintes casos no final do processo
de condensacao de um sistema n x n.

Caso 1: 7 = n pivots.

Neste caso a solucao ¢é tnica e o sistema diz-se possivel e determinado.

Caso 2: r < n pivots.

Neste caso, as ultimas equagoes do sistema sdo do tipo 0 =0 ou 0 = a, com a # 0.

Caso 2.1 Se houver, pelo menos, uma equagao do tipo 0 = a, com a # 0, o sistema
é impossivel.

Caso 2.2 Se nao existir alguma equacao do tipo 0 = a, com a # 0, entdo existem
n — r equagoes do tipo 0 = 0, ou seja, n — r incdgnitas/varidveis livres. Neste
caso, o sistema tem infinitas solugoes e, como tal, o sistema diz-se indeterminado
e o grau de indeterminacdo é n — r.
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5.2.2 Abordagem matricial

Consideremos, de novo, o sistema

2r1 + x9 + 45[73 = 2
6r1 + 2o = —10
—x1 4+ 2z — 1023 = —4

que, como vimos, pode ser escrito na forma matricial

2 1 4 T 2
Ar=b<s |6 1 0 rol = | —10
1 2 —10| |a3 4

Para resolver este sistema, vamos usar o método de eliminacdo de Gauss. Para isso,
vamos comecar por considerar a matriz ampliada

2 1 4 | 2
[A]ble | 6 1 0 |-10
-1 2 —10| —4

A fase descendente do MEG (também chamada de condensagdo) é efectuada sobre a matriz
ampliada. Temos, como foi visto,

14 2 Ly =Ly +(-3)L;
6 1 0 —10
-1 2 —-10| -4 L3:L3+(1/2)L1

[\
—_
W
\V]

2] 142 ) Ly
0 —2 —12|-16 |22 q) 6 | s

0 5/2 -8| -3 | 1872

0 5 —16|—-6
291 42
Ls=Ls+ (=5)L
R I S

A fase ascendente do método permitiria obter a solucao do sistema.

O processo de condensagao (ou eliminagao) revela o nimero de pivots. O nimero de
pivots usados no processo de condensacao de uma matriz A é chamado a caracteristica
de A e serd representado por car(A). Esta nogao é muito importante na averiguagao da
natureza de um sistema linear. De facto, como vimos anteriormente, podemos ter varios
casos possiveis no final da fase descendente do método da eliminagao de Gauss.

Caso 1. 7 = car(A) = car ([A | b]) =n (ndmero de incognitas).
Neste caso o sistema é possivel e determinado.

Caso 2. r = car(A) = car ([A | b]) < n.
Neste caso o sistema é possivel e indeterminado.

Caso 3. 1 = car(A) < car ([A | b]).

Neste caso o sistema é impossivel.
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5.3 Notacao matricial e operacoes com matrizes

5.3.1 Notagao matricial

Como foi dito na secgao anterior, um sistema linear

a1 + a2 + -+ apr, = b
a2171 + a2%2 + - - + agpTy, = bo
Am1T1 + amax2 + -+ GmnTyn, = by
pode ser escrito na forma
a1 a2 ... aig | (71 by
a1 22 ... Q2 | |T2 by
Ar=b& | | . . =
Am1l Am2 ... Qmn Tn b
onde
aill ai19 e A1n
asy as9 . a9on,
A= (5.3)
Aml Am2 ... Qmn

é a chamada matriz dos coeficientes,

é o chamado vector dos termos independentes e

z1

x2
xr =

Tn
o vector das incégnitas.

Definicao 5.2 (Matriz) Chama-se matriz do tipo m xn, sobre R (ou C), a todo o quadro
que se obtém dispondo m X n numeros seqgundo m linhas e n colunas. A uma matriz A
nessas condi¢oes diz-se que A € Mpxn(R) (ou A € Myyxn(C)).

Em muitas situagoes iremos omitir a referéncia ao corpo dos reais ou ao corpo dos
complexos nesta notacdo. Assim, se estivermos na presenca de uma matriz do tipo m X n,
poderemos dizer que A € M, xn.

Vamos usar a seguinte notacdo simplificada para a matriz A dada em (5.3): A =
(@ij)mxn ou, se nao houver perigo de confusdo quando ao tipo, A = (a;j). A a;j chama-se
elemento, entrada ou componente da matriz A. Em a;; o indice ¢ indica a linha onde se
encontra o elemento e o indice j a coluna. Também se diz, muitas vezes, que a;; € o
elemento (i,7) de A.
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Se estivermos na presenca de um sistema de n equagoes e n incégnitas, a sua matriz
dos coeficientes diz-se quadrada. Neste caso usa-se a notacao A € M,,x, ou A € M,,. Se o
sistema tiver m equagOes e n incognitas, com m # n, a matriz dos seus coeficientes diz-se
rectangular com m linhas e n colunas.

Uma matriz do tipo m x 1, s6 com uma coluna, também se chama vector ou vector
coluna. Uma matriz do tipo 1 X n, s6 com uma linha, também se chama vector ou vector
linha.

Numa matriz quadrada A € M,, diz-se de ordem n. Numa matriz quadrada (a;;),, ao
conjunto dos elementos ai1, a9, ..., Gy, chamamos diagonal principal.

Vamos considerar alguns casos particulares de matrizes.

Matriz nula. E a matriz cujas entradas sao todas nulas
0 --- 0
0 .. 0
A matriz nula do tipo m X n é representada por 0,,x, ou, caso m = n, por 0,,.
Matriz diagonal. E uma matriz quadrada cujos tnicos elementos nao nulos se encontram
na diagonal principal

di1
dao

dnn

Matriz identidade. E a matriz diagonal cujas entradas nao nulas sao todas iguais a 1

A matriz identidade também pode ser escrita na forma I = (4;;), em que d;; é o
simbolo Kronecker, em homenagem a Leopold Kronecker (1823-1891),

1, sei=yj,
0, sei#j.

ij =

A matriz identidade de ordem n é representada por I,.

’

Matriz triangular superior. E uma matriz quadrada cujos elementos abaixo da diagonal
principal sao todos nulos

U1l U2 v Uln
U2 . U2p
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Matriz triangular inferior. E uma matriz quadrada cujos elementos acima da diagonal
principal sao todos nulos

11
lor oo
L =
lnl ln2 o lnn

5.3.2 Adicao e multiplicacao de matrizes por um escalar

As matrizes serdo adicionadas entre si e multiplicadas por um escalar da mesma forma que
os vectores o sao: uma componente de cada vez. De facto, vamos considerar os vectores
como casos particulares de matrizes; eles sdo matrizes com uma s6 coluna. Tal como os
vectores, as matrizes s6 podem ser adicionadas se tiverem o mesmo tipo.

Consideremos alguns exemplos. Se

2 1
=15
temos que
4 2
=
Se
2 1 1 2
A=1[3 0|, e B=|-31
0 4 1 2
entao
3 3
A+B=|0 1
16
Vamos dar uma defini¢do para o caso geral. Consideremos duas matrizes A, B € M ,xn,
aill a19 e A1n b11 b12 e bln
as1 a2 ... a2, bor b2 ... bop,
A= . . ) . e B =
Aml  Gm2  --- Gmn bmi bm2 ... bmn
Temos que
a1 +bin aip+bie ... ai+bi,

a1 +ba1  ax+byw ... ag,+bay,
A+ B = (aij + bij)mxn = : : .

Am1 +bm1 am2 +bm2 .. amp b

aanl aa19 ... anp
aagl aa99 ... aon

aA = (aaij)mxn = . ) . ) , a € R (ou C).
Alm1  OGp2 ... Qlmp

Notemos que se multiplicarmos uma matriz A € M,,x, por zero obtemos a matriz
nula 0., xn. Se multiplicarmos a matriz A por —1 obtemos uma matriz que representamos
por —A.
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Exercicio 5.3 Mostre que, se A, B,C € My,xn, a, €R (ou C) e 0 = 0pyxn:
1. (A+B)+C=A+ (B+C);

A+B=DB+A;

A+0=04+A=A;

A+ (-A)=(-A)+A=0,

a(A+ B) = aA + aB;

(a+ B)A = aA + BA;

(aB)A = a(BA);

1A= A.

ST S T R

5.3.3 Multiplicacao de matrizes

Antes de considerarmos o caso geral, vamos ver como se pode definir a multiplicacdo de
uma matriz por um vector. Consideremos o sistema

21  + T2 + x3 = 5
4$1 + —6$2 = =2
—2x1 4+ Txo — 223 = 9

que pode ser escrito, na notagao matricial, na forma

2 1 1| |zt 5
4 —6 0| |z2| = |-2| & Az =b. (5.4)
-2 7 2| |x3 9

A operagao produto matriz-vector vai ser definida por forma a que esta notagao matricial
faga sentido.

Atentemos a (5.4). O segundo membro, o vector b, é suficientemente claro pois é
o vector coluna que contém os termos independentes do sistema linear. J& o primeiro
membro nao é assim tao claro pois é expresso como o produto de uma matriz A por um
vector z. Esta multiplicagao vai ser definida por forma a reproduzir exactamente o sistema
original.

Assim, a primeira componente do produto Az deve resultar da “multiplicacao” da
primeira linha de A pelo vector coluna x:

z1
2 1 1] |22| = [201 + 22 + 23] .
T3

Este valor é igual a primeira componente de b. Obtemos, assim, 2z; 4+ x2 + 3 = 5, que é
a primeira equacao do sistema. A segunda componente de Ax é determinada & custa da
segunda linha de A na forma

I
[4 —6 0] i) :[4$1—6$2]
x3
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e a terceira componente a custa da terceira linha

T
(-2 7 2] |za| = [-221 + Tag + 2a3] .
T3

Assim, a equacao matricial Az = b é precisamente equivalente ao sistema inicial.

A operacao acabada de definir, fundamental na definicao de todas as multiplicacoes
matriciais, parte de um vector linha e um vector coluna de “comprimentos” iguais e produz
um unico nimero. Esse niimero é chamado o produto interno dos dois vectores. Por outras
palavras, o produto interno de dois vectores é um nuimero (ou uma matriz 1 x 1) que é
dado pelo produto de um vector linha 1 x n por um vector coluna n x 1.

Existem duas formas de encarar a multiplicacdo de uma matriz por um vector.

Por linhas. Cada linha da matriz combina-se com o vector por forma a dar uma com-
ponente do produto. Temos trés produtos internos quando temos trés linhas na matriz.

1
Por exemplo, fazendo x = |1|, temos
2
2 1 1] (1 2x14+1x141x2 5
Ar=|4 -6 Of [1|=]4x1-64+0x2x1|=|=-2/,
-2 7 2| |2 —2x147Tx1+2x2 9
1
o que mostra que x = |1| é solucao do sistema original. Esta é a forma usual de definir
2

a operagao.

Por colunas. Esta segunda forma de definir o produto, apesar de menos usual, é igual-
mente importante. Ela produz a multiplicacdo uma coluna de cada vez. O produto Az é
determinado de uma s6 vez como sendo uma combinacdo linear de colunas de A.

2 1 1| |2 1 1 1 )
Az = |4 —6 0| (1| =14 |+1|-6[{+2]|0f=]|-2
-2 7 2] |2 —2 7 2 9

Resumindo, Ax é uma combinacéo linear das colunas de A cujos coeficientes pelos quais
se multiplicam as colunas sao as componentes de x.

Vamos agora definir a operagao produto matriz-vector no caso geral. Consideremos
uma matriz A = (a;j)mxn € um vector coluna x = (z;),. Notemos que um indice é
suficiente para descrever um vector e que, para que a operagao faga sentido, o nimero de
colunas de A tem que ser igual ao nimero de linhas de x.

Para escrever o produto Ax vamos usar o simbolo de somatério. Assim, a i-ésima
componente do vector coluna Az é dada por

n
E aijxj,
j=1
isto é

n
Ax = E Q55 ;
j=1

m
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ou, na notacao de Einstein dos indices repetidos, convencao introduzida por Albert Einstein
(1879-1955) em 1916 para simplificar a escrita de somatorios, por Az = (ai;x;)m. De facto,

ail a2 ... Gip T a11T1 + a1222 + - + A1pTy

asy as ... Go2n X9 a21X1 + a92x9 + - -+ + A2p Ty,
Az =b & . . . . L=

Aml Gm2 --. Qmn Tn Am1T1 + Am2T2 + -+ + Gy

De novo se verifica que o nimero de colunas de A terd que ser igual ao nimero de linhas
de x. Uma matriz m x n multiplicada por um vector n x 1 produz um vector m x 1.

Vamos agora definir o produto de duas matrizes. Essa operacao ird ser definida por
forma a ser consistente com a operagao de produto de uma matriz por um vector, isto €,
se, no produto AB, B for uma matriz com apenas uma coluna, o resultado do produto
deve ser aquele que se obtinha pela operacdao matriz-vector. Mais ainda, se B for uma
matriz com 3 colunas e A uma matriz do tipo 3 x 3, o resultado AB deve ser uma matriz
com colunas Axy, Axo, Axs, sendo 1, T9 € x3 as colunas de B.

Por outro lado, se quisermos multiplicar duas matrizes quadradas, elas tém que ser do
mesmo tipo. Se forem duas matrizes rectangulares, entao elas nao podem ser do mesmo
tipo. Para se efectuar o produto AB, o nimero de colunas de A terd que ser igual ao
nimero de linhas de B. Se A for m x n e B for n X p entdo AB é uma matriz m X p cujas
colunas sdo obtidas pelo produto de A por cada uma das colunas de B.

Definicao 5.3 (Multiplicagao de matrizes) A entrada (i,j) de AB € dada pelo pro-
duto interno da linha i de A pela coluna j de B. Por outras palavras, se A = (Gij)mxn €
B = (bij)nxp, 0 produto C = AB € My, xp cuja entrada (i,k) €

Cik = ai1b1g + aiobog + -+ + ainbng,
parai=1,2,...,mek=1,2,...,p. Entdo

C = Zaijbjk
j=1

mxp

ou, na notacao de Einstein dos indices repetidos, C = (a;jbjk)mxp-

Notemos que, no produto de matrizes, se tem o seguinte: cada elemento de AB é o
produto de uma linha por uma coluna

(AB);j = ( linha ¢ de A) x ( coluna j de B);
cada columa de AB é o produto de uma matriz por uma coluna
coluna j de AB = A x ( coluna j de B);
cada linha de AB é o produto de uma linha por uma matriz
linha i de AB = ( linha ¢ de A) x B.

O seguinte teorema, cuja demonstracao resulta imediatamente da definicdo anterior,
estabelece algumas propriedades do produto matricial.
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Teorema 5.2 (Propriedades do produto de matrizes) Para A, A € My,xpn, B, B €
Mipsp, C € Mpyq e € R (ou C), tem-se que:

1. (AB)C = A(BC);
2. AL, = I, A= A;
3. (A+A)B=AB+ AB ¢ A(B+ B) = AB + AB;
4. a(AB) = (cA)B = A(aB).
Exercicio 5.4 Mostre que as sequintes afirmacoes sao falsas:
1. se AB =0 entio A=0 ou B=0, sendo 0 a matriz;
2. se AB=AB e A+#0, entio B = B;
3. se AB=AB e B#0, entio A= A;

4. AB = BA, isto €, o produto de matrizes € comutativo.

Resolugao: Para provar que uma afirmagao é falsa podemos considerar um exemplo.

1. Considere-se

1 00 0 00
A=10 0 0 e B=10 1 0
0 0 0 000
2. Considere-se A e B como em 1 e
0 0O
B=10 0 1
0 0O
3. Semelhante a 2.
4. Considere-se :
2
A= 3 e B=][1 0 0].
4_
Neste caso tem-se que
(2 0 0
AB=|3 0 0|e BA=]2].
4 0 0
Se considerarmos
1 0 0 1 00
0 0 1 1 00

entdo AB = BA e, neste caso, diz-se que as matrizes A e B comutam. [
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5.4 Inversas e transpostas

5.4.1 Matriz inversa

A inversa de uma matriz de ordem n é uma matriz de ordem n. Se a matriz original for A,
a sua inversa serd denotada por A~!. A propriedade fundamental serd: se multiplicarmos
por A e, posteriormente, multiplicarmos por A~! voltamos ao ponto de partida, isto é,

Ar=b= A4z =b=A"b=2=A""1b

Assim
A Ax = x.

A matriz A=A é a matriz identidade.

Mas, nem todas as matrizes tém inversa. O problema surge quando Az = 0 mas x néo
é o vector nulo. A inversa deveria obter o vector x a partir de Ax mas nenhuma matriz
multiplicada pelo vector nulo produz um vector nao nulo. Neste caso A~! ndo existe.

O objectivo desta seccao consiste em definir a inversa de uma matriz, calculé-la nos
casos em que ela exista e, posteriormente, perceber em que casos é que nao existe inversa.

Definigao 5.4 (Matriz inversa) A matriz quadrada A € M,, diz-se invertivel se existir
uma matriz quadrada da mesma ordem B € M,, tal que AB =1, e BA=1,. Para cada

A, existe uma e uma sé matriz nestas condigoes, chamada inversa de A e denotada por
A~1. Assim,
AA =A"1A=1,.

Notemos que, para cada matriz A, ndo podem existir duas matrizes inversas pois, se

BA=1e AC =1 entao B = B(AC) = (BA)C =C.
Exercicio 5.5 Mostre as sequintes afirmacoes.
1. A inversa de A™" € A, isto é, (A_l)_1 =A.

2. A inversa de uma matriz de ordem 1 (um nimero), A = [a11], existe sempre que o
elemento (nimero) a1 seja nao nulo e é A~' = [1/a1].

3. A inversa de uma matriz 2 X 2 pode ser escrita na forma
ail a2 _ a2 —ai2
- )
as a2 det (A) | —a21  an

det (A) = a11a922 — a120a21 75 0.

sempre que

A det (A) chama-se determinante da matriz A.

4. Uma matriz diagonal D ¢ invertivel sempre que nenhum elemento da sua diagonal

seja nulo e

dy - yd

Dfl — .. — .

5. A matriz E ﬂ nao € invertivel.
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Regra de Cramer. A regra de Cramer, assim chamada em homenagem a Gabriel Cramer
(1704-1752), permite-nos obter a solucao de um sistema de equagdes lineares recorrendo
a noc¢ao de determinante, dada no exercicio anterior para matrizes invertiveis de ordem 2.
Consideremos o sistema linear Az = b, com A uma matriz invertivel de ordem n. Segundo
a regra de Cramer, que apresentamos sem demonstracao, a solucao do sistema é dada por

- det (Aj)

= ———= ) =1,...
xj det(A)’ ] Y 7n7

com A; a matriz que se obtém da matriz A substituindo a coluna j de A pela coluna dos
termos independentes b. Para o caso em que

e 2
a1  a| |T2 by

temos que
b
det |01 @12
. by as biazs — baaio
1 = =
det (A) a11a22 — (21012
e
b
det |21 D1
. asr by ai1by — as by
2 = - ‘
det (A) a11a22 — 421012

Quando duas matrizes estiverem envolvidas, nao podemos dizer muito da inversa no
caso A+ B; A e B podem ser invertiveis mas A + B ji nao (lembrar o caso real). No
caso do produto ja é possivel dizer algo. Notemos que se A e B forem matrizes invertiveis
temos que

ABr=y=Br=A"ly=z=B"14"ly

o que nos faz pensar que (AB)~! = B~1A~!. De facto, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.3 O produto de duas matrizes invertiveis AB € uma matriz invertivel e a sua
inversa ¢ dada por (AB)™! = B~1A7L,

Demonstracao: Temos que
(AB)(B'A ™YY = A(BB HAt =447 =1,
(B'A™Y)Y(AB) =B Y (A 'A)B=B"'B=1,
o que prova o pretendido. O

Uma regra similar poderia ser dada para o produto de trés ou mais matrizes invertiveis

(ABC)'=c'B7la~L
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Algoritmo de Gauss-Jordan. Consideremos a equacido AA~! = I. Se a considerarmos
coluna a coluna obtemos as colunas de A~'. De facto, representando as colunas de A~!

(a calcular) por z1, z,... , T, € as colunas de I por ey, eg,... , €, temos que
A.%'l = €1
Az, = e,

Temos, assim, n sistemas com a mesma matriz e diferentes termos independentes. Estes
sistemas podem ser resolvidos todos de uma vez pelo método de Gauss-Jordan.

Em vez da eliminacao parar numa matriz triangular superior e passar a fase ascendente,
continua-se a substituicao adicionando miltiplos de uma linha as linhas que estao acima.
Este procedimento produz zeros tanto acima como abaixo da diagonal principal. Quando
obtivermos a matriz identidade obtemos também a matriz inversa.

Lembremos que, nas aulas praticas, se efectuou a condensacao usando a matriz am-
pliada [A | b]. Aqui vamos usar a matriz do tipo n x 2n e aplicar a fase descendente do
método de eliminagao de Gauss. A matriz inversa é calculada de acordo com o seguinte al-
goritmo, conhecido por algoritmo de Gauss-Jordan, cujo nome, para além de Gauss, também
presta homenagem ao famoso geodesista alemao Wilhelm Jordan (1842-1899).

1. Obter a matriz n x 2n [A | I].
2. Efectuar a fase descendente do método de eliminagao de Gauss.
3. Se o numero de pivots for inferior a n entdo A nao é invertivel. STOP

4. Procede-se como no passo 2 mas usando os pivots na ordem inversa e anulando, com
operacgoes elementares, todos os elementos acima da diagonal principal da matriz a
esquerda.

5. Divide-se cada linha pelo pivot e obtém-se [In | A_l].

A justificac@o tedrica para este algoritmo é dada pelo seguinte teorema, que iremos
apresentar sem demonstracao.

Teorema 5.4 Uma matriz quadrada é invertivel se e so se for ndo singular, isto é, se
e s0 se o numero de pivots usados apds a fase descendente do método de eliminacao de
Gauss for igual a ordem da matriz.

5.4.2 Matriz transposta

Vamos necessitar de mais uma matriz que, felizmente, é muito mais simples de calcular
que a inversa. Essa matriz é a matriz transposta (de A) e sera denotada por A7,

As colunas da matriz transposta sao as linhas da matriz original. Pode assim ser obtida
sem calculos adicionais. Por exemplo, se

entao
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No caso geral, se A for uma matriz mxn, entdo AT é uma matriz nxm tal que (AT);; = A;i,
isto é, a entrada (i,4) de AT é a entrada (j,i) de A.

As regras para calcular as transpostas sao muito simples. Podemos transpor A+ B e
obter (A + B)T ou transpor A e B separadamente e calcular, em seguida, AT + BT pois

obtemos o mesmo resultado. As questoes mais sérias surgem quando queremos transpor
AB ou AL

Exercicio 5.6 Prove que:
1.

nr
A+ B)T = AT 4 BT;

(4
(
(aA)T = aAT;
(AB)T = BT AT;
(4

2.
3.
4
5. (AT = (ATYE com k € N;
6

. se A for invertivel, AT também o é e (AT)™1 = (A™HT = AT,

Antes de passar a frente, vamos tomar aten¢ao ao produto interno (produto de uma
matriz linha por uma coluna). A préxima afirmacdo parece simples (e é) mas contém
a justificacdo mais profunda para a introducao das transpostas: para quaisquer vectores
(coluna) = e y,

(Az)Ty = 2T ATy = 2T (ATYy). (5.5)
Estas igualdade, onde os paréntesis sao supérfluos, tem aplicagoes diversas.

Circuitos eléctricos. O vector x é o vector dos potenciais e y o vector das correntes.
As diferencas de potencial sdo dadas pelo vector Az e a corrente nos nodos por ATy.

Economia. O vector x dd-nos o montante de n outputs. Os m inputs necessarios para
produzir o produto sdo dados por Ax. O custo por input é dado por y. Os valores por
output sao as componentes de ATy.

Engenharia. O vector z pode dar-nos o deslocamento de uma estrutura sob o efeito de
uma forca. Entdo Az é o vector do esforco. Se y for o vector das tensdes internas, ATy é
a forca externa.

Para algumas matrizes a transposicdo nao produz qualquer efeito. Essas matrizes
dizem-se simétricas.

Definicao 5.5 (Matrizes simétricas e ortogonais) Uma matriz quadrada A diz-se si-
métrica se A = AT e ortogonal se A=t = AT,

Uma matriz simétrica pode nao ser invertivel. No entanto, caso seja invertivel, a sua
inversa também é simétrica pois

(Afl)T — (AT)fl — Afl.
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Vamos agora ver como é que as matrizes simétricas podem aparecer, mesmo quando
se estao a considerar matrizes nao simétricas ou rectangulares. Consideremos a matriz A,
que pode ser rectangular. O produto AT A é uma matriz simétrica pois

(ATA)T = AT(AT)T = AT A.

A matriz AAT também é simétrica mas pode ser diferente de AT A. Muitos problemas
da ciéncia e da engenharia que comecam com uma matriz rectangular A terminam numa
matriz simétrica AT A ou AAT.

5.5 Sistemas indeterminados e sistemas impossiveis

5.5.1 Solucao de sistemas rectangulares

O processo de eliminacao foi efectuado com facilidade para matrizes quadradas. Para

matrizes rectangulares, a primeira fase do processo (a fase descendente) pode ser feita do

mesmo modo mas a segunda (a fase ascendente) necessita de algumas alteragoes.
Relembremos que, quando consideramos a equagao escalar

ar =>b

(sistema 1 x 1), podemos ter trés alternativas: (i) se a # 0, entao, para qualquer b, a
equagao tem sempre uma solucdo = = b/a e ela é unica (caso nao singular); (ii) se a =0 e
b = 0, existe uma infinidade de solucoes (caso indeterminado); (iii) se a = 0 e b # 0, nao
existe nenhum = que verifica 0x = b e, como tal, a equagao é impossivel (ou inconsistente).

Para sistemas lineares onde a matriz dos coeficientes é quadrada (mesmo nimero de
equagoes e de incognitas) todas estas alternativas podem surgir. Substituimos “a # 0”
por “A é invertivel” e, uma vez que A~! faz sentido, as conclusdes sdo semelhantes.

Para sistemas lineares onde a matriz dos coeficientes é rectangular, a possibilidade
(i) desaparece, isto é, ndo poderemos ter sistemas Ax = b que possuam soluc¢ao tnica z,
qualquer que seja o vector b escolhido. Podemos ter: infinitas solugoes para todo o b;
infinitas solucées para alguns vectores b e nenhuma para outros; solucao unica para alguns
vectores b e nenhuma para outros.

Comecemos por considerar um sistema linear com mais incdgnitas que equagoes. Por

exemplo,
1 3 3 2 il by
Ar=be |2 6 9 5 ; = |bo . (5.6)
-1 -3 3 of |7® bs
T4

Ignoremos, para ja, o vector b dos termos independentes. Eliminando, na matriz A, os
elementos ao; € ag; com o pivot a1 obtemos a matriz

1
0
0

O O W

3 2
3 1
6 2

O candidato a segundo pivot é agora zero e, assim sendo, vamos procurar, nas linhas
abaixo e na mesma coluna, se existe um elemento nao nulo que nos permita trocar de
linhas. Neste caso, as entradas abaixo sdo todas nulas. Se a matriz A fosse quadrada
tinhamos aqui um sinal em como ela era singular (e, como tal, nao invertivel). Com as
matrizes rectangulares temos que esperar problemas em todas as ocasidoes e, como tal,
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vamos prosseguir. Prossigamos, pois, para a proxima coluna onde a posicao do pivot é nao
nula. Efectuando mais um passo no processo de eliminacao de Gauss obtemos a “matriz
condensada”

1
U= 10
0

o O W

3 2
31
0 0

Notemos que, na quarta posicao do pivot voltamos a ter um elemento nulo.
A forma final da matriz U n&ao é, como no caso quadrado, uma matriz triangular
superior mas sim uma matriz em escada.

Definicao 5.6 (Matriz em escada) Uma matriz diz-se uwma matriz em escada sempre
que satisfaca: se o primeiro elemento mao nulo numa linha estiver na coluna j entdo a
linha seguinte comeca com, pelo menos, j elementos nulos; se houver linhas totalmente
constituidas por zeros, elas aparecem depois das outras.

Depois deste considerando, vamos ver como determinar, caso existam, as solugoes de
Az = b, sendo A uma matriz rectangular com mais colunas que linhas. Comecemos pelo
caso homogéneo, isto é, quando b = 0. Entao, como as operagoes elementares nao afectam
o segundo membro (que é nulo), o sistema Az = 0 transforma-se em Uz = 0. No exemplo
(5.6) temos

1 3 3 2 0

Ur=0< (0 0 3 1 =10

0 00O 0

T4
As incégnitas x1, T2, T3 € x4 pertencem a dois grupos. Um grupo é o das chamadas
varidveis basicas e que sao aquelas que correspondem as colunas com pivot (no nosso caso
sao x1 e x3). O outro grupo é constituido pelas varidveis livres que correspondem as colunas
sem pivot (no nosso caso sao Ty e Ty).

Para encontrar a solugdo mais geral para Uz = 0 ou, equivalentemente, para Ax = 0,
vamos atribuir valores arbitrarios as varidveis livres, digamos xo e x4. As varidveis basicas

sao assim completamente determinadas e podem ser obtidas apds a fase ascendente do
método de eliminagao de Gauss. No nosso exemplo

3x3 + 24 =0 s —1/3x4
1+ 39 +3x3+ 224 = 0 T = —3T9 — T4

Existe, neste caso, uma “dupla infinidade” de solugoes para o sistema com dois parametros
livres independentes x5 e x4. A solucao geral é, assim, dada pela combinacao linear de
dois vectores

I —3.%'2 — Ty -3 —1
X9 ) 1 0
= = = ]R.
x T3 _1/3:]:4 Z2 0 +x4 _1/3 ’ T2,T4 €
Tq T4 0 0
N——
xo=1 € x4=0 r9=0 e x4=1

Todas as solugoes do sistema sao combinacgoes lineares destas duas solucgoes particulares.
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Resumindo, as solugdes de Az = 0 podem ser determinadas de acordo com o seguinte
algoritmo.

1. Por eliminagao chega-se a Uz = 0 e identificam-se as varidveis basicas e livres.

2. Atribui-se a uma varidvel livre o valor 1 e as restantes 0 e resolve-se Uz = 0 para as
bésicas.

3. Cada varidvel livre produz a sua propria solugao pelo passo 2 e a combinacao linear
dessas solucoes forma o espaco nulo, ou nicleo, de A, isto é, o espaco de todas as
solugoes de Ax = 0.

Geometricamente a questao, para o nosso exemplo, é a seguinte: dentro do espago
tetradimensional de todos os possiveis valores de x, as solu¢bes de Az = 0 formam um
espaco bidimensional (o espaco nulo de A). Neste exemplo, esse espaco é gerado pelos

-3 -1

1 0 D . .
vectores ol el /3l A combinagao linear destes dois vectores forma, obviamente,

0 0

um conjunto fechado para a adicao e multiplicacao escalar.

Esta é a altura para apresentar um teorema muito importante. Suponhamos que
temos um sistema cuja matriz dos coeficientes A € M, tem mais colunas (varidveis do
sistema) que linhas (equagoes do sistema), isto é, n > m. Assim, visto que s6 pode haver,
no maximo, m pivots (ndo ha mais linhas), tém que existir, pelo menos, n — m varidveis
livres. Poderao existir mais varidveis livres se algumas linhas da matriz condensada U
foram reduzidas a zero. No entanto, em qualquer circunstancia, pelo menos uma variavel
deve ser livre. Essa varidvel pode tomar um valor arbitrario o que conduz ao seguinte
resultado.

Teorema 5.5 Se um sistema homogéneo Ax = 0 tiver mais incégnitas que equagdes entao
possui, pelo menos, uma solugcdo ndo trivial, isto €, existe outra solucdo do sistema para
além da trivial z = 0.

O que, de facto, acontece é que existe uma infinidade de solugoes visto que todos os
multiplos ax, a € R, também verificam a equagdo A(ax) = 0. Assim, o espago nulo
contém a recta de solugoes definida por x. Se existir mais do que uma variavel livre, o
espaco nulo é “mais” do que uma linha no espago n-dimensional. A dimensido do espaco
nulo ¢é igual ao ntimero de variaveis livres.

Consideremos agora o caso nao homogéneo (b # 0). Este caso é substancialmente dife-
rente e, para o estudar, voltemos ao exemplo original (5.6). Efectuando a fase descendente
do método de eliminacao de Gauss obtemos

I

13 3 2 by
Ar=baUz=c< |0 0 3 1] |72 = by — 2b;
000 0 i?’ bs — 2by + 5b;
4

Nao ¢ claro que este sistema de equacoes tenha solucao. Notemos que, atendendo & terceira
equagao, o sistema é impossivel a menos que bg — 2by + 5b; = 0. Assim, os vectores b que
fazem com que Az = b tenha solucdo nao constituem todo o espaco tridimensional, apesar
de haver mais incognitas que equagoes.
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1
Considerando b = | 5|, temos que by — 2by + 561 =5 — 10+ 5 = 0 e o sistema fica
5
1 3 32 il 1 133 2 il 1
2 6 95 ' =500 3 1|2 =3
-1 -3 3 of |® 5 000 o0f|? 0
T4 T4
Passando a fase ascendente concluimos que
Tr3 = 1-— 1/3$4
xr1 = —2—31‘2—.%’4
Temos, outra vez, uma dupla infinidade de solugoes
1 -2 -3 -1
o 0 1 0
pu— pu— ]R-
T s 1 + T2 0 + x4 _1/3|" T2, T4 €
Ty 0 0 0
solugao particular de Az=b solugao geral de Az=0

Assim, para determinar todas as solugoes de Az = b basta determinar as solugoes (todas)
de Ar = 0 e uma de Arx = b. Esquematicamente temos

Lgeral = Lparticular + Lhomogénea

A parte homogénea vem do espago nulo; a solucao particular resulta de tomar todas as
varidveis livres iguais a zero e de resolver o sistema para as varidveis basicas. Esta é a
parte nova, pois a parte do espaco nulo ja estava determinada. Notemos que

A(xgeral) = A(xparticular) + A(xhomogénea) =b+0=0.

Resumindo, as solugoes de Ax = b podem ser determinadas de acordo com o seguinte
algoritmo.

1. Reduzir, por eliminagao, Az = b a Uz = c e identificar as varidveis bésicas e livres.

2. Considerar todas as variaveis livres iguais a zero e determinar uma solugao particular,
se existir. Se nao existir, o sistema é impossivel e o algoritmo termina.

3. Considerar o segundo membro igual a zero e dar o valor 1 a cada uma das varidveis
livres (a vez) e zero as restantes, e resolver Uz = 0 para as bdsicas, obtendo assim
um “vector gerador” do nicleo de A.

4. Determinar a solucao do sistema como sendo a soma da solucao particular com a
combinacao linear dos vectores geradores obtidos no passo anterior.

Notemos que, no caso homogéneo, o passo 2 do algoritmo anterior é evitado pois a
solugao particular de Az = 0 é o vector = = 0.

Para finalizar, notemos que o processo de eliminagao revela o numero de pivots e o
numero de varidveis livres. O ntmero de pivots usados no processo de eliminacao de uma
matriz A é chamado, como vimos, a caracteristica de A e serd representado por car(A).
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Suponhamos que, por eliminacdo, passamos de Ax = b, com A € M,,xn, para Uz = ¢
e que temos 1 pivots, isto é, car(A) = r. Assim, as dltimas m — r linhas de U sao nulas. O
sistema é possivel se as m —r componentes de ¢ forem nulas. Se m = car(A) existe sempre
solugao. A solugao geral é a soma da solucao particular (com as varidveis livres nulas) e a
solucao homogénea geral (com n — r varidveis livres como parametros independentes). Se
n = car(A) nao existem varidveis livres.

Tal como no caso das matrizes quadradas, temos varios casos possiveis no final da fase
descendente do método da eliminacao de Gauss.
Caso 1. car(A) = car ([A | b]) =n (ntimero de incogitas).
Neste caso o sistema é possivel e determinado e, como tal, nao existem variaveis
livres (apenas bésicas).
Caso 2. car(A) = car ([A | b]) < n (ntimero de incogitas).

Neste caso o sistema é possivel e indeterminado.

Caso 3. car(A) < car ([4 ] b]).

Neste caso o sistema é impossivel.

5.5.2 Meétodo dos minimos quadrados

Desde a sua primeira aplicacdo a um problema de astronomia por Gauss, o método dos
minimos quadrados tem vindo a ser aplicado num vasto conjunto de situagoes tanto no
campo da ciéncia como no da engenharia.

Consideremos o sistema linear Ax = b, com A € M,,x, € m > n, onde, portanto, o
nimero de equagoes excede o nimero de incognitas. Os sistemas deste tipo sao, em geral
(mas nem sempre) impossiveis. No entanto, eles surgem em muitas aplicagoes préticas e,
por isso, vao merecer a nossa atengao.

Regressao linear. Suponhamos duas grandezas fisicas x e y relacionadas pela expressao
y = a4+ bx, em que a e b sdo parametros a determinar. Suponhamos que foram efectuados

seis pares de medigoes (z;,y;), i = 1,2,...,6. Ficamos assim com o sistema (geralmente
impossivel)

(1 2] Y1 ]

Iz Y2

1 z3| (a| _ |ys

1 T4 |:b:| - Ya

L s Ys

1 2] [ Y6

Determinacao de cotas em topografia. Obtiveram-se as cotas x; de um conjunto de
pontos ¢ = 1,2, 3,4 relativamente uns aos outros, tendo-se tomado a cota do ponto i = 4
como referéncia. As relagoes obtidas foras as seguintes:

X1 — Iy = 1,0
Ty — I3 = 2,0
I3 — T4 = 1,5
1 — Ty = 3,0
Ir1 — T3 = 2,8
X9 — Ty 3,0
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Em notacao matricial, e fazendo x4 = 0, temos o sistema impossivel

1 -1 0 11,07
0 1 —1f 2,0
0 0 1 ! 1,5
1 0 0 o | = 370 . (5.7)
1 0 -1 L™ 2.8
0 1 0| 13,0,

Ajustar uma curva a um conjunto de pontos dados. Sao dadas as coordenadas
(xi,yi), i =1,2,...,m, de m pontos e pretende-se ajustar uma curva do tipo

f(x) = c1¢1(x) + cada(x) + - - + crdn(x),

em que ¢1, P2, ..., ¢, sao fungdes conhecidas, sendo os ¢;, com j = 1,2,...,n, pardmetros
a determinar. Obtemos assim o sistema

$1(z1)  @a(r1) ... du(m1) | | Y1
p1(r2)  d2(w2) ... Pn(z2)| |2 Y2

Az =b & ) ) | =

o1(em) Ga(em) . bn@m)] Len)  Lom

Como, em geral, m > n, o sistema é, normalmente, impossivel.

Como vimos temos muitas vezes que considerar sistemas Ax = b, com A € M, «p,
m > n, impossiveis. Nesses casos o residuo Ax — b é diferente de zero, isto é,

r(z)=Ax —b+#0, Vo e R".

Como nao existe z € R™ que torna r(x) = 0, vamos determinar o vector T € R" que
minimiza a norma do residuo, isto é, que minimiza ||r(x)|. O vector ¥ nestas condigoes
é chamado a solugdo de Az = b (no sentido) dos minimos quadrados, pois, normalmente,
calcula-se o vector que minimiza ||r(z)|%.

O seguinte teorema estabelece a existéncia e unicidade de solugdo do problema dos
minimos quadrados.

Teorema 5.6 Para A € M,,xn € b € R™ existe uma inica solugao de Ax = b no sentido
dos minimos quadrados se e s6 se car(A) = n.

A determinacao da solucao dos minimos quadrados, caso exista, € feita de acordo com
o seguinte teorema.

Teorema 5.7 Para A € My,xn € b € R™ temos que T € R™ € a solucdo de Ax = b no
sentido dos minimos quadrados se e sd se for a solucio de AT Az = ATb.
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Exercicio 5.7 Determine a solu¢do dos minimos quadrados do sistema Ax = b dado por

(5.7).

Resolugao:  Para este problema temos que

1 -1 0
1001108(];_11 3 -1 -1
ATA:—110001100:—13—1
0—110—1010_1 -1 -1 3
0 1 0]
e — —
1,0
1 0 01 1 0 ?’g 6,8
ATvb=1-1 1 00 0 1 3’0 = | 4,0
0O -1 1.0 -1 0 28 -3,3
3,0
T
Assim, o vector ¥ = |79 |, solucdo dos minimos quadrados do sistema, é dado por
T3
3 -1 —1] [z 6,8
ATAz =AThe |-1 3 1| |Z2| = | 4,0
-1 -1 3 T3 -3,3
Para resolver este sistema, vamos usar o método de eliminagao de Gauss. Temos sucessi-
vamente
-1 -1/ 68 ]
’ Lo=3Ls+ L
—103 1|40 |
1 -1 3 |-33| "Tomth
3 -1 —-1] 68 3 -1 —-1] 6,8
0 [8] —4|188 0 8 —4]188

L3 = L3+ (1/2)Ls

0 0 [6]]63

0 -4 8 |-31

Passando a fase ascendente conclui-se imediatamente que

71 3.575
T= |To| = [2,875|. O
T3 1,05
Consideremos os dados {(z;,v;),i = 0,...,m}, que pretendemos ajustar a um modelo

definido & custa de um nimero de parametros muito inferior ao ntimero de dados. Uma
situacao muito usual consiste em considerar o modelo como sendo um polinémio

pn(x) = ap + a1z + - + apa”,
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com ag,...,a, 0s pardmetros a determinar. Temos entdao que resolver o sistema
ap+ a1 + azxd + -+ aprl = Yo
ap + a1@1 + aza + -+ apzy =y
ao+a196m—i-OLQHC?n—l----—HznacﬁI = Unm
que pode ser escrito na forma matricial
1z - xg ag 20
1 x - x¥ a
Ar=b & ! 1 Ll=| 9
1 zp - x?n Gn Ym

Com n < m, este sistema é, em geral, impossivel. Como tal, Ax — b # 0. O problema dos
minimos quadrados, como vimos, consiste na determinacao dos valores de Z = [dy, . .., an]"
que minimizam a norma do quadrado dos residuos, isto é, ||Az — b||>. De acordo com o
Teorema 5.7, o vector Z que torna minima esta norma é a solucio de AT Az = ATb, que,
para este exemplo, pode ser escrito na forma

- m m q - m q
m+l Y om e ) >
i=0 i=0 ~ 1=0
ag
m m m m
2 n+1 ~
g T; g T; g €T; ai E YiZi
; ; ; = | ¢ . (5.8)
=0 =0 =0 : i=0
m m m an m
n n+1 2n )
DIL D DL AL DL >_ vl
L i=0 i=0 i=0 J L i=0 J
Estas equagoes sao chamadas equagdes normais. Resolvendo as equagoes normais, obtemos
os valores de dg, . ..,a, e, como tal, o polinémio dos minimos quadrados.
Notemos que, no sistema de equagbes normais, a matriz é simétrica. Além disso,
também se pode mostrar que, caso os pontos x;, ¢ = 0,...,m, sejam distintos, é nao

singular. Assim sendo, o problema da determinagao do polinémio dos minimos quadrados
tem solucao unica.

O problema da determinagao do polinémio dos minimos quadrados poderia ser colocado

da seguinte forma alternativa: determinar os parametros ag, ..., a, por forma a que
gb(ao,al,...,an) = mln q)(a(]?al"'aan)a
a;i,i=0,...,n
com
m
n\2
®(ag,a1...,a,) = E (yi —ao — a1+ - — apxy)”.
i=0
Consideremos as observagoes {(x;,v;),i = 0,...,m} que correspondem a pontos do

plano que pretendemos ajustar a uma recta da forma p;(z) = ap +a1x. A questao que se
coloca é a de determinar os valores dg e a; por forma a
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O ponto (ap,a;) onde esta funcdo atinge o minimo satisfaz as condigoes

m
a_q)(ao’al) —0 > (i —do — dra) =0
Jdag i=0
&
v . m L
a—al(a(]’al) =0 Z(yi—ao—almi)xi =0
i=0

Temos entdo um sistema linear para resolver da forma

m m
m—+1 Z x; N Z Yi
. a, s
o ao =| = . (5.9)
| =0 i=0 | | =0 i

Resolvendo este sistema linear, obtemos os valores de ag e a; e, logo, a recta dos minimos
quadrados (ou recta de regressao).
No caso da determinacdao do polinémio dos minimos quadrados de grau n, o ponto

(ag,a,...,a,) que minimiza a funcao @, é tal que
m
0e . — E ; — ag — A1X4, -+ — Apxy = 0
(@, @1,...,0n) = O - (yi 0 124, nTi)
aao 1=0
. =
0P (G0, an) 0
[ = -~ -~ ~ _n\,.n
day, ap, a1, ...,0an E (yi—ao—alxi,---—anmi)mi = 0
i=0

Temos entao um sistema linear para resolver da forma (5.8).

Exercicio 5.8 Mostre que o sistema de equagoes normais (5.9) pode ser escrito na forma

AT Az = ATb, com

1 =z Yo
a

A= L , T = e b= | N
: a1

1 z, Ym

Na prética, com o intuito de simplificar a notacdo, é usual omitir a notacdo T para
representar a solugdao do sistema Az = b no sentido dos minimos quadrados. Assim,
dado um sistema de equacoes lineares Ax = b, iremos considerar a solucao dos minimos
quadrados (caso exista) como sendo o vector z que é solugdo do sistema de equagoes
normais AT Ax = A”Tb.
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Exercicio 5.9 Foi efectuado um teste mecanico para estabelecer a relacdo entre tensoes e
deformacdes relativas numa amostra de tecido biolégico, tendo-se obtido a sequinte tabela:

tensio o (N/em?) | 0,06 0,14 0,25 0,31 047 0,60
deformacgao € (em) | 0,08 0,14 0,20 0,23 0,25 0,28

Usando o recta dos minimos quadrados, obtenha uma estimativa para a deformagdo cor-
respondente a uma tensdo de o = 0,08 N/cm?.

Resolugao: Na prética, com o intuito de simplificar a notagao, é usual omitir a notagao
T para representar a solucao do sistema Az = b no sentido dos minimos quadrados. Assim,
por z, omitindo a , . Assim, o sistema de equagbes normais que perminte obter a recta de
regressao € = ag + a1o pode ser escrito na forma AT Az = ATb, com

1 0,067 0,087

1 0,14 0,14
o025 ao 10,20
A= 11 o031 ’x_[al] ¢ =103
1 047 0,25

1 0,60] 10,28,

Assim, o sistema de equagOes normais é

T AT 6 1,83 ap| 1,18
Adr = ATb & [1,83 0,7627| |ay| — |0,4312]°

ao] _ [0,09035
ar| ~ |0,34857 "

Concluimos entao que a recta de regressao é dada por

cuja solugao é dada por

e = 0,09035 + 0,348570,
cujo grafico pode ser visto na Figura 5.2.

Recta de regressao

0.4

0.3r

w 0.2r

0.1;

Figura 5.2: Recta dos minimos quadrados para o Exercicio 5.9.

Uma estimatica para a deformacdo correspondente a uma tensdo de o = 0,08 N/cm?
pode ser agora dada por

e = 0,09035 + 0,34857,08 = 0,1182356 cm ~ 0,12 cm. [
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5.6 Exercicios praticos
Seguem-se alguns exercicios destinados a serem resolvidos nas aulas praticas.

Exercicio 5.10 Resolva os seguintes sistemas, quando possiveis, usando o método de eli-
minagao de Gauss, registando os pivots utilizados:

3xr—y+z = -1 20 -3y + 2 = 1
1. ¢ 9 —-2y+2 = -9 ; 2. —dx—6y+z = -2 ;
3r+y—2z = -9 120 — 18y +2 = —6
r+y = 1
—rz—y+2z = =5 z+y+z = 4
3. —3r—y+7z = =22 ; 4. r+z+t = —4
r—3y—z = 10 z+t+u = 2
t+u = -1
xi;i;f:ﬁ - ;, Sx—z = 0
. B © 0. 4 2 = 1.
"\ 3w45y+7z43 = 0 ° ?jf y:?,i -,
3x4+5y+9z+4t = 2 Y =

Exercicio 5.11 Determine 5 € R de modo que o sistema

Br—y+pz = 0
—2By — 2z 0
r—y+pPBz = 0

admita somente a solucao trivial.

Exercicio 5.12 FEncontre os valores do parametro k para os quais o sistema

r—2y+3z = 1
20+ ky+ 6z =
—x+3y+(k—-3)z = 0

(@)

tem:
1. uma solucdo; 2. nenhuma solugcao; 3. uma infinidade de solucdes.

Exercicio 5.13 Em func¢ao do valor do parametro real p, discuta a natureza do sistema

r+y+z p+1
T+py+z 1
pr+y = p+2p°

Exercicio 5.14 Determine o parametro o € R de modo que o sistema

z+y+az = 2
2r+y+z =
z4+2y—z = 1

seja impossivel.
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Exercicio 5.15 Podemos misturar, sob certas condigoes, tolueno CryHg e dcido nitrico
HNOj3 para produzir trinitrotolueno C7HsO0g N3 (vulgarmente conhecido por TNT) junta-
mente com um derivado, a dgua. Em que proporcao devem os componentes ser misturados?
(Nota: O nimero de dtomos presentes mantém-se constante ao longo da reacgao.)

Exercicio 5.16 As solugoes (x,y,z) da equacao ax + by + cz = d formam um plano em
R3, quando a, b, ¢ e d ndo sio simultaneamente nulos. Dé exemplo de wm sistema de 3
equagoes cujo conjunto solucdo seja:

1. uma recta; 2. vazio; 3. um ponto.

Exercicio 5.17 Consideremos um corpo a deslocar-se horizontalmente de acordo com a
equacao s = Sg + vot + %at2, em que s € o deslocamento relativamente a um certo ponto
fizo (medido em metros), so o deslocamento inicial, vy a velocidade inicial, a a acelera¢ao
et o tempo (medido em sequndos). Determine os wvalores de sg, vy € a, supondo que
nos instantes t = 1,2,3 sequndos, o corpo se encontrava, respectivamente, em s = 2,5,9
metros.

2 1 0 -1
Exercicio 5.18 Considere as matrizes A= |3 3| eB=|1 1 |. Determine:
01 1 2

1. A+ B; 2. 24; 5 A—B; J. —3B.

Exercicio 5.19 Calcule os produtos AB e BA nos sequintes casos:

2 -1
I.A=| 1 0 eB:[é _4218]"
| -3 4
[ 1 2 -2 6 3 2
2. A= =2 1 2 e B=12 1 2/3
| -2 4 4 5 5/2 5/3
Exercicio 5.20 Considere as matrizes
2
1 -3 2 1 4 1 0 2 1 -1 1 1
A= 2 1 -3|, B=|2 111,0:3—2—12,D:O
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 —-1 3 1

Verifique que AB = AC e BD = CD. Que lhe sugere o resultado obtido?

Exercicio 5.21 Suponhamos que A é uma matriz 3 por 5, B € 5 por 3, C €5 por 1 e
D € 3 por 1. Diga em que casos as operagoes estao definidas e de que tipo € a matriz
resultante.

1. BA; 2. A(B+C); 3. ABD.
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Exercicio 5.22 Que linhas e colunas das matrizes A e B deve multiplicar para obter:
1. a terceira coluna de AB;
2. a primeira linha de AB;

3. o elemento de AB situado na linha 3 e coluna 4.

Exercicio 5.23 Seja B = [ ; g }

1. Mostre que B?> — 4B — 1215 = 05.

2. Determine X = [a] tal que BX =6X.

b

Exercicio 5.24 Encontre uma matriz A, ndo nula, e duas matrizes B e C para as quais
AB = AC mas B # C.

Exercicio 5.25 Um vector com entradas ndo negativas e ndo superiores a 1 é chamado
um vector probabilidade. Uma matriz estocastica € uma matriz cujas colunas sdo vectores
probabilidade. Uma cadeia de Markov, chamada assim em homenagem ao matemdtico
russo Andrei Andreyevich Markov (1856-1922), é uma sequéncia de vectores probabilidade
x0,T1,. .., juntamente com uma matriz estocdastica P, tais que xx11 = Pxy, k=0,1,....
De acordo com isto, considere a sequinte situacdo: num determinado dia, um estudante
ou estd sauddvel ou estd doente. Dos estudantes que estao bem hoje, 95% continuardao bem
amanha. Dos estudantes que estao doentes hoje, 556% continuarao doentes amanha.

1. Construa a matriz estocdstica para este problema.

2. Suponha que 20% dos estudantes estao doentes na sequnda-feira. Qual a percentagem
de estudantes que provavelmente estardao doentes na terca-feira?

3. Se um estudante estd bem hoje, qual a probabilidade de assim continuar passados 2
dias?

Exercicio 5.26 Durante uma epidemia, a probabilidade de transicdo para o estado sauddvel
ou doente no dia sequinte € dada pela matriz

)

De acordo com o que foi dito no problema anterior, podemos interpretar a matriz T do
sequinte modo: os elementos da primeira coluna sao, respectivamente, as probabilidades de
no dia sequinte uma pessoa sauddvel permanecer sauddvel ou de adoecer; os elementos da
sequnda coluna representam as probabilidades de uma pessoa doente se curar ou permanecer
doente, respectivamente.

Num certo dia, a populagdo de uma aldeia é constituida por 1536 pessoas sauddveis
e 512 doentes. Quantas pessoas doentes haverd trés dias depois? O que acontecerd se
inicialmente a relagao entre sauddveis e doentes for de 1 para 37
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Exercicio 5.27 Suponha que os elementos de uma populacao estao divididos em n faizas
etdrias. Em cada instante t, p;(t) representa o nimero de elementos da populagio na faiza
i, 1 = 1,...,n. Sejam r;, m; e b;, respectivamente, o frac¢do de elementos da populagao
que permanece na faiza i no intervalo [t,t + 1], a fracgdo de elementos da populagio que
passa para a faiza i + 1 no intervalo [t,t + 1] e b; o nimero esperado de novos elementos
(nascimentos) originados por cada membro da faiza i no intervalo [t,t + 1], i =1,...,n.
Tem-se

pit+1) = r1p1(t) + bipr(t) + bapa(t) + -+ + bupa(t)

e
pi(t+ 1) =m;_1p;i—1(t) + ripi(t), 1=2,...,M.
Estas n igualdades podem ser representadas na forma matricial
[ ot +1) ] [t b b3 oo bar b [pa(t)]
pz(t + 1) mi ro 0 ... 0 0 pz(t)
p3(t+ 1) B 0 mo T3 ... 0 0 PB(t)
pn_l(t + 1) 0 0 0O ... r,-1 O Prn—1
| pn(t+1) | |0 0 0 ... myp1 7o) | Pn |

A matriz quadrada de ordem n presente mesta igualdade designa-se matriz de transi¢3o.
A sequinte matriz de transicao de estados

0 0 16
1/4 0 0
0 1/2 0

caracteriza a varia¢ao anual das 8 fases (larva, crisdlida e adulto) no ciclo de vida de um
insecto. Mostre que apds 8 anos, a populagcdo total duplica e que a proporcdo entre as
vdrias fases do ciclo € igual a do estado inicial.

Exercicio 5.28 Uma empresa fabrica trés produtos. As despesas de produgdo estdo divi-
didas em trés categorias. Em cada uma delas, faz-se uma estimativa do custo de produ¢do
de um unico exemplar de cada produto. Faz-se, também, uma estimativa da quantidade de
cada produto a ser fabricado por trimestre. Essas estimativas sao dadas nas tabelas que se
sequem:

Custo de producdo por unidade (em euros)
Gastos Produto A Produto B Produto C
Matéria-prima 0,10 0,30 0,15 ;
Pessoal 0,30 0,40 0,25
Despesas gerais 0,10 0,20 0,15

Numeros de unidades produzidas por trimestre

Produto | Primavera Verao Qutono Inverno
A 4000 4000 4500 4500
B 2200 2000 2600 2400
C 6000 5800 6200 6000

A empresa gostaria de apresentar aos seus accionistas uma unica tabela mostrando
o custo total por trimestre de cada uma das trés categorias: matéria-prima, pessoal e
despesas gerais. Obtenha essa tabela.
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2
. . 1 =12 _ 4 0 -3 _
Exercicio 5.29 Se]amA—[O 3 4},3—[_1 9 3} eC = :1))

1. Indigue AT, BT ¢ CT.
2. Calcule 3A — 4B, BC, (AC)T e CTC.

8. Pode calcular AB? Justifique.

Exercicio 5.30 Considere as matrizes

10 1 1
e - S S

— N
_= w O
N O O

1. Determine a matriz D que verifica a equa¢io matricial A~* DBt = AT
2. Calcule a inversa de C.

Exercicio 5.31 Se possivel, inverta as matrizes

112 2

12 —4
3 4 010 2
A‘[12}’B_[§g§’c_ 3.3 4 4|
03 0 4
1000

1 00
10 3100
D‘[41}’E_{§}(1)16F_ 1010
2 4 31

Exercicio 5.32 Considere os sequintes sistemas:
10 20 a| |1 . 10 20 bl |0
20 50 c|] |0 20 50 | [ d] [1]°
1. Resolva-os, usando o método de eliminagao de Gauss.
2. Que pode concluir acerca da matriz [ ch d ]?
Exercicio 5.33 Na codificacdo de uma mensagem, um espago em branco € representado

por 0, um A por 1, um B por 2, um C por 3 e assim por diante. A mensagem foi

transformada usando a matriz

-1 -1 2 0

1 1 -1 0

A= 0 0 -1 1
1 0 0 -1

e enviada como 15,4,—4,3,—32,33,—1,12,—-34,34,5,10,7,11,—15,21,6, 3,6, —6,13, 3,
—15,18,-19,19,3,15, —18,19, —1,1. Qual € a mensagem?
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Exercicio 5.34 Para cada um dos sequintes sistemas, escreva a solucao geral como soma
de uma solucdo particular, caso exista, com a solucao do sistema homogéneo correspon-
dente:

1 +x2+2x3 =2
; 2.4 2v1+w2+w3 =3 ;

; { T+ 3+ a3 =1
3x1+ax0+x3 =4

r1 — I3 =2
1+ 229 +2x3 =1
2$1—|—4$2—|—5$3 =4

Exercicio 5.35 Determine um sistema com duas equacoes e trés incégnitas cuja solugcdo
geral seja

1 1
r=|1|+a]| 2|, aeR
0 1

Exercicio 5.36 Indique para que valores de by e by o sistema Ax = b € possivel, sendo

120 3 b
A_[Q 40 7] ¢ b‘[bQ]
Exercicio 5.37 Suponha que num sistema bioldgico existem n espécies de animais e m
tipos de alimento. Nesse sistema, representaremos por x; o nimero de animais da espécie
7, 7 =1,...,n, por b; a quantidade didria de comida disponivel do tipo i, 1 = 1,...,m,
e por a;j a quantidade de alimento do tipo i consumida diariamente (em média) por um
animal da espécie j. O sistema linear

a1 a2 ... Qi | |71 b1

as ago e aon T2 b2
Az =b & . ] ] ] | =

Aml Am2 -+ Gmn| |ZTn bm

representa a situacao de equilibrio, isto €, a situacdo em que existe uma quantidade didria
de comida disponivel exactamente igual ao consumo médio de cada espécie.

0 3
2 2| e b=[3500 2700 900]" .
11

S O N

1
Considere A = |1
0

1. Sex = [1000 500 350 4OO]T, haverd comida suficiente para satisfazer o consumo
médio didrio das espécies de animais?

2. Tendo em conta o valor de x dado mno ponto anterior, qual o nimero mdximo de
animais de cada espécie que pode ser individualmente acrescentado ao sistema de
modo a que as reservas de comida ainda sejam suficientes para o consumo?

3. Se a espécie 1 se extinguisse, qual o acréscimo individual das restantes espécies
suportado pelo sistema? Admita que se mantém os valores de xao, x3 e x4 dados no
ponto 1.

4. Se a espécie 2 se extinguisse, qual o acréscimo individual das restantes espécies
suportado pelo sistema? Admita que se mantém os valores de x1, x3 e x4 dados no
ponto 1.
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Exercicio 5.38 Determine a solu¢ao no sentido dos minimos quadrados do sistema (com
m equagoes e uma incognita) x = B1, © = Pa,..., = L.

Exercicio 5.39 O sistema

T+ 210 =1
2x1 + 522 =0
3r1 4+ T =2

€ impossivel. Verifique que a solugao no sentido dos minimos quadrados € unica.

Exercicio 5.40 Determine a linha recta que melhor se ajusta, mo sentido dos minimos
quadrados, aos sequintes pontos (e represente graficamente):

1. (0,0), (1,0), (3,12); 2. (-=1,2), (1,-3), (2,-5), (0,0).

Exercicio 5.41 Calcule a pardbola dos minimos quadrados para a funcdo f dada pela
sequinte tabela:

z | 0 01 02 03 04 05 06
Fflz)) | 29 28 27 23 21 21 1,7

Exercicio 5.42 A lei de Hooke estabelece que a forca F aplicada a uma mola € di-
rectamente proporcional ao deslocamento provocado de acordo com a Ssequinte relacao
F = k(e — eg), onde k é a constante da mola, e o comprimento da mola quando su-
jeita a forca F' e eg o comprimento inicial da mola. No sentido de determinar a constante
da mola usaram-se diferentes forcas (conhecidas) tendo sido observados os comprimentos
resultantes, dados na sequinte tabela:

For¢a F' (em gramas) 3 5 8 10
Comprimento e (em milimetros) | 13,3 16,3 19,4 20,9

Sabendo que o comprimento inicial da mola € eg = 10 mm e considerando as medigoes
(nao correlacionadas) com precisao inversamente proporcional ao comprimento observado,
determine a melhor estimativa para a constante da mola, usando o algoritmo dos minimos
quadrados.

Exercicio 5.43 A pressao arterial sistolica p (em milimetros de mercirio) de uma crianga
sauddvel com peso w (em quilogramas) € dada, de forma aproximada, pela equagao

p=a-+blnw.

Use os sequintes dados experimentais

w| 20 28 37 561 59
p | 91 99 104 108 111

para estimar a pressao arterial sistolica de wma crianca de 45 quilogramas.
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