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Estes apontamentos abordam os principais topicos de Equagoes Diferenciais e Mode-
lacao e encontram-se organizados em quatro capitulos.

No Capitulo 1 estudam-se as equagoes diferenciais de primeira ordem, incluindo pro-
blemas de valor inicial, equacoes separaveis, equagoes lineares, equacoes exactas e o Te-
orema de Picard-Lindelof.

O Capitulo 2 é dedicado as equacoes diferenciais lineares de segunda ordem, abordando
sistemas fundamentais de solu¢oes, Wronskianos, equagoes com coeficientes constantes,
variacao dos pardmetros, método do polinémio anulador, equagoes de Euler-Cauchy e
aplicagoes a vibragoes mecanicas.

No Capitulo 3 introduzem-se as transformadas de Laplace e as suas principais proprie-
dades, com aplicagoes a resolugao de equagoes diferenciais, incluindo fungoes de Heaviside,
delta de Dirac e problemas de valor inicial.

Por fim, o Capitulo 4 aborda os sistemas de equagoes diferenciais, incluindo analise
qualitativa, estabilidade de pontos de equilibrio, modelos populacionais, sistemas lineares,
exponencial de matrizes e a formula da variacao dos parametros.

Em conjunto, estes temas proporcionam uma introducao aos principais métodos e
aplicagoes das equagoes diferenciais ordinarias.
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Aula 1: Equacoes diferenciais ordinarias

Uma equagao diferencial é uma equacao que envolve derivadas de uma funcao desco-
nhecida. Neste curso vamos considerar apenas func¢oes de uma variavel real, com um
nimero finito de derivadas®.

Essas equagbes chamam-se equagoes diferenciais ordinarias (EDO) e podem
escrever-se de forma geral como

F(ty,y ... y™) =0, (1)

onde y = y(t) ¢ a fungao incognita (ou variavel dependente), ¢ é a variavel inde-
pendente, e F' é uma fun¢ao de varias variaveis definida de forma adequada. A plica
" representa a derivada em relacdo a t. O numero inteiro positivo n, correspondente a
derivada de maior ordem que aparece, chama-se ordem da equagao diferencial.

No caso mais geral, a fungao desconhecida y pode ser vetorial ou matricial, mas neste
inicio vamos supor que y é apenas uma funcao escalar. Assim, F pode ser considerada
definida num subconjunto D C I x R™*"!, com I C R. Por exemplo,

dy . dy d*y ’ 2t
E:tijSlny e $—3<ﬁ =t

sao EDO de ordens 1 e 3, respetivamente, correspondendo a

F(t,y,y) =y —ty—siny e F(t,y,y,y".y") =y —3@y")* -t

Seja I um intervalo real e ¢ : I — R uma funcao com derivadas até a ordem n.
Diz-se que ¢ é uma solugao explicita em I da equagao (1) se, ao substituir y e as suas
derivadas por () e as suas derivadas, a equagao se transforma numa identidade em 1,

isto é,
F(t, (1), (1), " (1), ... o™ (1)) = 0.
Uma relagao do tipo
o(t,y) =0

chama-se solugao implicita em / da EDO (1) se define pelo menos uma fungao real y =
©(t) que seja uma solugao explicita em /. De modo geral, tanto solugdes explicitas como
implicitas dizem-se simplesmente solugoes. Resolver (ou integrar) uma EDO significa,
portanto, determinar as suas solucoes.

Nota 1 Na prdtica, o problema que se coloca € o de saber se uma dada relacao implicita
define, de facto, alguma funcao solugao de uma EDO. Uma condigio suficiente para que
uma relagao implicita defina uma relagao explicita é dada pelo denominado Teorema da
Fungao Implicita, estudado em disciplinas de Andlise Infinitesimal. O

Nota 2 Nem sempre é possivel determinar uma solug¢ao (explicita ou implicita) de uma
EDO. Pode até acontecer que uma equacdao nao tenha solugoes, como, por exemplo,

Y| +y* =1

No entanto, em muitos problemas isso nao € essencial. O que interessa € saber justifi-
car, por algum processo, que a solug¢io (ou as solugoes) existe(m) e compreender o seu

1Se a equacdo depender de varias varidveis independentes, chama-se de equacio diferencial parcial e seré estu-
dada noutras disciplinas.
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comportamento. Por exemplo, pode ser suficiente saber que, 4 medida que t cresce, a
solugao se mantém limitada, ou que pequenas alteragoes na equacao nao modificam de
forma significativa o comportamento das solugoes. Esta perspetiva conduz ao estudo da
chamada Teoria Qualitativa das EDO. O

Na maioria das aplicagoes, nao interessa conhecer todas as solugoes de uma EDO, mas
apenas aquelas que satisfazem certas condigoes especificas.

Dé-se o nome de problema de valores iniciais (ou problema de Cauchy) a todo
o problema em que se pretende determinar a solu¢ao de uma EDO sujeita a condigoes
impostas num ponto do intervalo de definicao. Essas condigoes chamam-se condigoes
iniciais.

Por outro lado, chama-se problema de valores na fronteira a todo o problema que

consiste em determinar a solugdo de uma EDO sujeita a condi¢oes impostas em dois ou
mais pontos do intervalo.

Chama-se solugao geral (ou integral geral, ou ainda integral completo) de uma
EDO ao conjunto de todas as suas solu¢oes. Em particular, se n é a ordem da EDO, uma
familia de fungoes (explicitas ou implicitas)

O(t,y,c1,...,cn) =0, (2)

dependente de n parametros reais ¢y, . . ., ¢,, define a solugao geral da EDO se: (i) cada
elemento da familia for solucdo da EDO nalgum intervalo; e (ii) qualquer solucdo da
equacao puder ser obtida a partir dessa familia, fixando convenientemente os parametros
Cly...,Cp.

Nota 3 E natural (embora nio seja evidente) que, se existir uma expressio suficiente-
mente geral para englobar todas as solu¢oes de uma EDO de ordem n, nessa expressao
aparecam n constantes arbitrdrias. Isto deve-se ao facto de, no processo de resolucao,
procurarmos “inverter” a derivacao n vezes, como se estivéssemos a realizar n integra¢oes
sucessiwas. [

Para muitas equagoes diferenciais de ordem n, a solugao geral reduz-se, de facto, a
uma familia dependente de n parametros, como em (2). Contudo, héa casos em que isso
nao acontece.

Qualquer solugdo obtida a partir da familia (2), escolhendo valores concretos para
as constantes cp,...,c,, chama-se solugdo particular da EDO (relativamente aquela
familia).

Dada uma familia de solu¢oes com n parametros de uma EDO, chama-se solugao
singular qualquer solucao da equacao que nao pertenca a essa familia.

Exemplo 1 Para mostrar que equagio y(t) = t*(e!—e) € solugdao do problema de condigio
micial 5
y() = syt 1e(12],

e quey(l)=1(e' —e)=0. O
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Exemplo 2 A equagio y = 1/(c+1t)? define uma familia de solugoes com um pardmetro
da EDO v = —sy*/?, no sentido de que, para cada escolha de c, existe um intervalo I
ondey = 1/(c+t)?* define uma solugdao (em I) desta EDO. No entanto, a solugio y(t) = 0
nao estd incluida nessa familia e, por isso, é uma solug¢ao singular da EDO em questao
(relativamente o familia definida por y = 1/(c+1t)?). O

Por vezes, (1) pode ser resolvida explicitamente em termos da derivada 3™, obtendo-
se

y™ = flt,y, vy Y), (3)

onde f é uma funcdo conhecida. Nesse caso, (3) diz-se forma normal da equacao
diferencial.

Nota 4 Note-se que (1) pode corresponder a mais do que uma equagao na forma normal.
Por exemplo, (y')* — 4y = 0 representa as duas equagoes diferenciais y' = +2/y. O

No caso mais simples, n = 1, a equagao (3) reduz-se a ¢y = f(t,y). As proximas aulas
tem por objectivo o estudo deste tipo de equagoes (ou das que a estas se podem reduzir).
Exercicios

1. Para cada uma das seguintes equacoes diferenciais, identifique a variavel indepen-
dente, a varidvel dependente e a ordem:

(a) dy | y = 0; (h) (y")? +y" = dya®;
dt e du\
(b) y" +siny = cost; (i) sin (sy)—g -3 (_y) =0;
(C) y// +sint = —y; ds ds
(d) 2zy —v*) dx + e dy = 0; () 9* + 9" = 4y2%;
(e) t' =Vt (k) Pydy _ 2y
(£) 4+ 9% =0; azat Y
(g) o' = tanux; (1) zyi? = 4ye”.

2. Supondo que ¢; e ¢y sao constantes reais, verifique se a funcao indicada é uma
solucao da equagao diferencial dada, nalgum intervalo real:

dy
—Z — 9 — t2 .
(a> dt Y y + Cl,
(b) yy/ = e2t7 y2 = e + c1;
() y" —y"+9 —9y =0, y=-cysin(3t)+ cycos (3t) +4e;
t
(d) v +2ty=1, y= o / Cdr + e
0
(e) 2ty dt + (£ +2y) dy =0, t*y+y’ =c;
) (V) =9ty, y=0set<Oey=t'set>0.
3. Se k ¢ uma constante real, mostre que as funcoes y = ce* sdo as tnicas solucoes

da equacao diferencial ¢y = ky. (Sugestao: mostre que se f(t) é uma solugdo desta
equacao diferencial, entdao f(t)/e* ¢ uma constante.)
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4.

10.

11.

. Sabendo que y(t) = ¢;e' + cpe”

Determine m € C de modo que:

(a) y(t) = ™ seja solugdo de y” + 10y’ + 25y = 0;
(b) y(t) = t™ seja solugao de t*y" + 6ty + 4y = 0.

. Para a equacao diferencial 3" — 5y’ + 6y = 0, mostre que:

(a) y(t) = e* e y(t) = 3 sdo ambas solugoes;

(b) y(t) = c1e* + ¢y €3 & solugao, quaisquer que sejam as constantes c; e cs.

Mostre que y = Cx é uma solu¢do da equagao diferencial zy’ — y = 0, qualquer
que seja a constante real (', e determine a solugao que satisfaz a condigao inicial

y(=3) =2

. Mostre que y = 22 + C é uma solucao da equacao diferencial 3/ — 2z = 0, qualquer

que seja a constante real C', e represente no plano OXY algumas curvas solugao
correspondentes a valores distintos da constante C.

. Mostre que y = C/z é uma solugao da equagado diferencial zy’ + y = 0, qualquer

que seja a constante real C, e represente no plano OXY algumas curvas solucao
correspondentes a valores distintos da constante C.

t ¢ uma familia de solucoes da equacao diferencial

y" —y = 0, determine a solugao que satisfaz as condigoes iniciais y(0) = 0, ¢'(0) = 1.
Determine os valores do parametro real 7, para os quais a equacao diferencial 3" +
72y = 0 tem solugoes nao triviais que satisfazem y(0) = 0 e y(mw) = 0. (Sugestao:
suponha conhecido o facto de y = ¢; cos (7t) + cosin (yt) ser a familia de solugdes
de y" +~%y = 0).

t
Considere a equacao diferencial seguinte dy = —— dt.

(a) Prove que, no intervalo (—2,2), y = v4 —t? e y = —v/4 — 12 sdo solugoes da
equacao dada.

(b) Mostre que, no intervalo considerado na alinea anterior, y = V4 — 2 se —2 <
t<0ey=—vV4—1?se0<t<2 nao é solugao da equagao dada.
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Aula 2: Equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

Vamos comegar por considerar uma equagao diferencial de primeira ordem na sua
forma normal:

y'(t) = fltyt), tel, (1)
onde I C R é um intervaloe f: I x R — R é uma funcao dada.

Ao resolver a equacao (1), o processo de integracao introduz, em geral, uma constante
de integracao. Isto significa que a equacao diferencial, por si s6, admite uma familia de
solugoes.

Para selecionar uma solugao particular, impoe-se uma condicao adicional: o valor da
fungao y(t) num instante especifico ty € I. Este tipo de problema é chamado problema
de condicao inicial (PCI):

{ y,(t) = f(tay(t))’ tel, (2)

y(to) = yo,

e é também conhecido como problema de Cauchy, em homenagem ao matematico
francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

Nota 1 Em muitas aplicacoes prdaticas, a varidvel independente representa o tempo.
Por essa razao, optamos por designd-la por t. Neste contexto, a equagao diferencial (1)
descreve um sistema dindmico. Se, além disso, a func¢ao f nao depender explicitamente
de t, entdo dizemos que a equacao diferencial € autonoma.

Nas proximas aulas vamos estudar equacoes diferenciais que admitem solucao expli-
cita. Contudo, na maioria dos casos praticos, encontrar essa solugao de forma exata é
impossivel. Uma estratégia alternativa para compreender o comportamento das solugoes
consiste em usar um método gréafico baseado no chamado campo de direcgoes.

A equagao diferencial (1) fornece-nos o declive da tangente a solugdo que passa por
cada ponto (z,y) do plano: esse declive é precisamente f(z,y). O campo de direcgoes
é entdao uma representagao grafica no plano (z,y), onde em cada ponto (ou num conjunto
representativo de pontos) se desenha um pequeno segmento de recta com inclina¢ao dada
por f(z,y). As curvas solugao da equagao diferencial serdo aquelas que permanecem tan-
gentes a esses segmentos. Assim, mesmo sem resolver explicitamente a equagao, podemos
obter uma boa ideia da forma das solugoes apenas pela analise do campo de direcgoes.

Vejamos dois exemplos. Na figura seguinte (& esquerda) encontra-se o campo de
direccoes da equagao
y(z) =z +y,
bem como a solugdo particular que passa pelo ponto (0,1). Observa-se que o campo de

direcgoes antecipa corretamente a inclinacao e a forma global das solu¢oes. Na mesma
figura (& direita) esta representado o campo de direcgdes da equagao

y/(l') — 172 _’_yZ’

juntamente com a solugdo que passa pelo ponto (0,1). Mais uma vez, verifica-se que o
campo de direcgoes fornece uma indicagao clara sobre a geometria das solugoes.
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Em MATLAB é facil construir um cédigo que permita visualizar o campo de direccoes.
Por exemplo, se quisermos ver qual o campo de direcgoes para equagao

dy
— =t-3
dt o
comegamos por fazer
d dt/dt = 1
S y = /
dt dx/dt = t—3y

O campo de vectores no plano R? é determinado pela funcao vectorial

» 1
F(t,y) = i3y

Em MATLAB, o cédigo para visualizar esse campo vectorial da forma seguinte.

[t, y] = meshgrid(0:0.2:3, -1:0.2:2); % definir a malha
dy = t - 3xy;

dt = ones(size(dy)); % calcular o CD

L = sqrt(dt.~2 + dy."2); % normalizar
quiver(t, y, dt./L, dy./L), axis tight % visualizar

Para construir o campo de direc¢oes de uma equacgao diferencial ordinéaria de primeira
ordem (1) pode ser util recorrer as chamadas curvas iséclinas (isto é, curvas de “igual
inclina¢ao”). Dado um valor constante C' € R, a is6clina correspondente é o conjunto
de pontos (t,y) € D tais que

fty) =C.

Ao longo de cada uma dessas curvas, todas as tangentes as solugoes tém declive C.
Desenhando varias isoclinas e acrescentando em cada ponto pequenos segmentos de recta
com essa inclinagao, obtém-se uma aproximacao grafica ao campo de direc¢oes da equagao
diferencial.
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Exemplo 1 Consideremos a equagao diferencial
y(x)=z+y.

Fizando C € R, a condicio v +y = C define a familia de isoclinas correspondentes
a rectas paralelas de declive —1. Ao longo de cada uma dessas rectas, as tangentes as
solugoes da equacao diferencial tém sempre declive C'. Assim, representando vdrias destas
rectas e marcando em cada uma pequenos segmentos com inclinagao C', obtemos uma
aprozimacao grafica ao campo de direcgoes de y'(x) =x +y. O

Em muitos problemas praticos interessa compreender o comportamento de um sis-
tema dindmico a longo prazo, isto é, quando ¢ — +oo0. Com alguma sorte, as solugoes
aproximam-se de um estado de equilibrio. Os estados estacionarios (ou pontos de
equilibrio) s@o solugoes constantes, independentes do tempo. No caso da equagao dife-
rencial auténoma

um equilibrio y* verifica
fy") =0,

e corresponde a um estado em que o sistema pode permanecer indefinidamente.

Definigao 1 (Equilibrio) Seja a equagio diferencial ordindria auténoma de pri-

meira ordem
y'(t) = fy(),

com f : R — R. Dizse que y* € R é um ponto de equilibrio (ou estado
estaciondrio) se

fly*) =0.

Neste caso, a solugao constante y(t) = y* satisfaz a equagao.

Definicao 2 (Estabilidade, estabilidade assintética e instabilidade) Um
ponto de equilibrio y* diz-se:

e estdvel se, para todoe > 0, existe 0 > 0 tal que |y(0)—y*| <0 = |y(t)—y*| <
€ para todo t > 0;

e assintoticamente estdvel se for estdivel e, além disso, lim,_, . y(t) = y*;

e instavel se nao for estavel, isto €, se existir algum ¢ > 0 tal que, para todo
d > 0, se pode encontrar uma condigao inicial y(0) com |y(0) — y*| < 0 mas
para a qual |y(t) — y*| > € para algum t > 0.

J

Um mesmo sistema pode possuir varios equilibrios, dependendo da forma de f. Seja
y* um equilibrio do sistema
a'(t) = f(z).

Para estudar o comportamento de solu¢oes proximas de y*, fazemos um desenvolvimento
de Taylor em torno de y*:

y(t) = fly) = f) + F )y —y)+0(y—y)?).
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Como f(y*) = 0, obtemos
(W) —y") =)y —y)+0(y—y*)?). (3)

O termo de ordem dois, Ry = O((y — y*)?), satisfaz |Ry| < C(y — y*)* para uma certa
constante C' > 0. Se y(t) estiver suficientemente proximo de y*, este termo pode ser
desprezado e a dindmica linearizada é

(yt) —y") = ')y —y")

o que implica (prove!)
y(t) —y" = (y(0) —y7) " V.

Assim, a estabilidade de y* depende do sinal de f'(y*): se f'(y*) < 0, o equilibrio
¢ assintoticamente estavel, com solugoes proximas a y* a convergirem para ele; se
f'(y*) > 0, o equilibrio é instavel, com solucoes a afastarem-se de y*.

Vejamos dois exemplos simples de aplicagao.

Exemplo 2 (Modelo de Malthus (crescimento exponencial)) Considere a equagao

d—P:rP, P(t) >0, reR.
dt
O 1nico ponto de equilibrio € P* = 0, pois € o valor de P para o qual a taxa de varia¢ao

dP/dt se anula. Para estudar a estabilidade, observamos a derivada de f(P) = rP:
f'(P) =r. Ser >0, entio f'(0) = r > 0, indicando que o equilibrio P* = 0 ¢
instavel, pois qualquer populacao inicial positiva cresce sem limite. Se r < 0, temos
f'(0) =r <0, e o equilibrio P* = 0 € estdvel e assintoticamente estdvel, com todas as
solugoes decrescendo gradualmente até zero a medida que t — +00.

Biologicamente, este modelo, proposto por Thomas Robert Malthus (1766-1834) em
1798, assume condigoes ideais de crescimento, sem limitacoes de recursos. O pardmetro
r representa a diferenca entre a taxa de natalidade e a tara de mortalidade, e nao hd
nenhum limite superior natural para a populacao, o que justifica o crescimento exponencial
quando r > 0. [

Exemplo 3 (Modelo de Verhulst (crescimento logistico)) Para incorporar a limi-
tacao de recursos do ambiente, consideremos a equacao logistica

dr P
E—Tp(l—?), T’>O,K>O,

proposta por Frangois Verhulst (1804—-1849) em 1840. Aqui, K representa a capacidade
de suporte do ambiente, ou seja, o valor mdximo de populacao que o meio pode sustentar
de forma estdvel.

Os pontos de equilibrio sao P* =0 e P* = K. Calculando a derivada f'(P) =r(1 —
2P/K), obtemos f'(0) = r > 0, mostrando que P* = 0 € instdvel: pequenas populagies
tendem a crescer em dire¢ao a K. Para P* = K, f'(K) = —r < 0, indicando que este
equilibrio € estdvel e assintoticamente estdvel, de modo que a populacao se aproxima de
K ao longo do tempo, independentemente de ter comecado abaixo ou acima deste valor.

Biologicamente, se P < K, entio £

K
damente exponencial, ou seja, ‘il—]t? ~ rP, reproduzindo o comportamento do modelo de

~ 0 e o crescimento da populacao é aproxima-
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Crescimento exponencial

=

=
=

Malthus. Por outro lado, se P > K, entdio 1 — % < 0 e, consequentemente, ‘fi—f <0, 0
que significa que a populacdo decresce até se aproximar do valor de equilibrio K. Assim,
P* = K funciona como um limite natural de crescimento, refletindo a capacidade de
suporte do ambiente, enquanto P* = 0 corresponde a extingao, instdvel porque qualquer
populacao inicial positiva tende a aumentar em direcao a K. [

Crescimento logistico
L N S e N N Y W N S N S e R O e S N A N R
S T T N Y N Y N N N N N N N N e N S O N NN
AU N N N O N N N W U N N N N N W N N N N N N NN
N N e N N Y Y Y Y N N YN U N
1 f o —— - — — ———— ——— -
V- 7 7 T 7 T T T T T T 7 7 T T T T T T T T
A A A O G A P A A GV A
A A G A A A A S
X 05 S SIS
AP A A A A A S AV A A A A A A A G A A A A
PP A A A VS VAV A A AV G G G GV AV S AV OV v
VA — P Al g g O O G S i g g
0 f = —— o — — ———— o — ———
N N e N N Y Y Y Y N N YN U N
AU N N N O N N N W U N N N N N W N N N N N N NN
R T T N Y T Y N Y S N N N N N e N N O R NN
0.5 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 15 2
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,

resolver as alineas deste exercicio sugere-se que recorra a www.wolphramalpha.com):

2. Esboce o campo de direcgoes de cada uma das seguintes equagoes diferenciais (para
solugao correspondente a condigdo inicial y(0) = 1 e & condigao inicial y(0) = 0.

1. Determine e esboce as isdclinas das seguintes equacgoes diferenciais:
3. Para cada um dos campos de direccoes indicados nas figuras seguintes esboce a

Aula 2 — Equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem

Exerc
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4. Considere o campo de direcgoes indicado na figura E correspondente a uma certa

5. Considere o campo de direc¢oes dado na figura F da equacao diferencial 3/ = e

equacgao diferencial.

2

~

~ ~ T
NONONON N N N N NN NONONON N NN NN g ittt
T N N T N N N N NN jj;j:jjj:j”””
N N N N NN - =
NN N N N N T NN e G
IN N N N N N N N N N N N N N N N N N N N e ity
| S S T T T N R
e T N T T NN NN NN I el
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ P A A A
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ P A A
)))))))))))))))))))) P A A A A
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;; P A S A e e e e .
B P I R A R R P A A A A A 1
A AP A A A A AP A A A A AV A A A A A o P A A
I A A S AP A A A Al P S A A A A S P VAV AP AP
AP AP AV A A A A P A A A A A A P A A
APV AP AV AP A A A P A A A A A A P A A A
I AV AV A A S S VA VAV AV AV AV AV VAV e P S A e e e ]
AP AP AP A AV AR A P A A A A A A P A A A A
2 1 - 1 1 o~ d _ . ~ \ . "
-2 -15 -1 -0.5 [ 05 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

Indique quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras

(a) A solugao cresce com o tempo se a condigao inicial for positiva.
(b) A soluc@o decresce com o tempo se a condi¢ao inicial for negativa.

(c¢) A solugdo nao é derivavel se a condi¢ao inicial estiver sobre o eixo dos tt.

(e) As solugbes nao constantes nunca atingem um valor méaximo.

(g) Nao héa solugoes constantes além da solugao nula.

)
)
)
(d) As solugoes nao podem mudar de sinal.
)
f) Se a condigdo inicial for nula, a soluc¢do é identicamente nula.
)

2

Determine graficamente a solugao que passa pelos pontos

(a) (0.5,0.5) (b) (—1,1) () (1.2,0)

6. Considere a equacgao diferencial

y'(t) =y(1 —y).

(a) Determine os pontos de equilibrio.
(b) Estude a sua estabilidade usando a derivada de f(y).

(c) Represente o campo de direcgoes e algumas solugoes.

7. Considere a equagao diferencial

y'(t) =y* — 4.

(a) Determine os equilibrios e classifique-os (estavel/instével).
(b) Esboce o retrato de fase (eixo y com dire¢oes de crescimento/decrescimento).

(c¢) Resolva explicitamente a equagao e confirme o comportamento obtido na analise
qualitativa.
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8. Para a equagao
/ —t
y(t)=e"—y,
(a) Mostre que existe um tnico ponto de equilibrio.
(b) Estude a sua estabilidade.

(c) Resolva explicitamente a equagao diferencial com condigao inicial y(0) = yo e
discuta o limite quando t — 4o0.

9. (Modelo logistico generalizado) Considere

dP P P

(a) Identifique todos os pontos de equilibrio.
(b) Estude a estabilidade de cada equilibrio.

(c) Interprete os resultados no contexto populacional.
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Aula 3: Equacoes separaveis e alguns modelos simples

Uma equagao diferencial separavel (ou de variaveis separaveis) é uma equagao
diferencial de primeira ordem que pode ser escrita na forma

d
y'(t) = g(t) fy), ou, de modo equivalente, i g(t) f(y).
Se f(y) # 0, é possivel reescrevé-la na forma
dy _ g(t) 1
— = , onde h(y) = .
at = hiy) W= 76
Neste caso, a equagao pode ser manipulada de modo a separar as variaveis:
dy

h(y) 7 = g(1).

Integrando em relagao a t (e usando a técnica da primitivagao por substitui¢ao) obtemos

[rw = [owya o [nay= [ g

Desta forma, chegamos a uma rela¢do (em geral implicita) que permite determinar y
como funcao de t.

Este resultado pode também ser obtido recorrendo & notagao de formas diferenciais
(a que voltaremos mais tarde). De facto,

% = % & hy)dy=g(t)dt <« /h(y> dy = /g(t) dt.

O resultado é uma relacao, em geral implicita, da forma
H(y) =G(t) + C, C eR,
onde H e (G sao primitivas de h e g, respetivamente.

A constante de integracao c é determinada a partir da condigao inicial do problema.
Com efeito, se tivermos y(tg) = yo, basta substituir (¢g,yo) na expressao obtida para
calcular o valor da constante C' e, assim, identificar a solugao particular que satisfaz a
condicao inicial.

Exercicio 1. Determine a solugao do problema de condigao inicial

6t*
2y 4+ cosy
y(1) = =

Resolugao: Temos, sucessivamente,

dy 6t

= & (2 dy = 6t> dt < 2 dy = [ 6t dt.
T (2y +cosy) dy /y+cosy y /

Integrando nos dois membros obtemos y? + siny = 23 + C, C € R. Usando a
condicao inicial podemos determinar a constante C na forma 72 +sinm =2+ C, o
que implica C' = 72 —2. Concluimos que a solucao pretendida ¢ dada implicitamente
por y% +siny = 2t3 + 12 — 2. O
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Exercicio 2. Determine a solucao geral da equagao diferencial

y'(t) =y>.

Resolugao: Temos, sucessivamente,

dy 2 1 1 —
A S —dy=1dt & dy = | 1dt.
a Y y? Y y? Y /

Integrando nos dois membros obtemos —i =t+C, C € R, ou, o que é equivalente,
o 1 ~ ., . e . 2
Y= —mc C € R. No entanto, na separagao das varidveis, dividimos por y°, o
que s6 é admissivel se y # 0, que nao figura no conjunto de solugoes anteriormente

encontrado. Dizemos entao que esta solucao da equacao inicial é singular. [

Tome atengao que no processo de separagao de variaveis (i.e. ao dividir por uma
expressao variavel), teremos de verificar se ndo perdemos solugoes.

O procedimento geral para resolver uma equagao diferencial separavel é: (i) reescrever
a equagao na forma h(y)dy = g¢(t)dt; (ii) integrar ambos os lados; (iii) determinar a
constante de integragao a partir de condigoes iniciais; (iv) verificar se alguma solu¢ao nao
foi perdida (por exemplo, solugoes constantes eliminadas por divisoes).

Exercicio 3. Determine a solugao do problema de condigao inicial

2
% = 2
y(1) = -2

Resolugao: Temos, sucessivamente,

d
dy _ s

1 2 1 2
i Edy:e dt < Edy:/e dt.

Integrando o primeiro membro (e notando que o segundo nao é primitivavel) obtemos
—i = flt e’ ds + C, C € R. Usando a condi¢ao inicial podemos determinar a

constante C' na forma % = fll e’ ds+ C, o que implica C = % Concluimos que a

-1
solugao pretendida é dada por y = (% + ff e’ d8> . O

A técnica de separacao de variaveis, além de ser simples do ponto de vista algébrico,
tem grande utilidade pratica na modelacao de fenémenos reais. Muitos dos modelos
mais cléssicos em equagoes diferenciais podem ser formulados como equagoes de variaveis
separaveis, permitindo assim uma resolucao direta através da integracao.

Nesta aula vamos explorar alguns exemplos fundamentais, dando continuidade ao que
foi considerado na tltima aula. Apesar de simples, estes exemplos tém grande relevancia
histérica e pratica: o modelo de Malthus constituiu a primeira formulagdo mateméatica
para o crescimento populacional (1798), o modelo logistico proposto por Verhulst (1840)
permanece uma referéncia em ecologia e dinamica populacional, e o problema das misturas
continua a ser um protétipo essencial no estudo de processos de transporte com aplicagoes
em engenharia quimica e ambiental.
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Modelo de Malthus (crescimento e decaimento exponencial)

Se y(t) representar o ntumero de individuos de uma determinada populagao e b e d as
taxas de natalidade e mortalidade, respectivamente, a Lei de Malthus diz que se a popu-
lac@o estiver isolada a sua taxa de crescimento (taxa de variacdo de y em relagdo a t) é
proporcional ao nimero de individuos da populagao, isto é

_ = 1

onde r = b—d. A esta lei chama-se lei de crescimento natural (r > 0) ou lei de decaimento
natural (r < 0). Este foi o primeiro modelo do crescimento de uma popula¢ao humana, e
foi proposto em 1798 por Thomas Robert Malthus (1766-1834) que considerou a constante
de proporcionalidade como a diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade.

Como a equagao diferencial (1) é separéavel temos
d
/—y:/rdt = Ihnfy=rt+C = |y =Y CeR.
Y

Entao
y(t) = Ae™, A=+

Notemos ainda que, se conhecermos uma condigao inicial y(0) = yo, o valor de A pode
ser dado por A = 1. Provamos entao que a solu¢ao do problema de condigao inicial

{y’(t) =1y
y(O) = Y

Vejamos, agora, qual o significado da constante de proporcionalidade k. Temos que

é dada por y(t) = yoe".

dy_
dt

_ldy

= =
rYy r ydt

Assim, r representa a taxa de crescimento (decaimento) relativa, isto é, a taxa

de crescimento (decaimento) dividida pelo tamanho da popula¢ao. Podemos entao dizer

que, no modelo exponencial a taxa de crescimento (decaimento) relativa é constante. Por
dy

exemplo, se ¢ = 0,02y dizemos que a taxa de crescimento relativa é de 2%.

Um exemplo de grande importancia prética ¢ o do decaimento radioactivo. Como se
sabe, as substancias radioactivas decaem pela emissao expontanea de radiagao. Sabe-se
experimentalmente que, se m(t) é a massa da substancia que fica da massa inicial my

dm
ao fim de um tempo ¢, entao a taxa de decaimento relativa Eey ¢é constante. Temos
m
entao que
dm
— =rm, r <0,
dt

o que implica
m(t) = mge'.
A taxa de decaimento é calculada em funcao da meia-vida da substéancia, isto é, do
tempo necessario para a massa inicial decair para metade do seu valor.
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Exercicio 2. A meia-vida do radio-226, 226 Ra, ¢ de 1590 anos. Sabendo que uma

amostra de radio-226 tem massa 100 mg, encontre a massa de 226 Ra que permanece
) 88
ao fim de ¢ anos.

Resolugao: Temos que resolver o problema de condigao inicial

d—m = r
dt
m(0) = 100

Como vimos, m(t) = 100 €. Falta-nos apenas determinar o valor da taxa de decai-
mento relativa k. Pelos dados do problema, m(1590) = 50 mg e, como tal,

In2
1590

Entdo m(t) = 100 e~n2/1590)t — 100 x 274/1990 mg. O

100" =50 = =

Decaimento radioactivo
100 ‘ ‘ ‘ ‘

80¢

601

407

20y

O 2000 4000 6000 8000 10000

t

Modelo de Verhulst (ou modelo logistico)

O modelo de Malthus descreve o crescimento populacional em condigoes ideais, mas na
prética os recursos do ambiente sao limitados e nao permitem um crescimento indefinido.
Assim, muitas populagoes crescem inicialmente de forma exponencial, mas acabam por
estabilizar quando se aproximam da sua capacidade de suporte K, ou até decrescem
caso ultrapassem esse valor. Para refletir este comportamento, considera-se que a taxa de
crescimento relativa diminui & medida que a populagao aumenta, tornando-se negativa
quando esta excede K. A expressao mais simples para uma taxa de crescimento relativa
nessas circunstancias é

1dy y dy Yy
i 1__) — = (1——).
y dt T( ) T a " K

Obtemos assim a chamada equacgao logistica

b1 :

ou, de forma equivalente,

d
Yory(K—y), =

,
dt K
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Vamos agora ver como obter a solugao analitica da equacao logistica (2). Como é uma

equacao de variaveis separaveis temos, sucessivamente,

= /ﬁd(y:/rdt

:/1+ 1 d t
—_ y:/r
y K-y

= Inly|—In|K —y|=rt+C, CeR
= In|K—-y|—In|y|=—-rt-C, CeR
K —
= ln‘ y‘:—rt—C, CeR
)
K —
= ' y’_e‘”‘c, CeR
)
K —
N Y—Ae™  A=+eC CeR
Y
Entao K K i
T i det = DAl = oy=—
y ¢ Yy ¢ Y= Aert 1

O valor de A pode ser obtido a partir da condigao inicial. Se considerarmos y(0) =

temos que, de (3),

K —
A==
Yo
Assim, a solucao do problema de condicao inicial logistico
o, (1-2)
dt K
y(0) = wo
¢ K K
— Yo
y(t) = R A= :
Ae 41 Yo
Logistica
100 ‘ ‘
80¢
607
>
407
201

25

(3)

Yo
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Problema das misturas

Um exemplo de um problema que pode ser resolvido pela técnica da separacao de variaveis
¢ o chamado problema das misturas. Consideremos um tanque com capacidade fixa,
preenchido com uma solucao completamente misturada de uma substancia. Uma solucao
de uma dada concentragao entra no tanque a uma taxa fixa e a mistura, bem agitada, sai
do tanque a uma taxa fixa, que pode ser diferente da taxa de entrada. Se y(t) denotar a
quantidade de substancia no tanque no tempo t entao

y'(t) = taxa de entrada — taxa de saida.

A titulo de exemplo, considere-se um tanque com 20 Kg de sal dissolvido em 5000 L
de dgua. Suponhamos que fazemos entrar no tanque agua salgada com 0,03 Kg de sal
por litro a uma taxa de 25 L/min. A solu¢do é misturada completamente e sai do tanque
a mesma taxa. Que quantidade de sal permanece no tanque ao fim de meia hora?

Se representarmos por y(t) a quantidade de sal no instante ¢, com ¢ o tempo em
minutos, pelos dados do problema temos que y(0) = 20 Kg e queremos determinar y(30).
Temos que a variagao de sal no tanque é dada por

d
d_?; = taxa de entrada (de sal) — taxa de saida (de sal).
Mas,
taxa de entrada (de sal) = (0,03 Kg/L) x (25 L/min) = 0,75 Kg/min
e
taxa de saida (de sal) = yi) ) Kg/L | x (25 L/min) = y(t) Kg/min.
5000 200
Logo
dy B y 150 —y
ar "™ 7500 = T200

Para resolver esta equacao temos, sucessivamente,

dy 150 —y
Y _ N R
dt 200 / 50—, W= / 200

—1ny15o y| = %tJrC CeR

1150 — y| = e @~ W20 R
150 —y = Ae” WOO), A=+e* ceR
y(t) =150 — Ae /200 A e R,

iyl

Para obter A notemos que, como y(0) = 20 entdo A = 130. Assim, temos que

y(t) =150 — 130~ W20 = (30) = 150 — 130~ /2 ~ 38,1080 Kg.
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Exercicios

1. Resolva as seguintes equacoes diferenciais de varidveis separaveis:

dy

(a) (L+1)— —y=0; (d)e——2t

by WLy —s () (4y +yt*) dy — (2t + ty?) dt = 0;
dt Y
p (f) sinzcosyy + coszsiny = 0;
Y

(©) g = +4 (&) —z+yy/ =0,

2. Uma equacao diferencial de primeira ordem ¢é dita homogénea se puder ser escrita

na forma
r-52)

Mostre que a substitui¢do z = y/t transforma a equac¢ao homogénea numa equagao
de variaveis separaveis.

3. Considere a equacao diferencial

dy 43y
at 2y

Mostre que a equagao é homogénea e resolva-a.

4. Um projéctil é lancado da superficie terreste com uma velocidade V. Supondo que
nao ha arrasto a equacao do movimento é

dy R?

dr :_97“2’

onde v ¢é a velocidade & distancia r do centro da Terra que tem raio R. Considerando
g=981m/s?>, R=16,37x10°m e V = 15000 m/s, determine o valor da velocidade
quando r = 2R.

5. Uma solugao liquida flui de forma constante ao longo de um tubo na direccao .
Alguns dos solutos contidos na solucao difundem-se através da parede do tubo re-
duzindo a concentracao z no tubo. A concentracao z é dada por

dz
_ 0.2 0,031"
I = 02+ Vz)e

Se tomarmos z = 1,5 em x = 2 determine o valor de z em x = 2.4.

6. Uma cultura tem inicialmente um nimero Ny de bactérias. No instante ¢ = 1 hora,
o numero de bactérias é 3Ny/2. Supondo que a taxa de crescimento é proporcional
ao numero de bactérias presentes, determine o tempo necessario para triplicar o
nimero de bactérias.

7. Um tanque tem 1000 litros de d4gua pura. Em cada minuto, uma torneira A despeja
5 litros de agua salgada com 0,05 Kg de sal por litro de 4gua e uma torneira B
despeja 10 litros de agua salgada com 0,04 Kg de sal por litro de dgua. A solugao
é completamente misturada e sai do tanque a uma taxa de 15 litros por minuto.
Indique a quantidade de sal que esta no tanque apdés ¢ minutos.



Aula 3 — Equagoes separaveis e alguns modelos simples 20

8. Um certo medicamento é usado para tratar sintomas de angina cronica e hiperten-
sao. Como bloqueador dos canais de célcio, este farmaco faz aumentar o aporte de
oxigénio ao miocardio e simultaneamente diminui a necessidade geral de oxigénio
no organismo. Isto é conseguido através da redugao do batimento cardiaco e expan-
sao do volume do sistema circulatorio, o que, por sua vez, provoca uma diminuicao
da tensao arterial. Testes experimentais mostram que a meia-vida do referido me-
dicamento, no interior do corpo humano, é de 20 horas. Admita que a taxa de
absorcao de um medicamento pelo organismo, num dado instante, é proporcional a
quantidade de medicamento presente no organismo nesse instante.

Supondo que uma certa dose é administrada de uma s6 vez a um paciente, escreva
a equacao diferencial que descreve a taxa de variacao do medicamento no seu or-
ganismo e determine a constante de proporcionalidade. Determine a solucao da
equacgao diferencial.

9. Para que um farmaco possa ser devidamente administrado, é necessario que se co-
nheca o modo como actua no organismo e, em particular, a forma como é absorvido.
A relagao dose/resposta do organismo, estabelece uma regra vital na determinagao
da quantidade a administrar em cada dose e do intervalo de tempo entre doses
sucessivas.

Testes experimentais a determinado tipo de antibiéticos, permitiram concluir que
a taxa de variacao da concentragao destes farmacos na corrente sanguinea, num
determinado instante de tempo, é proporcional a sua concentragao nesse mesmo
instante. Suponha que y(t) representa a concentragao deste tipo de antibidticos no
organismo (isto é, o nimero de unidades por mililitro de sangue) no instante ¢.

(a) Escreva a equagao diferencial que descreve a taxa de variagao destes antibioticos
no organismo.

(b) Ha varios métodos para combater uma determinada infec¢gdo. Em situagoes
graves € necessario um tratamento de choque, que consiste em administrar ao
paciente varias doses, igualmente espacadas no tempo, a primeira das quais
ja tem a concentragao méxima requerida C,, e as seguintes permitem apenas
corrigir desvios a este valor devidos a perda de concentragao por eliminagao.

i. Determine a concentracao de antibiotico apos um tempo prescrito 7', depois
da administragao da primeira dose.

ii. Se uma segunda dose é administrada nesse instante T, qual deve ser a sua
concentracao, de forma a repor de imediato a concentracao inicial C),?

iii. Supondo que este procedimento se repete nos instantes 27", 3T, 4T, faca
um esbogo do grafico da func¢ao y no intervalo [0,47.

iv. Determine o tempo que decorre desde a administracao da ultima dose até
que 99% do medicamento desapareca da corrente sanguinea, sabendo que
a sua meia-vida, enquanto no organismo, ¢ de 30 minutos.

10. No processo de conservacao de alimentos o a¢ticar de cana passa por uma conversao
na qual se transforma numa mistura de glucose e frutose.

Sabe-se que numa soluc¢ao diluida a taxa de conversao é proporcional & concentragao
y(t) de agucar nao alterado. Sabendo que a dita concentragdo no instante inicial
¢ igual a 1/50 e de 1/200 ao fim de 3 horas, determine a concentracdao de agucar
alterado ao fim de 6 horas.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Descobriu-se um osso fossilizado com 1/1000 da quantidade original de carbono-14.
Sabendo que a meia-vida do carbono-14 é de 5600 anos, determine a idade do fossil.
Admita que a taxa de desintegracdo (ou decaimento) do carbono-14 é proporcional
a massa de carbono-14 existente em cada instante.

A populagao de um pais foi de 12,1 milhdes de habitantes em 1996 e de 13,268
milhoes em 2000. Supondo que a taxa de crescimento é directamente proporcional
ao tamanho da populacao, estime o tamanho da populagao em 2005, 2006 e 2007.

Em 1626 os indios Lenape venderam a ilha de Manhattan ao Director Geral da
Companhia Holandesa das Indias Ocidentais e Colonizacao, o holandés Peter Minuit,
por 60 florins em quinquilharia, o equivalente a 24 dolares. Se, nessa altura, os indios
tivessem colocado o dinheiro a render a uma taxa de 6% ao ano, quanto dinheiro
teriam agora?

Um estudante portador do virus da gripe regressa a um colégio com 1000 alunos.
Suponha que o colégio esta isolado e que o virus se propaga com uma taxa de
variagao proporcional nao apenas ao namero y de alunos ja infectados mas também
ao niumero de alunos nao infectados.

(a) Determine o niimero de alunos infectados apos 6 dias, sabendo que passados 4
dias eles sao ja 50.

(b) Calcule o valor limite da fungao y(t), quando ¢ tende para +oo.

Suponha que uma populacao y evolui de acordo com a equacao logistica

dy 2

— = 0,05y — 0,005y~

dt Y Y

onde t € medido em semanas. Determine a capacidade de suporte da populacao e

valor da sua taxa de crescimento.

Suponha que o modelo de crescimento de uma populacao y é descrito pela equagao

diferencial
dy _3y

dt 20 1600
Considerando y(0) = 15, determine o ntiimero de individuos da populacéo no instante
t =10.

Suponha que uma dada populacao esté dividida em dois grupos: aqueles que sofrem
de uma certa doenca infecto-contagiosa e aqueles que nao sofrem dessa doenca mas
que a podem contrair por contacto com uma pessoa infectada. Sabe-se que a taxa de
propagagcao desta doenga é directamente proporcional ao niimero de contactos entre
gente infectada e gente sa. Suponha que os dois grupos convivem sem qualquer tipo
de precaucao.

(a) Determine a equacao diferencial que descreve a propagagao desta doenga.

(b) Se 1/4 da populagao esta infectada num determinado instante ¢ = 0, esboce o
grafico da fungao que descreve a propagacao da doenca, a partir desse instante.

(¢) Quanto tempo decorrera até que toda a populagao esteja doente?



Aula 3 — Equagoes separaveis e alguns modelos simples 22

18.

19.

20.

21.

Um modelo para o crescimento da biomassa (massa total dos membros da popula-
¢ao) de atum do Pacifico, dada em quilogramas, é dado por

dy y
W (11— _) 5
onde t é medido em anos, r = 0,71% ao ano e a capacidade de suporte foi medida

como sendo K = 8 x 107 quilogramas.

(a) Se y(0) =2 x 107 quilogramas, calcule a biomassa um ano depois.

b uanto tempo levara a biomassa a alcancar 4 x 107 quilogramas?
p G q g

Seja y uma soluc¢ao da equagao logistica (5).

dy _ y 2y
— = 1— —> 1—=.
az ~ Y ( K K
(b) Deduza que a populagao cresce mais rapidamente quando ela atinge a metade
da sua capacidade de suporte.

(a) Mostre que

Para algumas espécies existe uma populagao minima m tal que as espécies se tornam
extintas quando o tamanho da populagao é inferior a esse valor. Nesse caso, o modelo
logistico deve ser substituido por

%:ry@—%) (1—%), y(0) = yo.

(a) Use a equagao diferencial para mostrar que qualquer solugdo é crescente se
m < y < K e decrescente se 0 < y < m.

(b) Resolva o problema de condigao inicial.
(c) Mostre que se yy < m as espécies se tornardo extintas.
Num modelo de crescimento sazonal, uma funcao peridédica no tempo ¢é introduzida

para considerar as variagoes na taxa de crescimento. Esse modelo pode ser traduzido
pelo problema de condicao inicial

dy

D —kyeos(rt—6),  y(0) =1,

onde k, r e ¢ sao constantes positivas. Determine a solu¢gao do modelo de crescimento
sazonal.
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Aula 4: Equacoes lineares de primeira ordem

Uma equagao diferencial linear de primeira ordem ¢é uma equagao que pode ser
escrita na forma

y(t) +pt)y(t) =qt), telCR, (1)
onde p e ¢ sao fungoes continuas num intervalo /. O problema tipico consiste em resolver
a equagao com uma condigao inicial y(ty) = yo.

Por exemplo, consideremos a equacao linear de primeira ordem
ty'(t) +ylt) =2t & )+ ylt) =2

Esta equagao nao é separével e, portanto, nao pode ser resolvida diretamente por sepa-
racao de variaveis. No entanto, podemos notar que

ty'(t) +y(t) = (ty(1))',

isto é, o lado esquerdo ja se encontra na forma de uma derivada exata. Assim,

(ty(t)) =2t = /(ty(t))’ dt:/Qt dt = ty=t*+0C, CeR,

o que conduz a solugao geral (para t # 0)

%, C eR.

y(t) =t+

Se tivéssemos partido da forma y/(¢) + 1y(t) = 2, terfamos multiplicado a equagao por
t, obtendo
t(y'(t) + Ju(t) = ty'(t) +y(t) = 2t.
Dizemos que p(t) = t é um factor integrante, pois é a fun¢do que, ao multiplicar a
equacao diferencial, transforma o lado esquerdo numa derivada exata, permitindo assim
a sua integracao direta. A constante C' é determinada pela condigao inicial. Por exemplo,
se y(1) = 2, entdo

C

e a solugao particular é

’y(t):t—i-%, t e R\ {0}

Método do factor integrante

A ideia fundamental consiste em multiplicar a equagao por uma fungao pu(t) que trans-
forma o lado esquerdo numa derivada exata

w(t) (¥ (t) + p(t)y(t)) = (u(t)y(t))'.

Se tal fungao existir, chamamos-lhe factor integrante. A equacao torna-se entao

o que permite integrar diretamente

y(t) = — ( [ttt ae+ c) . CeR

1
p(t)
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obtendo assim a solugao geral da equacao diferencial.

Para determinar p(t), notemos que

u(@) (Y (1) +p(t)y(t) = pt)y' () + pt)p()yt) = (p)yt) = @' ©)y(t) + pt)y' ().

Comparando termos, obtemos 1/(t) = u(t)p(t), ou seja, por separagao de variaveis,

=p(t) = 1n|u(t)|:/p(t) dt+C = pt)=AelP®d 440

Assim pu(t) é um factor integrante qualquer que seja o A. Vamos escolher, por exemplo,
A = 1. Entao,
u(t) = el PO, (2)

Nota 1 Note-se que se p € uma funcao continua num intervalo aberto I C R, o factor
integrante p € diferencidvel em I e nunca se anula. O

O estabelecer um algoritmos para resolver um problema de condigao inicial
{y’(t) +p(t)y(t) = a(t),
y(to) = vo.
1. Calcular o factor integrante u(t) = e/ Pt 4,
2. Multiplicar a equagao original por u(t) e reescrevé-la como (p(t)y(t)) = u(t)q(t).
3. Integrar e resolver para y(t).
4. Determinar a constante de integracao usando a condigao inicial.

A construgao realizada anteriormente, baseada no factor integrante, nao s6 fornece
uma formula explicita para a solucao da equacao diferencial linear de primeira ordem,
como também nos permite enunciar e demonstrar um resultado fundamental seguinte.

Teorema 1 (Existéncia e unicidade para EDOs lineares de 12 ordem)
Sejam p e q fungoes continuas num intervalo aberto I C R que contém ty. Para
qualquer yo € R o problema de condi¢ao inicial (3) tem wma tnica solug¢do y
definida em todo o I C R.

De forma geral, a existéncia e unicidade de solugoes para problemas de valor inicial é
assegurada pelo Teorema de Picard-Lindelof (que serd demonstrado na Aula 6), o qual
requer apenas a continuidade da funcao e uma condigao de Lipschitz relativamente a
varidvel dependente. No entanto, no caso particular das equacoes diferenciais lineares de
primeira ordem, a situacao simplifica-se bastante: basta assumir a continuidade de p e ¢,
sendo possivel obter a solucao de forma construtiva através do factor integrante.

Nota 2 Para provar a unicidade, suponhamos que y, e yo sao duas solucoes diferen-
cidvers da mesma equacao com a mesma condi¢ao tnicial, e seja z = Yy, — Yo. FEn-
tao z € diferencidvel em I e satisfaz a equag¢ao homogénea 2'(t) + p(t)z(t) = 0, com
z(to) = y1(to) — y2(to) = 0. Esta equagio homogénea € separdvel; uma solucao geral é
2(t) = CelPW A Como 2(ty) = 0, entdo C' = 0 e, portanto, z(t) = 0 em I. Assim
Y1 = yo em I, provando a unicidade. [
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Exercicio 1. Um circuito eléctrico simples consiste num medidor de corrente
eléctrica I (em amperes), uma resisténcia R (em ohms), um inductor L (em henries)
e uma voltagem aplicada E (em volts). Pela segunda Lei de Kirchhoff, a corrente

I satisfaz o
L— I =F.
T

Determine a corrente I ao fim de ¢ = 0,5 segundos, sabendo que L =1 H, R = 2
Q, E(t) =20sin6t Ve I(0) =1 A.

Resolugao: A equacgao dada pode ser escrita na forma

dl
21 = 20t sin (61).

Assim sendo, o factor integrante é dado por
p(t) = el 24 = &2,
Multiplicando ambos os membros da equagao pelo fctor integrante obtemos
e <ﬂ + 21) =20e*sin (6t) <« 1( e’ I) = 20 e* sin 6t,

dt dt

o que implica
I(t) =20 e_2t/ e* sin (6t) dt.
Integrando por partes (prove!) obtém-se
I(t) = sin (6t) — 3cos (6t) + Ce ™, C €R.
Usando a condigao inicial concluimos que
1 =sin0—-3cos0+C <& (C=4.
Entao, 1(0,5) =sin3 — 3cos3 +4e ! =45826 A. 0O
Nota 3 Em muitas situagoes € 1til escrever factor integrante na forma

M(t, t()) — eftto p(S) dS.

ue evidencia a dependéncia no instante inicial to. Assim, multiplicando a equacao dife-
rencial por u(t,ty) obtém-se

(u(t, to) y(t)) = plt, to) q(t).

Integrando ambos os membros entre ty et € I,

t
(. t0) 5(0) — o, t0) (k) = | s, t0) a(s) .
to
Como pu(to,to) = 1 e y(to) = yo, a solugdo do problema de condi¢ao inicial (3) pode ser
escrita na forma
t
olt) = uttsto) (s + [ nls.ta)als) ds). (1
to
Esta expressao para a solugao é chamada formula da variacao dos pardmetros. [
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Exercicio 2. Determine a solu¢ao dos problemas de condigao inicial:

(@) ¥ +gu=cos(20), y(m/2)=1;

(b) ty'(t) + 2y(t) = sint, y(—m) = —2.

Resolugao: (a) Temos que, comparando com a equagao geral, p(t) = % e q(t) =
cos (2t). Assim, multiplicando ambos os membros da equacao diferencial pelo factor
integrante pu(t) = e/t = |t|. Atendendo & condicdo inicial, consideramos t > 0 e
o factor integrante p(t) =t (para o caso t < 0 e o factor integrante seria u(t) = —t)
. Multiplicando a equacao pelo factor integrante obtemos

ty'(t) +y(t) =tcos (2t) = (ty(t)) = tcos(2t).
Integrando entre 7/2 e ¢ resulta
- ¢
ty(t) — 25 = / scos(2s) ds.
™ /w

A primitiva de scos (2s) obtém-se por integragao por partes:

1
/scos(?s) ds = gsin (2s) + 7 608 (2s)+C CeR.

Logo a solugao é

y(t) = 1(# + [% sin (2s) +  cos (25)] . ), t>0.

t s=7/2

Escrevendo de forma explicita,

y(t) = % <7r 4 % sin(2t) + }lcos (21) — i) |

(b) Dividindo por ¢ (tendo em conta ¢ # 0) obtemos a forma padrao

2 sint
y(t)+ Zy(t) = —.
t t
2 sint
Aqui p(t) = o q(t) = —~ O factor integrante ¢

u(t) = of T = 2l — ¢ (ja que t* = [t]*).
Multiplicando pelo factor integrante
(t*y(t))" = tsint.
Integrando entre ¢y = —7 (ponto inicial dado) e ¢ (note que estamos no ramo t < 0
quando t é proximo de —):
¢

t
tyt) — (—7)*y(—7) = / ssinsds & ty(t)+27° = / ssin s ds.

—T —T
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A primitiva de ssin s é (integragao por partes)
/ssins ds = —scoss+sins+ C, CeR.

Assim
y(t) = —2m° + (—tcost + sint) — (—(—m) cos (—m) + sin (—m))
e portanto
y(t) = =2 + (—tcost +sint) — (=) = —21° — tcost + sint + 7.

Finalmente
_ —2m% —tcost+sint+ 7

y(t) - t2 ) 13 7é 07

e em particular para t no ramo contendo —m [

Nota 4 Em ambas as equagoes usamos o método do factor integrante; convém sempre
assequrar que integramos num intervalo onde t nao muda de sinal, porque o termo 1/t
(ou divisdo port) e a expressao In|t| exigem ramos adequados. O

Interpretacao entrada—resposta

Na resolucao de equacoes diferenciais, € muitas vezes util adotar o ponto de vista entrada—
resposta. A equagao diferencial descreve o modo como um sistema reage a um estimulo
externo, isto é, como transforma uma entrada num determinado comportamento de
saida.

No caso das equagoes diferenciais lineares de primeira ordem (1) a fungao ¢(t) pode
ser vista como a entrada do sistema, enquanto y(t) é a sua resposta. Por exemplo,
se considerarmos ¢ + y = 1, temos uma entrada constante ¢(t) = 1. A solucao geral é
y(t) = C e "+1, onde o primeiro termo representa a resposta transitoria (que desaparece
quando t — 4+00) e o termo constante corresponde a resposta estacionéria ao estimulo.

Este ponto de vista é particularmente importante em aplicagoes de fisica e engenha-
ria, onde sistemas mecénicos, elétricos ou biologicos sao frequentemente descritos por
equagoes diferenciais lineares, e a analise da resposta a diferentes entradas (constantes,
periodicas, impulsos, etc.) é fundamental para compreender o seu comportamento.

Para considerar o caso geral, é conveniente introduzir o chamado nticleo de propa-
gacao/convolugao
t
D(t,s) = e Lo du, (5)

Nota 5 Note que, usando a definicao do factor integrante e p que surge na formula da
variag¢ao dos parametros (4) temos que ®(t,s) = u(s, to)u(t,to)~t. De facto,

M(S,to) _ eftsop(u) du—fttop(u) du _ e—fstp(u) du __ @(t,s). 0O
M(tatﬂ)

Com esta notagao, a solugao do problema de condi¢ao inicial (3) decompoe-se natu-
ralmente em duas parcelas

o) = ot + [ 0 9)lo) ds

to
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As duas parcelas da equagao anterior podem ser interpretadas da forma seguinte.

e A parcela ®(t,t9)yo é a resposta/solugao homogénea (transitoria): descreve
a evolucao do estado inicial quando nao héa entrada (solugdo da equagao homogé-
nea). Em muitos casos, ela decai com o tempo, razao pela qual também se chama
transitoria.

e O integral ft'; d(t,s)q(s) ds é aresposta/solucao particular (forcada): acumula
as contribuigoes da entrada ¢(s) ocorridas em cada instante s, atenuadas pelo factor
de propagacao ®(t,s).

Em resumo, a primeira parcela depende apenas da condi¢ao inicial e muitas vezes
decai quando t — oo, enquanto a segunda depende da entrada ¢(t) e descreve o regime
estacionario do sistema. O ntcleo ®(¢,s) atua como uma fungao de Green, isto ¢, a
resposta do sistema a um impulso aplicado em s.

Exercicio 3. Moste que o nucleo satisfaz as seguintes propriedades:

O(t,t) =1, O(t,5)P(s,r) = D(t,7), %fb(t, s) = —p(t)P(t, s).

Resolugao: A primeira é evidente. A segunda, chamada propriedade de semigrupo,
decorre das propriedades da exponencial. A terceira, que mostra que ® resolve a
equacgao homogénea, obtém-se diretamente por derivagao em ordem a t. [

Vejamos alguns exemplos ilustrativos.

Exemplo 1 (Coeficientes constantes) No caso p(t) = py constante obtém-se
(o) = o), (1, 5) = e,

A solugao fica

t
y(t) _ e—Po(t—to)yO _|_/ e—Po(t—S)q(s) ds.
to
Aqui ®(t,s) = e Po(t=5) ¢ ym decaimento/crescimento exponencial simples. Se py > 0,
entio e P(t1) — 0 quando t — +o0, a resposta transitoria decai, os efeitos relativos
a q(s) sao atenuados. Neste caso o sistema € estdvel (a longo prazo domina a resposta
forcada). Se py < 0, a parcela transitoria cresce exponencialmente e o sistema € instdvel.
Se além disso a entrada q(s) = qo € constante (e py # 0), integra-se explicitamente

_ _—polt— do —po(t—to)
yt_epo(tto)y+_1_epo 0)) .
(t) 0 Po( )

A parcela yq e Po(t=t0) decai com o tempo (no caso py > 0) e representa a esposta transi-

toria dependente da condicao inicial. A parcela Z—g (1 — e*po(t*to)) tende para Z—g quando
t — oo e representa a resposta forcada ou regime estaciondrio. [
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Exemplo 2 (Entrada sinusoidal) Se p(t) = py > 0 e ¢(t) = sin (wt), temos
t
y(t) = e Polt=to)y, +/ e =) gin (ws) ds.
to
O integral pode ser calculado explicitamente:
e_po(t_s)

P (posin (ws) — w cos (ws)).

/ e P 5in (ws) ds =

Logo, a solucao geral é

1 t t
y(t) = e Polt—to)y 4 SR (po/ e Pot=9) gipy (ws) ds — w/ e Po(t=9) og (ws) ds) ,
p() +w to to

o que se simplifica para (prove!)
y(t) = e P (o — yest(t0)) + Yest (1),
com a resposta estaciondria dada por
1

Yest(t) = W sin (wt — go), ( = arctan (;%)

Podemos interpretar a resposta estaciondria como uma onda sinusoidal com a mesma
frequéncia da entrada, mas com amplitude atenuada e fase atrasada. A componente
transitdria (exponencial) desaparece quando t — co. [

As figuras seguintes llustram a omparacao entre respostas transitéria e estacionaria
para entradas constante e sinusoidal.

Entrada constante (q(t) = qo) Entrada sinusoidal (¢(t) = sin (wt))
I I I I I I I I
. 1 [ .
= = = 0F =
--- Entrada
_ Resposta _ Resposta
ot | Resposta estacionaria [| -1 | Resposta estacionaria [
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

Vamos considerar um exercicio que ilustra, mais uma vez, a ideia de que, em equacoes
lineares, a solugao é a soma de uma componente transitoria (associada ao estado inicial)
e de uma componente estacionaria (associada a entrada).
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Exercicio 3. Determine a resposta da seguinte equagao com entrada periddica

y'(t) +y(t) = sint, y(0)=0.

Resolugao: O factor integrante é pu(t) = el 14 = ¢t ¢ a solucdo geral é dada por

t

t
y(t) = e_(t_t(’)yo + / e =) gins ds = e_t/ e’sin s ds

to 0

Fazendo integracao por partes, encontra-se
/ e’sins ds = 4 e'(sint — cost).

Portanto,
y(t) = 3(sint — cost) + S e .

A solucao pode ser decomposta em duas partes: a resposta transitoria %e*t e a
resposta estacionaria %(sint — cost). A primeira corresponde & resposta ao estado
inicial e desaparece exponencialmente quando ¢t — 4o00. A segunda é a resposta
permanente da equacao & entrada sint, e é também uma funcao periddica, com a

mesma frequéncia mas diferente fase e amplitude. O

As equagoes diferenciais lineares de primeira ordem sao casos paradigmaticos em que a
solugao pode ser construida de forma explicita e interpretada de maneira clara. A distin-
¢ao entre parte homogénea e particular prepara o caminho para métodos mais avangados,
como a variagao dos parametros, e mostra como a linguagem entrada-resposta ¢ natural
na analise de sistemas dinamicos.

Nota 6 O método da variagao dos parametros (que veremos mais tarde com outro dete-
lhe), pode ser visto da seguinte forma na resolug¢do do problema de condigao inicial (3).
Comegamos por determinar a solugao da equac¢do homogénea que, atendendo a defini-
¢ao do nucleo (5), € dada por yu(t) = C ®(t,to). De seguida, considerando C' = u(t),
procura-se a solugao da equagao na forma y(t) = u(t)®(t, to). Entao

(0) = ({1, 10) + u(t)

e substituindo em y'(t) + p(t)y(t) = q(t) obtemos u'(t)®(t,ty) = q(t). Logo

, q(t)
u®:®@M’“ +/¢

Impondo a condigao inicial y(to) = yo tem-se que u(ty) = yo. Assim

y(t) = ®(t,t0) yo + q)(t,to)/t CIDZESZO) ds = ®(t, to) Yo —|—/t O(t,8)q(s) ds. O

D(t,t0) = u'(t)P(t, tg) — u(t)p(t)P(t, to),

Um comentario final relativo a relacao entre o factor integrante e o ntucleo convo-
lucional. O factor integrante e o niicleo convolucional sdao duas faces da mesma
construcao: u é a ferramenta algébrica que torna a equacao integravel; ® é a sua reinter-
pretacao dinamica que evidencia a relagao entrada-resposta e a acumulagao convolucional
das entradas ao longo do tempo.
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Exercicios

1. Resolva as seguintes equacoes diferenciais lineares de primeira ordem:

() + (cosm)y = a2enms (b) W gy, () L= vEL,
(d) dy + (ycosx — e~ 5%) dx = 0; (e) t*y +t(t +2)y = e'; (f) d—g =y+t;
1 T dy
- ly=z4+-——; h) %y +t(t =e " (k) t— — 4y =1°
)y — Jy=2+ 15 (h) &y + 2t +3)y = e (k) t— — 4y

2. A Ana pesa 60 quilogramas e esta a fazer uma dieta de 1600 calorias por dia, das
quais 850 sao usadas directamente no metabolismo basal. Mais, a Ana gasta cerca
de 15 calorias por dia e por quilograma do seu peso a fazer exercicio fisico.

(a) Supondo que um quilograma de gordura tem 10000 calorias e que a reserva de
calorias na forma de gordura é 100% eficiente, formule uma equacao diferencial
e resolva-a de forma a conhecer o peso da Ana em funcao do tempo.

(b) Seréa que o peso da Ana vai chegar ao peso de equilibrio?

3. Um tanque contém 100 litros de agua. Uma solu¢ao com uma concentragao de sal
de 0,4 Kg/L é adicionada a uma taxa de 5 L/min. A solu¢do é mantida misturada
e é retirada do tanque a uma taxa de 3 L/min. Seja y(t) a quantidade de sal (em
quilogramas) ao fim de ¢ minutos.

(a) Tendo em conta que o volume do fluido no tanque ndo permanece constante ao
longo do tempo, mostre que y satisfaz a equacao diferencial

dy o 3y
dt 100 + 2t

(b) Resolva a equacgao diferencial e calcule a concentragdo ao fim de 20 minutos.

4. Seja L(t) o comprimento (em centimetros) de um determinado peixe no dia t. O
modelo de von Bertalanffy diz-nos que a taxa de crescimento do comprimento do
peixe é proporcional ao comprimento que ainda lhe falta para atingir o valor maximo

M.

(a) Obtenha a equagao diferencial que descreve a evolugdo do comprimento do
peixe ao longo do tempo.

(b) Considerando M = 53 cm e sabendo que L(0) = 10 cm e L(2) = 12 cm, deter-
mine o dia em que o comprimento do peixe atinge 90% do seu valor méaximo.

5. A Lei do Arrefecimento de Newton diz que taxa de arrefecimento de um corpo
pode ser expressa por
dT
dt
onde T e T, sao as temperaturas do corpo e do meio circundante (em graus Celsius),
respectivamente, e k ¢ uma constante de proporcionalidade (por minuto).

k(T - Ta)a

Considere uma esfera de metal aquecida a 100°C e que é mergulhada em agua
mantida & temperatura constante de 30° C. Ao fim de cinco minutos a temperatura
da esfera desceu para 60°C. Determine: (a) a temperatura da esfera ao fim de
meia-hora; (b) o instante em que a temperatura da esfera atinge 31°.
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10.

11.

12.

. As 11h da noite John foi encontrado sem vida no seu apartamento. Suspeita-se de

homicidio. Claxon chegou ao local do crime as 23 h 30 m e mediu de imediato a tem-
peratura da vitima: 30° C. Uma hora depois, constatou que a temperatura do corpo
tinha descido para 25° C enquanto que a temperatura no interior do apartamento
se mantinha constante e igual a 20° C. A que hora ocorreu o presumivel crime?

. O Joao é sempre o primeiro a levantar-se, mas as duas chévenas e a caneca com

leite j& a Julia deixou de véspera sobre a mesa para o pequeno almogo. Por rotina,
o Joao faz o café, despeja-o nas duas chavenas, acrescenta uma porcgao de leite ao
seu café e 1é o jornal local durante cinco minutos antes de tomar o primeiro gole.
A Julia chega a mesa cinco minutos depois do café ter sido colocado na chavena,
acrescenta-lhe o leite (a mesma quantidade que o Joao) e toma o primeiro gole.
Quem bebeu o café mais quente? Apresente argumentos para a sua resposta.

. Uma equagao de Bernoulli (em homenagem a James Bernoulli (1654-1705)) ¢ da

forma

dy
L nt)y = q(t)y"
dt+p( )y =qt)y",

com n um nimero inteiro. Observe que, se n = 0 ou n = 1, a equacao de Bernoulli
¢ linear. Para outros valores de n, mostre que a substituicio u = y'~" transforma a
equacao de Bernoulli na equagao linear

du

o + (1 —n)p(t)u = (1 —n)q(t).

. Resolva as seguintes equacgoes diferenciais de Bernoulli:

2 3
(@) ty +y=—ty’s )y +y=ty’ (c)y + Y= %

Uma equagao de Riccati (em homenagem a Jacopo Riccati (1676 — 1754)) ¢ da
forma

Y bty + gty = 1(1)

Mostre que se for conhecida uma solugao particular y; da equacao, esta se pode
transformar numa equacao de Bernoulli com a mudanca de variavel

B 1 dy  dy 1 dz
A

Mostre que y; € solucao de cada uma das equacoes diferenciais de Riccati e determine
a solugao geral de cada uma delas:

1
@)y =1+ —2ty+y*, y1=t; (b) 2’y —2**+ay+1=0, n=—

Resolva os seguintes problemas de Cauchy:

(a) y' —y =2te™, y(0) = 1; (b) ¥ +2y =te ™, y(1) = 0;

(c) £y + 2ty = cost, y(m) = 0; (d) ty' + 2y = sint, y(g) =1
t? Yy Ccost

)y =———=,y0) =1 (f)y = y(0) = 1.

y(14t3) y(142y2%)’
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Aula 5: Equacoes diferenciais exactas

Quando comecamos a estudar equacoes diferenciais, as primeiras equagoes que apren-
demos a resolver eram muito simples: aquelas do tipo ¥’ = f(t), que se resolvem por
integracao direta. Em seguida alargamos o nosso catélogo para incluir equagoes separa-
veis e equagoes lineares de primeira ordem pelo método do factor integrante.

Ainda assim, muitas equagoes diferenciais ordinarias nao se enquadram directamente
nestas classes. Existe, no entanto, um conjunto importante de equagoes que podem
ser resolvidas por uma ideia muito natural: procurar uma funcao cujo diferencial total
coincida com a expressao da equacao. Estas equagoes, podem ser escritas forma

=0 (1)

para alguma funcdo ¢(t,y). A intui¢do é geométrica e elegante: em vez de procurar y(t)
explicitamente, procuramos uma funcao ¢(t,y) cujas curvas de nivel

o(t,y)=C, CeR, (2)

sejam precisamente as solucoes procuradas.

Exemplo 1 A equagdo 1+ cos (t + y) + cos(t + y)(dy/dt) = 0 pode ser escrita na forma
(d/dt)(t +sin (t +y) = 0. Portanto,

o(t,y)=t+sin(t+y)=C e y=—t+arcsin(C—t), CeR.

A equagao cos (t +y) + (1 + cos (t +y))dy/dt = 0 pode ser escrita na forma (d/dt)(y +
sin (t +vy)) = 0. Portanto,

o(t,y) =y+sin(t+y)=C, CeR

Devemos deixar a solu¢ao nesta forma, pois nao consequimos resolver y explicitamente
como uma fung¢ao det. [

As curvas de nivel (2) descrevem solugoes gerais da equagao diferencial correspondente.
Por exemplo, as solugdes de yy’ +t = 0 sao dadas por (prove!) t> +y? =C , C € R, ou
seja, as solugoes da equacao diferencial decrevem circunferéncias centradas na origem.

Nota 1 (Equagoes diferenciais e curvas planas) A correspondéncia entre a solu¢ao
geral de uma equagao diferencial e uma familia de curvas planas nao € exclusiva das
equagoes diferenciais que se podem escrever na forma (1). Num caso mais geral, dada a
familia de curvas planas

o(t,y,C) =0, CER, 3)

pode obter-se a equagao diferencial correspondente da sequinte forma: (i) deriva-se (3)
em order a t e obtém-se 0¢/0t(t,y,C) = 0; (ii) tendo em conta esta tltima equagdo
e (3), elimina-se o parametro C' e obtém-se a equagao diferencial correspondente. De
notar que, pelo Teorema da Funcao Implicita, é sempre possivel explicitar o valor de C
se 0¢/0C(t,y,C) nao se anular.

Por exemplo, para determinar a equacao diferencial correspondente a familia de curvas
planas y—20t*—C = 0, C € R, deriva-se a equacao em ordem at e obtém-se y' —4Ct = 0.
Das duas equagoes elimina-se o parametro C. Da primeira obtém-se C = y/(2t* + 1);
substituindo na sequnda, resulta y' — 4ty/(2t> +1) = 0, ou seja, (2t* + 1)y’ — 4ty = 0.
Esta € a equagao diferencial correspondente a familia de curvas dada. O
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Para encontrar todas as equagoes diferenciais que podem ser escritas na forma (1),
observe que, a partir da regra da cadeia, se tem

d¢ o¢ 9¢ dy
“(ty) = —(t 2t y) =2 (b).
o (ty) =5 (ty) + ay( ) ()
Assim sendo, a equacao diferencial da forma
dy
M(t.y) + N(t,y)y(t) =0 & M(t,y) + N(t,y) (1) =0 (4)
pode ser escrita na forma (1) se e somente se existir uma fungao ¢(¢,y) tal que
0p 0¢
Mt = —(t N(t = —(t,vy). 5}
(ty) =25, ty) e Nty ay(,y) (5)

Definigao 1 (Equacgao exacta) A equacdo diferencial (4) diz-se exacta se exis-
tir uma fungao diferencidvel ¢ tal que a equagdo se pode escrever na forma (1) ou,
0 que € equivalente, se existir uma fungao diferencidvel ¢ tal que (5) se verifica.

Nota 2 A razao para a definicao anterior tem a ver com o facto de que o primeiro
membro de (4) € a derivada exata de uma fungdo ¢ se as igualdades (5) se verificarem.

Campos vectoriais e formas diferenciais

Antes de prosesguir com aspectos mais algoritmicos, vamos relacionar o conceito de equa-
¢ao diferencial exacta com ideias da anélise vectorial e da geometria diferencial. Para tal,
comecgamos por rever brevemente noc¢oes de campo vectorial e de forma diferencial, que
nos permitirao compreender melhor a estrutura das equagoes.

Um campo vectorial em R? é uma aplicacao
F:DCR? —R3
que a cada ponto (z,y,2) € D associa um vector F(x,y,z) € R3.

Exemplo 2 (Campo gravitacional) O campo gravitacional gerado por uma massa m
colocada na origem € definido em D = R3\ {(0,0,0)} pela Lei da Gravitagio Universal
de Newton:

Y ?

Fles) = (-

onder* =2 +y*+ 22 e G =6.67 x 107" N m?/K¢* ¢ a constante de gravitagio. [

Gmz  Gmy _sz)

r3 r3 r3

Exemplo 3 (Campo vectorial definido por uma equagao diferencial) A equagao
diferencial y' = f(t,y) define, em R?, o campo vectorial F(t,y) = (1, f(t,y)) O

Exemplo 4 (Campo gradiente) O gradiente de uma funcao escalar ¢p(x,y,z) € dado

por
¢ 0¢ 0¢
\% Y, 2) =\ 5543 |

?@,9,72) <8x dy’ 0z
e define um campo vectorial especial, chamado campo gradiente. Dizemos que um
campo F' : D C R® — R3 € um campo gradiente se existir uma funcao diferencidvel
¢ : D — R tal que F(x,y,z) = Vo(x,y,z). Diz-se que ¢ € o potencial de F e que
F' deriva de um potencial. Nestas circunstincias também se diz que F' € um campo
gradiente ou um campo conservativo. [
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As equagoes exactas surgem no estudo de campos de vectores conservativos. Como
vimos, o campo de vectores F(t,y) = (M(t,y), N(t,y)) é conservativo se existir um
potencial ¢ tal que Vo(t,y) = F(t,y), ou seja, se existir um potencial ¢ tal que (5) se
verifica. Podemos, entdo, dizer que a equagao diferencial (4) é exacta se o seu campo
vectorial (M (t,y), N(t,y)) deriva de um potencial ¢.

Outra nogao importante (que nao iremos aprofundar muito neste curso) é a nogao de
forma diferencial. Uma 1-forma diferencial (ou, simplesmente, forma diferencial)
em R? ¢ uma expressao do tipo

w(t> y) = M(t> y) dt + N<ta y) dy, (6)

onde M, N sao fungoes suficientemente regulares.

A forma w diz-se exacta se ¢é o diferencial de uma fungao ¢(t,y), isto ¢, se w = do.
Assim, uma forma diferencial é exacta se existir um potencial ¢ tal que (5) se verifica.
Também podemos dizer que uma forma diferencial é exata quando o campo vetorial
correspondente é um campo gradiente.

No contexto das equagbes exactas, é ttil, muitas vezes, escrever a equagao (4) na
forma

M(t,y) dt + N(t,y) dy = 0. (7)
De facto, se atendermos a definicao de diferencial de uma funcao diferenciavel ¢,
d¢

99t ) dt + 22 (t,y) dy,

do(t,y) = ay

ot
é facil de ver que as igualdades (5) permitem concluir que a equagao diferencial (7) é
exacta e a sua solugao geral é dada pela familia de curvas planas (2).

Nota 3 A equivaléncia entre a equagao diferencial (4) e a forma diferencial (7) pode ser
evidenciada geometricamente. De facto, se y(t) € uma solu¢ao, a curva (t,y(t)) no plano
(t,y) tem vector tangente (1,y'(t)). Para um pequeno incremento dt, temos dy = y'(t) dt,
pelo que o vector tangente também pode escrever-se como (dt, dy) = dt (1, y/(t)), isto €,
(dt,dy) e (1,y") sao proporcionais. Assim, tanto a equagdo diferencial como a forma
diferencial expressam a ortogonalidade entre o campo F(t,y) = (M(t,y),N(t,y)) e o
vector tangente da curva solucao, dado na equagao diferencial por (1, y'(t)) e na forma
diferencial por (dt,dy). O

Nota 4 Note-se que uma equacao diferencial separdvel y g(t)/h(y) € exacta. De
facto, pode ser reescrita como a forma, dzferenczal h(y) d g(t) dt. Neste caso, a
fungao potencial é dada por ¢(t,y) = [ h(y) dy — [ g(t) dt. E]

Critério de exactidao

Pode, agora, colocar-se a seguinte questao: dadas duas fungdes M(t,y) e N(t,y), existe
sempre uma fungao ¢(t,y) tal que (4) verifica (1)? Por outras palavras, todas as equagoes
diferenciais da forma (4) sao exactas? Infelizmente, a resposta a esta questdo é quase
sempre nao.

O teorema seguinte déd-nos um critério para decidir se uma equagao é exacta. A sua
demonstragao também nos d& um algoritmo para calcular a fungao potencial ¢ e, com
isso, determinar a solucao geral da equagao.
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Teorema 1 (Critério de exactidao) Sejam M e N duas fungées de classe
CY(D), com
D= {(t,y) € R*: (t —t0)* + (y — %0)* < *}.

Entao, a equagao diferencial (4) se e sd se

oM ON

Demonstragao: Comecemos por assumir que a equagao (4) é exacta. Entao, existe uma
funcao ¢ tal que as igualdades (5) se verificam. Podemos entao concluir, atendendo
ao Teorema de Clairaut-Schwarz, que

oM D¢ D¢ ON
a—y(t,y) = m(@y) = w(t,y) =57 (ty),
ou seja, que a igualdade (8) se verifica.

Vejamos agora se o reciproco também se verifica. Se a igualdade (8) se verificar,
vamos ver se conseguimos encontrar uma fun¢do ¢ tal que as igualdades (5) se
verificam. Considerando uma das igualdades em (5), por exemplo, a primeira, temos

oty) = [ Sty di= [ M) e+ hiy).

Para obter o potencial ¢, temos que determinar a funcao h. Derivando em relagao
a y e usando a segunda igualdade em (5), temos

oM

g—j@,y): / %—f(t,mdtm%y) & H=Ny) - [ Sy () de

Notemos que h/(y) nado depende de ¢t. Na verdade,

% (N<t7y) - / %_]yw(tay) dt) - aa_];[(tay> - aa_ij(tvy) =0.

Entao

gb(t,y):/M(t,y) dt+/<N(t,y)—/aa—]\;[(t,y) dt) dy. O

Exemplo 5 A equacao diferencial
(%+6t> dt + (Int —2) dy =0

€ exacta pois
ot =1 = 2 (ty)
oy Y T T e YY)
mas a equacao
(e'siny +o*) dt — (3t— etcosy) dy =0

nao € pois
oM ON
0_y(t’y) = elcosy +3y? # -3+ e'cosy = W(t,y). O
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O teorema anterior dd& um método para resolver uma equacao diferencial
exacta (4), com M e N duas fungoes de classe C.

1. Verificar a condi¢ao de exactidao (8).

2. Integrar M(t,y) em relacdo a t, tratando y como constante (ou N em relagao a v,
tratando ¢ como constante) obtendo

o) = [ M drents) (owoten) = [Nt dy ().

3. Impondo 0¢/0y(t,y) = N(t,y) (ou 0¢/0t = M(t,y)), determinar h(y) (ou h(t)) a
partir de

) = Ntw) - 5o ([ M) ). (ou w0 = Mtg) - ([ M) dt)) |

que deve ser func¢ao apenas de y (ou apenas de t).

4. A solucdo da equagao é ¢(t,y) = C, C € R.

Exercicio 1. Determine a solugao geral de:
(a) (% + 6t) dt + (Int +2) dy = 0;

(b) (2t°e*¥ +t'ye®™ +t) dt + (bt°e*¥) dy = 0, com b uma constante a deter-
minar por forma a que equacao seja exacta.

Resolugao: (a) Pelo exemplo anterior, ja vimos que a equagao e exacta, pois %—A;(t, y) =
%—]X(t, y) = t~'. Vamos, agora, determinar o potencial ¢ de acordo com o algoritmo
sugerido na demonstracao do teorema anterior. Como a equacao é exacta,

0¢ _ Y 9¢ _ _

Considerando a primeira igualdade, temos que
o(t,y) = ylnt + 3t* + h(y).

Derivando e substituindo na segunda igualdade, obtemos

d¢

a—y(t,y):lnt—I—h'(y):lnt—i—Q = My =2 = hly)=2y+C, CeR.

Como queremos apenas uma funcao potencial, podemos considerar C' = 0. Assim,
o(t,y) = yInt + 3t* + 2y
e a solucao geral da equacao é

y(t) = é(t,y) +C =ylnt+3t>+2y+C, CeR.



Aula 5 — Equacoes diferenciais exactas 38

(b) Vamos determinar a constante b por forma a que %—Aj(t, y) = 2L(t,y).

oM ON

——(t,y) = 4t* Y 4 2Py Y - 11 Y = ——(t,y) = 5bt* ®V + 2bt7y Y,

y ot
Conclui-se facilmente que b = 1. Vamos, agora, determinar o potencial ¢ por forma
a que

0 0

a—f(t, y) = M(t,y) = 26> + t'y ™ 1 ¢, a—qb(t, y) = N(t,y) = t*e.

Y

Considerando a segunda igualdade,

t4
b(t,y) = / M dy - h(t) = 5 o + h{t)
Derivando e substituindo na primeira igualdade, obtemos

2
Wty = P+t 1 H) = W)=t = M)=5+C CeR

Como queremos apenas uma fun¢ao potencial, podemos considerar C' = 0. Assim,

B(t,y) = ylnt + 3t* + 2t

e a solugao geral da equacgao é

t4 t2
y(t) = ¢(ty) +C =S+ 5 +C, CeR O
Factor integrante
A equagao diferencial —ydt + tdy = 0 nao é exacta, pois, tomando M(t,y) = —y e

N(t,y) =t, o critério de exactidao (8) nao se verifica. No entanto, esta equagao pode ser
transformada numa equagio exacta multiplicando por 1/t%. De facto, temos

y 1 y
L+ -d :d<—>:0,
p T Tw=ay
que é exacta, e a sua solucao geral é y/t = C, C € R.

Este exemplo ilustra que é possivel resolver equacoes diferenciais de primeira ordem
nao exactas pelo método descrito anteriormente, desde que estas possam ser tornadas
exactas através da multiplicacao por um factor integrante adequado.

Consideremos uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem que nao é exacta
M(t,y) dt + N(t,y) dy = 0.

Em certas circunstancias, podemos tentar encontrar uma funcdo u(t,y), chamada factor
integrante, tal que

p(t, y)M(t,y) dt + pu(t,y)N(t,y) dy =0

seja exacta. Para que isso acontega, atendendo ao critério de exactidao (8),

SHAD(E) = 2V (t)
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ou seja
ol oM ~ Ou ON
a—y(t,y)M(ty) +/~L(t,y)8—y(t,y) = 5 GYIN(E ) + ult,y) (8 y).
Rearranjando os termos, temos
o ou B ON oM
a—y(t,y)M(t,y) = 5 LN y) = ult y) -t y) — p(ty) ay (t,y). (9)

A determinacgao do factor integrante pela resolugao da equagao (9) nao é facil. Vamos.
no entanto, considerar dois casos particulares onde essa determinagao é mais simples.

Caso 1: u depende apenas de t. Neste caso,

—Cji—/Z(t)N(t,y) = u(t)aa—]j(t, y) — u(t)%—j\;(t, y)

ou seja

d,u = %_A;(t7y) - %_Jj(t7y)
)= N(t,y)

o que implica, por separacao de variaveis,

%_A;(tv y) - %_]X(tw y)
) = e/

pu(t),

dt

N(t,y)

Caso 2: u depende apenas de y. Neste caso,

Z_Z(y)M(t,y) = u(y)%—]j(t,y) - u(y)%—]\;(t y)-
ou seja
du  B(y) - ()
W == M) ),
o que implica O (4 ) — DN (1 )
B TR
RN B ]

Nota 5 (Critério para a definicao do factor integrante) Para uma equagao nao exacta
M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0, um factor integrante depende apenas de t se

oM ON

a—y(t,y) - E(t,y) = fO)N(,y)

para alguma funcao f(t). Analogamente, um factor integrante depende apenas de y se

oM ON

a—y(t,y) — o7 (ty) = gly) M(t,y)

para alguma funcao g(y). O
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Exercicio 2. Determine a solugao geral de:
(a) (3ty +2)dt+ t*dy = 0;
(b) v* + tyy' = 0.

.

Resolugao: A resolugao do exercicio é feita em trés passos: Passo 1: Verificar a exac-
tidao; Passo 2: Determinar o factor integrante; Passo 3: Obter a solugao.

(a) Aqui, M(t,y) =3ty +2 e N(t,y) =t
Passo 1: Verificar a exactidao. Como

oM ON

a equacao nao é exacta.

Passo 2: Determinar o factor integrante. Observamos que

oM ON
T (ty) — —(t,y) = 3t — 2t = N(t,y) =t
5, (10) ~ G hy) =32 =1 ¢ Nity)=1

dependem apenas de t. Assim, estamos no caso onde p = u(t), e o factor integrante
¢ dado por p(t) = t. Multiplicando a equagao original por ¢, obtemos

(3t%y + 2t) dt +t*dy = 0,

que é exacta.

Passo 3: Obter a solugao. Procuramos ¢(t,y) tal que

09 _ a2 9¢ 3

Integrando 3t*y + 2t em relagdo a t
o(t,y) = yt* +t* + h(y),

e derivando em relacao a y

giyb(t,y):t3+h/(y>:t3 = W) =0 = hy)=C, CeR

Portanto, a solucao geral é

yt? +t2=C, CeR.

(b) Neste caso, M(t,y) = y? e N(t,y) = ty.
Passo 1: Verificar a exactidao. Como

oM ON
o (ty) =2y # —(t,y) =
8y(,y) y#F o by) =y
a equagao nao é exacta.

Passo 2: Determinar o factor integrante. Como

oM ON

il vy _ . _ — 2
ay(t,y) at(t,y) 2u—y=y e M(ty =y
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dependem apenas de y, estamos no caso onde u = pu(y), e o factor integrante é dado
por u(y) = 1/y. Multiplicando a equagao original por u(y) = 1/y obtemos

2
/
Vat+ Yy =ydt +tdy =0,
y oy

que é exacta.

Passo 3: Obter a solugao. Procuramos ¢(¢,y) tal que

¢ _ ¢ _

Integrando a primeira equacao em relagao a t temos

o(t,y) =yt + h(y).
Derivando em ordem a y obtemos

g—i(t,y):t+h'(y):t = h'ly)=0 = hly)=C, CeR.

Portanto, a solugao geral é yt = C, C' € R. O

Exercicio 3. Resolva o problema de condigao inicial

(e +ye¥)dt+ (teV —1)dy =0, y(0)=-1.

Resolugao: Aqui M(t,y) = e +ye¥ e N(t,y) =te? — 1.

Passo 1: Verificar a exactiddao. Como

oM ON

N Y — oY
—— ="+ (1+y)e! #— = ¢,
a9y (I+y)e’ # —
a equacao nao é exacta.
Passo 2: Determinar o factor integrante. Como
oM ON
a_y(t’y)_ﬁ(t’y): eV ryel e M(ty) = eV +ye¥

dependem apenas de y, estamos no caso onde u = pu(y), e o factor integrante é dado
por u(y) = e~¥. Multiplicando a equagao original por e~¥, obtemos

(et+y) dt + (t— e_y) dy = 0.

que é exacta.

Passo 3: Obter a solugao. Procuramos ¢(t,y) tal que

0¢ s 0¢ Ly
at(t7y>_e+y7 ay(tay)_t e .

Integrando a primeira equacao em relagao a t temos

o(t,y) = € +yt + h(y).



Aula 5 — Equacoes diferenciais exactas 42

Derivando em ordem a y obtemos

g_qyb(t,y)zﬂrh’(y):t—ey = Wy)=—-e? = hly) =e?+C, CeR

Portanto, a solucao geral é
d+ty+e?=0C, CeR

Aplicando a condigao inicial y(0) = —1, temos 1 + e = C, e, portanto, a solugao
que satisfaz a condicao inicial é

etty+e?V=1+e O

Exercicios

1. Determine a equacgao diferencial correspondente a familia de curvas indicada:

e) circunferéncias que passam na origem e tém centro no eixo das ordenadas;

(a) y(t) = art +2;
(b) y(t) = cre® + cxe™;
(¢) y(t) = cysin (Af) + ¢z cos (At), onde A é um pardmetro real;
(d) rectas que passam no ponto (0,0);
)
)

f) circunferéncias com centro na bissectriz dos quadrantes impares e tangentes aos
eixos coordenados.

(
(

2. Prove que & familia de circunferéncias (t — ¢)? + y*> = 25, corresponde a equagao
diferencial (y')? = (25 — v*)/(y?).

3. Resolva as seguintes equagoes diferenciais de primeira ordem:

(a) (t+y)dt+tdy=0; (f) dt+ cosy dy = 0;

(b) (te¥ +y) dy = (2ty — 2t) dt; (2) (32 +y)dt+ (t+4) dy=0;
(c) costdy = (1 —y —sint) dt; (h) (t+2y) dt + (2t + 1) dy = 0;
(d) y(t* +y?) dt +t(3t* — 59*) dy = 0; 3y

(e) (y—1°) dt + (y° + ) dy = 0; VYT Ty

4. Determine f de forma que a seguinte equacao diferencial de primeira ordem seja
exacta, y*sin(t) dt + yf(t) dy = 0.

5. Determine g sabendo que a equagao diferencial ¢(t) dy + (¢t + y) dt = 0 admite
u(t) =t como factor integrante.

6. Considere o problema de valor inicial
y -t —=2tyy' =0, y(1)=1.

Mostre que a equagao diferencial possui um factor integrante na forma p = p(t) e
resolva o problema.
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Aula 6: O teorema de Picard-Lindelof

Consideremos a equacao diferencial de primeira ordem

y'(t) = f(ty(t)), (1)

em que f: [ xR — R, com [ um intervalo real. A solugao equagcao (1), se existir, ndo é
Unica pois, ao integrarmos, introduzimos sempre uma constante de integracao. A forma
de contornar este problema consiste em especificar y(¢) num ponto qualquer do intervalo
I, usualmente o ponto inicial do intervalo ty. Ficamos assim com o problema de Cauchy

{y'u) = flty), tel,
y(to) = Yo,

Ainda assim, nada nos garante que a solucao de (2) exista ou, se existir, que seja tnica.

, (2)

Exemplo 1 O problema de Cauchy
Y1+ 1yl =0, y(0)=1,

nao tem solugao, pois y(t) = 0 € a unica solug¢do da equagao diferencial mas nao satisfaz
a condi¢do inicial y(0) = 1. Jd o problema de Cauchy
y =2t y(0)=1,

tem ezactamente uma solucao y = t*> + 1 definida em R. Qutro exemplo interessante € o
problema de Cauchy

ty =y—1, y(0)=1
Neste caso o problema tem infinitas solugoes y(t) =1+ Ct, C € R. 0O

O teorema seguinte estabelece condigoes suficientes para a existéncia e unicidade de
solugdo para o problema (2).

7~

Teorema 1 (Picard-Lindel6f) Seja I € R, D C I x R um conjunto aberto,
f: D— R el(ty,yo) € D, tais que

1. f € continua em D;

2. f € localmente Lischitziana em relagao ay em D, isto é, para cada (t,y) €
D eziste uma vizinhanga V' de (t,y) e uma constante real L > 0 tal que, para
todo o (tayl)ﬂ (t7y2) eV

|f(t,y1) — f(ty2)| < Llyr — yal-

Entao, o problema de Cauchy (2) tem uma unica solugao y(t) definida e conti-
nuamente diferencidvel numa vizinhanca de tgy, isto €, definida, pelo menos, para
t € (ty—¢€,tg+€), come>D0.

Antes de demonstrar o teorema, notemos que se f € C''(D), entao esté nas condigoes
do Teorema de Picard-Lindelof.

Exercicio 1. Se 0f/0y é continua em D (definido no teorema anterior), entdo f
¢ localmente Lipschitziana em relacao a y.




Aula 6 — O teorema de Picard-Lindelof 44

Resolugao: Dado (t,y) € D e V uma vizinhanca limitada de (¢,y) tal que V C D,
temos que: (i) como Jf /0y é continua, tem um méaximo (e um minimo) no compacto
V (Teorema de Weierstrass); (ii) pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, para
todo o (t,41), (t,y2) €V

|f(ty) — f(ty)| = [0f/0y(t, 0u1 + (1 — O)ya)llyr —v2l, 6 € (0,1),
< mggvlﬁf/é’y(t,y)l\yl—yz\,

Y

ou seja, f € localmente Lipschitziana em relagao a y em V com

L= max [0f/0y(t,y)| = |0f /0yl O

(t,y)eV

Considere-se ainda o seguinte resultado.

Exercicio 2. Prove que y é solugao de (2) se e s6 se y € solucao da equagao integral

y(t) = o + / £(s,u(s)) ds. (3)

Resolugao: A equivaléncia é valida porque a continuidade da funcao f permite a
integracao da equacao diferencial (2) por forma a obter a equacao integral (3) e,
inversamente, o Teorema Fundamental do Célculo permite diferenciar a equagao
integral para recuperar a equacao diferencial. [J

Note-se que a solugao de (3), se existir, pertence a C''(I). De facto, se y é continua,
como f é continua f(t,y(t)) também ¢é continua. Logo, y'(t) = f(t,y(t)) é continua e
ftz f(s,y(s))ds tem derivada continua.

Vamos agora demonstrar o Teorema de Picard-Lindel6f.

Existéncia de solugao. A demonstragdo que iremos considerar é uma demonstragao
construtiva. Vamos construir uma sucessao de func¢oes {y,}, que iremos provar que
converge para uma funcdo y que é solugao do problema de Cauchy (2).

Considere-se a a sucessao (chamada sucessao de Picard)
yO(t) = Yo, vt € ]7

m®::m+[f@m®wa

m@::m+lvwm@wa

Yni1(t) = yo—l-/t f(s,yn(s)) ds.

Prova-se (no final) que {y, }, converge uniformemente em [ty — €, to+ €|, para um certo
e > 0 que depende das caracteristicas de f (na verdade, que depende da constante de
Lipschitz, L, de f).
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Seja
y(t) = lim g, (t).

Entao, y é continua (porque {y,}, é uniformemente convergente). Por outro lado, como
(t,yn(t)) estd numa vizinhanga de (to, o), t € (to — €,to + €), entdo f & Lipschitziana em
relagdo a y nessa vizinhanga. Podemos, assim, concluir que a convergéncia

fty(t)) = lim f(#, yn(?))

também ¢é uniforme em [ty — €,y + €] e, como tal, podemos trocar o limite com o integral.
Temos entao,

W) = () =tim (s + / Fs0-1(5) 05

= Y +/ liTan f(s,Yn—1(s)) ds = yo +/ f(s,y(s)) ds,

to
ou seja, y ¢ solugao de (3), o que é equivalente a dizer que y é solu¢do de (2). O
Unicidade de solugao. A demonstragao da unicidade faz-se por reducao ao absurdo,

utilizando o Lema de Gronwall (estabelecido pelo matematico sueco Thomas Hakon
Gronwall (1877-1932)) para mostrar que duas solugoes coincidem necessariamente.

Lema 2 (Gronwall) Sejam I C R, tg € I eu,a : I — [0,4+00) duas fungoes
continuas. Se, para algumas constantes L >0 e K > 0, se tem

u(t) < K+ L /ta(s)u(s) ds|, Vtel, (4)

to

entao,
u(t) < Ketloe@al e

Demonstracao: Vamos considerar apenas o caso em que t > to. O caso em que t < tg
pode demonstrar-se de forma similar. De (4) temos que

La(t)u(t)
K+ Lftl; a(s)u(s) ds

La(t).
Integrando de ty a t, temos

In <K + L/ta(s)u(s) ds) —In(K) < L/ta(s) ds,

to to
ou seja
t
K+ L/ a(s)u(s) ds < K "o ds.
to
o que implica, por (4),
t
u(t) < K et o
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Para provar a unicidade por reducao ao absurdo, consideremos y e y duas solugoes do
problema de Cauchy (2) (ou, o que é equivalente, de (3)). Entao,

ly(t) —g@)] =

/t F(s,u(s)) — F(5.5(s)) ds

< / F(s,9(s) = F(s,7(s)| ds < L / [y(s) = 5(s)| ds.

Aplicando o Lema de Gronwall a

u(t) = ly(t) - 5(t)| < L / 1y(s) — 9(s)| ds,

temos K = 0 e, como tal, u(t) < 0. Mas, como u(t) > 0, concluimos que u(t) = 0, ou
seja, que y(t) = y(t) para qualquer t suficientemente proximo de to (na vizinhanga onde
f é Lipschitziana). Esta assim provada a unicidade. [

Para concluir a prova do Teorema de Picard-Lindelof, falta provar a convergéncia
uniforme da sucessao de Picard. E o que vamos fazer de seguida.

Convergéncia uniforme da sucessao de Picard. Seja d > 0e L > 0 tais que

V= [t0_57t0+5] X [3/0—5,3/0+5] cD
e, para todo o (t,41), (t,42) € V,

|f(t,y1) — f(ty2)| < Llyy — yal.

Como f é continua, pelo Teorema de Weierstrass, existe

M = max |f(t,y)|.
mas |f(t,y)

Seja e > 0tal quee < 0, e M < 9, el < 1,isto é, € < min {5, %, %} . Podem demonstrar-se
os seguintes resultados.

1. |yn(t) — yo| < 9, para todo o t € [ty — €, tg + €.

A demonstragao é feita por indugao. A desigualdade verifica-se para yo(t) = yo.
Supondo que é verdadeira para y,_1(t) tem-se que y,—1(t) € [yo — J,y0 + d] €

entao
t
) =0l < | [ Fsma(s) ds| < o~ M <M <5 ©
0
2. A série

+oo

Z(yn—i-l(t) - yn(t))v le [tO - €>t0 + 6]7

n=0

¢ uniformemente convergente.
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Tem-se que

i (8) — ()] = / F(59n(5)) = F(5, s (5)) ds

< — — :
< LJt — to] maxyn(t) — o1 (1)

Entao
—_ < R
IItlEEl}X |yn+1(t) yn(t)| < Le I?ea}X |yn(t) yn—l(t)|

e, por indugao (prove),

max [yn1(f) — yn(t)] < (L€)" max |y (t) — yol.

tel

Como Le < 1, pelo Critério de Weierstrass, conclui-se que a série converge
uniformemente. [

Assim sendo, o seguinte limite existe e a sua convergéncia é uniforme

+o00

limn (ya(8) = 50) = Y (Uns1(t) = yu(1)),

n=0

o que implica

i a(£) = g0 + D (s (t) = gn(®)) = y(0). O

Exercicios

1. Seja ¢ uma solucao da equagao diferencial y' = f(t,y), que satisfaz a condigao inicial
©(to) = yo. O intervalo de existéncia de ¢ é o maior intervalo contendo ¢, onde
@ é continua e diferenciavel. Dizemos que ¢ tem uma singularidade em s quando
© nao esté definida ou é descontinua no ponto t = s.

Considere a equacao diferencial 3’ = 7.

(a)

Encontre uma solu¢ao que satisfaga a condigao inicial y(0) = 2 e determine o
seu intervalo de existéncia.

Encontre uma solugado que satisfaca a condigao inicial y(0) = —2 e determine
o seu intervalo de existéncia.

Encontre uma solu¢ao que satisfaga a condigao inicial y(0) = 0 e determine o
seu intervalo de existéncia.

Encontre uma condicao inicial em ¢t = 0 para a qual a correspondente solucao
tenha uma singularidade em ¢ = 1/10.

Seja yp uma constante positiva. Encontre uma solugao que satisfaca a condicao
inicial y(0) = yo e determine o seu intervalo de existéncia.

Seja yo uma constante positiva. Encontre uma solucao que satisfaca a condicao
inicial y(0) = —yo e determine o seu intervalo de existéncia.

Mostre que yo pode ser escolhido de forma a que a condigao inicial y(0) = yo dé
origem a uma solu¢ao com uma singularidade em ¢ = s, onde s ¢ um namero
real positivo arbitrario.



Aula 6 — O teorema de Picard-Lindelof 48

2. Seja ' = y?. Mostre que as hipéteses do Teorema de Picard-Lindelof sao verifi-
cadas para a condigao inicial y(0) = 1 e que a solugdo é tnica mesmo tendo uma
singularidade.

3. Para cada um dos seguintes problemas de condigao inicial, verifique se as condigoes
do Teorema de Picard-Lindelof se verificam e se é possivel garantir a existéncia de
uma tnica solucao:

(@) y' =y, y0)=1; (b)y =y, y(0)=0.

4. Para cada uma das seguintes equacoes diferenciais, determine o conjunto de condi-
¢Oes iniciais para as quais o Teorema de Picard-Lindel6f garante uma tinica solugao:

¢
(a) y = " (b) y' = cost +y* —y.

5. Resova, recorrendo ao método iterativo de Picard, cada um dos problemas de
condicao inicial seguintes:
(@) y(t)=ylt), teR, W) y(t) =1+ 1) telo1],
a
y(0) =1, .

6. Considere o problema de Cauchy

y/(t) = f(tay(t))7 te [t()aT]?
y(to) = Yo,
onde f : [ty,T] x R — R ¢ continua em t e localmente Lipschitziana em y com cons-

tante L > 0. Seja y(t) a solugao correspondente a yo e z(t) a solugdo correspondente
a condicao inicial perturbada z(ty) = zy. Mostre, usando o Lema de Gronwall, que

ly(t) — 2(t)] < |yo — 20 X710t € [to, T,

ou seja, que a solugcao depende continuamente da condigao inicial.

Nota: A constante e’ indica que pequenas perturbacdes na condicdo inicial pro-

vocam variagoes controladas na solucao. Este resultado garante a estabilidade da
solucao relativamente a pequenas alteracoes em .

7. Considere a equagao diferencial ty’ +y = ¢*In(¢).

(a) Classifique a equagao e determine a solugao geral da equagao de forma explicita.

(b) Justifique que a equag@o tem uma unica solu¢ao passando pelo ponto (1,1/5).
Determine ainda o intervalo maximo de existéncia da solucao encontrada.

8. Considere a equacao diferencial iy — sinty = e~ <,

(a) Classifique a equagao e determine a solucao geral da equagao de forma explicita.

(b) Justifique que a equagao tem uma tnica solugao passando pelo ponto (7/2, ).
Determine ainda o intervalo maximo de existéncia da solugao encontrada.

9. Considere o problema de valor inicial
2e'y + (e —ye My =0, y(1)=1/2.

Mostre que a equagao diferencial possui um factor integrante da forma pu = pu(t) e
resolva o problema, indicando o intervalo maximo de existéncia de solugao.
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Aula 7: Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem

As equagoes diferenciais lineares de segunda ordem aparecem de forma natural em ina-
meros contextos, desde a fisica — para descrever movimentos oscilatorios e vibracoes
mecanicas — até a engenharia, em circuitos elétricos ou sistemas de controlo, e & matema-
tica aplicada. O estudo sistematico destas equacgoes é essencial para modelar fenémenos
do mundo real, permitindo compreender como os sistemas fisicos se comportam quando
sujeitos a forcas, incluindo a sua estabilidade, a tendéncia para oscilar, o efeito do amor-
tecimento e a resposta a perturbagoes externas.

Um exemplo classico é o oscilador harmoénico simples, constituido por uma massa
presa a uma mola. Pela Segunda Lei de Newton, a for¢a resultante é proporcional a
aceleragao:

d*x
m— = F.
dt?
Segundo a Lei de Hooke, a forca restauradora da mola é proporcional ao deslocamento x
em relagao & posicao de equilibrio, isto é, F' = —kx, onde k > 0 é a constante elastica.

Substituindo na Segunda Lei de Newton, obtemos
! ! k
mx +kr=0 < 2 4+ —z=0,
m

uma equagao linear homogénea de segunda ordem que descreve o movimento oscilatorio
da massa. A solucao desta equagao é perioddica e é dada, como veremos, por

x(t) = Acos (wt) + Bsin (wt), w=+/k/m,

com A e B determinadas pelas condigoes iniciais.

Se introduzirmos resisténcia ao movimento, proporcional & velocidade, a equacgao

torna-se
" / o " Yo k .
mx’ +yr' +kr=0 < 2"+ -2+ —x=0,
m m
com v > 0. Esta equacao continua linear, mas agora com um termo proporcional &
velocidade, descrevendo um oscilador amortecido, de grande relevancia em engenharia e

em sistemas mecanicos reais.

Outro exemplo é a queda de um corpo sob a acao da gravidade, considerando a
resisténcia do ar proporcional & velocidade. A equacao do movimento é

my" =mg — vy,

onde g é a aceleracao da gravidade e 7 o coeficiente de atrito viscoso. Dividindo por m,

obtém-se
Y

E?/
uma equacao linear de segunda ordem nao homogénea. Esta formulacao permite calcular
a velocidade terminal, a posi¢ao ao longo do tempo e compreender a dinamica do corpo
em queda.

y//+ /:g’

O péndulo simples é outro sistema que pode ser modelado por uma equacao diferencial
de segunda ordem. Para um péndulo de massa m e comprimento L, a for¢a da gravidade
provoca um torque (ou momento de forga), que é a tendéncia da forga para fazer o corpo
rodar em torno do ponto de suspensao. Se a forca é aplicada a uma distancia L do eixo
de rotagdo, o torque é proporcional a essa distancia e a forga: 7 = —mgLsin 6, onde 0(t)
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é o angulo de deslocamento. Pela Segunda Lei de Newton para rotagoes, 160” = 7, com
I = mL? a inércia do péndulo relativamente ao ponto de suspensao. Assim obtemos

mL*0" +mgLsinf =0 < 0"+ %sin@ =0.

Embora esta equacao seja nao linear, para pequenos angulos (6 =~ 0) podemos aproximar
sinf ~ 6 (porqué?), obtendo uma equagao linear homogénea de segunda ordem

0" + %9 —0,

cuja solucao descreve oscilagoes periddicas do péndulo.

Estes exemplos mostram que equagoes lineares de segunda ordem surgem de forma
natural quando a aceleragao depende linearmente da posicao e, possivelmente, da veloci-
dade. Estudé-las fornece uma base solida para analisar sistemas oscilatorios, determinar
respostas a forcas externas, compreender amortecimento e ressonancia, e modelar feno-
menos fisicos em mecéanica, engenharia, fisica aplicada e ciéncias naturais.

Definicao e resultados basicos

Consideremos a equagao diferencial linear de segunda ordem

y' +pt)y +q(t)y = f(t), telCR, (1)

com p,q, f continuas em I. Assumimos que o coeficiente do termo 3" é 1 (equagao
normalizada), o que simplifica a anélise e é suficiente para a maioria das aplicagoes
praticas.

Chamamos a equagao (1) equagao homogénea se f(t) = 0 e ndo homogénea (ou
caso completa) contrario.

Nota 1 Sey representa a posi¢ao de uma massa sujeita a forcas dependentes da posi¢ao,
velocidade e tempo, entao y" corresponde & aceleragao, p(t)y' a forcas de atrito ou amor-
tecimento, q(t)y a forgas restauradoras (como a de uma mola) e f(t) a forcas externas
aplicadas. O

O teorema seguinte garante que, dadas condigOes iniciais apropriadas, uma equagao
diferencial linear de segunda ordem tem uma tnica solugao. Esta garantia é fundamental
para modelar sistemas fisicos de forma confiavel.

7~

Teorema 1 (Existéncia e unicidade) Se p,q, f sdo continuas em um intervalo
I contendo ty, entao para quaisquer condi¢oes iniciais

y(to) = yo, ¥'(to) = vo,

existe uma unica solugcao y(t) de (1) definida em todo o intervalo I.

Demonstragao: Convertendo a equagao diferencial ordinéria de ordem (1) num sistema
de primeira ordem temos

yll = Y2,
vy = —p(t)y2 — q(t)yr + f(t),

onde y; = y e yo = 3. Aplicando o Teorema de Picard-Lindelof para sistemas de
equagoes, a existéncia e unicidade da solugao seguem imediatamente. [
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Nota 2 (Implicagoes praticas) Do teorema anterior podemos concluir as sequintes
mmplicagoes prdticas:

1. duas solugées de (1) que verificam as mesmas condi¢oes iniciais $Go iguais;
2. se f =0 e as condigoes iniciais forem y(to) = yo = 0 e y'(ty) = vy = 0, entdo a

condi¢ao do problema de condi¢ao inicial € y(t) =0. O

Antes de abordarmos a resolucao de equagoes diferenciais de segunda ordem, vamos
comecar por dois casos em que o problema pode ser simplificado para uma equacao de
primeira ordem.

Caso 1: y nao esta presente na equagao. Consideremos a equagao
t y// o y/ — t2

Fazendo a mudanca de variavel 4’ = v obtemos tv' — v = t2, que é uma equacao de
primeira ordem em v que pode ser resolvida pelas técnicas estudadas em aulas anteriores.

Caso 2: t nao esta presente na equagao. Consideremos a equacao

y' +yy)’ = 0.
Fazendo 3/ = v temos ¢y = vy’ = v'v. Substituindo, obtemos
d
Vot =0 = —U+yv3 =0,
dy

que é uma equagao de primeira ordem (onde o t é aqui o y) que pode ser resolvida pelas
técnicas estudadas em aulas anteriores. Resolval
Operador diferencial linear de segunda ordem

Comegamos a nossa analise da equagao (1) com a observagao importante de que o primeiro
membro da equacao diferencial pode ser interpretado como definindo uma "funcao de
uma func¢ao": a cada funcao y, que possui duas derivadas, associamos outra func¢ao, que
designaremos por L[y], através da relagao

Lly](t) = 9" (t) + p(t)y'(t) + q(t)y(t). (2)

Em terminologia matemaética, L é um operador que atua sobre funcgoes; isto é, existe
uma regra prescrita que associa a cada func¢do y uma nova fungao L[y].

Exemplo 1 Seja p(t) =0 e q(t) =t. Entao,
Lly|(t) = y"(t) + ty(t).
Se y(t) = cost, entdo
Lly](t) = (cost)” +tcost = (t — 1) cost,

e se y(t) =t3, entao

Liyl(t) = (£*)" +t(*) = t* + 6t.
Assim, o operador L associa a fungio (t — 1)cost a funcdo cost, e a funcdo 6t + t* a
funcao t3. O
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Nota 3 De forma um pouco mais formal, dada a equacgao diferencial linear de sequnda
ordem (1), o operador diferencial linear de ordem 2 associado a esta equagao, designado
por L, € definido por

L: C*I)— C(I),
y— Lly]: I — R,
t— LIy)(t) := y"(t) + p(1)y' (1) + q()y(1),

onde C*(I) designa o espago vetorial constituido pela totalidade das fungdoes com derivadas
continuas em I até a ordem 2 (inclusive), e C(I) = C°(I) o espago vetorial das fungdes
continuas em I, ambos espagos vetoriais de dimensao infinita.
Também se escreve
d? d

L=— — L =D? D
e + p(t) o +4q(t) ou +p(t)D +q(t),

onde D¥ designa o operador derivada de ordem k (k = 0,1,...), isto €, o operador que
associa a cada fungio g € C*(I) a sua derivada de ordem k: D*[g](t) = g™ (t).

Usando o operador L, a equagao diferencial (1) pode ser representada nas sequintes
notagoes alternativas Lly|(t) = f(t) ou, simplesmente, Ly] = f(t). O

O conceito de um operador que atua sobre func¢oes, ou de uma “fungao de uma fungao”,
é analogo ao de uma func¢ao de uma tinica variavel t. Recorde-se a defini¢cao de uma fung¢ao
f num intervalo I: a cada nimero t € [ associamos um novo nimero, designado por f(t).
De forma exatamente anéloga, associamos a cada fungao y que possui duas derivadas
uma nova fungado, designada por L[y].

Este é um conceito matematico extremamente sofisticado, pois, em certo sentido,
estamos a tratar uma funcdo da mesma forma que tratamos um ponto. E, sem davida,
uma ideia dificil de apreender. Nao é surpreendente, portanto, que o conceito de operador
so6 tenha sido desenvolvido no inicio do século passado, e que muitos dos teoremas mais
avancados da analise matematica s6 tenham sido demonstrados depois de este conceito
ter sido dominado.

A seguir, deduziremos varias propriedades importantes do operador L, que utilizare-
mos em breve com grande vantagem.

Nota 4 (Linearidade do operador) Note-se que o operador L é linear. Isto é, para
quaisquer funcoes y1,ys suficientemente diferencidveis e constantes a, B € R,

Llowr + Bya] = aLy] + BL[y. (3)
De facto, aplicando a definicao de L temos
Llay: + Byo] = (D* + pD + q)(ay, + By»)
= a(D? 4+ pD + q)y1 + S(D* + pD + q)ys
= aLlyi] + BL[y],

o que permite concluir o pretendido. [
Exemplo 2 Consideremos L{y] =y’ + 2sinty. Entao
L[5cost + 2t*] = 5L[cost] + 2L[t*] = 5(—sint + 2sint cost) + 2(2t + sintt?). O

Como resolver equacoes diferencias lineares de segunda ordem? Vamos comecgar por
considerar as equacoes diferenciais lineares homogéneas.
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Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem homogéneas
Consideremos a equacao diferencial linear de segunda ordem homogénea
v +pt)y +qt)y=0, telCR, (4)
com p, q continuas em . Esta equacao também se pode escrever na forma
Lly] =0, (5)

com L|y] dado por (2). Denotemos o conjunto de todas as solugoes da equagao diferencial
linear homogéna (4) por

So(I) ={y : Llyl(t) = 0,t € I}.

A linearidade do operador L permite que combinacoes lineares de solugoes sejam também
solugoes da equacao diferencial. Isto é essencial para construir a solugao geral da equacao
homogénea e facilita o estudo das equagoes nao homogéneas.

Teorema 2 (Espacgo vectorial das solugoes) O conjunto das solugdes de uma
equacao linear homogénea de sequnda ordem é um espaco vectorial de dimensao 2.

Demonstragao: Para mostrar que Sy(/) é um espaco vetorial de dimensao 2, é sufici-
ente demonstrar que Sy(I) é um subespago vetorial do espago vetorial C*(I) e que

Com efeito, é claro que Sy(I) C C*(I) e que So(I) # @, pois a equagao (4) tem
sempre a solugao trivial. Além disso, sendo y1,y2 € So(I) e «, f € R, tem-se

Llays + Bys] = aL[y] + BL[y2] = 0,

uma vez que L ¢ linear e L[y,] = L[ys] = 0. Isto mostra que também ayy + By2 €
So(I). Portanto, So(I) é um espago vetorial.

Para provar que tem dimensao dois, considere-se a aplicagao
d:Sy(I) — R?,
y— 0(y) = (y(to), ¥'(t0)),

onde ty é um ponto de I escolhido arbitrariamente.

A aplicagdo ® é claramente linear, pois para quaisquer yi,y2 € So(I), o, € Re
k€ {0,1,2}, tem-se (a1 +By2)® (to) = ayt™ (o) + BySF (o). Além disso, o Teorema
1 (de existéncia e unicidade de solugao) assegura que ® é bijectiva. Por conseguinte,
® ¢ um isomorfismo entre os espagos vetoriais Sy(I) e R%.  Como sabemos que
dim R? = 2, concluimos que também dim Sy(/) = 2. [

Nota 5 O facto importante que resulta do teorema precedente € que, se por algum pro-
cesso for possivel determinar duas solucoes linearmente independentes da equa¢do ho-
mogénea (4) digamos, y1,y2, entao qualquer outra solu¢do y da mesma equagdo pode
escrever-se como uma combinacao linear dessas duas solucoes, isto €, existem nimeros
reais o, B tais que y(t) = ayy(t) + By=(t). O
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Sistema fundamental de solugoes e Wronskiano

Do exposto decorre que é importante dispor de critérios que permitam analisar, de forma
mais eficiente do que por recurso a definicao, em que condigoes é que um conjunto de 2
solugbes da equagao (4) constitui um conjunto linearmente independente. Vamos, agora,
estabelecer um critério possivel com base na nocao de Wronskiano.

Definigao 1 (Sistema fundamental de solugées) Sejam y;(t) e y2(t) duas so-
lugoes da equagao homogénea (4). Diz-se que {y1,y2} € um sistema fundamental
de solugoes se y, e ys forem linearmente independentes no intervalo I.

Se {y1,y2} ¢ um sistema fundamental de solugoes da equagao diferencial homogénea
(4), pelo teorema anterior, a solugao geral da equacao é dada por

y(t) = Ciyi(t) + Coya(t), Ch1,C3 € R. (6)

A independéncia linear de duas fungoes é verificada através do Wronskiano.

Definigao 2 (Wronskiano) Sejam y,,y, € C'(I). Define-se o Wronskiano das
fungoes y, e ys por

Wiy, ya) () = |

Teorema 3 (Independéncia linear e Wronskiano) As afirmagoes sequintes
sao equivalentes:

1. y1 e yo sao solugdes de (4) linearmente independentes em I ;
2. existe tg € I tal que Wlyy,ya](to) # 0;
3. Wlyr,ya](t) # 0 para todo t € I.

Demonstragao:

(2)=-(1) Suponhamos que Wy, ys](to) # 0 para algum ty € I. Se existissem
constantes «, , nao simultaneamente nulas, tais que

ayi(t) + Bya(t) =0 Vtel,
entao, derivando e considerando t = ¢y obteriamos o sistema linear homogéneo

y1(to) ya(to) [Oé] _ [O] . (8)
vi(to) whlto)| [B] |0

Como a matriz tem determinante W{y;,ys](to) # 0, o tnico vetor solucao é
a = =0. Logo ¥,y sao linearmente independentes.
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(1)=(3) Suponhamos que y;,y2 sdo linearmente independentes em /. Se existisse
to € I com W{yr,ys](to) = 0, entao as colunas da matriz do sistema (8) seriam
linearmente dependentes, o que implicaria a existéncia de constantes nao todas
nulas «, 3 tais que

ay® (to) + By (1) =0, k=0,1.

Mas, pela unicidade de solugao do problema de Cauchy, a combinacao linear
ayy + Pys seria identicamente zero em [, contradizendo a independéncia linear.
Logo W{y1,ys](t) # 0 para todo ¢ € I.

(3)=(2) Trivial. O
Exemplo 3 (Seno e cosseno) Sejam y,(t) =sint e yo(t) = cost. O Wronskiano é

int t
Wlyr, ye](t) = SHE s (sint)(—sint)—(cost)(cost) = —sin*t—cos*t = —1 # 0.

cost —sint

Portanto, sint e cost sdo linearmente independentes. Como y,(t) = sint e yo(t) = cost
sao duas solucoes de y" + y = 0, por serem linearmente independentes constituem um
sistema fundamental da equacgao. Entdo, a solugao geral da equacao diferencial é dada
por y(t) = Cycost + Cysint, C1,Cy € R, [

Exemplo 4 (Fungdes €' e e") Sejam y1(t) = €' e yz(t) = e7t. O Wronskiano é

et et
Wiy, yo](t) = ¢ =2 # 0
el —e
Portanto, €' e te' sao linearmente independentes. Como y1(t) = e e yao(t) = e*

sao duas solucoes de y" —y = 0, por serem linearmente independentes constituem um
sistema fundamental da equacao. Entdao, a solugcao geral da equacao diferencial é dada
por y(t) = Cret + Cote™, C,Co e R, O

Exemplo 5 (Fungdes €' e te!) Sejam yi(t) = €' e ya(t) = te'. O Wronskiano é

et tet

. . tt:et<et+tet)_tetet:e2t+te2t_te2t:e2t#0
e e +te

W[l/l, y2] (t) =

Portanto, €' e te' sao linearmente independentes. Como y1(t) = €' e yo(t) = te' sao
duas solugoes de y" — 2y’ +y = 0, por serem linearmente independentes constituem um
sistema fundamental da equacdao. Entdo, a solugcio geral da equacdao diferencial € dada
por y(t) = Cre' + Cotel, C1,Co e R, O

Exemplo 6 (Fungdes t e te') Sejam yi(t) =t e ya(t) = te'. O Wronskiano é

t tet

=tle' +te') —te =te' +t?e' —tel =t*e' #£0 parat # 0.
1 e +te

Wiy, yal(t) =

Portanto, t e te' sao linearmente independentes. Como y1(t) =t e yo(t) = te' sao duas
solugaes de t*y" —(t*+2t)y'+(t+2)y = 0, por serem linearmente independentes constituem
um sistema fundamental da equagao. Entao, a solugao geral da equagao diferencial € dada
por y(t) = Cit + Cotel, C,Ch e R, O
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Exemplo 7 (Fungoes linearmente dependentes) Sejam yi(t) e ya(t) = ayi(t) com
a € R. O Wronskiano é

y(t) ()

/

Wl el =100 ar

= a(y(On(t) —yiun () = 0.

Portanto, y; e yo = ayy sao linearmente dependentes. [

O teorema seguinte fornece uma férmula para o Wronskiano de duas solugoes de
uma equagao diferencial linear homogénea. E uma ferramenta poderosa para estudar
independéncia linear sem calcular diretamente as solugoes.

Teorema 4 (Identidade de Abel-Jacobi-Liouville) Se y; ey, sdo duas solu-
¢oes da equagio homogénea (4), o seu Wronskiano satisfaz

W'(t) + p(t)W(t) =0, tel. (9)

Em particular, € valida a Identidade de Abel-Jacobi—Liouville

W(t) =W(to) e Jig P(®) “ vty el (10)

Demonstragao: Diferenciando W (t)
W7(t) = s (s (t) + 510y (1) — yi (W)wa(t) — yi(D)ya(t) = ()5 (1) — v ()y(t).
Como y; e yy satisfazem a equagao y” + p(t)y’ + q(t)y = 0, temos
yi(t) = =p(t)i(t) — q(®)yi(t), w5 (t) = —p(t)ya(t) — q(D)ya(t).
Substituindo,

Wi(t) = ) (=p(t)ys(t) — a@)y2(t)) = (=p@)yi (1) — a(t)yr(t))ya(t)
= ) ()ye(t) — ¥ (H)ga(t)) = —p(E)W (1),

Portanto,

W'(t) + p(O)W(t) = 0.

Esta ¢ uma equacao diferencial linear de primeira ordem para W (t), cuja solucao é
W(t)=Ce /P04 O ecR, (11)

Em particular, considerando ¢y, € I, também se conclui que (10). O
Algumas consequéncias importantes dos teorema anteriores.

e Hipoteses essenciais. A hipotese de continuidade de p, ¢ em [ assegura existéncia
e unicidade local do problema de Cauchy e permite a derivacao formal que conduz
a Identidade de Abel-Jacobi—Liouville. Sem a hipotese de que y;,ys sao solugoes
da mesma equagao diferencial linear, a implicacao “W = 0 = dependéncia linear”
deixa de ser vélida (ver exemplo mais abaixo).
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e Uso pratico. Para verificar se duas solu¢oes formam um sistema fundamental basta
avaliar o Wronskiano num ponto ty,. Se W (ty) # 0, as solugoes sao independentes
em todo o intervalo /. O Wronskiano (10) fornece uma ferramenta pratica para
verificar a independéncia linear sem necessidade de calcular derivadas adicionais.

e Significado da Identidade de Abel-Jacobi-Liouville. A identidade (10) mos-
tra que o comportamento do Wronskiano é controlado apenas pelo coeficiente p(t)
(o coeficiente de 3'). Em particular, se p = 0 entao o Wronskiano é constante.

e Constante multiplicativa. Note que W pode ser nulo ou nao nulo em todo o
intervalo; nao existe “troca de sinal” através de zeros porque, se anular em algum
ponto, a Identidade de Abel-Jacobi-Liouville forca W = 0.

Nota 6 (Wronskiano nulo mas fungoes linearmente independentes) Note-se que
o facto do Wronskiano ser identicamente zero entre funcoes quaisquer nao implica sem-
pre dependéncia linear. Isso so se pode concluir isso quando se sabe que as funcoes sao
solugoes da mesma equacgao diferencial linear com coeficientes continuos.

Consideremos as funcoes definidas em t € R

ni(t) =1, () =1t

As fungoes sao continuas, mas yz(t) nao é derivdvel em t = 0. O Wronskiano é dado por

Para t # 0, temos yi(t) =2t e

(1) = 2t, t >0,

A V)

o que tmplica
Wlyr, yal(t) = t2y5(t) — 2ty(t) = 0.

Apesar de o Wronskiano se anular para t # 0, as fungoes y1 e yo sao linearmente in-
dependentes, pois nao existe constante o tal que yo(t) = ayi(t) para todos os t. Para
t >0, y2(t) = y1(t), enquanto parat < 0, yo(t) = —y1(t), mostrando que a constante que
relaciona as duas fungoes muda de sinal.

A interpretacao geométrica é que o Wronskiano calcula a “drea” entre os vectores
(y1,91) € (y2,vy5). Fora det =0, os vectores sao colineares (drea zero), mas a mudanga
de sinal tmpede a dependéncia linear global. [

Determinacao de uma solugao sabendo a outra via Wronskiano

Considere a equagao homogénea de segunda ordem (4). Suponha que conhecemos uma
solugdo nao nula y;(t). Queremos encontrar uma segunda solugao yo(t) linearmente in-
dependente.

Por defini¢ao, o Wronskiano de y; e y, é dado por

Wiy, yol(t) = y1(D)ya(t) — w1 (H)wa(1).
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Por outro lado, pela Identidade de Abel-Jacobi—Louville,
Wiys, y2)(t) = W(t) = Ce /P04 C e R

Entao, igualando as duas expressoes para o Wronskiano (podemos fixar a constante como
sendo, por exemplo, C' = 1) obtemos

W (t) +y1(t)y2(t)
Y1 (1) ’

que é uma equagao linear de primeira ordem em ¥, e que podemos resolver como foi visto
nas aulas anteriores. Fica ao cuidado do aluno mostrar que, usando o método do factor
integrante, se pode concluir que

e~ I'p(t) dt
y2(t> == yl(t) ZV%—((;)) dt = y1<t) / W dt.

Podemos obter uma expressao para o ¥, de forma alternativa, se considerarmos o
chamado método de redugao de ordem de D’Alembert. Este método consiste em

considerar a y,(t) = v(t)yi(t), onde v é uma fun¢do desconhecida a determinar. Assim
sendo,

Ya(t) = (12)

Ya(t) = ' (H)y (1) + v(t)yi(t)
e, substituindo na definicao de Wronskiano

W(t) =)' (Ont) + o)y (1) — vy (1) = yi ()’ (2).

Portanto,
t
'U/<t) — Mg( )7
yi(t)
o que implica
oty = [ WD 4
yi(t)
Finalmente, a segunda solugao y,(t) linearmente independente é dada por
W) e o0
lt) =) [l dt =) [ e (13)
yi (t) yi (t)

Exemplo 8 Considermos a equagio y" —y = 0, da qual se conhece uma solugao y;(t) =
el. Aqui p(t) =0 e entao W(t) = 1. Assim

— _ it —2t ot —2t\ ¢
y2(t)—e/eztdt—e/e dt—e(—§e )__Qe '

Entao, ya(t) = e ' € linearmente independente de yi(z) = €' e, como tal, {e', e}
constitui um sistema fundamental de solugoes da equacgao diferencial. O

Exemplo 9 Considermos a equacao x%y" —xy' +y =0, x > 0, da qual se conhece uma
solugdo y(z) = x. Aqui p(z) = —1 e entio W(z) = % = x. Assim

1
yz(af):l“/%dx:x/—d:v:xlnx.
T T

Entao, ys(x) = xzlnx € linearmente independente de yi(x) = x e, como tal, {x,xInz}
constitui um sistema fundamental de solugoes da equagao diferencial. [
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Exemplo 10 Considermos a equagao y" +y = 0 da qual se conhece uma solugao y,(t) =
sint. Aqui p(t) =0 e entdo W(t) = 1. Assim

1
ya(t) = sint/ S dt = sint/ccht dt = sint(— cott) = cost.

Entao, ys(t) = cost € linearmente independente de y;(x) = sint e, como tal, {sint, cost}
constitui um sistema fundamental de solugoes da equagao diferencial. O

Exercicio 1. Considere—se a equacao de Legendre
(1—t*)y -2ty +2y =0, tec(-1,1),

e suponha que ja conhecemos uma solu¢ao y;(t) = ¢t. Determine uma segunda
solugao yo(t) de forma a que {y1, 92} seja um sistema fundamental de solugoes da
equacao.

Resolugao: Dividindo a equacgao por 1 — ¢2

2t
" /
Y 1_t2?J+

1_ﬁy=Q

temos que p(t) = —2t/(1 — t?). Entao, o Wronskiano é dado por
W() Ce~ Sp(t)dt _ Ceth/l —t2) :C«e—ln|1—t2|

Considerando C' = 1, temos que
1
1—¢2
Como sabemos, a segunda solugao da equacao diferencial pode ser dada em termos
do Wronskiano na forma

ma):%@x/g%gdt:t/lﬂ%;ilﬁ:t/gﬁTé;Sﬁ.

Atendendo a decomposicao em fragoes parciais

I 1 L1/
2(1—12) 21 —t)(1+t) 2 2 ’

r=i [ (Ao (e ) )

Integrando termo a termo (e considerando as constantes de integragao iguais a zero)

Z?ﬁ: /———ﬁ —In|1—t], ‘/———ﬁ In |1+ ¢|.

W(t) =

temos que

Portanto

1 1
yg(t):t(—¥+§(—ln\1—t|+ln|1+tl)> :—1+§1D

141
1—t|

Entao que um sistema fundamental de solu¢oes da equagao de Legendre é

yi(t)=t, ypt)=—1l+-In——1 te(-1,1). O
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Exercicio 2. Considere-se a equacao de Legendre
14+t y" =2ty +2y=0, tcR.

Mostre que o Wronskiano das solugoes da equagao ¢ dado por C(1 + t?), C' € R,
t € R, e, sabendo que y(t) = ¢ é uma solugdo particular da equagao, determine a
solugao geral da equacao.

Resolucao: Dividindo por 1 + 2 obtemos

.2
1+

Y to’+ y =0,

1+¢2
pelo que p(t) = —2t/(1 + t?). Entdo, o Wronskiano ¢ dado por
W(t) _ Ce—fp(t) dt _ Cef2t/(1+t2) dt _ Celn(1+t2) _ C(l + t2).

Considerando C' = 1, temos que

W(t) =1+t
A segunda solugao da equagao diferencial pode ser dada em termos do Wronskiano
na forma
W(t) ) / 1+ / 1 1 -
t) =yi(t dt =t dt =t <— 1)dt:t<—— t) Ct.

Ignorando o termo Ct (que é multiplo de y;), obtém-se como segunda solugao line-
armente independente

yo(t) = t* — 1.

Portanto, a solucao geral da equacao é

y(t) = Cit + Cy(t* = 1), C,CL €R. O

Resumo final

O Wronskiano é uma ferramenta fundamental para estudar solucoes de equacoes dife-
renciais de segunda ordem, pois permite verificar se duas solugoes sao linearmente inde-
pendentes: Intuitivamente, pode ser visto como uma medida de “4rea” no plano formado
pelos vetores (y1,y;) e (Y2, y5): se a area for diferente de zero, as solugbes nao estao “so-
brepostas” (sdo linearmente independentes) e acrescentam informagao nova ao espago das
solugoes. Gragas a Identidade Abel-Jacobi-Liouville, ¢ possivel determinar W (t) direta-
mente a partir da equagao, sem conhecer explicitamente todas as solugoes. Um sistema
fundamental de solugoes forma uma base do espaco das solucoes homogéneas, que tem
dimensao dois para equacoes de segunda ordem. Assim, a solucao geral da equacao ho-
mogénea é a combinacao linear das duas funcoes que constituem o sistema fundamental
do solugoes.

Exercicios

1. Escreva uma equacao diferencial de ordem superior a um e que corresponda a des-
cricao seguinte.
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(a) Seja linear, com coeficientes constantes e homogénea;

b) Seja linear, com coeficientes variaveis e homogénea;

(
(d

(e) Seja nao-linear.

¢) Seja linear, com coeficientes constantes e nao-homogénea;
) Seja linear, com coeficientes variaveis e ndo-homogénea;

2. Prove que as fungoes dadas formam um sistema fundamental de solu¢oes da equacao
diferencial respectiva, no intervalo que se indica, e diga qual é a respectiva solucao
geral.

(a) ' —y =12y =0; e e (—o0,+o0).
(b) t3y" —6ty’ + 12y =0; 3t (0, +00).
(c) 2" +ty' +y=0; cos(Int),sin(Int); (0,+00).

3. (a) Determine os valores de k para os quais t* é solucdo da equacio t%y"+ty'—y = 0.
(

b) Diga, justificando, qual é a solucao geral da equagao diferencial da alinea an-
terior no intervalo (0, 4+00).

4. Prove que:

(a) y(t) = c1 e* ot e® +t2e* +t —2, onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias,
define a solucao geral, em R, da equacdo diferencial 3 —4y'+4y = 2e* +4t—12.

(b) y(t) = i + n + T & onde ¢; e ¢y sao constantes reais arbitréarias, define

a solucdo geral, no intervalo (0, +00), da equacdo diferencial 2t*y” + 5ty +y =
t* —t.

5. Considere a equacdo diferencial t3y” — 4t*y” + 8ty — 8y = 0. Mostre que {¢,t2,t*}
é um sistema fundamental de solu¢oes da equacao diferencial em qualquer intervalo
que nao contenha a origem.

6. Para a equagao diferencial linear de segunda ordem y" + p(t)y’ + q(¢t)y = f(t), onde
p, ¢ e f sao funcoes continuas em R, diga, justificando, se as seguintes afirmagcoes
sao verdadeiras ou falsas:

(a) E possivel existirem duas solucdes distintas, y; e o, que satisfacam as condicoes
y1(0) = y2(0) = 0.

(b) Se f nao for a fun¢ao identicamente nula, existe uma tnica solugao y da equagao
dada que satisfaz as condigoes y(0) = ¢/ (0) = 0 e, além disso, esta solugdo nao
é constante.

(c) Se f nao for a fungao identicamente nula, a diferenga entre duas solugoes de
da equacao dada é também uma sua solugao.

(d) Se f for a fungao identicamente nula, a diferenga entre duas solugées da equagao
dada é também uma sua solucao.

7. Se substituir a equacao do exercicio anterior por uma equagao linear de ordem
n > 2, com coeficientes e segundo membro fung¢des continuas em R, quais das
alineas permanecem verdadeiras? Justifique.
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8.

10.

Verifique que a funcao y;(t) = t? é solucdo da equacio
t2y" — 2ty +2y =0

e determine, pelo método do Wronskiano, a solugao geral da equacao.

. Considere-se a equagao

(t=1y"(t) =ty () +y(t) =0, t>1,
e suponha que ja conhecemos uma solugao y;(t) = e'. Determine uma segunda
solugao yo(t) de forma a que {y;,y2} seja um sistema fundamental de solugoes da

equagao.
Considere a equagao diferencial
(I+1)y" -y —ty=0.

Mostre que o Wronskiano das suas solugoes é dado por ¢(1+1t), c € R, t € R, e,
sabendo que y(t) = e' é uma solugao particular da equagao, determine a solugao
geral da equagcao.
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Aula 8: Equacoes diferenciais de coeficientes constantes

O problema da determinagao da solucao geral de uma equacao diferencial linear de ordem
de coeficientes variaveis é, em geral, muito complicado, e nao sao conhecidos métodos
gerais que permitam determinar essa solugao a nao ser nalguns casos em que a equg¢ao
tem uma forma cuja especificidade permite obter a sua solugao. Um destes casos ocorre
quando os coeficientes que figuram na equagao sdo constantes (ndo dependem da variavel
independente). Neste caso, a equagao escreve-se na forma

Lyl=f1t) < ' +py'+ay=f), (1)
onde p e ¢ sao constantes reais e f é uma funcao continua num intervalo I C R.

Nesta aula vamos considerar o caso em que a funcao f é identicamente nula em 1, isto
é, vamos considerar a equagao homogénea

Lyl=0 & ¢ +py+qy=0, (2)

e mostrar que esta equacao se pode resolver por um processo puramente algébrico, envol-
vendo pouco mais que a mera determinacao dos zeros de um certo polinémio constituido
a custa dos coeficientes p e q.

Equacgao caracteristica e operador diferencial polinomial

Como é sabido, a equagao linear de primeira ordem homogénea de coeficientes constantes
y'+qy = 0 tem como solugao geral y(t) = Ce 7, onde C' € R é uma constante arbitraria.
Isto sugere que, para o caso das equagoes de ordem superior, se procurem solucoes de (2)

do tipo
y(t) = e (3)
para algum r € R. Uma tal fungdo sera solugao de (2) se e s6 se
D?*[e™] +pD[e™] +qe™ =0,

com D o operador diferencial D = d/dt.

Atendendo a que D[e™] = r* e, para cada k = 1,2, temos que a funcio (3) é solugio
da equagao diferencial se e s6 se r for solu¢ao da equagao caracteristica

r* +pr+q=0, (4)
ou, o que é equivalente, se r for um zero do polinémio caracteristico
P(r)=r*+4pr+q. (5)
Associado a este polinémio, vamos considerar o operador diferencial polinomial
P(D) = D*+pD +q,

que permite escrever a equagao diferencial completa (1) na forma P(D)y = f(t) e a equgao
homogénea (2) como P(D) = 0. Portanto, o operador diferencial linear de segunda ordem
L ¢ dado por L = P(D).
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Determinagao da solucgao geral da equagao homogénea

Para determinar a solugdo da equagdo homogénea (2), vamos considerar as soluges da
equagao caracteristica (4) dadas por

rioe =

—pE+/p? —4q
5 .

Podem acontecer trés situagoes distintas, que iremos analisar em separado.

Raizes reais e distintas. Se A = p? —4q > 0, entdo 7, e ry sdo reais e distintos. Neste
caso, a equagao diferencial (2) pode ser escrita na forma

(D—r)(D—1r9)y=0
e o sistema fundamental de solucgoes é constituido pelas funcoes
() = et ya(t) = ™
Entao, a solugao geral de (2) é dada por
y(t) = Cre™ + Cye™, C,Co eR. O

Exemplo 1 Considere
y' 4+ 5y +4y = 0.

A equacdo caracteristica é r® +5r +4 = 0, cujas raizes sao r = —4 e 1o = —1. Logo,
yt) =Cre ™+ Cye™, C1,Co€eR. O

Exemplo 2 Considere

d’y dy
— +4—= -2y =0, 0)=1, '(0)=2
Tz T y(0) y'(0)
A equacao caracteristica € r* +4r —2 = 0, com solugoes rie=—2% V6. A solucio geral

e
y(t) = Cl 6(72+\/6)t + CQ 6(727\/6)15.

Das condigoes iniciais seque o sistema

_ _ 246
{01—1-02—17 N {01—2\/3, -

(=2 4+ V6)Cy + (2 — V6)Cy = 2, Cy = 422,

S

Raizes complexas conjugadas. Se A = p> —4q < 0, as raizes da equacao caracteristica
sao complexas conjugadas, ou seja,

ot A — 2
P=VATY _ ot

2

o =

com
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Exercicio 1. Considere r = a + i e a formula de Euler
e = e*(cos (Bt) + isin (Bt))
Mostre que:

1. a parte real y;(t) = e* cos(ft) e a parte imaginaria yo(y) = e* sin (ft) de
e’ sdo duas solugoes reais da equagdo homogénea (2).

2. y1(t) = e cos (Bt) e ya(t) = e sin (ft) sao linearmente independentes.

Daqui se conclui que {e* cos (t), e* sin (5t)} constitui um sistema fundamental
de solugoes da equagao homogénea (2).

Resolugao: A demonstracao do primeiro ponto fica ao cuidado do aluno. Vamos ape-
nas considerar o segundo ponto, isto é, provar que as fungoes y;(t) = e* cos (5t)
e ya(y) = e®sin(ft) sdo linearmente independentes. Calculemos o Wronskiano
Wy, y2|(t). Primeiro as derivadas

yi(t) = e (acos (Bt) — Bsin (Bt)),
ys(t) = e*(arsin (Bt) + B cos (Bt)).

Assim

Wlys, ya2)(t) = n) () = (t)ZJé(t) - Z/ll (t)y2(t) = 562at-
yi(t) ys(t)

Como 3 # 0 (raiz complexa nao real), temos W (t) = S e*** # ( para todo t. Logo
Y1 € Yo sao linearmente independentes em qualquer intervalo. [

Atendendo ao exercicio anterior, a solugao geral da equacao homogénea é
y(t) = e (Cycos (Bt) + Cysin (Bt)), C1,Cy € R.

Exemplo 3 Considere
y' + 4y’ + 5y = 0.

Aquip=4, g =5, e a equagao caracteristica dd r = —2 +1i. Portanto,
y(t) = e ?(Cicost + Cysint), C;,C, €R. O
Exemplo 4 Considere
' +2y +4y =0, y(0)=1, y(0)=1
Temosr = —14+ \/§i, logo
y(t) = e (O cos(V3t) + Oy sin(\/gt)).

Das condicoes iniciais obtém-se C7 =1 e Cy = O

b
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Raizes reais iguais. Se A = p? — 4¢ = 0, a equacdo caracteristica tem uma raiz dupla
r = —p/2. Temos entdo que

Y1 (t) = ert’
¢ uma solu¢ao da equacao homogénea. Para determinar uma segunda solucao da equagao
diferencial y,(t) que seja linearmente independente, podemos usar o método de redugao
de ordem de D’Alembert. Assim, atendendo ao que foi visto na aula passada (ver (13)
da Aula 7), concluimos que (note-se que —p = 2r)

—[padt —pt
. € _rt € . rt
ya(t) —y1(t)/—y%<t> dt = e /—em dt =te".

Assim sendo, { €™, te™}, com r = —p/2, constitui um sistema fundamental de solugoes
da equacao homogénea e, como tal, a solucao geral é

y(t) = (Ch + Cat)e™, C1,Cy €R.
Exemplo 5 Considere
' +4y +4y =0, y(0)=1, ¢ (0)=3.
Aquip =4, q =4, a raiz dupla é r = —2. Assim,
y(t) = (C) + Oyt)e ™.
Das condigdes iniciais obtém-se C; =1, Cy =5, logo y(t) = (1 +5t)e™ . O

Generalizagao para equacoes diferenciais de ordem superior a dois

Vamos considerar a generalizacao a equagoes com ordem superior a dois considerando
alguns exemplos.

Exemplo 6 Determinar a solugao geral da equagao homogénea
yW —y=0 < (D*—1)y=0.
A equacao caracteristica € dada por
f—1=0 = (r-)Fr+1)0Fr*+1)=0.
O sistema fundamental de solugcoes € dado por
{e' e cost,sint}
e, assim sendo, a solucao geral da equagao é
y(t) = Cre' + Cye " + Czcost + Cysint, C1,Cy,C3,C4 €R. O
Exemplo 7 Determinar a solu¢ao geral da equagao homogénea
y' =3y +3 —y=0 <& (D*-3D*+3D—1)y=0.
A equacao caracteristica € dada por
-3 +3r—1=0 = (r—17°=0.
O sistema fundamental de solugoes € dado por
{e tel, t? e’}
e, assim sendo, a solugao geral da equagao é

y(t) = Cre’ + Oyte! + Cyt?e’, 1,0, 05 €R. O
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Exemplo 8 Determinar a solugao geral da equagao homogénea
'~y +3y +5y=0 <& (D’—-D*+3D+5)y=0.
A equacao caracteristica € dada por
P —r? 4+ 3r+5=0 = (r+1)((r—172+2%=0.
O sistema fundamental de solugoes € dado por
{e™ e’ cos(2t), e'sin (2t)}

e, assim sendo, a solucao geral da equagao é

y(t) = Cre " + Cyelcos (2t) + Csesin (2t), C,Cy,C3,Cy€R. O

Exemplo 9 Determinar a solucao geral da equagao homogénea
Y 420 +y=0 < (D'+2D*+1)y=0.
A equacao caracteristica € dada por
42t 1=0 = (P+1)?=0.
O sistema fundamental de solugoes é dado por
{cost,sint, tcost,tsint}
e, assim sendo, a solucao geral da equagao é

y(t) = Cycost + Cysint + Cstcost + Cytsint, C1,05,C3,Cy € R, O

Exemplo 10 Determinar a solugao geral da equacao homogénea
Y49y =0 & (D°+9D%)y=0 < D*D?+9)y=0.
A equacao caracteristica € dada por
r(r? 4+ 9) = 0.
O sistema fundamental de solugoes é dado por
{1,t,1*, cos (3t),sin (3t)}
e, assim sendo, a solucao geral da equagao é

y(t) = Cl + Cgt + Cth + C4 COSs (?)t) + 05 sin <3t), Cl, CQ, 03, 04, C5 e R.
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Exercicios

1. Reescreva as equacgoes diferenciais lineares de coeficientes constantes seguintes usando
operadores diferenciais polinomiais e, em seguida, determine um sistema fundamen-
tal de solugoes e a respectiva solucao geral.

(a) y" + 4y = 0; (b) ¥’ =3y —4y=10; (c) y”+2y +y:0
B Gy — 0 () =0 (9 g 24y~

2. Mostre que a equagao diferencial 3’ — w?y = 0, w € R tem {e*, e™'} como
sistema fundamental de solugoes. Posteriormente, conclua que {cosh (wt), sinh (wt)}
também é um sistema fundamental de solu¢oes da mesma equagao.

3. Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais:

(a) (D —1)(D +1)D% = 0; (b) (D* — 4D 4+ 4D)y = 0;
(¢) (D + 1) (D —=2)y =0; (d) (D* 4+ 1)%y = 0;

(e) (D +1)*+ 1)y =0; () (D= 1)*+9)% = 0;
(&) (D+1)*+9)y =0; (h) (D +1)*+9)D% =0
(i) (D=1 +1)(D*+4)y=0; (j) (D" =D")y=0

4. Determine a solucao particular das equacoes diferenciais seguintes, que satisfazem
as condigoes iniciais dadas:

a) vy —y — 12y =0, y(0)=3, y(0) =25
b) ¥ +16y =0, y(0) =2, y'(0) = —2;
"o E — / z
(c) ¥y —y=0, y(3) O,y(B 2
(d) " —6y" + 11y —6y =0, y(0)=0, y/(0)=0, y"(0) =2.

5. Determine a equacao diferencial linear homogénea de coeficientes constantes que
admita o seguinte sistema fundamental de solugoes:

(a) {e', e te 0}, (b) {e~2t, ¥ cost, ¥ sint};
(c) {1, ezt te~2 &M cost, e¥sint}; (d) {e¥, e ¥ te o).

6. Determine a equacao diferencial linear homogénea de coeficientes constantes e de
menor ordem que admita como solugoes as seguintes fungoes:

(a) 1, (b) t, e (c) 2+t +3e';

(d) 5, 1+ 2t 2t et (e) 2(t+ 1)+ e' tel; (f) e* cost + cos?t;
(g) te*cost +sinh (3t);  (h) e*cost, e*sint; (i) e* cost + e* sint;
(

j) e*cost —te*tsint, t2.
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Aula 9: Método da variacao dos parametros

Nas tltimas aulas, vimos como encontrar a solugao geral de equacoes diferenciais lineares
homogéneas de segunda ordem da forma

Lyl =0, telICR < y'+pt)y +qlt)y=0, telCR, (1)

com p,q continuas em [. Nesta aula, vamos ver como determinar a solucao geral da
equagao nao homogénea (ou completa)

Llyl=f(t), telICcR & ¢ +pt)y +qt)y=f(t), telCR, (2)

com f # 0 continua em I.
Este estudo baseia-se na equag¢do homogénea associada (1), utilizando as seguintes
propriedades, cuja demonstracao é bastante simples.

Teorema 1 Sey; eys sdo duas solugdes da equagao completa (2), entdo y = y1 —yo
¢ solugao da equacao homogénea (1).

Demonstragao: Se y; e y2 sdo solugoes de (2), entdo Lly;| = f(t) e Lyz] = f(t), o que
implica, pela linearidade do operador L, temos que

Lly] = Llyr — y2] = L[y1] — L[ya] = 0,

o que prova o pretendido. O

Teorema 2 (Solugao geral da equagao nao homogénea) Se y, € a solucao
geral da equagao homogénea (1) ey, auma solugao particular da equagao completa
(2), entao a a solugdo geral da equagio nio homogénea é

y(t) = yn(t) + yp(t)-

Em particular, se {y1,y2} € um sistema fundamental de solugoes da equagao ho-
mogénea, € a solugao geral da equagao da equagao (2) pode ser escrita como

y(t) = yn(t) + 4p(t) = Cron(t) + Capa(t) + (),  C1, C2 € R. (3)

Demonstragao: Se y é uma sulugao da equagao completa (2), entdo, pelo teorema an-
terior y —y, é uma solugao da equagao homogénea (1). Portanto, existem constantes
C1,Cy € R tais que

y(t) = yp(t) = Cron(t) + Copa(t) & y(t) = Crya(t) + Coya(t) + yp(1).

Fazendo variar as constantes C; e Cy, obtemos a solugao geral da equacao completa
(2) conforme (3). O

Nota 1 Do teorema anterior podemos concluir o sequinte.
1. O conjunto de todas as solugdes da equagao completa (2) em I,
S(I) =A{y: Lly|(t) = f(t),t € I}

¢ um espago afim associado ao espago vectorial So(I) das solugdes da equagio ho-
mogénea (1).
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2. A solugao de uma equacao diferencial linear completa pode obter-se por particula-
riza¢io das constantes em (3), dando sentido a designac¢ao de solug¢do geral ou
integral geral de (2): trata-se de uma expressao envolvendo constantes reais arbi-
trarias a partir da qual toda a solug¢ao da equacgdao pode ser obtida escolhendo valores
especificos para as constantes. [

Exemplo 1 Vamos resolver o problema de valor inicial

y'—y=2—1¢>, y(0)=1, ¢(0)=0.

Para isso, comegcamos por determinar a solu¢ao da equag¢ao homogénea. y" —y = 0. Como
vimos na aula passada, { €', €'} é um sistema fundamental de solugoes da equagao. Logo
a solugao geral da homogénea é

yh(t) = Cl et -+ CQ e*t, Cl, CQ e R.

O passo sequinte, consiste em encontrar uma solu¢ao particular da equagdao completa.
Neste caso particular, verifica-se facilmente que

yp(t) = t*
satisfaz a equagao. Entao, a solug¢ao geral da equagdo completa €
y(t) = yn(t) +y,(t) = Cre' + Cye "+, C1,Cy €R.
Para determinar as constantes, consideram-se as condigoes inicias. Temos que
y(0)=C1+Co+0=1 = C1+Cy=1,
y(0)=C;—Cy+0=0 = C;—Cy=0.

Resolvendo, obtemos C; = L e Cy = L e concluimos que a solugio do problema de

2 2
condi¢cao inicial €
1 1
t)=—-e'+-e '+t O
y(t) =5+ 5
No exemplo anterior, foi facil determinar uma solucao particular da equacao diferen-
cial completa. No entanto, isso nem sempre acontece. Vamos, entao, definir um algoritmo
para determinar solucdo particular y, da equagao completa (2), assumindo que conhece-
mos o sistema fundamental de solugoes {y1, 32} da equagao homogénea (1).
Método da variacao dos parametros (ou de Lagrange)

Vamos supor que conhecemos um sistema fundamental de solugoes {yi, 42} da equacao
homogénea (1) e consideremos o sistema de Lagrange

{ull (D)y1(t) + up(t)ya(t) = 0,
uy ()yr (1) + ua(t)ya(t) = (1),

onde u; e up sao fungoes diferencidveis definidas em 1.

(4)

Este sistema ¢é possivel e determinado, ou seja, permite definir u} e u}, de forma tnica,
pois o determinante da matriz dos coeficientes é o Wronskiano W yy, y»], que é diferente
de zero, uma vez que {y1, 42} é um sistema fundamental de solugdes.
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O teorema seguinte permite definir o algoritmo para determinar uma solugao particu-
lar da equagao completa (2), supondo que conhecemos o sistema fundamental de solugdes
da equagao homogénea (1).

Teorema 3 Seja {y1,y2} um sistema fundamental de solugoes da equagao homo-
génea (1). Entao, uma solugao particular da equagao completa (2) é dada por

Yp(t) = wr ()y1 (t) + ua(t)y2(t),

com uy e up fungoes diferencidveis definidas em I que satizfazem o sistema de
Lagrange.

\.

Demonstracao: A primeira derivada de y, = u1y; + ugys €

/ p—

Yy = Uryr + wry) + upys + usyy = (Uyyr + usye) + (wayy + uays).

Pela primeira equacao do sistema de Lagrange, temos que

/ —_—

Y, = U1y + Uals.

A segunda derivada é
Yp = Ui¥h + Ul + wyy + uaysy.
Usando a segunda equacao do sistema de Lagrange, obtemos
Yy, = ury) +ugyy + f(t).

Substituindo na equacao completa,

Yy, + )y, + )y, = (way) + uayy) + p(t) (wry) + uays) + q(t) (wrys + uays) + f(¢).

Como y; e ys sao solugdes da homogénea (1), podemos concluir que

Yy + )y, +a()y, = f(2),

o que mostra que y, ¢ uma solugao particular da equagao completa (2). O

Com base no teorema anterior, podemos definir o seguinte algoritmo para determinar

a solugao geral da equacao completa (2), conhecendo o sistema fundamental de solugdes
da equagao homogénea (1).

1. Determinar a solugao geral da homogénea. Encontre duas solucoes linear-
mente independentes y; (t), y2(t) da equagdo homogénea (1) e escreva a solugao geral
na forma

yn(t) = Ciya(t) + Caypo(t), Ch,C2 € R

2. Obter uma solugao particular da completa pelo método da variagao dos
parametros. Procure y,(t) = ui(t)yi(t) + ua(t)ya(t), onde uy,us satisfazem o
sistema de Lagrange (4).

Calcule o Wronskiano
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e, pela regra de Cramer

o w0 @)
O @ Y T W@
Integre para obter
) - [ OO @

W (y1,y2)(t) ) W)@

e substitua na expressdo de y,(t). A solugdo particular da equacdo (2) é dada por

y2(t) f (1) yi (1) f(1)
W (y1,y2)(¢) W (y1,y2)(t)

3. Escrever a solugao geral da equacao completa. A solugao geral da equagao
nao homogénea fica entao

y(t) = yn(t) + yp(t) = Crn(t) + Coga(t) + yp(t), C1,C2 €R,

com y, dada por (5).

dt + yo(t) dt. (5)

Exemplo 2 Conside y" —y = et e determine a sua solucao geral pelo algoritmo dado.

1. Determinar a equagao geral da homogénea. De acordo com o que vimos na aula
passada, {e', e™'} € um sistema fundamental de solugoes da equagao homogénea
(prove!). Entao, solu¢ao geral da homogénea é

yh(t) == Cl et + CQ e_t, Cl, CQ € R. (6)
2. Obter uma solugao particular pelo método da variacao dos parametros. Procuramos

Yp(t) = wr () y1 (t) + ua(t)y2(t) = ua(t) e + ua(t) e,

com uy(t) e us(t) a verificar o sistema de Lagrange

uy(t) et +uh(t)e ™t =0,
uwy(t) et —uh(t)e " = e

Resolvendo sai que

1 t
ul( ) 92 Ul( ) 5
e 1
up(t) = —= e = wuy(t) = 4 et
Entao, a solucao particular fica
t ¢ t 1 ¢
Yp(t) = ur(t) e +ug(t)e™ = 57 1)

3. Escrever a solucao geral. A solu¢ao geral da equagao completa é

t 1
y(t) = Cl et + C2 eit + (5 - Z) et. |



Aula 9 — Método da variacao dos parametros 73

Nota 2 Note que, ao determinar uma solucao particular pelo método da variacao dos
pardmetros, podem surgir termos que sao maultiplos das solugoes da equagao homogénea.
Estes termos podem ser incluidos na solucao geral da homogénea, pois a solug¢ao geral da
equagdo completa € dada por y(t) = yn(t) +y,(t), onde yn(t) contém todas as combinagoes
lineares das solucoes fundamentais da homogénea. Assim, tais termos nao alteram a
forma final da solucao geral e podem ser omitidos da solugcao particular.

No exemplo anterior, ao determinar a solugcao particular pelo método da variacao dos

pardmetros, obtivemos

1 1
yp(t) = §tet ~ 1 e
1

Observe que o termo —3 e! ¢ maltiplo de €', que jd pertence a solugao geral da equagdo
homogénea (6). Portanto, este termo pode ser incluido na solugao homogénea, e podemos
escrever a solug¢ao particular de forma simplificada como

1
t) = =te
yp() 267

mantendo a solucao geral completa

1
y(t) = Cre' + Cye" + Etet. O

Exercicio 2. Determine a solucao geral de:
(a) ¥ +2y +y=te™
(b) y' +y =tant, t € (—%, g)

Resolugao: Vamos determinar as solugoes gerais das equagoes com base no algoritmo
considerado.
(a) Consideremos a equagao y” + 2y’ +y =te '
Passo 1: Determinar a equagao geral da homogénea.
Atendendo a que a equagao caracteristica da equacao homogénea é

P+ +1=0 < (r+1)*>=0,

temos que, pelo que foi visto na aula passada, {e”?,te "} é um sistama fun-
damental de solucoes da equacao homogénea. Entao, solucao geral da equacao
homogénea é

yh(t) = et + Csqt e_t, 01, Cy € R.

Passo 2: Obter uma solucao particular pelo método da variagao dos parametros.
Procuramos uma solucao particular da forma

Up(t) = ua () () + ua(t)pa(t) = wi(t) e +ua(t)te™,

com uy(t) e uy(t) a verificar o sistema de Lagrange

uh(t) et +ub(t)te™ =0,
—uj(t)e P+ ub(t) (1 —t)et =te "
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Da primeira equacao sai que u}(t) = —tub(t) e, substituindo na segunda
t? t?
W)+ (- OO =) =t = wi)=5 wi)=-1.

Entao, a solucao particular fica

yp(t) = Ul(t)yl(t) + UQ(t)yz(t) =——e 4 —te .

Passo 3: Escrever a solugao geral.
A solucao geral é

¢ t2
y(t) = (Cl — g) et + (CQ + 5) te*t, Cl, Cy eR.

Consideremos a equagao y” +y = tant, t € (=3, %).
Passo 1: Determinar a equagao geral da homogénea.

Como vimos na aula passada, {cost,sint} é um sistama fundamental de so-
lugoes da equagao homogénea. Entao, solugao geral da equagao homogénea
é

yh(t) = () cost + Cy sint, 01702 € R.

Passo 2: Obter uma solugao particular pelo método da variacao dos parametros.
Procuramos uma solucao particular da forma

Yp(t) = ur()ya (t) + ua(t)y2(t) = ui(t) cost + ua(t) sint,

com uy(t) e uy(t) a verificar o sistema de Lagrange

uy(t) cost 4+ ub(t)sint = 0,
—uy(t) sint + ul(t) cost = tant.

Neste caso, Wy, y2](t) = 1 e a solucao deste sistema, dada por (5), é

.
w(t) = — [ O dt:—/sinttantdt:—/sm Ear,

W[y1 Yol () cost
yi(t) f () / / :
up(t) = [ —IRUIY) g — [ costtant dt = [ sint dt.
2Af) Wlyr, y2] (1)
Integrando,
us(t) = — cost,
1 —cos®t ,
u(t) = — “eost dt = — [ sect dt+ | cost dt = —In|sect + tant|+sint.
Ccos

Entao, a solucao particular fica
Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)ya(t) = —costln|sect + tant|.

Passo 3: Escrever a solucao geral.
A solugao geral é

y(t) = Cycost+ Cysint — costln|sect +tant|, C;,Co e R. O
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Nota 3 (Interpretagao entrada—resposta) Tal como no caso das equagoes lineares
de primeira ordem, também aqui € muitas vezes 1util adotar o ponto de vista entrada—
resposta. A equacdo diferencial descreve como um sistema reage a um estimulo externo,
isto €, como transforma uma entrada/estimulo f(t) num determinado comportamento
de saida.

Neste contexto, y, € a resposta particular ao estimulo e y;, = Ciy; + Cays Te-
presenta a resposta livre do sistema, determinada pelas condicoes iniciais. Assim, a
solugao da equagao completa (também chamada resposta total) pode ser vista como a
sobreposicao da resposta livre com a resposta ao estimulo externo, isto €,

y(t) = yn(t) + yp(t) = Cryn(t) + Coya(t) + yp(t),

com y, dada por (5).
No caso de uma equagao linear de primeira ordem y' + p(t)y = f(t), a solugao da
homogénea é dada por

yn(t) = Cyi(t), CER, com y(t)= e JPOL

enquanto que a solucao particular €

= () _ o Sp()dt [ p(t) dt
Yp(t) = 31 (2) "0 dt = e /f(t)e dt.

A solugao geral da equagio € também (como vimos) escrita na forma

y(t) = yn(t) + yp(1).

A interpretagao € andloga: y, representa a resposta livre do sistema; y, € a resposta
particular ao estimulo f(t) e a linearidade garante que estas respostas se superpoem. [

O principio da superposicao permite separar a resposta total de um sistema linear
como a soma da resposta livre com a resposta ao estimulo externo. O teorema seguinte,
que também exemplifica este principio, afirma que a resposta de um sistema linear &
soma de varios estimulos ¢ igual & soma das respostas individuais correspondentes a cada
estimulo.

Teorema 4 (Principio da sobreposicao) Sejam y,...,yx, k > 2, solucoes das
equacoes diferenciais lineares

Lyl = f;t), ji=1,... k.

Entao

y(t) = D_uilt) € solugdo de Lly| =} _ f(t).

Demonstracao: O resultado decorre imediatamente da linearidade do operador L. De

facto,
Llyl=L [Z%] = ZL[?M = ij(t)‘ O



Aula 9 — Método da variacao dos parametros 76

Exemplo 3 Considere o operador linear L{y] = y" — y, e os dois estimulos f1(t) = €' e
fa(t) = e~ . Primeiro, resolvemos separadamente as equagoes

Ly = fi(t), Llya] = fa(t).
Uma possivel escolha de solugoes particulares é (ver Exemplo 2 e a nota que se lhe seque)

1 1.,
Yp,i (1) = §t2 e, Ypa(t) = —étze L

Sequndo o principio da sobreposi¢io, a soma
1 1.,
Yp(t) = Yp,1(t) + Ypa(t) = 5152 b §t2€ t

representa a resposta particular do sistema ao estimulo f(t) = f1(t) + fo(t) = €' + et

A solugao geral da equagao Lly] = f(t) é dada por (ver Exemplo 2)

1 1
y(t) = yh(t) + yp,1<t> + yp,g(t) = C1 et + CQ e_t + §t2 et — §t2 e_t, Cl, Cz S R. ]

Exercicio 3. Considere a equacgao diferencial linear de coeficientes constantes
y'(t)+4y(t) =0, teR.
(a) Determine um sistema fundamental de solugoes para a equagao dada.
(b) Determine uma solugao particular da equagao y”(t) + 4y(t) = sec (2t).
(c) Indique, justificadamente, a solugao geral de y”(t) + 4y(t) = 1 + sec (2t).

Resolucgao:

(a) A equagao caracteristica da equagdo homogénea associada é
r?+4=0 = r=42i

Portanto um sistema fundamental de solu¢oes da homogénea é {cos (2t), sin (2t)}
e
yn(t) = Cycos (2t) + Cysin (2t), C1,Cy € R.

(b) Para a determinagao de uma solugao particular de y” + 4y = sec(2t), usamos
o método da variacao das constantes. Pelo que foi visto anteriormente, essa
solugdo pode ser dada por y,(t) = ui(t) cos (2t) + ua(t) sin (2¢), com uy e uy a
verificar o sistema de Lagrange. Entao, atendendo a que

cos (2t)  sin(2t)

Wicos (2t),sin (2t)](t) = osin(26) 2cos (2) =2,

tem-se que
in(2¢ 2t 1 1
(t) = —M = —Stan(2) = w(t) = ;lInfcos(20)]
cos(2t) sec(2t 1 t
wy(t) = ) _ L= L

Assim, a solugao particular é
1 t
Yp(t) = w1 (t)ya (t) + ua(t)ya(t) = 2 In | cos (2t)| cos (2t) + 3 sin (2t),

valida nos intervalos onde cos(2t) # 0.
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(c) Para determinar a solugao da equagao y” + 4y = 1+ sec (2t), vamos considerar
o principio da sobreposicao. Atendendo a que a solugao particulares relativa ao

termo constante 1 ¢ y,1(¢) = 1 e a solucdo particular y,»(t) relativa ao termo

sec (2t) foi dada na alinea anterior, a solugao geral pretendida é
y(t) = Cy cos (2t) + Casin (2t) + yp1 () + Yp2(t)
= C cos (2t) + Cosin (2t) + 1 + 1 In|cos (2t)| cos (2t) + £ sin (2t),

com C1,Cy € R e t pertencente a qualquer intervalo onde cos (2t) # 0. [

Exercicios

1. (a) Demonstre a seguinte genaliza¢ao do principio da sobreposi¢ao para equa-
¢oes diferenciais lineares de ordem n: sejam yq,...,yx, &k > 2, solugoes das
equagoes diferenciais lineares

Lyl = f;(t), j=1,... .k,

com
Llyl = y™ + ap 1)y 4+ -+ ar ()Y + ao(t)y,

Entao i i
y(t) = Cyy;(t) ésolucio de L[yl => C;f;(t),
j=1 j=1

comC; eR, j=1,... k.
(b) Mostre que a solugao geral de y"” + 4y" = cost ¢ dada por

y(t) = yn(t) + y,(t) = C1 + Cocos (2t) + Cysin (2t) + 5sint, Oy, Cy, CsR.

(c) Sabendo que y;(t) = e’ ¢ uma solucao particular de v + 4y = f (t), deter-
mine f(t) e calcule a solucao geral da equagao y"” + 4y’ = 2f(t) — cost.

2. Utilizando o método da variacao dos parametros arbitrarios (ou de Lagrange), de-
termine a solugao geral de cada uma das equacgoes diferenciais.

(a) 4y" + 36y = csc (3t); (b) v + 9y = 9sec® (3t);
t
P e
(c) y' + 4y +4y = 72e™ (d) ¢ =2 +y = 755

3. Sabendo que {t?, t?Int} é um sistema fundamental de solugoes da equacao diferen-
3 ! 3 / 4 : = /! 3 / 4
cial y" — Zy + t—2y =0, t > 0, determine a solugao geral de y" — ;y + t_Qy = Int,
para t > 0.
4. Determine a solugao geral da equagao diferencial linear
2y — 2ty +2y=2t+1, teRF,
sabendo que y =t é solucao da equacao homogénea associada.

5. Determine a solucao geral das equacoes diferenciais lineares:

2et .
et —1’

(a)y" —y= b))y +y=

et +1
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6.

10.

11.

12.

Considere a equagao diferencial (1 + t2)y” — 2ty + 2y = 1 + 2, e seja y(t) = t uma
solucao da equagao homogénea associada.

(a) Determine a solugdo geral da equagao homogénea associada.
(b) Calcule a solugao geral da equagao inicial.

. Considere a equacgao diferencial

t
e
(1) — 2y (t) + 10y(t) = ———.
y"(t) = 2y (t) + 10y(2) cos (31)
(a) Determine a solugao geral da equagao homogénea associada.
(b) Calcule a solugao geral da equagao inicial.

. Considere a equagao diferencial ty” + 2(1 + t)y’ + 2y = 8¢*.

(a) Mostre que y(t) = % ¢ uma solucao da equacao diferencial homogénea associada.

b) Mostre que {1, <2l & um sistema fundamental de solucoes da equacao dife-
q it ¢ quag
rencial homogénea associada.

(c) Calcule a solugao geral da equagao inicial.

. Suponhamos que ¢sin (2¢) é uma solugao particular de uma equacao diferencial

ay” + by’ + cy = 4 cos (2t),
para algum a,b,c € R.

(a) Determine uma solugao particular de ay” + by’ + cy = 8 cos (2t).
(b) Determine a, b, ¢ e a solu¢ao geral do problema.
Considere a equagao diferencial
et
1482
(a) Descreva o método da variagao dos parametros de Lagrange que lhe permite

determinar a solucao geral de uma equagao diferencial linear completa de ordem
dois.

y' =2y =

(b) Calcule a solucao geral da equagao dada pelo método da varia¢ao dos parame-
tros de Lagrange.

(c) Diga para que valores do parametro a € R as solugoes de y” — ay’ + y = 0 s@o
tais que lim; o y(t) = 0.

Determine, a solucao geral da equacao diferencial, v + 3" + 3 +y = cosht. Deve
explicitar a solugao geral da equacao homogénea bem como exibir uma solugao
particular da equacao dada.

Considere a equagao diferencial (1 + t)y” —y' —ty = (1 + t?).

(a) Descreva o método da variagdo dos parametros de Lagrange que lhe permite
determinar a solugao geral de uma equacao diferencial linear completa de ordem
dois.

(b) Sabendo que y; = €' e yo = (3 + 2t)e™" sao solugdes da equagao homogénea
associada, determina pelo método de Lagrange (da variacao dos parametros) a
solugao geral desta equagao.
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Aula 10: Método do polinémio anulador

Nesta aula vamos considerar um método alternativo ao método da variagao dos parame-
tros de Lagrange, para calcular uma solugao particular de uma equacao diferencial linear
de coeficientes constantes:

Lyl=f(t), telIcR & 4" +py+qu=Ff(t), telCR, (1)

com p,q € R e f uma fungao continua definida em /.

O método que iremos considerar tem por base a nogao de polinémio anulador. Sejam
D o operador diferencial D = d/dt e g uma fungao real de variavel real suficientemente
regular. Diz-se que o polinomio diferencial P(D) ¢ um polinémio anulador para g, ou
que P(D) anula g se P(D)g = 0.

Exemplo 1 Se y ¢ a solugio da equacao homogénea
y'+py +qy=0, telCR,

com p,q € R, entao P(D) = D? + pD + q é um polindmio anulador para y. Com esta
notagdao, a equagao diferencial linear de coeficientes constantes (1), pode ser escrita na
forma

P(D)y=f(t), telICR & (D*+pD+qy=f(t), telCR O (2

Quando a fun¢ao f possui uma determinada estrutura — o método nao funciona para
todos as fungoes — é possivel definir um método alternativo ao método de Lagrange da
variagdo dos parametros para determinar uma solu¢ao particular de (1). Este método
passa por determinar, caso exista, um polinémio anulador de f, isto é, um polindémio
diferencial Q(D) tal que

Q(D)f(t)y=0, telCR.

A pergunta que se impoe é: quais as fungoes f para as quais é facil determinar um
polinomio anulador? E facil de ver que tais funcdes devem estar relacionadas com as
solugdes das equagoes diferenciais lineares de segunda ordem (ou de ordem superior) com
coeficientes constantes. Mais concretamente, podemos enumerar os tipos de fungoes f
para os quais o método do polinémio anulador é aplicavel.

1. Polinémios: f(t) =t", com n € Ny.
2. Fungoes exponenciais: f(t) = t"e*, comn € Ny e a € R,

3. Funcoes trigonométricas multiplicadas por exponenciais:

f(t) =t"e* cos(Bt), f(t)=t"esin(ft), n €Ny, a,8€R.

4. Combinagoes lineares das anteriores.

Antes de passarmos ao exercicio em que se demonstrara explicitamente quais os poli-
noémios anuladores das fungoes referidas, é util apresentar uma propriedade fundamental
que permite simplificar muitos calculos.
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Teorema 1 (Identidades de deslocamento) Seja g(t) uma fungdo suficiente-
mente diferencidvel e « € R. Entao:

1. (D — a)(e“tg(t)) = e“Dg(t);

2. ((D—a)*+p%)(eg(t) = e*(D*+ B%)g(t), B € R.

\.

Demonstracgao: Para a primeira identidade, temos que
(D —a)(eg(t)) = ae®g(t) + e D(g(t)) — ae™g(t) = e Dy(?).
Para a segunda identidade, temos
(D = a)* + 5%)(e*g(t)) = (D — a)*(e™g(t)) + 5% e*'g(t)
e, aplicando a primeira identidade, concluimos o pretendido. [
O exercicio seguinte mostra como determinar o polinémio anulador para as fungoes
que aparecem como solugoes das equacoes lineares de coeficientes constantes, isto é, para

funcoes que podem ser escritas como combinagoes de polinémios, exponenciais e fungoes
trigonométricas (possivelmente multiplicadas por polinémios ou exponenciais).

Exercicio 1. Mostre que:
(a) Q(D) = D™ anula f(t) = t", com n € Ny;
(b) Q(D) = (D — )™ anula f(t) =t"e*, comn € Ny e a € R;

(c) Q(D) = ((D—a)*+ )" anula f(t) = t" e cos (Bt) ou f(t) = t™ e sin (8t),
com n € Ny, a, 8 € R;

(d) Produtos de operadores correspondentes anulam combinagoes lineares de fun-
¢oes das formas anteriores.

Resolucao:
(a) f(t) =t". Basta derivar t" n + 1 vezes: D"*1(¢") = 0.
(b) f(t) = t"e*. Usando a primeira identidade de conjugagao,
(D — a)" 1 (t"e™) = e D" = 0.
(c) f(t) =t"ecos (Pt) ou t" e sin (Bt): Pela segunda identidade de conjugagao,
(D — ) + B2+ (17 cos (1)) = e (D? + B2)1 (1 cos (1)),

e de forma andloga para sin (ft). Para n = 0, sai que
(D2 + 8%)(cos (1)) = D? cos (1) + 57 cos (1) = — 5% cos (t) + 57 cos (t) = 0,
e de forma anéloga, (D? + 32)(sin (8t)) = 0. O caso geral prova-se por indugao.

(d) Para combinagoes lineares de fungoes das formas anteriores, use a linearidade
do operador e a propriedade de produtos de anuladores (ver Exercicio 2) para
concluir que a combinacao é também anulada pelo polinémio indicado. [
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Vamos agora provar um resultado importante relativo aos polinémios anuladores e
que foi usado no exercicio anterior.

Exercicio 2. Sejam P(D) e Q(D) dois polinoémios diferenciais de coeficientes
constantes tais que P(D) anula a funcdo y; e Q(D) anula a funcdo y,. Mostre que
produto (composi¢ao) P(D)Q(D) anula ay; + Bys, com a, f € R.

Resolugao: Pela linearidade do operador Q(D), e atendendo ao facto de Q(D)ys = 0,
Q(D)(aw1 + Byz2) = aQ(D)yr + SQ(D)ya = aQ(D)y: + 0.
Como P(D)y, = 0, aplicando P(D) ao termo a@Q(D)y; resulta que
P(D)(aQ(D)yr) = aP(D)Q(D)ys = 0.

Portanto,
(P(D)Q(D))(ay + Byz) =0. O

Exemplo 2 Pelo Ezercicio 1, o polindmio anulador de fi(t) = e' ¢ Q1(D) =D —1¢eo
polinémio anulador de fy(t) = sin (v/5t) € Qo(D) = D* — 5. Entdo, pelo Evercicio 2, o
polinémio anulador de f(t) = e' + 3sin (v/5t) € Q1(D)Qy(D) = (D —1)(D*>—5). O

Exercicio 3. Determine os polinémios anuladores das seguintes funcoes:
(a) f(t) =5e* +tcos(3t);
(b) f(t) =te ™ + 5tsin (2t) + /% cost;
(c) f(t)=1+5t—te.

Resolucgao:

(a) Escrevendo f(t) = 5f1(t) + fo(t), com fi(t) = e*, fo(t) = tcos (3t), sabemos
que o polinémio anulador de f; é Q1(D) = D—2eode fy ¢ Q2(D) = (D?+9)2.
Entao, o polinémio anulador de f é

Q(D) = Q:(D)Q2(D) = (D — 2)(D* +9)*.

(b) Escrevendo f(t) = fi(t) +5/fa(t) + fa(t), com fi(t) = te=™, fo(t) = t*sin (21),
f3(t) = e*/2 cost, sabemos que o polinémio anulador de f; ¢ Q1(D) = (D+4)?,
ode fo 6 Qa(D) = (D?>+4)3 eode f3 ¢ Q3(D) = (D —3/2)*+ 1. Entao, o
polinémio anulador de f é

Q(D) = Qi(D)Q2(D)Qs(D) = (D + 4)*(D* + 4)*((D — 3/2)* + 1).

(c) Escrevendo f(t) = fi(t) — f2(t), com fi(t) = 1+ 5t, fo(t) = te® sabemos
que o polinémio anulador de f; é Q1(D) = D?* e o de f, ¢ Qo(D) = (D — 5).
Entao, o polinémio anulador de f é

Q(D) = Q1(D)Qy(D) = D*(D —5)*. O
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O método do polinémio anulador fornece um procedimento sistemético para de-
terminar uma solugao particular y,(¢) da equacdo ndo homogénea (1). A ideia central
consiste em aplicar um operador diferencial adicional que anula o termo nao homogéneo
f(t), transformando a equagao original numa equagao homogénea de ordem superior, cuja
solugao é entao facilmente obtida.

Método do polinémio anulador

Considere a equacao diferencial linear com coeficientes constantes
PD)y = f(t), telCR,

onde P(D) é um operador diferencial com coeficientes constantes e f(t) é do tipo elemen-
tar, ou seja, polinomial, exponencial, trigonométrica ou um produto destes.

Para resolver esta equagao, podemos utilizar o método do polinémio anulador,
que permite determinar uma solucao particular a partir de um polinémio diferencial
Q(D) que anula f(t) e combinar essa solugao com a solugao geral da equagao homogénea.
O algoritmo passo a passo é o seguinte:

1. Determinar a solucao geral da equagao homogénea: Resolver
P(D)y, =0

e encontrar yy(t). Este passo corresponde a fatorizar o polinomio P(D) e identificar
suas raizes, que determinam a forma da solugao homogénea.

2. Determinar um polinémio anulador Q(D) de f(t): Escolher Q(D) tal que
QD) f(t) = 0.
Este operador sera usado para construir uma equacao homogénea aumentada.
3. Resolver a equacao homogénea aumentada: Resolver
QD)P(D)y =0

para obter a solucao geral
y(t) = yn(t) + yp(1),

onde y,(t) contém os termos da solugao de Q(D)P(D)y = 0 que ndo aparecem em
yn(t) e que possuem constantes livres.

4. Determinar as constantes livres de y,(t): Obter as constantes de y,(t) por
forma a que y,(¢) seja uma solugao particular da equacao completa

5. Obter a solugao geral da equagao completa: A solugao geral é

y(t) = yn(t) + yp(),

com yj, obtida no passo 1 e y, determinada no passo 4.
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Exercicio 4. Utilizando o método do polinémio anulador, determine a solugao
geral de cada uma das seguintes equacgoes diferenciais:

(a) ¥y —y= e +2
(b) 3" — 5y + 6y = 2t* — 1;

(b) ¥ +y = cost.

Resolucao:

(a) A equacao pode ser escrita na forma P(D)y = e’ + 2, com P(D) = D* — 1.

1. Solugao da homogénea (factorizar P(D)): A equagao caracteristica
P —1=0
tem como raizes r = +1 e, como tal, P(D) = (D —1)(D +1) e
yn(t) = Cret + Cye™, 1,0y €R.
2. Determinar o polinémio anulador de f(t) = e’ 4 2: Tem-se que
Q(D)=(D—-1)D, pois (D-1)e'=0, D(2)=0.
3. Resolver a equagao homogénea aumentada:
Q(D)P(D)y = (D —1)D(D* — 1)y = 0.
A solugao geral desta equagao é
y(t) = Crel + Cye™ + Atel + B = yp(t) + y,(t),

com
yp(t) = Ate' + B.
4. Determinar A e B substituindo na equacao original: Tem-se que

1

Y~y = (24e) =B=c'+2 = A=5 B=-2
5. Solugao geral da equacao:
1
y(t) :Clet+02e_t+§tet—2, Ch,Cy € R. (3)

(b) A equagdo pode ser escrita na forma P(D)y = 2t*—1, com P(D) = D*~5D+6.

1. Solugao da homogénea (factorizar P(D)): A equagao caracteristica
r?—5r+6=0
tem como raizes r = 2,3 e, como tal, P(D) = (D —2)(D—3) e
yn(t) = Cre* +Cye®, O, Cy €R.
2. Determinar o polinémio anulador de f(t) = 2t* — 1: Tem-se que

Q(D) = D? pois D*(2t* —1)=0.
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3. Resolver a equagao homogénea aumentada:
Q(D)P(D)y = D*(D* — 5D + 6)y = 0.
A solucao geral desta equacao é
Y(t) = Cr e + Cy ¥ + AP + Bt + C = yu(t) + (1),

com
yp(t) = At® + Bt + C.

4. Determinar A, B e C substituindo na equacao original: Tem-se que
Yy — 5yl + 6y, = 2A — 5(2At + B) + 6(At*> + Bt + C)
= 6A4t> + (—=10A + 6B)t + (2A — 5B + 60).

Comparando com 2t> — 1, obtém-se

64=2 = A=3,
~10A+6B=0 = B=3
= C

e

2A-5B+6C = -1

[\
3

5. Solugao geral da equacao:

1 5) 5)
y(t) :Cle2t+0293t+§t2+§t+2—7, C1,Cy € R.

(c) A equagao pode ser escrita na forma P(D)y = cost, com P(D) = D? + 1.

1. Solugao da homogénea (factorizar P(D)): A equagao caracteristica

P +1=0

84

tem como raizes r = =i e, como tal, P(D) = D?+1 (ja esta factorizado) e

yn(t) = Cicost + Cysint, C1,Cy € R.
2. Determinar o polinémio anulador de f(¢) = cost: Tem-se que
Q(D) = D? +1.
3. Resolver a equacao homogénea aumentada:
Q(D)P(D)y = (D* + 1)(D* + 1)y = 0.
A solugao geral desta equacgao é
y(t) = Cycost + Cysint + At cost + Btsint = y,(t) + y, (1),

com
yp(t) = At cost + Btsint.

4. Determinar A e B substituindo na equagao original: Tem-se que
1
Yy, +yp = —2Asint +2Bcost =cost = A=0, B= 3
5. Solucao geral da equacao:

1
y(t) = Cycost + Cysint + §tsint, C,Co e R. O
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Nota 1 (Forma alternativa para determinar y,) Além do método do polinémio anu-
lador, existe uma forma prdtica de obter a solugdao particular y,: assumir diretamente uma
funcao tentativa baseada no tipo de f(t) — polinomial, exponencial, trigonométrica ou
combinacgoes destes .. multiplicando por poténcias de t sempre que alguma funcgao jd apa-
reca na solu¢ao homogénea y,. As constantes sao entao determinadas substituindo y, na
equagao completa.

A diferenca principal em relagio ao método do polindmio anulador € que, enquanto
este ultimo determina sistematicamente y,, a partir de um operador Q(D) que anula f(t),
a forma alternativa utiliza um raciocinio guiado pelo tipo de func¢do e so depois resolve
para as constantes, sem construir explicitamente Q(D).

Veja-se a diferenca nos exemplos considerados no exercicio anterior.

(a) Paray” —y = e'+2, a fungao tentativa € y, = Ate' + B (multiplicando port porque
e' jd aparece em yy ). Substituindo na equagdo, obtém-se A =L e B = —2, portanto

1yt 2
Yp = le’ — 2.

(b) Paray” —5y +6y = 2t*—1, a funcao tentativa é y, = At*+ Bt+ C. Determinando
as constantes na equagio completa, obtém-se A = %, B = g eC = 2%, logo y, =
1,2 5 5

424 514+ 2.

(¢) Paray”+y = cost, a funcao tentativa é y, = At cost+ Btsint (multiplicando por t
porque cost jd aparece em yp ). Substituindo na equagao completa, obtém-se A =0
e B= %, portanto y, = %t sint.

Esta forma permite obter y, de modo rdpido, focando apenas na escolha da fungao
tentativa e na determinacao das constantes, sem recorrer ao operador anulador. O

Exercicio 5. Considere a equagao diferencial linear de coeficientes constantes

v +ay’ +by +cy=f(t), teR.

(a) Sabendo que —2 e i sao raizes do polinémio caracteristico e que y(t) = €* ¢

uma solucao da equagao diferencial dada, determine a, b, c e f.

(b) Indique a solugao geral da equagao.

Resolugao:

(a) Como i é raiz do polinémio caracteristico e os coeficientes sdo reais, a sua
conjugada —i também é raiz. Assim as trés raizes do polinémio caracteristico
sao ry = —2, ro =1iery3 = —i. O polinémio caracteristico é entao

(r+2)r—)Fr+i)=>r+2)*+1)=r*+2r* +r+2.

Comparando com 73 + ar? 4+ br + ¢ obtemos a = 2, b = 1 e ¢ = 2. Logo o
operador diferencial associado é

P(D)=D?+2D*+ D +2.
A fungao f(t) é obida atendendo a que y(t) = €3
pleta. Assim,

¢ solucao da equacao com-

f(t)=P(D)e* = P(3)e® =  f(t) =50¢™.
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(b) A soluga@o geral da homogénea P(D)y = 0 ¢ obtida dada por
yh(t) = Cl e*Qt + 02 cost + Cg sin f;, Cl, 02, 03 e R.

Como f(t) = 50e* e r = 3 nao ¢é raiz do polinémio caracteristico, uma solugao
particular pode ser dada por (ver nota anterior) y,(t) = Ae*, com A € R.
Aplicando o operador,

P(D)(Ae*) = A50e™ = f(t) = A=1

Assim y,(t) = €* e a solugdo geral da equagao completa é

y(t) = Cre * + Cycost + Cssint + ¥, 1,0y, C5 €R. O

Exercicios
1. Obtenha a solugao geral das seguintes equagoes diferenciais.

a) y' +2y = (1+1t)et (b) 3y” — 9y’ + 6y = 3e** + 1;
)y//_y/:?)efx; (d)y”‘l'y_ew;
e) y" — 3y = 22% + 1; (f) " — 6y" + 12y — 8y = te*;
(g) ¥ — 8y + 16y = sin (2z); (h) y" + 4y = 2 cos (2z) — xsin (2x) + sin (2z).
2. Determine o polinémio anulador para as seguintes fungoes.

(a) e + 6te’; (b) te;
() t? e + 3tsin (2t); (d) t* e + 2t cos (2t);
(e) t* — t* e — tcos(2t) + 4t? et cos (2t); (f) te’ —t? e + 3tsin (2t).

3. Utilizando o método do polinémio anulador, determine a solucao geral de cada uma
das seguintes equacoes diferenciais:

(a) y" — 4y +5y —2y=2t+3; (b)y —9y = e*

(c) ' —y =t*ely (d) " + 2y —l—y- el sint;
(e) ¥ —y' — 6y = sin® (2t); (f) ¥y —y — 6y = € sin (2t);
(g) y" —y" = 3e' +sint; (h)y—y_3e + 2;

Wy =2 +y=+t+1)e () y" —y =3(2—1t?).

4. Vimos que a solugao geral de 3y’ —y = e’ + 2 é dada por (3). Determine a solucao
geral de y’—y = e'+2—12¢*, sabendo que & ¢* ¢ solugao particular de y”’—y = e*.

5. Considere a equacao diferencial linear de coeficientes constantes y” + y = 5t et

(a) Determine a solugao geral da equagao diferencial homogénea associada.

(b) Aplicando o método do polinémio anulador determine uma solugao particular
da equagao dada.

(c) Determine a solugao da equagao da equagao inicial tal que y(0) = 1, ¢/(0) = 2.
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Aula 11: Equacao de Euler-Cauchy

As equagoes de Euler-Cauchy, também chamadas de equacoes equidimensionais, surgem
em problemas com simetria de escala, como vibragoes em sistemas continuos. Elas tém
a forma

ty" +pty +qy=f(t), t>0, (1)
onde p,q € R e f é continua em ¢ > 0. No caso homogéneo, isto é, quando f(t) = 0,
obtemos
t*y" +pty +qy=0. (2)
Apesar de ter coeficientes variaveis, esta equagao pode ser resolvida de forma seme-
lhante a uma equagao de coeficientes constantes.

Exercicio 1. Mostre que, considerando a mudanca de varidvel e® = t, a equacao
de Euler-Cauchy (2) se pode escrever na forma
d*y
ds?

d
+(p—1)d—‘z+qy=0' (3)

Resolugao: Se e® =t entao s = Int. Comecemos por ver que

dy _ dyds _dyl
dt  dsdt dst

dzyid dy1ly\ 1 d2y_dy
a2 dt \dst/) t2\ds® ds

Substituindo na equacao (2) sai que

1 (d?y dy dy 1 d?y dy
2 _
tt—Q( )+pt—l8¥+qy—0 = ?+(p—1)—s+qy—0. |

ds®  ds

Assim, para resolver a equagao de Euler-Cauchy (2) resolve-se a equagao (3) e, no final,
faz-se a mudanca de variavel s = Int. Como (3) é uma equacao diferencial de coeficientes
constantes homogénea, é facil calcular a sua solugao geral. A equacao caractristica é

r?+(p—1)r+q=0.
Denotando por 7, 5 as raizes da equagao caracteristica, temos as seguintes possibilidades.
1. Raizes distintas e reais: r, # ry € R. A solugao geral é
yp(x) = Cre"* + Che™ = yu(x) =Cit" + Cot™ C,Cy € R.
2. Raizes iguais: r; =ty = r. A solugao geral é

yh(l’) =] e + Cys e’ = yh(x) = Cltr + CQtT Int Cl, Cy e R.

3. Raizes complexas: r; o = a £ fi. A solucao geral ¢

yn(z) = e*(Cy cos (Bt)+Cysin (Bt)) = t*(Cy cos (BInt)+Cysin (BInt)), Cy,Co € R.
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Nota 1 (Solugoes do tipo poténcia) As solugoes da equagao de Euler-Cauchy podem
ser expressas como t”, t" Int ou, no caso de raizes complezxas, t“ cos (f1Int) et*sin (f1nt).
Por isso, diz-se que sao solugoes do tipo poténcia, o que sugere um método direto e
eficiente para determinar a solugao geral.

A ideia € procurar solugoes da forma y(t) = t". Substituindo na equagao (2), obtemos
a equagao caracteristica

r(r—1)+pr+q=0 = r?+{p-Dr+qg=0.
Sejam r1 e ro as raizes dessa equagao. Os casos possiveis sao 0s sequintes.
1. Raizes distintas e reais: 1 # ry € R. A solugao geral €
un(t) = Cit™ + Cot™, Oy, Cy € R.
2. Raizes iguais: m =ry =1r. A solug¢ao geral é
yn(t) = Cit" + Cot"Int, C4,Cy € R.

3. Raizes complexas: r o= o+ fi. A solugao geral é

yn(t) =t*(Cicos (BInt) + Cosin (BInt)), C1,Co € R. O

Apo6s determinar a solugao da equagao homogénea, podemos considerar o caso nao
homogéneo. A solugao geral da equagdo ndo homogénea (1) é dada por

y(t) = yn(t) + yp(1),

onde y,(t) é a solucdo da equagdo homogéna (2) e y,(t) representa uma solucdo parti-
cular. Esta solucao pode ser obtida, por exemplo, pelo método da variacao dos para-
metros adaptado a solucoes do tipo t" ou combinagoes com Int e fungoes oscilatorias
cos(fInt),sin(f1Int), dependendo das raizes da equagdo caracteristica da homogénea.
Nesta aula consideraremos apenas o caso homogéneo.

Exercicio 2. Resolva as seguintes equagoes de Euler-Cauchy homogéneas:
(a) ty" +2ty' — 2y = 0;
(b) *y" + 5ty + 4y = 0;

(c) t*y" + 3ty’ + 5y = 0.

Resolugao: Procuramos solugoes da forma y(t) = t". Substituindo na equagdo homo-
génea t2y" + pty’ + qy = 0, obtemos a equacao caracteristica

rr—1)4+pr+q=0 = 1+ (p-1Dr+q=0.

(a) Equagao t*y” + 2ty’ — 2y = 0.
Aqui p =2, ¢ = —2. A equagao caracteristica é

P4 2-1r—2=r*+r—-2=0.
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Resolvendo
-1++v/1+8 —1+3
2 2

Como as raizes sao reais e distintas, a solugao geral é

r =

7‘1:1, T2:—2.

y(t) = Cit + Cot ™2, Cy,Cy € R.

(b) Equagao t?y” + 5ty’ + 4y = 0.
Aqui p =5, ¢ =4. A equagao caracteristica é

P+ G-1)r+4=r"+4r+4=0.

Resolvendo
—44++16—-16 —4 5
r = = — = — 4.
2 2
Raizes iguais r; = ro = —2, logo a solugao geral ¢é

y(t) = Clt72 -+ 02t72 hlt, Cl, CQ e R.

(c) Equacao t*y” + 3ty + 5y = 0.
Aqui p =3, ¢ =5. A equagao caracteristica é

P+ @B -Dr+5=r*+2r+5=0.

Resolvendo
—24++4-20 —-2++-16 .
r= = = —1+2i
2 2
Raizes complexas r = a4+ fi com a = —1, f = 2. A solugao geral é

y(t) = t_l(C’l cos (2Int) + Cysin (21nt)), Ch,CyeR. O

Aplicagoes reais da equagao de Euler—Cauchy

A equacao de Euler—-Cauchy (ou equagdo equidimensional) surge em muitos problemas
fisicos e de engenharia com simetria de escala, ou seja, quando o comportamento é inva-
riante sob multiplicacao da variavel independente por uma constante. Vamos ver alguns
exemplos.

Exemplo 1 (Vibragoes longitudinais de uma haste conica) Considere uma haste
eldstica conica com sec¢io transversal A(x) = Apz™, densidade p e modulo de Young FE
constantes. A equagdo do movimento longitudinal u(z,t), onde x representa a posi¢ao ao

longo da haste, é
0 ou 0%u

p (EA(x)%> = pA(2) 55

Usando separagao de varidveis u(x,t) = U(x)T(t), obtém-se a equagao espacial

22U" +nzU + XU =0, \='"F

com w frequéncia angular. Para obter a solugao, procuramos U(x) = x". A equagao
caracteristica €

rir—1)+nr+A=r*+(n—1r+=0.
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As raizes da equacao sao

A solucao geral é dada por

Crax™ + Cyz™, T F# T,
U(x) = ¢ 2"(Cy + Cylnx), ro=Try=r,
2®(Cycos (Blnz) + Cysin (BInz)), r=a+pji

com C;,Cy e R, O

Exemplo 2 (Equagao de Laplace em coordenadas polares (problema radial))
Para um problema de determinar a temperatura (ou potencial) radial uw = u(r), com r a
distancia radial, a equacao de Laplace reduz-se a

1
u'(r)+ = (r)=0 = 1 +rd =0.
r

m

Procurando u(r) =™, a equagdo caracteristica €

mm—1)+m=m?>=0 = m;=0, my=0.

A solucao geral é
u(r) =Cy+Cylnr. O

Exemplo 3 (Fluxo de calor em coordenadas esféricas) A equacio de Laplace es-
férica é
1d
r2dr

Procurando u(r) = r™, temos

d
(TQ—U) =0 = rA+2rd=0.
dr

mm—1)4+2m=m(m+1)=0 = m; =0, my=—1.

A solucao geral é

U(T):Cl—F%, Cl,CQGR. ]

Exemplo 4 (Deflexao de uma viga com espessura variavel) Para uma viga com
rigidez El(x) = Elypx™, com x a posi¢io ao longo da viga e E, Iy, m constantes, a
equacao de equilibrio que permite obter a deflexdo vertical y(z) é

d? d?y
pre) (Efoiﬁmﬁ> =0 = 2%y% 4 2may” +m(m —1)y" =0,

Definindo v(x) = y"(x), a equagao reduz-se a

220" 4 2mav’ +m(m — 1)v = 0,
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que € uma equacao de Euler—Cauchy de sequnda ordem. Procurando v(x) = z", obtemos
a equacao caracteristica

r* + (2m — 1)r +m(m — 1) = 0.

Como discriminante € A = 1, temos as raizes

ro=-m, r9o=1-—m.
Portanto,
v(z) =1y (x) = Cra™™ + Cyz'™™, C,Cy €R.
Integrando duas vezes, obtemos a solugao geral para y(z) (onde C; € Rii=1,...,4)
C C
y/(l’) = —13:1—771 + —2x2_m + O?n m 7£ 17 27
1—m 2—m

C11 $2_m + CZ
1—m)(2—m) (2—=m)(3—m)

Consideremos agora 0s casos particulares m =1 e m = 2. Para m =1 tem-se

34 Oy +Cy, m#1,2.

y(z) = (

C
y'(2)=Cix '+ Cy = ylx)=Cilnx+ 721'2 + Csz + Cy,
e. para m = 2
y'(2) =Ciz 2+ Cor™' = ylr)=-Cia ' +Colnz+ Csx+Cy. O

Exemplo 5 (Circuitos elétricos com parametros distribuidos) Considere uma li-
nha de transmissao com indutancia por unidade de comprimento L(t) = Lot* e capacitin-
cia por unidade de comprimento C(t) = Cot?, onde Ly e Cy sio os valores de referéncia
da indutdncia e capacitincia, e o, [ determinam como elas variam ao longo da linha.
No regime harmonico ou estaciondrio, aplicando as leis de Kirchhoff para um elemento
infinitesimal da linha, a tensao V(t) satisfaz uma equagao diferencial da forma

V" +atV' + bV =0,

onde
a=a—pf, b= LCow

Aqui, a reflete a variagao relativa da indutdncia e capaciténcia ao longo da linha, en-
quanto b estd relacionada as propriedades da linha e a frequéncia w da onda propagante.
Procurando solugoes do tipo V (t) = t", temos a equagao caracteristica

r(ir—1)+ar+b=7"+(a—1)r+b=0.
Consideremos o caso particular a = 3, b = 2. Equacdo caracteristica €

 24+V4-8
e

r2+27’—|—220 = T —1+1.

Portanto, a solucao geral é

V(t) = t_l (Cl COS (ln t) + CQ sin (111 t)) s Cl, CQ eR. O
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Exercicios

1. Resolva as seguintes equacoes de Euler—Cauchy, determinando a solucao geral e
classificando os tipos de raizes (reais distintas, iguais ou complexas):

(a) z%y" — 3zy + 4y = 0;
(b) t*y" + 4ty + 4y = 0;
(c) s*y" + 5sy’ + 6y = 0;
(d) r2y" + 2ry’ + 5y = 0;
(e) 2%y —2zy' +y = 0.

2. Resolva a equagao nao homogénea usando o método da variacao dos parametros
t2y" + 3ty + 2y = 12

3. Considere a equacao do fluxo de calor radial

r?u + 1 —u=0, r>0.

(a) Determine a solugao geral.

(b) Discuta o comportamento da solug¢ao no centro r — 0.

4. A deflexdo de uma viga com rigidez variavel El(x) = Elyx™ pode ser calculada

pela equacao
n

2y 4 2may” +m(m — 1)y" = 0.

Determine a solugao geral para:
(a) m =1
(b) m=2;
(¢) m = 0 (caso especial).
5. Linha de transmissao com parametros distribuidos
V" +atV' + bV = 0.
(a) Resolva para a = 3,b = 2.
(b) Resolva para a =4,b = 4.
6. Considere a equacao de Laplace esférica
1 dy/ ,du
——|(r"—) =0 > 0.
r2dr (T dr) .

(a) Mostre que a solugao geral é u(r) = Cy; + Cy/r.

(b) Determine a solugdo que ¢é finita no centro r = 0 e satisfaz u(R) = 50 na
superficie de uma esfera de raio R.
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Aula 12: Vibracoes mecanicas e osciladores harmonicos

O estudo das vibragdes mecéanicas é fundamental em fisica, engenharia e biologia, pois
muitos sistemas naturais e artificiais podem ser modelados como osciladores. Entre os
exemplos cléssicos estao o sistema massa-mola, o péndulo simples em pequenas oscilagoes
e sistemas elétricos LC' analogos a sistemas mecanicos.

Oscilador massa-mola

Consideremos uma massa m (em kg) presa a uma mola ideal de constante elastica k (em
N/m), suspensa verticalmente e sujeita & aceleracao da gravidade g (em m/s?). O peso
da massa estica a mola até uma posicao de equilibrio, determinada pela Lei de Hooke!

mg = kL,

onde L é o comprimento da mola esticada. Denotando por y(¢) o deslocamento da massa
a partir da posicao de equilibrio, temos que, atendendo a segunda Lei de Newton, o
movimento da massa é descrito pela equacao homogénea

my'(t) = —mg+ k(L —y(t)) < my"(t)+ky(t) =0.
Dividindo por m, obtemos a chamada equacao do oscilador harménico simples
y'(t) +wiy(t) =0, (1)

onde wy = \/k/m (em rad/s) é a frequéncia natural do sistema.

Yy
Oscilador hamoénico: sistema massa-mola.

Suponhamos agora que o movimento é amortecido (oscilador dentro de agua, resistén-
cia do ar, etc) com uma for¢a de amortecimento proporcional & sua velocidade. Entao

my"(t) = —mg + k(L —y(t)) —cy/(t) < my"(t) +cy'(t) + ky(t) = 0,

com ¢ (em N-s/m) o coeficiente de amortecimento e ¢/(t) (em m/s) é a velocidade em torno
da posicao de equilibrio. Dividindo por m, obtemos a chamada equacao do oscilador
harmoénico amortecido

y"(t) + 2wy’ (t) + wiy(t) = 0, (2)

onde v = ¢/(2m) (em 1/s) é o coeficiente de amortecimento absoluto.

!Na publicagio preservada nesta colecio de atas da Royal Society, Robert Hooke (1635-1703) revela a solucéo
de um anagrama que tinha publicado dois anos antes. O seu anagrama —c e iimn o s s tt u u — resolve-se na
frase latina ut tension, sic vis, significando “assim como a extensdo, assim a for¢a”. Nas suas proprias palavras:
“A forca de qualquer mola estd na mesma proporgdo que a sua tensao: ou seja, se uma forga a estica ou dobra
uma unidade de espaco, duas irdo dobré-la duas unidades, e trés irdao dobra-la trés, e assim sucessivamente.”
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Nota 1 Muitas vezes, a equagao do oscilador harmonico amortecido € escrita na forma
y'(8) + 2Cwoy/(t) + way(t) =0, (3)

onde ¢ = ¢/(2mwy) € o coeficiente de amortecimento adimensional. O
Quando o sistema é submetido a uma forga externa periddica de amplitude Fy (em

newton, N) e frequéncia w (em rad/s), o movimento é descrito pela chamada equagao do
oscilador harmoénico forgado

y'(t) + 2vy/ (t) + wiy(t) = Eo cos (wt), (4)
com Ey = Fy/m (em N/m), permitindo estudar a resposta do sistema, incluindo fen6me-
nos como ressonancia quando w ~ wp.

Péndulo simples

O péndulo simples de comprimento L (em m) e aceleragao da gravidade g (em m/s?)
também se comporta como um oscilador harménico para pequenas oscilagoes. Denotando
por #(t) o angulo de abertura em relagao a vertical (em rad), a aceleracao angular 6”(t)
(em rad/s?) é nula quando o péndulo passa pela posicao de equilibrio, # = 0. Para
pequenos deslocamentos, a equacao linearizada é

0"(t) + F6(t) = 0. (5)

com frequéncia natural wy = 1/g/L (em rad/s).

Vamos estudar o movimento do sistema massa-mola de acordo com os trés casos
referidos anteriormente: oscilador harmoénico simples, oscilador harmoénico amortecido e
oscilador harmonico forcado.

Oscilador harmoénico simples
Consideremos a equagao (1). A sua equagao caracteristica é
Ptwi=0 = r=4H
e, como tal, a solugao da equagao corresponde ao movimento harmonico
y(t) = C cos (wot) + Cy sin (wot), (6)

com C; e Cy constante arbitrarias (em metro, m). Esta é uma oscilagao harmoénica
simples, com periodo 7' (em segundo, s) e frequéncia f (em 1/s) dados, respectiva-

mente, por
27

1 wWo
T —_ — = — = —,
wo ' / T 27
A solucao de um oscilador harmoénico simples pode ser expressa de forma combinada
em termos de amplitude e fase
y(t) = Acos (wot — ),

onde a amplitude A (em m)e a fase ¢ (em rad) sdo definidas, respectivamente, por

A=,/C?+C3, tam,o:%. (7)
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No caso do péndulo simples (5), a solugao é
6(t) = O cos (wot — @),

com amplitude inicial © (em rad) e fase ¢ (em rad). Assim como no oscilador massa-mola,
0"(t) depende do tempo: a aceleragao angular é méxima nos extremos da oscilagao e nula
na posicao de equilibrio, variando continuamente durante o movimento. O argumento do
cosseno é adimensional, e a frequéncia angular wy é expressa em rad/s.

Considerando as condigoes iniciais

y(0) =0, ¥'(0) = v,

obtém-se as constantes da soluc¢ao (6) como

v
Ci =1y, Co= —0~
Wo

Deste modo, a amplitude e a fase incorporam diretamente os valores iniciais do sistema
) )
permitindo escrever a solugao de forma compacta e completa.

A figura seguinte mostra a solu¢ao do oscilador harmoénico simples para diferentes
valores da frequéncia natural wy, considerando a amplitude igual A =1 e a fase ¢ = 0.

Oscilador harmoénico simples

T T T T T T T L L

Nota 2 Alguns notas importantes.

1. Se a velocidade inicial vy for positiva, entao a amplitude A é maior do que o valor
absoluto do deslocamento inicial yo. De facto,

2
v
A= y3+<w_(())) > |yol, se vy > 0.

A explicagcao fisica € a sequinte: uma velocidade inicial positiva confere energia
cinética adicional ao sistema, aumentando assim a amplitude mdrima em relagao
ao deslocamento inicial.

2. No caso da equagao do péndulo (5), o periodo

T =21 £
g

€ independente da amplitude de oscilagdo. FEsta propriedade, descoberta por Gali-
leu e posteriormente estudada por Newton, teve grande tmportdncia historica, pois
permitiv nao s6 a construcao de relogios de péndulo com elevada precisao, como
também a determinac¢ao experimental do valor da aceleragao da gravidade.
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3. Sendo a velocidade dada por
v(t) = y'(t) = —Awp sin (wot — @),

esta € nula nas posigoes de deslocamento mdazimo (y = £A) e assume valor mdzimo
na posi¢ao de equilibrio (y = 0). A explicacao fisica € a sequinte: a velocidade
atinge o seu valor maximo ao passar pelo ponto médio, pois toda a energia potencial
acumulada nas extremidades foi convertida em energia cinética. Nos extremos, a
velocidade € nula, jd que, nesse instante, a energia encontra-se totalmente armaze-
nada como potencial. O

Oscilador harmoénico amortecido

A equagao caracteristica de (2) é

P2 =0 = r=-vd/v2-wl

Neste caso, considerar as seguintes situa¢oes: amortecimento forte (v > wy), amor-
tecimento critico (¥ = wy) e amortecimento oscilatério (v < wy).

1. Amortecimento forte (ou superamortecido): v > wy. Neste caso, a equagio
caracteristica possui duas raizes reais distintas e negativas, e o deslocamento é dado

por
y(t) = Cret + Cye™', ria=—vt4/12—wi <0.

A solugao mostra que o decaimento do deslocamento é mondtono, sendo dominado
pela exponencial associada a raiz menos negativa (r1), que determina a velocidade
com que o sistema se aproxima do equilibrio.

2. Amortecimento critico (ou criticamente amortecido): v = wy. Neste caso,
a equacao caracteristica possui uma raiz dupla negativa r = —v = —wy, e o deslo-
camento ¢ dado por

y(t) = (Cl + Ogt) e_‘“ot.
A velocidade é
u(t) =y (t) = (Co — wo(Ch + Cat)) e 0",
e o deslocamento atinge um tnico maximo em
1
tmax = — =
Coy

Assim, quando C7C5 < 0, o deslocamento cresce inicialmente até t,.. e depois
decresce monotonicamente em diregao ao equilibrio. O termo linear Cyt garante
que o sistema atinja o equilibrio no menor tempo possivel sem oscilagoes.

> O, se 0102 < 0.

3. Amortecimento oscilatéorio (ou subamortecido): v < wy. Neste caso, a
equagao caracteristica possui raizes complexas conjugadas

ro=—Vtwyl, wg=/wi—1r? (frequéncia angular amortecida),

e o deslocamento é dado por
y(t) = e " (C} cos (wat) + Cysin (wyt)) = Ae " cos (wat — ),

com a amplitude A e a fase ¢ dadas por (7). A solugdo mostra que o deslocamento
oscila, atingindo varios maximos e minimos de amplitude decrescente, aproximando-
se gradualmente do equilibrio devido ao factor exponencial e ",
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A figura seguinte mostra o comportamento de um oscilador linear com diferentes
niveis de amortecimento: oscilatorio/subamortecido (v < wy, vermelho), criticamente
amortecido (v = wy, azul) e forte/superamortecido (v > wy, verde).

Oscilador harmoénico amortecido

I [ [ [ I I I
— Oscilatorio (v < wp)
——  Critico (v = wp)
——  Forte (v > wp)

No caso oscilatorio/subamortecido, o sistema oscila em torno do ponto de equili-
brio, com amplitude decrescendo gradualmente, delimitada pelo envelope exponencial
+Ae™" (a tracejado na figura), evidenciando que o retorno ao equilibrio é retardado.

No caso criticamente amortecido, o sistema retorna ao equilibrio no menor tempo pos-
sivel sem oscilar, correspondendo ao decaimento mais rapido permitido para um sistema
linear.

No caso forte/superamortecido, nao hé oscilagoes, mas o retorno ao equilibrio é mais
lento do que no caso critico, pois um dos termos exponenciais decai mais devagar, do-
minando o comportamento a longo prazo; o envelope exponencial mostra claramente a
diminuicao gradual da amplitude.

Oscilador harmoénico forcado

Consideremos a equagao do oscilador harménico forgado (4) sem amortecimento (v = 0)
Y + wiy = Eycos (wt), (8)

onde Fj é a amplitude da forca aplicada e w a frequéncia da excitagao.

A solucao geral é da forma

y(t) = yn(t) + yp(t),
onde
yn(t) = Cy cos (wot) + Cy sin (wot).

¢ a solugdo homogénea e y,(t) ¢ uma solucao particular. Usando o método do polinomio
anulador (ou o método da variagdo das constantes) é possivel provar (ver exercicio no
final da aula) que

E
Yp(t) = rouﬂ cos (wt), caso wi # w?, 9)
0
e
Lo, . 2 2
Yp(t) = Q_w()t sin (wt), caso wj = w”. (10)
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Nota 3 (Sobreposi¢ao de dois movimentos) Note-se que, no caso w # wy, a solu¢ao
geral de (8) pode ser escrita na forma

E

y(t) = yn(t) + y,(t) = Acos (wot — ) + 2—0

e (cos (wt) — cos (wot)).

A solugao escrita nesta forma mostra que ela resulta da composi¢ao de dois movimentos:
o movimento livre y,(t), onde nao hd forcas externas e que corresponde ao movimento
harmonico simples, com um movimento y,(t) correspondente & solugio da equagao (8)
com condigoes iniciais y(0) = y'(0) = 0. Esse movimento pode ser periddico (caso w/wy
seja racional) ou quasi-periddico (caso w/wqy seja irracional). O

Batimento e ressonancia

Quando duas ondas com frequéncias muito proximas se somam, surge um fendémeno
chamado batimento, caracterizado por uma oscilagao rapida modulada por um envelope
lento. Um exemplo do dia a dia é tocar duas cordas de guitarra afinadas quase na mesma
frequéncia, como 440 Hz e 442 Hz. O ouvido percebe um som pulsante, alternando entre
sons mais e menos intensos. Outro exemplo pratico é sintonizar um radio analégico
ligeiramente fora da frequéncia de uma estacao, produzindo um som modulante audivel.

Matematicamente, para uma forga externa Fj cos (wt) atuando sobre um sistema de
segunda ordem com frequéncia natural wy, com w & wy, uma solucao particular é dada
por (como foi visto na nota anterior)

Eqy
yp(t) = 2 (cos (wt) — cos (wot)) .
2 _
Utilizando a identidade trigonométrica cos o — cos § = —2sin “%’B sin O‘T_’B, obtemos
2E0 wo +w

=22
wh —w

y(t)

() ()
sin t ] sin t],
2

onde a frequéncia rapida (wy + w)/2 determina a oscilagao principal, e a diferenga de
frequéncias define a modulacao lenta do envelope
Wy — wt) .

2Ey
sin
2

=
A figura seguinte mostra o fenémeno de batimento, com uma frequéncia rapida mo-
dulada por uma envelope de frequéncia lenta (a tracejado na figura).

A(t)

w?

Fenémeno de batimento: onda modulada com envelope de frequéncia lenta

[ [ [ [ [ [ [
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t
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A amplitude da oscilacao forcada aumenta muito quando w ~ wy. Quando a frequéncia
da forga externa coincide exactamente com a frequéncia natural do sistema, isto é, quando
w = wy, ocorre um fenémeno conhecido como ressonéncia.

Matematicamente, para uma forga externa Fycos(wt) atuando sobre um sistema de
segunda ordem com frequéncia natural wy, com w = wp, uma solucao geral é dada por
(como foi visto em (10))

y(t) = yn(t) + yp(t) = Acos (wot — @) + %tsin (wt).

Como se pode ver, a solu¢ao consiste na sobreposicao de um harmoénico simples com um
movimento oscilatorio de amplitude crescente linear

N 2(4}0 .

A(t)

A figura seguinte ilustra, claramente, o fenémeno de ressonéncia com o crecimento
linear da aplitude da onda (evidenciado a tracejado na figura).

Fenomeno de ressonancia forgada: oscilagoes com amplitude crescente linear

90 100

Um exemplo historico classico de ressonancia é a ponte de Tacoma Narrows, construida
em 1940. Ventos fortes produziram impulsos peridédicos muito proximos da frequéncia na-
tural da estrutura, amplificando progressivamente as oscilagoes e gerando vibragoes enor-
mes que culminaram no colapso da ponte. Situacoes mais quotidianas também ilustram
o fenébmeno: empurrar um baloigo sempre no momento certo aumenta a amplitude do
movimento sem esfor¢o adicional, exactamente porque a frequéncia do impulso coincide
com a frequéncia natural do sistema. Instrumentos musicais funcionam de forma seme-
lhante, pois cordas ou tubos vibram intensamente quando excitados nas suas frequéncias
naturais, aumentando a sonoridade sem necessidade de energia extra.

Exercicios

1. Resolva y” +9y = 0 com condigdes iniciais y(0) = 1, ¥/(0) = 0. Determine o periodo
de oscilagao.

2. Para y” 44y +4y = 0, identifique o tipo de amortecimento e escreva a solucao geral.

3. Resolva 3"+ 2y’ +2y = 0 e descreva o comportamento da solugao ao longo do tempo
(caso subamortecido).
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4. Diga qual o tipo de amortecimento do movimento descrito pelo problema de condigao
inicial y” + 6y + 8y = 0, y(0) = 1, /(0) = 0, escreva a sua solugao e descreva o
comportamento da oscilagao ao longo do tempo.

5. Considere o sistema massa-mola submetido a uma forca externa periédica de am-
plitude Fjy (N) e frequéncia w (rad/s), descrito pela equagdo do oscilador harmonico
forcado (4).

(a) Mostre que a solugao geral pode ser escrita como
y(t) = yn(t) + vp(t),
onde yy(t) é a solugao da equacao homogénea
Yh(t) + 2vy;(t) + wiya(t) = 0,

e yp(t) € uma solugdo particular da equagao forgada.
(b) Determine explicitamente y,(t) nos casos seguintes (comparar com (9) e (10)).

i. Nao amortecido (v = 0):

E
5 0 5 cos (wt),  w # wo,
Wi — w
yp(t) ’
Ey A
—tsin (wpt), w = wy (ressonancia).
2(4]0
ii. Amortecido (v > 0):
Eq 20w
UYp(t) = cos (wt — ), = arctan ————.
»l) V(w2 —w?)? + (2uw)? wh=¢) @ wi — w?

Neste caso, nao ocorre crescimento ilimitado da amplitude.

(c) Comente como a relagao entre a frequéncia da forga externa w e a frequéncia
natural wy do sistema influencia a amplitude da oscilagao em ambos os casos.

6. Considere o oscilador harmoénico forgado (4) com amortecimento (v > 0).

(a) Mostre que a amplitude (ver exercicio anterior)

Ey
V(Wi —w?)? + (20w)?

¢ maxima quando a wyg = wy, com w; a chamada frequéncia de ressonancia

amortecida
w, = Jw? — 22, (para 0 < v < wy/V2).

(b) Mostre que a amplitude méaxima é

Awo) =

__ B0
22U/ wi — 12
e conclua que quanto menor o coeficiente de amortecimento v, maior é a am-

plitude. Em particular, quando v — 0, A(w,) — 400. Nos problemas reais
existe sempre algum amortecimento v # 0, podendo ser pequeno.

Alw,) =
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7. Considere um oscilador massa-mola submetido a uma forca externa perioédica, des-
crito pelo problema de condigao inicial

y'(t) + 0,49 (¢t) + 9y(t) = 5cos(2t), y(0)=0, ¢'(0)=1.
(a) Escreva a solucao geral y(t) = yn(t) + y,(t), indicando a solugdo homogénea
Yn(t)-
(b) Determine as constantes da solu¢ao homogénea, usando as condigoes iniciais.
(c) Determine a solucdo particular y,(t) da equagao.
(d) Calcule e represente graficamente y(t) para t € [0,10]. Comente sobre o efeito

do amortecimento na amplitude da oscilagao.

8. Resolva
y" 4+ 0,4y’ 4+ 4y = 5cos (2t — 7/6),

encontrando a amplitude e a fase da resposta estacionaria. Fornecga a expressao para
yp(t) = Ccos (2t — ¢) e calcule C e .

9. Considere a equagao (4) com wy = 2, v = 0,25, w = 1,5 e Ey = 2. Para as condigoes
iniciais y(0) = 0, ¥/(0) = 0, determine explicitamente a resposta completa y(t),
decompondo-a numa componente transiente e uma componente estacionaria. Cal-
cule também o tempo aproximado de decaimento da componente transiente (usando
e "' como referéncia).

10. Considere o oscilador massa-mola com amortecimento e uma forga externa
y'+3y +2y=e", y(0)=0, y'(0)=1

(a) Determine a solugdo geral da equagao homogénea.
(b) Encontre uma solugao particular.

(c) Escreva a solugao do problema de condigao inicial e descreva o comportamento
do movimento ao longo do tempo.

11. Para o sistema massa-mola nao amortecido descrito pela equacao
my" + ky = 0,
considere a energia total
B(t) = T(#) + V(1) = 5m(y/ ()" + Sk (1),
onde T'(t) é a energia cinética e V(t) a energia potencial.

(a) Mostre que E(t) é conservada, ou seja, ndo depende do tempo.

(b) Considerando m =1, k =9 e y(t) = cos (3t), calcule explicitamente T'(¢), V (t)
e E(t) e verifique que a energia total permanece constante.



Aula 12 — Vibrag¢oes mecénicas e osciladores harmoénicos 102

12. Circuito RLC (coeficientes constantes). O circuito RLC é um modelo funda-
mental em fisica e engenharia elétrica, utilizado para estudar osciladores elétricos
(como radios, filtros e sensores), fenomenos de ressonancia, antenas, sistemas mecé-
nicos e biolégicos, bem como o comportamento transiente em circuitos de energia e
telecomunicagoes.

Considere um circuito RLC formado por uma resisténcia R (em ohms, §2), um
indutor L (em henry, H) e um condensador C' (em farads, F'), percorrido por uma
corrente i(t) (em amperes, A). Denotando por ¢(t) a carga no condensador (em
coulombs, C), temos i(t) = ¢(t). Aplicando a Lei das Tensoes de Kirchhoff ao
circuito, obtemos
VeR+ VL + Ve =0,
onde i
. i q
VR=Ri, Vp=L—, Vo==.
R (N L dt? C O

Substituindo i = ¢, a equacao diferencial fundamental do circuito é

1
LG+ Rq+ =q=0.
q-+ Q+CQ

Dividindo por L e introduzindo os parametros usuais do oscilador amortecido,

obtém-se a forma classica
Q'+21/q'+w§q: 0.

(a) Mostre que a equagao acima descreve um sistema anélogo ao oscilador massa-
-mola amortecido
" /
my +cy +ky =0,

identificando m <> L, c <> Re k < 1/C.

(b) Explique o significado fisico de cada termo: ¢/C como forga restauradora do
condensador, R¢ como dissipagao de energia na resisténcia e L{§ como energia
magnética armazenada no indutor.

(c) Defina a energia total do circuito

1 1
E(t) = =L¢* + —¢*,
(t) = 5Ld" + 554
e mostre que a sua taxa de variacao ¢ negativa devido a resisténcia, isto é,
dE
— =—-R¢*<0.
di q >

(d) Considere um circuito com L = 1H, C'=0.25F e R = 1Q. Determine wy e v, e
resolva a equagao diferencial para ¢(t) assumindo condigbes iniciais ¢(0) = 1C
e 4(0) = 0 A.

(e) Calcule a energia F(t) para o circuito anterior e descreva qualitativamente a
dissipacao de energia ao longo do tempo.
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Aula 13: Transformadas de Laplace

A transformada de Laplace é um método importante para a solucao de problemas que
envolvem equacoes diferenciais, especialmente lineares, e € amplamente utilizada em enge-
nharia, fisica e matematica aplicada. A teoria geral foi desenvolvida por Oliver Heaviside
(1850-1925), que introduziu técnicas operacionais para lidar com equagoes diferenciais
de forma mais pratica.

A ideia consiste em resolver equagoes diferenciais como se fossem equagoes algébricas.
Por exemplo, dada a equagao diferencial
y'+y +5y=f()=f(t) & (D*+4D+5)y = f(1),
seria 6ptimo que a sua solucao fosse dada por algo parecido com
y(t) = -
D2 +4D +5

Mas isto nao faz qualquer sentido! No entanto, pode fazer sentido algebrizar a equacgao
diferencial. A ideia de Pierre-Simon Laplace (1749-1827) foi precisamente essa: definir
uma caixa que transforme uma equagao diferencial numa equacao algébrica.

/() ’ F(s) = L{f(1)}(s)

Y

As principais caracteristicas que a transformada deve respeitar sdo: (i) ser linear; (ii)
destruir derivadas; ser reversivel, isto é, existir a transformada inversa.

Definicao de transformada de Laplace

A transformada de Laplace faz parte do grupo das chamadas transformadas integrais.
Uma transformada integral é qualquer transformacao linear 7 da seguinte forma

TIF(1)](s) = / " HOK () dt

A transformada integral tem como entrada uma funcao f e o resultado é outra funcao
F =T{f}. A cada transformada integral corresponde a uma diferente escolha da fungao
K, que é chamada o nucleo da transformada, e dos limites de integracao t; e to. A trans-
formada de Laplace (que iremos considerar neste curso) costuma ser mais conveniente
para problemas com dependéncia temporal e a transformada de Fourier mais conveniente
para problemas com dependéncia espacial.

Defini¢ao 1 (Transformada de Laplace) Dada uma funcao f(t) definida no
intervalo [0, +00), a sua transformada de Laplace é dada por

400

F(s) = L{f()}(s) = fl)ye ™" dt,

0

desde que o integral seja convergente para, pelo menos, um valor de s. O conjunto
dos valores s € R onde isso € verdadeiro é chamado de dominio de convergéncia de

L{f(#)}(s).
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Frequentemente, representa-se a transformada por £{ f(¢)} ou simplesmente por £{f}.

Nota 1 Também se poderia definir a transformada de Laplace para funcgoes de valores
complexos, com a varidvel s € C. Contudo, para os objetivos deste curso, basta considerar
apenas o caso real. [

Nota 2 O dominio de convergéncia de L{f(t)}(s) €, geralmente, um intervalo da forma
(80, +00), onde sy € R depende do crescimento de f(t). Para muitas fung¢oes usuais, tais
como as fungoes limitadas ou de crescimento polinomial, so = 0, e portanto a transfor-
mada de Laplace existe para todo s > 0. O

Exemplo 1 (Fungao exponencial) A transformada de Laplace €, normalmente, mais
simples que a fungao. Repare-se, por exemplo, que
“+00 T 1
L{e}(s) = / e e dt = lim e~ 5=t gt — ., s>a. O
0 T—+oco 0 S —

Exemplo 2 (Fungoes de Heaviside) A transformada de Laplace é, normalmente, mais
reqular que a fungao. Considere-se, aa fungoes de Heaviside (ou de degrau unitdrio)

0, t<0 0, t<0
Ht)y=H"(t)=¢ e H (@)= ~ —7
1, t>0, 1, t>0,
e seja, para a > 0,
0, t<a,

Ho(t) = H(t —a) = { ¢ Hy(t)=H (t—a)= {

1, t>a,

0, t<a,
1, t>a.

Apesar de serem funcgoes descontinuas, € possivel definir a transformada de Laplace

+00 T —sa
L{H,(t)}(s) = L{H, (t)}(s) = / e * dt = lim oSt dt = 2 , >0, (1)
a T—+o00 a S
que € uma funcao continua em RT. Para a func¢ao indicatriz' do intervalo [a,b], com
0<a<b< oo, definida por

1, telab],
Hyoy)(t) = Ho(t) — H, (1) = {

0, caso contrdrio,

tem-se que

L{Ha(t)}(s) = Hy,p(t)e ™ dt = £ T°  ss0 O
0

400 e—as —bs
S

Embora muitas fungoes usuais tenham transformada de Laplace, existem fungoes para
as quais o integral improprio que define a sua transformada nao converge para nenhum
valor de s real. Isto pode ocorrer por diferentes motivos. Por exemplo, a funcao pode
nao ser integravel proximo de t = 0, apresentando uma singularidade que torna o integral
divergente, como acontece com f(t) = % Outra possibilidade é que a funcao cresca
demasiado rapidamente quando t — 0o, mais rapido que qualquer exponencial linear da

. . " . . 2
forma e’ impedindo a convergéncia do integral, como acontece com f(t) = e .

No exercicio seguinte confirmamos que estas fungoes que nao possuem transformada
de Laplace.

! As notagdes mais usuais para a funcdo indicatriz séo X[a,5)(t) (na teoria da medida ou probabilidades) ou
1(,.4)(t) (em aplicagbes ou anélise funcional). Neste curso, usaremos Hj, 4 (t) para evidenciar a relagdo com a
funcdo de Heaviside.
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1
Exercicio 1. Mostre que as fungoes f(t) = 7 e ft) = et* ndo possuem transfor-

mada de Laplace.

Resolugao:

1
1. Fungao f(t) = 7 Pela definigao da transformada de Laplace

—st

+o0 e
E{t_l}(s):/ . dt, s> 0.
0
Podemos separar o integral em duas partes

+oo —st 1 —st +o0 _ —st
/ © dt= / © dt+ / . 2)
0 t o t 1 t

Para o primeiro integral, tem-se que e %' — 1 quando ¢ — 0. Assim, existe
0 > 0 tal que, para 0 <t < 6,

Portanto, por comparacao,

1 _—st 6 _—st 1

1 (1
/ © dt>/ ¢ dtz—/—dt:+oo.
.1 .t 2 ), 1

Como o primeiro integral em (2) diverge, a soma dos dois integrais também
diverge, independentemente do valor do segundo. Portanto, a transformada de
Laplace nao existe para f(t) = 1/t. A transformada de Laplace nao existe pois
a fungao nao ¢ integravel no intervalo [0, 1].

2. Fungao f(t) = e’. Pela definicao da transformada de Laplace

£ 12 _ oo t2 —std _ e t2—std
{e" }Hs) = ) e e t= ) e t.

Como

: 2_
lim e " = 400,
t—-+o0

o integral diverge e, portanto, a transformada de Laplace de f(t) = e nao
existe. A transformada de Laplace nao existe pois a fungao cresce mais rapi-

damente que qualquer exponencial linear. [

Quando é que existe a transformada de Laplace?

Notemos que, de acordo com a definicao de transformada de Laplace, a funcao f nao
pode crescer mais rapido do que as explonenciais lineares. Se tal acontecer, o integral
improprio é divergente. Nesse sentido, podemos dizer (como vimos no exercicio anterior)
que nem todas as fungoes admitem transformada de Laplace.
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Definicao 2 (Fungao admissivel) Uma fungio f : [0,400) — R é chamada
admissivel se satisfaz:

1. f € localmente integrdvel (ou continua por segmentos) em [0, +00);

2. f € de ordem exponencial, isto €, existem constantes M >0, s € R eT >0
tais que
lf()| < Me*' Vt>T.

Teorema 1 (Existéncia da transformada de Laplace) Seja f : [0,400) = R
uma fungao admissivel. Entao, para todo s € R, com s > s,
+oo
L{f()}Hs) = flt)ye™*at

0

existe, converge absolutamente, e

lim L{f(t)}(s) =0.

S——+00

\.

Demonstracgao: Temos que

“+00 T +00
—st d — —st d —st d
/0 (8 e ] dt /Olf(t)e |t+/T (&) e dt

Como f é continua por segmentos, ela é localmente integravel em [0, T, para todo
o T > 0. Por seu lado, como é de ordem exponencial

[fE) e | < [f(B)]e™ < Me 700 5> 5,

Entao

+o0 +oo M
/ |f(t)e™™| dt < M e~ (57500t gt — e 70T < 400, 5> s,
T T §—50

garantindo a convergéncia absoluta do integral. Portanto, £{f(¢)}(s) existe para
todo s > sg, €

M

S — 8o

(=) 0 quando s — +oo. O

L{FB}s)] < / () e di +

Exercicio 2. Mostre que as fungoes do tipo
t", e*cos(ft), e“sin(Bt),

comn € N, o, € R, sao admissiveis e, a partir disso, conclua que as solugoes
de equagoes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes constantes possuem
transformada de Laplace.
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Resolugao:

1. Verificagao da admissibilidade de t".

A fungdo t" ¢ continua em [0, 00), pelo que ¢ continua por segmentos. Para
verificar a ordem exponencial, devemos mostrar que existe s > 0 tal que
t"] < M e®*! para t suficientemente grande, ou seja,

tn
lim
t—4oco esot

=0.

Aplicando a regra de L'Hospital n vezes, obtemos

1; t" L’Hospital 1; n! 0
11m = 1m =
t—+oo eSot t——+00 58 esot

Portanto, t" cresce mais lentamente que qualquer exponencial e*°! e é de ordem
exponencial, ou seja, é admissivel.

2. Verificagao da admissibilidade de e* cos (ft) e e* sin (/5t).

As fungoes e®, cos (St) e sin (St) sdo continuas, pelo que os seus produtos
também sao continuos por segmentos. Para todo ¢ > 0, temos

e cos (B1)] < e, [ sin (8)] < ¢,
pelo que ambas as funcoes sao de ordem exponencial e, portanto, admissiveis.

3. Linearidade e soma de fungoes admissiveis.
A transformada de Laplace é linear, isto é,

L{erf(t) +cag(t)}(s) = er L{F (1) }(s) + e L{g(1)}(s),

para quaisquer constantes c¢;,co € R e fungdes admissiveis f,g. A soma fi-
nita de fungoes admissiveis mantém a continuidade por segmentos e a ordem
exponencial. De facto, se |f ()] < My e*t e |g(t)] < My e™2! entao

[F(t) + 9O < [f(O)] + g(t)] < Mye™' + My ™" < Me™,
com M = M1 + M2 € Sg = HlaX(S()l,Sog).

4. Conclusao para solugoes de equacgoes diferenciais homogéneas.

As solugoes de equagoes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes cons-
tantes tém a forma

y(t) = Z P;(t)e™" cos (Bit) + Z Q;(t)e* " sin (B;t),

onde P;(t),Q;(t) sdo polinémios (t*). Cada termo é admissivel, como demons-
trado nos passos anteriores, e pela linearidade e soma finita, toda a solugao é
admissivel.

Conclusao: Todas as solugoes de equacoes diferenciais lineares homogéneas
com coeficientes constantes possuem transformada de Laplace. O
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A seguir apresentamos exemplos de fungoes que possuem transformada de Laplace
(fungdes admissiveis) e fungdes que nao satisfazem os critérios de admissibilidade.

Funcgoes admissiveis
Funcao f(t) Dominio de convergéncia
t", neN s>0
et aeR 5>«
sin (ft), w € R >0
cos (ft), w € R s>0
H(t—a), a>0 s>0
Fungoes nao admissiveis
Funcao f(t) Motivo de nao admissibilidade
et’ Cresce mais rapido que exponencial linear
tant Discontinuidade infinita em multiplos de 7/2
Lt—0f Nao integravel em ¢t = 0

No exercicio seguinte pretende-se determinar explicitamente a transformada de La-
place de varias funcoes usuais, incluindo fungoes constantes, polinomiais, exponenciais e
trigonométricas.

Exercicio 3. Determine a transformada de Laplace das seguintes fungoes

fO =1 f@)=e% [f)=t [f@)=t" [f()=cos(Bt), [f(t)=sin(Bt),

indicar explicitamente a regiao de convergéncia em cada caso.

Resolucao:

1. Transformada de f(t) = 1. Pela defini¢ao da transformada de Laplace

—+o00 “+o00
£{1}<s):/0 1.t dt:/o et dt, s> 0.

Entao
. T . el 1 1
L{1}(s) = lim e dt= lim (- +-)=-, s>0.
T—+oc0 J T—+o00 S S S
2. Transformada de f(t) = e*, s > «. Pela definigdo da transformada de
Laplace
+oo 400
E{ eat}(s) _ / et o5t Jt — / e—(s—a)t dt, s> a.
0 0
Entao

T —(s—a)t 71T
e~ (5—) 1
L{e*}(s) = lim e T gt = lim | ———| = , s> a.
Tt J T—+oo | —(s— )], s—«
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3. Transformada de f(t) =t. Pela definigdo da transformada de Laplace

+oo
L{t}(s) = /0 te™dt, s>0.

Integrando por partes

[eS) e—st T 1 +o00
/ te " dt = lim {— t} + - / e dt.
0 T——4o00 S 0 S Jo

Aplicando a regra de L’Hospital

li = i L 0
Toteo 0T | Toteo sl
Entao N |
1 o 1 1
L{t == Sldt =~ - = —, >0
{3(s) 3/0 ¢ s s s °

4. Transformada de f(t) =t", n € N. Vamos fazer a prova por inducao.

Para n = 1 vimos que L£{t}(s) = 1/s*. Suponhamos agora, por hipotese de
indugao, que L£{t""!(s)} = (n — 1)!/s". Pela definigao da transformada de
Laplace

“+o0o
L{MY(s) = / et dt, s> 0.
0

Integrando por partes

+oo —st T +o0
e n
/ et dt = lim {— t”} + — / tlemst qt.
0 T—+oo S S 0

Aplicando regra de L’Hospital n vezes,

li A L’H(Epital I; n! —0 >0
1m T = 1m e U S s
T—+0 € T—+o00 S* e

entao, usando a hipotese de indugao,

n n!

+o0
L{t"}(s) = g/o et dt = gﬁ{t”_l(s)} = > 0.

5. Transformada de f(t) = cos(ft) e f(t) = sin(f5t). Pela definigdo da
transformada de Laplace

+o00
I = L{cos(Bt)}(s) = /0 e *cos(Bt) dt, s>0,

+oo
J = L{sin (B)}(s)) = / o sin (Bt) dt, s> 0.
0
Integrando por partes, temos que

—st T o0
I'= lim [— ©  cos (ﬂt)] — §/+ e *sin (Bt) dt
0

T—+o0 S 0
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T—~+o00 S

. eist . ’ ﬂ oo —st
J = lim [— sin (ﬁt)]o + g/o e " cos (pt) dt.

Como as fungoes trigonométricas sao limitadas, sai

—st T st T
lim {_e Sin(ﬁt)] _ ! e lim {_e Sin(ﬁt)] = 0.

T—+o00o S 0 S T—+o00 S 0
Entao, ficamos com o sistema em [ e J
sl=1-p8J, sJ=p,I,

0 que permite concluir

I= ﬁ & L{cos (Bt)}H(s) = ﬁ, s> 0,
e J = _B_ & L{sin(Bt)}(s) = _B_ s>0. O
_82‘1‘52 _52—|—52’ '

Nota 3 (Relacao entre transformada de Laplace e factorial) Do exercicio ante-
rior, temos que, para n € N

n n!
L{t }(8) = F, s > 0.

Em particular, tomando s = 1, obtém-se

+oo
L‘{t”}(l):/ t"etdt=n!. O
0

Definigao 3 (Fungao Gama) Definimos a fungdo Gama I'(z) para x > 0 como
+oo
[(x) = / utle ™ du.
0

Para inteiros m € N, verifica-se que

+o0

I'(n) = / u" e du=(n—1).
0

Portanto, a funcao Gamma € uma extensao do factorial para nimeros reais positi-
V0S.

J

Nota 4 (Transformada de Laplace em termos da fungao Gama) A partir da de-
finicao da funcio Gama, podemos expressar a transformada de Laplace de t*~1, para
x>0, como

“+o0o
L{E1Y(s) = / 1 oot gy,
0

Fazendo a mudancga de varidvel u = st, du = s dt, obtemos

1 [t r
L{t" M (s) = s_x/o u" e du = (m), s > 0.

SCC
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Assim, a transformada de Laplace de t*~' pode ser escrita, elegantemente, em termos
da funcao da fung¢ao Gama

L{t" 1} (s) = %, s>0, z>0.

A funcao Gama permite, assim, generalizar as transformadas de Laplace de poténcias
inteiras para poténcias reais. [

E possivel que fungoes nao admissiveis admitam transformadas de Laplace. Esta
situacao seré ilustrada no exercicio seguinte.

Exercicio 4. Mostre que, embora nao sejam admissiveis no sentido classico, as
fungoes

ft)= 7. f)=t

possuem transformadas de Laplace. Utilize a fungao Gama para justificar os resul-
tados.

Resolucgao:

1
1. Transformada de Laplace de f(t) = NG Escrevemos 1/v/t = t~1/2,

Pela nota anterior sobre a funcao Gama, temos, para x > 0,

()

¢

—+o0
L{E1Y(s) = / fl o5t g —
0

Tomando x = 1/2 e atendendo a que I'(1/2) = /7, concluimos
L {t_l/Q} (s) = z, s> 0.
s
Portanto, a transformada de Laplace existe, mesmo que 1/ v/t ndo seja admis-

sivel (ndo ¢ de ordem exponencial proxima de zero em t — 07).

2. Transformada de Laplace de f(t) = Int. Comegamos com a transformada
de Laplace de t*, dada por

e T(z+1
L{t"}(s) = / tre st dt = %, x>—1, s>0.
0

Derivando ambos os lados em relacao a x

L{t"Int}(s) = % <F(Z;jll)> _ Mz +1) ;51(36 +1) lns‘

Fazendo x = 0, temos

Cnth(s) = I"(1) — Ins _ _7—|—ln37 5> 0,

S S

com v ~ 0.5772 a chamada constante de Euler-Mascheroni. Portanto,
também Int possui transformada de Laplace, apesar de nao ser admissivel no
sentido classico. O
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Transformada inversa de Laplace

Passamos agora a definir a transformada inversa de Laplace, que reconstréi a funcao
original a partir de sua representagao no dominio da frequéncia, expressa pela variavel s.

Definigao 4 (Transformada inversa de Laplace) Seja F(s) a transformada
de Laplace de uma fungao f(t), isto é,
+oo
F(s) = L{f()}(s) = ft)e ™ dt.

0

A transformada inversa de Laplace € a operagao que associa a F(s) a f(t), escrita

f(t) = L7H{F(s)}(2).

J

Vamos agora estudar as condigoes sob as quais a transformada de Laplace possui uma
inversa tnica. Sejam f, g : [0, +00) — R duas fungdes admissiveis tais que

L{F(1)}(s) = L{g(1))}(s), Vs> so.

Entao, pela linearidade da transformada de Laplace,

/0+00 (f(t) —g(t)) e dt =0, Vs> s.

1. Funcgoes continuas: se f — g é continua, o integral ser nulo implica

f(t)—g(t)=0, Vt>0 = f(t)=g(t) pontualmente.

2. Funcgoes seccionalmente continuas: se f — g é apenas seccionalmente continua, o
integral ser nulo implica que

f(t) =g(t) quase sempre em t > 0.

Definigao 5 (Fungoes iguais quase sempre) Duas funcoes f e g dizem-se
iguais quase sempre (ou iguais quase por toda a parte) quando

{t>0: f(t) #g(t)} tem medida nula.

FEscreve-se
f~g ou f=gaqs.

Para qualquer funcao f, denota-se por

f1={g9:9~ [}

a classe de todas as fungoes que coincidem com f quase sempre. Assim, a inversa da
transformada de Laplace identifica nao uma fungao pontual, mas a classe de equivaléncia

L{f}(s) = L{g}(s) = [~y
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Exemplo 3 (Fungao degrau unitario) A funcao degrau unitdrio é dada por
1, t>a.

Halt) = HJ (1) = {0’ o

A sua transformada de Laplace é, como vimos, dada por (1). Se alterarmos o valor da
fung¢do em apenas um ponto t = a, por exemplo, considerando

0, t<
H;<t>:{’ .

1, t>a,

H, (1) HF(t)
H, () Hr(t)

| 2 t ‘
a \ a

A transformada inversa identifica a classe [H,|, nao um representante pontual. [

De forma geral, a transformada de Laplace é insensivel a alteragdes de uma fungao em
conjuntos de medida nula. Isto significa que todas as fungoes que diferem apenas em um
numero finito de pontos, ou nos pontos de descontinuidade de uma fung¢ao seccionalmente
continua, tém a mesma transformada de Laplace. Por outras palavras, se f ~ g (isto &,
[ e g coincidem quase sempre), entdao L{f} = L{g}. Esta propriedade reforca a ideia de
que a transformada de Laplace depende apenas da equivaléncia quase sempre das fungoes
e nao de valores isolados ou de descontinuidades pontuais.

Exercicios

1. Demonstre os seguintes resultados.

(a) Teorema do Valor Inicial. Se f e f’ sdo fungoes admissiveis, entao existe o
limite f(0%) e verifica-se lim+ f(t) = 1ir+n sF(s).
t—0 S—r+00

(b) Teorema do Valor Final. Se f e f’ sdo fun¢oes admissiveis e todos os polos
de sF(s) sdo negativos (nao existem polos em s = 0 nem poélos positivos), entao

o limite tEI-Eloo (t) existe e t£+moo ft) = Sli>r(1)rl+ sF(s).

2. (a) Mostre a propriedade fundamental da fungao Gama:
ra) =1, Fz+1)=2a'(z), z>0.
(b) Usando a propriedade fundamental da fungdo Gama, mostre que, para x > 0,

L{t"}(s) = f;—f), s > 0.

(c) Usando a funcio Gama, calcule L{t'/2}(s), L{t71/2}(s), L{t3/?}(s).
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3. Calcule as transformadas de Laplace das fun¢oes mais comuns encontradas em apli-
cagoes de equagoes diferenciais, fisica e engenharia e que estao listadas na tabela

seguinte.

Funcao f(t)

Transformada £{f(t)}(s)

1
1 - s>0
s
n!
t", neN ﬁ, >0
r
>l x>0 (x)7 5>0
SZ’
at 1
e , s>«
5—
. B
Sin (ﬁt) m, 5s>0
s
COS <6t) m, 5s>0
nh (Bt B 3
sinh (31 L s
s
cosh (5t) 2o ° > |
H,(t) (Heaviside/degrau unitario) ¢ , s>0
s
d(t — a) (delta de Dirac) e selR
1
— —ﬁ, s> 0
Vi NG
|
Int _at nsa s>0

S

4. Verifique se as seguintes fungoes sao admissiveis para a transformada de Laplace:

(a) f(t) = e (b) f(1) = e

(c) f(t) = sin(t) + 1%

(d) F(t) = In(1 + ).

5. Determine as transformadas de Laplace das seguintes funcoes:

(a) f(t) =1+sint;

(d) f(t) = e* + sin(3t);

(b) f(t) = e cos (3t);

(e) f(t) = H(t - 2);

(c) f(t) =t* + cos (2t);

() f(t) = d(t = 3).

6. Determine as transformadas inversas de Laplace das seguintes fungoes:

(a)F(S):sizL’ s>4; (b)
2
(c) F(s) = Erw > 0;

F(s) =

— 1
84

s
s24+9’

s > 0;

s> 0.
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Aula 14: Propriedades das transformadas de Laplace

Nesta aula, vamos explorar e demonstrar algumas propriedades essenciais das transfor-
madas de Laplace e das suas inversas.

~

Teorema 1 (Linearidade) Sejam f, g fungoes com transformada de Laplace de-
finida numa regiao comum de s. Entdao

L{crf(t) + c29(D)}(s) = er LIF () Hs) + 2 L{g(t)}(5),  cr1,c2 € R

Sejam F' e G transformadas de Laplace de fungoes admissiveis f e g. Entao,

L He F(s) + G (s)}(t) = e f(t) + cog(t) q.5., c1,c2 €R.

Demonstracao: A demonstracao resulta imediatamente da definicao de transformada
de Laplace e da sua inversa. [J

Exemplo 1 Vamos calcular L{3t + 5¢*}(s) e indicar o dominio de convergéncia. Pelo
facto da transformada de Laplace ser linear

3 5

s2 s—2

L{3t + 5e*}(s) = 3L{t}(s) + HL{e*}(s)

Quanto ao dominio de convergéncia, temos que s > 0 para t e s > 2 para .

s > 2 € necessdrio para a soma. [

Assim,

Exercicio 1. Calcule:

(@ £{eosh (@)}; () £ s (@)l (0 £ { b @ e { 2R

Resolugao: Para as transformadas de fungoes hiperbolicas e inversas (alienas (a) e (b)),
atendendo a que

eat + efat eat _ efat

cosh (at) = 5 , sinh (at) = 5 ;

e aque L{e"}(s) = ﬁ, s > b, pela linearidade transformada obtemos

cleot o) = L{ S 0 = () = o ol

2\s—a s+ a
e
Llsimh(@))(s) = cd g (LD LYo ey
S1n a S) = 2 S —2 s—a 3—|—a _32—(127 S al.

Para as fungoes racionais, considera-se a decomposicao em fracgoes simples. Assim,
para a alinea (c) temos

1 _A+ B
s(s—1) s s—1

= 1=A(s—1)+ Bs.
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Pelo método dos coeficientes indeterminados, obtemos A = —1, B = 1. Logo
1 1 1 1
- - = £ t)=—1+¢".
s(s—1) s+5—1 {s(s—l)}<) e

Para a alinea (d), factorizamos o denominador s> +4s+3 = (s+1)(s+3) e obtemos

(s+1)(s+3) =S+1+S+3 = 2s+5=A(s+3)+ B(s+1).

Pelo método dos coeficientes indeterminados, obtemos A4+ B =2, 3A+ B =5, o
que implica A = %, B = % Portanto

25+ 5 32 12 _1{ 25+ 5 }(t) 3 [

(s+1)(3+3):3+1+s+3 s2+4s+3

A seguir apresentamos a propriedade do deslocamento em s, que mostra como mul-
tiplicar por uma exponencial em ¢ desloca a sua transformada de Laplace em s. E es-
pecialmente 1til para resolver equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes.

Teorema 2 (Deslocamento em s) Se f ¢ uma funcao admissivel e F(s) =
L{f(t)}(s), entao, para todo a € R,

L{ef(t)}(s) = F(s—a), s—ac€ Dy,

onde Dp é o dominio de definicio de F(s).

Demonstracao: Pela defini¢ao de transformada de Laplace
Ll SN = [ ety de= [ el de= Fs—a). O
0 0

Nota 1 A propriedade anterior também € chamada de translacao no dominio da
frequéncia. Para além disso, ela também pode ser escrita na forma

() =L (F(s—a)(t) = LF(s—a)(t) = "L (F(s)(D). O

Exemplo 2 Atentendendo a proriedade de translacao no dominio da frequéncia, sai ime-
diatamente que

1
(s = 5)?

e que L{e* cos(3t)}(s) = % O

L{te™}(s) =

Exercicio 2. Calcule:
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Resolugao:

(a) Completando o quadrado do denominador (também se poderia factorizar)
s —2s—3=(s—10—4=(s—1)>*-2%

Portanto
5 5

2-25—3 (s—1)2—22
Atendendo a transformada de sinh (bt) (ver tabela),

2

52_22’

L{sinh (2t)}(s) =

e aplicando o deslocamento em s (s +— s — 1), obtemos

L' {%} (t) = get sinh (2t).

§2 — 25 —

(b) Atendendo & transformada de cos(bt) (ver tabela),

S

L{cos (4t)}(s) = 2+ 16

e aplicando o deslocamento em s (s — s + 3), obtemos

c {(3;3)%} (1) = = cos (42).

(c) Atendendo a transformada de ¢ (ver tabelas),
1
LUYs) =

e aplicando o deslocamento em s (s — s+ 1), obtemos

£ { G +1 1)2} (t)=te'. O

A seguir apresentamos a propriedade da transformada de Laplace das derivadas, que
permite transformar equacgoes diferenciais em equagoes algébricas, facilitando significati-
vamente a sua resolugao.

Teorema 3 (Primeira e segunda derivadas) Seja f uma funcgao diferencidvel
em (0,00), com F(s) = L{f(t)}(s). Entao, se f" é admissivel,

L{f'(H)}(s) = sF(s) = f(07), s€ Dp,

com f(07) = lim,_,o+ f(t) e Dp o dominio de convergéncia de F. Se, adicional-
mente, " existe e € admissivel, entao

L{f"(t)}(s) = s"F(s) — sf(0%) = f(07), s € Dp.
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Demonstracgao: Considerando a definigao da transformada de Laplace e integrando
por partes, temos

400 400
L{F()}(s) = /O eI (t) dt = lim [e f(t)]) + s /0 e f () dt.

T—~+o00

Como f é de ordem exponencial, o termo de fronteira limy_, o, e f(T') tende a
zero, quando s € D, enquanto o termo em 0 é f(07). Logo,

L{f'}s) = sF(s) = f(07), s € Dp.
Para a segunda derivada, aplicando a mesma formula a f’, temos
L{f" ()} (s) = sLLS'(O)}s) = [/(0F) = s*F(s) = sf(07) = f'(0F), s€Dp. O

Nota 2 (Derivadas de ordem superior) As formulas para a transformada de deriva-
das podem ser estendidas a derivadas de ordem superior. Se f, com n > 1, existem e
forem admissiveis, prova-se que

L{f™ () }(s) = s"F(s) — s" 1 f(0T) —s" 2/ (07) —--- — fD(0F), s€ Dp. O

Exercicio 3. Determine a solucao dos seguintes problemas de condigao inicial:
(a) ' +3y =6e7%, y(0) = 1.
(a) y" +4y +4y = e, y(0) =0, y'(0) = 1.

Resolugao: Consideram-se dois passos: calcular a transformada Y (s) = L{y(t)}(s);
calcular a transformada inversa y(t) = LY (s)}(t).

Vamos comegar pela alinea (a).

1. Calcular a transformada de Laplace Y (s) = L{y(t)}(s).

Aplicando a transformada de Laplace a equagao e usando L{y'} = sY (s)—y(0),
temos

6 1
+ :
(s+2)(s+3) s+3

sY(s) —1+3Y(s) = = Y(s)=

s+ 2

2. Calcular a transformada inversa de Laplace y(t) = L7 {Y (s)}(¢).
Fazendo a decomposi¢ao em frac¢oes simples

6 A B
= = 1=A 3)+ B 2
51213 12 513 (s+3)+ B(s+2),
e usando o método dos coeficientes intederminados, obtemos A = 6, B = —6.
Assim
6 5 —2t —3t
Y(s) = — = y(t)=6e" —5e "

s+2 s4+3
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Consideremos agora a alinea (b).

1. Calcular a transformada de Laplace Y (s) = L{y(t)}(s).
Aplicando a transformada de Laplace a equagao e usando L{y'} = sY (s)—y(0),
L{y"} = s*Y (s) — sy(0) — y/'(0), temos
1

s+ 1

LL2y" +y —yh(t) = L{t} = Y (s)+4sY(s)+4Y(s)=1+
Entao 1 1 1
Y(s) = + = .
O = G 2 TG e GG+
2. Calcular a transformada inversa de Laplace y(t) = L7 {Y (s)}(¢).
Fazendo a decomposicao em frac¢oes simples

1 A n B
(s+1)(s+2) s+1 s5+2
e usando o método dos coeficientes intederminados, obtemos A =1e B = —1.
Assim ) )
Y(s) = — t)=e"— e
() s+1 s42 = )= ¢ =

Se f(t) for suficientemente suave e de crescimento controlado, a transformada de La-
place torna derivadas em produtos algébricos e regulariza funcoes localmente singulares.
Em particular, temos o seguinte propriedade.

-

Teorema 4 (Diferenciagao em s) Se f é uma fungio admissivel e t"f(t)e™5 é

é
integrdvel para s € D, onde F(s) = L{f(t)}(s), entao,

%F(s) — (—)"L{"f()}(s), s € Dp.

Demonstracgao: Pela definicao de transformada de Laplace

d” :
e % dt.
ds” T dsn / f(#)

Como (—t)"f(t) e *" é absolutamente integravel (porque f é admissivel), o Teorema
da Convergéncia Dominada! garante que se pode trocar a derivada com o integral.
Entao

dr o

LG :/ (=) F(8) e dt = (—1)"LL"F(B)}(s), s € Dp. O

0

Nota 3 FEsta propriedade é frequentemente descrita dizendo que a diferenciacao em s
(dominio da frequéncia) corresponde a multiplicar por poténcias de t (no dominio do
tempo). Por isso, muitas vezes ela surge na forma

L{t"f(O)}(s) = (~1)"F"(s), s € Dr.

Também por isso, se diz que a transformada de Laplace regulariza certos comportamentos
da funcao, tornando-os mais tratdveis no dominio da frequéncia. O

1O Teorema da Convergenc1a Domlnada garante que, se |fn(t)| < g(t) com g integravel e f, — f ponto a
ponto, entao lim,, fo It fo t)dt. Para a transformada de Laplace, justifica a troca de limite ou
derivada com o integral, pois a fungao orlgmal da transformada de Laplace, f(¢), é admissivel.
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Exemplo 3 Queremos calcular L{t?sint}(s). Atendendo a que (ver tabelas)

) 1
L{sint}(s) = 2T

pela propriedade anterior (com n = 2), sai que

E{tQSint}(s)—j—;( ! >

s2+1

Calculando as deriwadas, obtém-se

2(3s% — 1)

L{t*sint}(s) = ICESIE

Nota 4 A propriedade anterior também pode ser usada para calcular transformadas in-
versas na forma

LHFM(s)}() = (~1)""f(t). O

S

Exercicio 4. Calcule f(t) = £! {arctan <Z—l> } (t).

Resolucgao: O primeiro passo, consiste em identificar a propriedade a usar. Neste caso,

vamos usar a propriedade anterior que diz que, para F'(s) = L{f(t)}(s),

LTHF(9)} (1) = —tf (D).

Assim, se conseguirmos derivar F'(s), podemos recuperar ¢ f(t). Derivando, temos

Foy @ (aretan (M) =L (LAY
T as \AS S 1+16/s2\ s2)  s2416

Da propriedade da derivada em s

cHEON =t = o

Atendendo a que (ver tabelas)

; 4
L) }s) =
concluimos que |
tf(t> = sm(4t) = f(t) _ Slnillt)

e entao (4
E_l{arctan(él/s)}(t)zsmi ) ts0 O




Aula 14 — Propriedades das transformadas de Laplace 121

A seguir apresentamos a propriedade da transformada de Laplace de um integral.
Esta propriedade mostra que integrar uma fungao em ¢ (dominio do tempo) corresponde
a dividir a sua transformada por s (dominio da frequéncia), simplificando a resolugao de
equacoes integrais e diferenciais.

Teorema 5 (Primitiva (integracao em t)) Se F(s) = L{f(t)}(s) existe para
s € Dp, entao

e /Otf(T) drh(s) = éF(s), s€ Dp.

Demonstragao: Se F(s) = L{f(t)}(s) existe, consideremos a fungao g(t fo
Entao ¢'(t) = f(t), e aplicando a transformada da primeira derlvada

L{g'(t)}(s) = sL{g(t) }(s) — 9(0) = sL{g(t) }(s),

pois g(0) = 0. Como ¢'(t) = f(t), temos

F(s) = L{f(t)} —sc{/f dT}S = ,C{/Otf(T)dT}(S):FiS). 0

Nota 5 A propriedade anterior também pode ser escrita na forma

£ {EF(S)} (t) = /Otf(f) dr. O

Apresentamos, para terminar, a propriedade da convolugao (ou do produto de
convolugao), que é uma ferramenta fundamental na teoria das transformadas de Laplace.
Ao contrario do que se poderia esperar, a transformada de Laplace do produto de duas
fungoes nao é igual ao produto das suas transformadas. A convolugao surge precisamente
para contornar esta limitagao: ao definir o produto de convolugdo de duas fungdes (no
tempo), conseguimos que a transformada de Laplace desse produto seja o produto das
transformadas individuais (na frequéncia). Esta propriedade é particularmente util na
resolucao de equacgoes diferenciais com fungoes do segundo membro complexas.

Teorema 6 (Convolugao) Se f, g : [0,00) = R sao fun¢des admissiveis e F(s) =
L{f(t)}(s), G(s) = L{g(t)}(s), entdo, para s € DN D¢, o produto de convolug¢io
de f por g € definido por

/ f(m)g(t —1)

L{f * g}(s) = F(s)G(s)-

e satisfaz

Demonstracgao: Pela definicao de transformada de Laplace

L{f*g}(s) /m(/f gt —7)d )e—stdt.
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Observemos que, para cada t > 0, o integral interno varia 7 € [0,¢]. Se quisermos
trocar a ordem das integrais, devemos cobrir todos os pares (7, t) na regiao triangular
{(1,t): 0 <7 <t < o0} Como f e g sao admissiveis, o integrando e~ f(7)g(t — 7)
¢ absolutamente integravel. Portanto, pelo Teorema de Fubini-Tonelli, podemos
trocar a ordem das integrais, obtendo

[ ([ st —nrar) ea= [T s ([T oo a)ar

Fazendo agora a mudanga de variavel v =t — 7, temos

;OO (7) ( /O " () es ) du) dr — < 0+°° (7) eSTdT> < /0 " ) e du)

e portanto

L{fx*g}(s)=F(s)G(s), s€ DrNDg. 0O
Exemplo 4 Pretende-se resolver o problema de condicao inicial

y'+y=g(t) y(0)=0, ¢ (0)=Ek.

Se a transformada G(s) de g(t) existir para s > 0, entdo a transformada Y (s) de y(t) é
dada por

k+G(s) k G(s)
Y(s) = = .

(s) s2+1 82—|—1+82—|—1

Entéo
y(t) = L { = li - } t)+L7! { Sff)l } (t) = ksint + £ { g(j)l } (t).

O sequndo integral pode ser visto como a convolugao f g, com f(t) =sint. Assim,

t
y(t):ksint+sint*g(t):k:sint—l—/ sintg(t —7)dr. O
0

Exercicio 5. Usando a convolugao, determine a solu¢ao do problema de condi¢ao
inicial
v +4y +4y=e" y(0)=0, ¢'(0)=1.

Resolugao: Vamos efectuar os mesmos passos do Exercicio 3 (b).

1. Calcular a transformada de Laplace Y (s) = L{y(t)}(s).
Como vimos,

Y(s) =

542 B 1 1
G+D6+2?  (+2°  GrU6+27

2. Calcular a transformada inversa de Laplace y(t) = LY (s)}(¢).

Usando convolugao para a segunda fracgdo (a primeira pode ser obtida por
deslocamento em s), obtemos

y(t) = te_2t+/0

t
e " (t—7) e 2T dr — te 2y e_2t/ reTdr = e '—e?. O
0

t
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Exercicios

1. Determine as transformadas de Laplace:

() F(t) = 2 4 6t — 3 (t) f(t) = 15,

(b) f(t) = 5t* + cos (2t); (8) f(t) = cos® (3t);

(c) f(t) =t(e' +e*)% (h) f(t) = sin (5t) cos (2t);

(d) f(t) = e cos (2t); (i) f(t) =t7e™;

(e) f(t) =t*sint; (j) f(t) =te* cos (3t)
f(t)

2. (a) Se F(s)=L{f(t)}(s) e — tem limite quando ¢t — 0, prove que

z{%’f)} (s) = /+Oo F(u) du.
(b) Determine: s

(i) £{S1tﬂ} (id) ﬁ{cos(“#}; (iii) ,c{#}

3. Calcule: { }
() £ 1 © £ g
(b) £ {{<} 2)7}: L e
O N T )y © 6 (e
ool welui)

4. Use o operador transformada de Laplace para determinar a solucao do problema de
valor inicial:

(b) " +6y—-7=0, y(0)=1, y(0)=0;

() 2" +y' —y=t y0)=1, ¥(0)=2

(d) ¥ -y —2y==y(0)=0, y(0)=0;

(e) ¥ =2y +b5y=uz, y(0)=0, ¢ (0)=1

() y" =9 =5e% y0)=1, ¢(0)=2;

(g) v' =5y +6y=3¢e* y(0)=0, ¢(0)=0;

(h) y"+4y=9t, y(0)=0, y(0)=T7;

(i) " +y=rcost, y(0)=0, y'(0)=-1;

(G) v +y —2y=>5e"sin(2t), y(0)=1, ¥'(0)=0;
(k) y" — 4y’ =sinht, y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=0;

1) y" —16y =0, y(0)=1, y'(0)=0, y"(0)=0, ¢'(0)=0.
5. Utilizando o operador transformada de Laplace, determine a solugao geral de cada
uma das seguintes equagoes:
(a) ¥ +2y = e
(b) y" + 4y’ + 3y = 0.
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6. Usando a transformada de Laplace, resolva o problema
y' =3y +2y=e", y()=1, y(1)=0

Sugestao: faca uma mudanga de variavel conveniente.

7. Determine a solucao do problema
ty' —ty' —y=0, y(0)=1, y(0)=0.
8. Determine a solugao de cada um dos seguintes problemas:
t
(0 + 2000+ [ () du=sint,
(a) 0
y(0) = 1;

(b) y'(t) =sint + /0 y(t — u) cosu du,
y(0) = 0.

9. Usando a transformada de Laplace, calcule o valor do seguinte integral
+oo
/ r?e ™" cos (22) dx.
0

10. Prove as propriedades seguintes do operador de convolugao.
(a) Comutatividade: Para quaisquer fungoes f e g,
(f*9)(t) = (g ) ().
(b) Distributividade: Para quaisquer fungoes f, g e h,
(f * (g+h)(@E) = (f x9)(t) + (f * h)(D).
(c) Associatividade: Para quaisquer fungoes f, g e h,
(f (g *h)(@) = ((f * g) * h)(2).
(d) Convolugao com a fungao nula: Para qualquer fungao f,

(f * 0)(t) = 0.
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Aula 15: Aplicacoes das transformadas de Laplace

Em muitas aplicagoes (analise de fluxo de corrente em circuitos eléctricos ou em vibrages
de sistemas mecanicos), encontramos situagoes modeladas por equagoes diferenciais da

forma
Lly](t) = f(1), (1)

com L um operador linear de coeficientes constantes e onde a funcao f apresenta uma
descontinuidade do tipo salto em um ou mais pontos. Por exemplo, uma particula
pode estar se movendo sob a influéncia de uma forga fi(¢) e, de repente, no instante ¢y,
uma forga adicional f5(t) é aplicada & particula.

Nesta aula, mostramos como lidar com esses problemas pelo método das transfor-
madas de Laplace. Comegamos calculando a transformada de Laplace de varias fungoes
descontinuas simples.

Funcao degrau de Heaviside

Quando trabalhamos com fungoes do tipo salto, a fim de facilitar os célculos das trans-
formadas, utilizamos fungoes e Heaviside (ou de degrau unitario), definidas no Exemplo
2 da Aula 13,

0, t<to,
17 tE th

Hto(t) = H(t - tO) = {

onde ty ¢ o instante em que ocorre o salto. Fungoes mais gerais podem ser construidas
combinando multiplos degraus unitarios, por exemplo

f@) = i) H(t =) + fo() H(t — o),

onde cada termo representa a translacao da funcao para a direita de uma quantidade
correspondente a constante que suge na funcao de Heaviside. O uso das transforma-
das de Laplace permite tratar tais funcoes de forma sistemaética, convertendo equacoes
diferenciais com descontinuidades em equagoes algébricas no dominio s.

A seguir apresentamos a propriedade da translac¢ao (de Heaviside) no dominio
do tempo, que mostra como deslocar uma funcao no tempo afeta a sua transformada
de Laplace. Esta propriedade ¢é 1til para tratar funcoes que sao ativadas a partir de
t =ty > 0, como acontece quando usamos a fungao degrau unitéario.

Teorema 1 (Deslocamento em ¢ (ou de Heaviside)) Se f é uma funcao ad-
missivel com transformada F(s) = L{f(t)}(s), entdo, para ty > 0,

L{f(t —to) H(t —to)}(s) = e " F(s),
onde H(t) € a fungao degrau unitdrio. De forma equivalente,

L7 e ™ F(s)}(t) = H(t —to) f(t — o).

Demonstracgao: Pela definigao,

CLF(E— o) H(E— 1)} (s) = / T et — a)H(E — to) d.
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Como H(t —ty) = 0 para t < ty e 1 para t > tg, o integral reduz-se a

to

/OO e f(t —to) dt.

Fazendo a mudanca de variavel 7 =t — ¢y (quando ¢ = ¢y temos 7 = 0), obtemos

/00 e f(r)dr = e F(s). O
0

Exemplo 1 Pela proriedade do deslocamento de Heaviside, sai imediatamente que

e—3s

L{{t = 3)H(t = 3)}(s) =

52

Também se conclui facilmente que

s2

e—tos

LLH(t — to)}(s) =

S

—TSs

e
1+ s2

£‘1{e_s}(t):H(t—1)(t—1) e que g—l{ }(t):H(t—w)sin(t—w). 0

Vejamos como esta propriedade pode ser usada no contexto da resolugao de equa-
coes diferenciais. Consideremos a equacao diferencial de primeira odem de coeficientes
constantes

Yy (t) +y(t) = Hoy(t), y(0)=0, (b>0), (2)
onde Hi,y(t) é a fungao indicatriz!
- 1, tel0,0b]
Hyop(t) = H(t) — H, () =

0, caso contrario.

Tomando a transformada de Laplace, e considerando Y (s) = L{y}(s), temos que
L{y'}(s) + L{y}(s) = sY(s) = f(0) + Y (s) = L{H o (1) }(5)-

Tendo em conta a condigao inicial e a transformada de Laplace da fungao indicatriz (ver
Exemplo 2 da Aula 13), temos que

1 1— ebs

Y(s) = Py 1£{H[o,b](t)}(3) TR

(3)

Para calcular a transformada inversa, vamos considerar a propriedade do deslocamento
de Heaviside. Consideremos

=m0 {gto

A primeira parcela é calculada usando frac¢des simples

£ {s(s—il)} (t) =L {%} (t)—L£7! {Sil} (t)=1—e".

A segunda é obtida pela propriedade do deslocamento de Heaviside

.cl{ e }(t):Hb(t)(l—e(tb)).

s(s+1)

'Como L{H,(t)} = L{H,,(t)}, a fungdo indicatriz é muitas vezes escrita na forma H{o 4)(t) = Ha(t) — Hy(t).
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Entao, a solucao da equagao diferencial é

B o 1— e, t €[0,0],
y(t) =1— e = Hy(t)(1— e ") = { (4)

e~ (=) — ¢~t  caso contrario.

Note-se que solugao é crescente para 0 < t < b e decrescente para t > b, tendendo para
0, conforme se pode ver na figura seguinte.

Solugéo do problema (2), com b =3

5 T ‘\ T | T T T T
4: [ \\\\ : —
| N f
y(t) M ;

2 [ \\\ : |
1 A:L ______________________________________ |
0 | | 1\7\ I I

0 1 2 3 4 5} 6 7 8

Nota 1 Vamos verificar que (4) € solugdo de (2) trabalhando diretamente na equagao.
Para 0 <t <b, tem-se Hyy)(t) =1 e o problema de condigao inicial fica

y+y=1 y0)=0, (=0
que pode ser resolvido facilmente, obtendo-se
yt)=1—e" 0<t<h,

e portanto y(b) = 1 — e™®. Para t > b, tem-se Hy(t) = 0 e o problema de condicio
inicial a resolver €
y+y=0 ylb)=1—c" (t=b)

o qual se resolve facilmente: a solugao geral dey'+y =0 € y(t) = Ce™", com a constante
C = e — 1, obtida pela condigio inicial y(b) = 1 — e~®. Em conclusdo, a soluc¢io da

equagao €, de facto, dada por (4). O

t

Vale a pena notar que a solugao (4) do problema (2) é continua (basta verificar em
t = b), mas nao ¢é diferenciavel em ¢ = b, porque a derivada & esquerda ¢ e~ enquanto a
derivada & direita ¢ e=® — 1. Neste caso, y(t) é uma solugao generalizada da equagao,
no sentido de que satisfaz a equacao diferencial para todo t # b. Isto era expectavel, uma
vez que o termo do segundo membro tem uma descontinuidade em ¢ = b.

Mais geralmente, consideremos a equacao diferencial
agy™ + a1y + -+ a1y + any = f(2),

onde f é continua, possivelmente com a exce¢ao de um nimero finito de pontos S =
{t1,...,tm}. Dizemos que uma funcao continua y(¢) ¢ uma solugao generalizada da
equagao se for continuamente diferenciavel em R \ S e satisfizer a equagao para todo
t € R\ S. Poderiamos considerar classes mais gerais de solugdes generalizadas, mas isso
esta fora do ambito deste curso.
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Nota 2 A transformada inversa de (3) também poderia ser calculada pela convolugao.
Assim

y(t) =Lt {H%,C{H[QJJ} (t)}(s)} (t) = e lx H[O,b] (t) = /0 et_TH[07b](T) dr.

Para calcular o integral, consideramos os casos 0 <t <b et >0b. Para o primeiro caso,
0<7<t<Db, temos

t t
/ e ") Hygy (1) dr = / e dr =1— ¢
0 0

Para t > b, temos

t b b
/ e—(t—T) H[o,b] (7_) dr = / e_(t—T) dr = e—t/ e dr = et (eb _ 1) — e—(t—b) — et
0 0 0

Assim, concluimos que a solugao é dada por (4). O

Nota 3 (Convolugao com a fungao degrau unitario) Se f for uma fungao seccio-
nalmente continua e to > 0,

Hto(t)*f(t):/oHto(T)f(t_T)dT:/t ft—=m7)dr, t>t

e Hy (1) * f(t) =0 para t < ty. Entdo

Hy (1) % £(£) = Hy, (1) /t f(t =) dr = Hy (1) /0 ) du.

Por linearidade, também se pode concluir que, para o, B € R, to,t; € RT,

(@l (8)+ 81, (0) + £6) =l () [ T () du+ BHL () / T ) du

e que, para fi e fo seccionalmente continuas,

H0) = (@hl0)+ 8540 = (0 (a [ s [ b w). o

Exemplo 2 (Circuito RC) Um circuito RC combina uma Resisténcia (R) e um Con-
densador (C), sendo fundamental para filtrar, atrasar ou temporizar sinais elétricos. Con-
sidere um circuito RC em regime linear com entrada H(t — ty). A equagdo diferencial
que determina a tensao no condensador é

dv
RC’% +v(t) = Hy (1), v(0) =0,
onde a constante RC' indica o tempo caracteristico com que o condensador carrega,/des-
carrega, determinando a rapidez da resposta do circuito a mudancas de tensao, crucial
em filtros passa-baiza/alta, temporizadores e outras aplicagoes eletronicas.
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Tomando transformadas e denotando V(s) = L{v}(s) e F(s) = L{f}(s), tem-se
L{y'}(s) + 4L{y}(s) = L{H}(s) = SRCV(s)—0+4V(s) = L{Hy,(t)}(s).

Entao
1

— e LU (O H).

Aplicando a transformada inversa via convolucao, e lembrando que

- 1 I
e e 0= g = ot

A resposta do circuito € dada por

Y(s)

u(t) = Hy(t) * g(t)
o que, atendendo a nota anterior, € igqual a

t—to 1
o(t) = Hy, (t)/ %e”/(RC) dr = Hyy(t) (1 — e (=0/(RO)).
0

Este resultado mostra que a carga do condensador so se inicia emt = to. A figura sequinte
evidencia esse atraso. [

Resposta do circuito RC a H(t — 1)

1.2 T T I
| —H({t-1) |
0.8l — ot) | |

v(t

®) 04+ |
0 |

| | | | |
0 1 2 3 4 5 6

y'(t)+2y = f(t), w(0)=1,

onde

Resolugao: Usando a fungao degrau de Heaviside podemos escrever
f(t) =2sintH(t — 5) = 2sintHyo(t).
Tomando as transformadas e denotando Y (s) = L{y}(s) e F((s) = L{f}(s), tem-se
L{y'}(s) +2L{y}(s) =F(s) = sY(s)—1+2Y(s)=F(s).
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Entao

1 F(s)
Y(§)= ——+ —=.
() s+2+s+2

Vamos determinar a transformada inversa por dois processos distintos.

1. Determinar a solugao y(t) pela propriedade do deslocamento de Heaviside.
Escrevendo sint = cos(t — t) obtemos

f(t) =2cos (t — 5)Hy)a(t).
Pela propriedade do deslocamento de Heaviside

2s

F(s) = L{2cos(t — §)Hr/2(t)}(s) = e_”nm.

Entao, voltando a usar a propriedade do deslocamento,

y(t) = 5—1{8%}(t)+c—1{e—s”/28f%}<t>

= e+ Hﬂ/Q(t)c—l{ CE 12)8(5 ) } (t—12).

Uma vez que

2s 4 1 n 4 S n 2 1
(s2+1)(s+2) 5 s+2 5 8241 5 241
conclui-se
1 .
yt) = e 2+ R 2(t) (=472 - dcos(t — T) + 2sin(t — T))
1
= e ¥4 = x/2(t) (4sint — 2cost — 46_2“_”/2)) . (5)
Portanto, como fung¢ao por ramos, a solugao é
2 0<t<—
(§ s = 9 )

y(t) =
e 2 + L(4sint — 2cost — 4e 27"y ¢ > g

2. Determinar a solucao y(t) pela convolugao.
Da expressao
1 F
Y(s) = Fls)
s+2 s+2
e atendendo a que L7{1/(s+2)} = e %, sai

t t
y(t) = e + / f(r)e = dr = e ¢ 2/ Hyijo(1)sinT e 2077 dr.
0 0

Mas, pelo que vimos

t

t
/ Hyija(r) sinTe™"7) dr = sz‘/2(t)/ sinte 2" dr
0 w/2

Fazendo primitivacao por partes, tem-se que
t
1
/ sinTe 2" dr = = (2 sint — cost — 2 e’Q(t’”/Q)) :
/2 5
Portanto a solucao ¢ dada por (5). O
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Consideremos agora alguns exemplos com equagoes diferenciais de segunda ordem.

Exemplo 3 (Sistema massa-mola amortecido) Considere um sistema massa-mola
com um coeficiente de amortecimento c, descrito pela equagao diferencial

mi + ci + kx = H(t — a), z(0) = (0) = 0.
Dividindo por m, obtemos a chamada equacao do oscilador harmodnico amortecido
&+ 2vi +wir = H(t —a)/m,

onde v = c¢/(2m) € o coeficiente de amortecimento absoluto e wy = /k/m a frequéncia
natural do sistema.
Tomando transformadas e denotando X (s) = L{z}(s), tem-se

$2X(s) 4+ 2usX(s) + wi X (s) = L{Hy, (t)}(s)/m.

Entao
1

Y(s) = ——SL{H; }(s)/m.
)= g Tt H )
Aplicando a transformada inversa via convolucao, e lembrando que, no caso subamorte-

cido (v < wp)

e o 0= e sin ) = a0,

$2 4 2vs + wi mwy
= 2— 12 énct l tecida, tem- Assi
com wg = \/wi — v? a frequéncia angular amortecida, tem-se que Assim,

x(t) = Hy,(t)/m * g(t) = Hy, (1) /0 - miwd e 27 sin (wyT) dr.

ou seja

1
= (1= Re (t0) g t—tq) — >
m(4v? + w?) ( ¢ St (wd( 0) qb) '

onde R = /14 (2v/wy)? € a amplitude ajustada pelo amortecimento e ¢ = arctan(2v/w,)
a fase de deslocamento.

Na figura sequintem vé-se que a resposta permanece nula para t < a, ativando-se
apenas apos o atraso temporal. [

2(t) = Hiy(t)

Resposta do sistema massa-mola amortecido a H(t — 1)
1.2

N —Hi )
L — () |7

0.8 .

<
i~
T
|

i | | | | | | | | | | | | | | | | | |
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
t
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Exercicio 2. Calcule a solucao do problema de condigao inicial

y' +4y = f(t), y(0)=

onde a entrada f(t) apresenta dois saltos em instantes distintos:

0, ¥'(0) =0,

Ft)=3H(t—1)—2H(t—5),

com H (t) sendo o degrau unitario de Heaviside.

Resolugao: Com as notagoes usuais Y (s) = L{y(t)}(s) e F(s) = L{f(t)}(s), tem-se

L{y'Hs) +4L{y}(s) = F(s) =

Entao Fs)
s

Y(s) = )
() s2+4

Aplicando a transformada inversa via convolucao, e lembrando que

s*Y(s) — 0+ 4Y (s) = F(s).

_ 1 _sin(2t)
L 1{@}@)— 5 = 9(),
tem-se que
B _ap =1 sin(27')d of =5 sin(ZT)d
)= 50+ 90 =30 [ =5 ar—2me) [ o
Como ! sin(27) | 20
SIN{ 27T — COS
/0 Ty T
tem-se que
(t) = (1 — cos(2t — 1)) (1) — 3 (1~ cos(2(t — 5) (). ©
Resposta do sistema a f(t) = 3H(t) — 2H;(t)
35 | | I I I I I I I I I
il | | () =8 H\(0) — 2H5(1) |
— y(t)
2.5 -
2 i
1.5 -
v | Ja\ Ja\ Ja\ Ja\ o\
0.5 i i
0F— | |
—05] ! |
01T 2 3 15 6 7 8 9 011213 1415161718 19

t

20
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Impulso de Dirac (Delta de Dirac)

Uma situacao diferente surge quando queremos determinar a resposta de um sistema
que recebe uma pancada seca no instante ¢ = t;. Podemos modelar essa situagao por
uma equacao do tipo (1), onde f(t) é grande durante um pequeno intervalo e tempo que
contém to, digamos [to, ty + £]. e nula fora desse intervalo.

O integral
+oo

I(ty) = / wva= " ) a

to —
¢ a medida da intensidade da forca aplicada. No caso de um sistema mecanico, este

integral é chamado impulso total da forca f. Se estivermos a considerar a situagao ter
temos um circuito eléctrico, o integral é chamado a voltagem total imposta ao circuito.

O conceito de impulso instantineo pode ser entendido como aquele em que a forca
é aplicada num determinado instante. Antes e depois daquele instante a forga é zero. Isso
sugere a introdugao de uma fungao generalizada, designada por J(t), para expressar
esse facto no caso de um impulso unitario no instante ¢y = 0. Essa fungao generalizada é
chamada de delta de Dirac.

Um tratamento rigoroso da funcao delta de Dirac exigiria tépicos mais avancados,
como a Teoria das Distribuicoes, e nao pode ser abordado neste curso. No entanto, a sua
importancia nas aplica¢oes torna conveniente apresentar pelo menos um esboco heuristico
deste topico.

Consideremos a fungao (esboce o seu grafico)

5.(6) = H(t+s)2—€H(t—5)’ .

/joo 5.(t) dt = /_+€ 5.(t) dt = 1.

o0 &g

Entao,

Tomando o limite dentro do integral (num sentido generalizado adequado), definimos a
fungao (generalizada) § por
6(t) = lim 0.(t)

e—0

com as seguintes caracteristicas

/ (t)dt =1, o(t)=0parat#0, “5(0)=4oc0".
As aspas sao justificadas pois nao ha nenhuma funcao que possa ser definida com essa
condigao. Paul Dirac (1902-1984, prémio Nobel da Fisica em 1953, introduziu a fungao
delta (6(t)) de forma intuitiva, mas foi o mateméatico francés Laurent Schwartz (1915-
2002) quem, mais tarde, desenvolveu a rigorosa teoria matematica das distribuigoes, que
formalizou e deu base rigorosa ao conceito intuitivo de Dirac, permitindo um tratamento
mais profundo e abrangente, essencial para a fisica moderna e para a engenharia.

A propriedade fundamental da funcao Delta de Dirac é

G5 f)s) = (f*0)(s) = f(s) & / TSt — o) £(1) dt = f(to). (6)
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para fungoes f seccionalmente continuas. De facto, pelo Teorema do Valor Médio de
Lagrange,

—+o00 1 to+e 1
/_ ot —t0)f (1) dt = o= | (1) di = (f(e:)2) = flea), e € (fo —eto +-2),

e, tomando limites (no tal sentido generalizado adequado), conclui-se (6).

Nos casos praticos, interessa considerar a fungao impulso unitario §(t — ¢y) e as
propriedades:

L 6(t — to) = 0, # to;
2. [T08(t —to) dt = [ 6(t —to) dt = 1;

3. 18t —t) f(t) dt = [ 6(t — tof (1)) dt = f(to)-

Nota 4 (Transformada de Laplace da fungao impulso unitario) A transformada
de Laplace da fun¢ao impulso unitdrio 6(t — to), com tg > 0, é dada por

+0o0
CL0(t — to)}(s) = / 5t — to) et dt — o=t
0
e, de forma equivalente,

L e 0} t)=0(t—ty), L {1}¢t)=06(1). O

Exemplo 4 Temos que

£‘1{5+1}(t):£‘1{1— : }(t):é(t)—Qe—?’t. O

s+3

Nota 5 (Convolugao com a fungao impulso unitario) Temos que, se f for uma
funcao seccionalmente continua ety > 0,

St — to) * f(t) = /Ot 5(r — to) f(t — 7) dr.

Entao .
/ 1 —to)f(t—7)dr =0, t<tp,
0

/5v—mﬁ@—ﬂm=fu—m,tzm,

o que implica
Ot —to)* f(t) = Hy, () f(t —ty). DO
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Nota 6 (Primitiva generalizada da fun¢ao impulso unitario) Se, na nota ante-
rior, considerdssemos f(t) =1, concluiamos que

/t(S(T—tO)dT =0, t<ty, e /t(S(T—to)dT = f(t—ty), t>to,
ou seja, : '
/t(S(T —to) dT = Hy, ().
Podemos assim dizer que, no senotido generalizado, Hy, (t) € a primitiva de 6(T — to), ou
seja, Hy (t) = 0(t — to). Note-se ainda que
L{H (8)}(s) = sLLH, (1) }(s) = &7,

que € exactamente a transformada de Laplace de §(t —tp). O

Exemplo 5 (Circuito RC) Considere um circuito RC série com resisténcia R e con-
densador C', sujeito a uma tensao de entrada composta por dois impulsos unitdrios,

Vin(t) = 0(t —t1) + 0(t — ta),

onde ty,tys > 0 e 6(t —t;) denota o impulso de Dirac aplicado no instante t;. Pretende-se
determinar a tensao no condensador, ve(t), assumindo que ve(0~) = 0.

A equagao diferencial que descreve o circuito €
d
RC%%+U&OZUMQ:J@—¢Q+6@—Q% ve(07) = 0.

Aplicando a transformada de Laplace e usando Vo(s) = L{vc(t)}(s), obtém-se

e—stl _|_ e—stQ

RCsVo(s)+Vo(s) = e + e = Vo(s) =

RCs+1
Atendendo a que
1 1
) Ly o) oy
{R03+1}(> RC© 9(),
a tensao no condensador € dada por
1 1
Uc(t) — % e~ (t=t1)/(RC) u(t _ tl) + % e~ (t—=t2)/(RC) u(t _ t2)

ou seja, cada impulso eleva instantaneamente a tensao no condensador e esta decai ex-
ponencialmente com constante de tempo T = RC. O figura sequinte mostra a resposta
cumulativa no condensador a dois impulsos unitdrios. [

Resposta de um circuito RC a miltiplos impulsos unitarios

4 [ AN A B
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Exemplo 6 (Dosagem de um medicamento) Um paciente recebe doses intravenosas
periodicas de um medicamento a cada T horas, de modo que a concentracao plasmdtica
y(t) obedece a equagao

dy _
- D§ - ) =
i )+ é(t—ir), y(07)=0,

onde k > 0 € a taza de eliminagao (constcmte de decaimento exponencial), D > 0 ¢ a
quantidade de medicamento por dose, n € o numero total de doses e T € o intervalo entre
doses.

Considerando Y (s))L{y(t)}(s) e lembrando que L{d(t — t;)}(s) = e~*%, temos que,

aplicando Laplace & equagao diferencial,

~
7

s+ k

)

n—1
sY(s) = —kY(s) + DZ e T = Y(s) = e 5,
=0

Il
=)

Sabendo que

e o= =g

e usando o teorema do deslocamento no tempo (ou a convolugao) sai que

y(t) = Zd(t —iT) * g(t) = Z D e *EMH(t —ir).

Assim, cada impulso gera um aumento subito da concentracao sequido de um decaimento
exponencial. Quando o intervalo entre doses T € pequeno comparado a meia-vida do
farmaco, t,)5 = ‘}C , observa-se acumulacao da concentracao. Cada impulso produz uma
concentracao inicial D emt = a™, que decai exponencialmente com taza k.. Para regimes
periodicos com T < ty/2, a concentragao plasmdtica aprorima-se de um estado estacio-
ndrio, informagao fundamental para o planeamento de esquemas de dosagem sequros e
eficazes. [

Exercicio 3. Resolva a equagao diferencial com impulso de Dirac

y' () + 2/ (t) + 2y(t) = 26(¢ — ),

com condigoes iniciais

onde ¢ é a delta de Dirac e ¢t > 0.

Resolugao: Tomando a transformada de Laplace em ambos os membros, e usando a
notagao usual Y(s) = L{y(t)}(s), temos

2 e—ﬂ'S
2 —7s
Y 2sY 2Y(s) =2 = Y(s)=5—7"—.
s7Y (s) + 2sY (s) + 2Y (s) e (s) 2950
Factorizando o denominador s* + 2s +2 = (s + 1)? + 1, e atendendo a que

£ {ﬁ} (1) = etsint = g(t).

y(t) = 26(t —m) % g(t) =2H(t —7) e " sin (t — 7). O

sal que
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Fungao de Green
Consideremos a equacao de segunda ordem
y' +py +ay=ft), y(0)=0, y(0)=0.
Considerando transformadas de Laplace, e usando a notacao habitual, obtemos
s*Y + psY +qY = F(s),
onde Y(s) = L{y(t)}(s). Resolvendo para Y (s) tem-se que
Y(s) = F(s)G(s),

com
1

s2+ps+q

a chamada a funcgao de transferéncia do sistema homogéneo. Usando a propriedade

da convolugao para calcular a transformada inversa, obtemos a solu¢ao na forma

G(s) =

t
o) = (F9)(0) = | f(r)ge ),
0
denominada féormula de Green, onde a fungao

g(t) = L7HG(s)}(1) (7)

¢ a chamada resposta ao impulso unitario (ou funcao peso). A funcao de Green,
em homenagem ao matemético e fisico inglés George Green (1793-1841), é definida por

G(t,7) =gt —1).

Note-se que cada uma destas func¢oes depende apenas do operador L[y|, e nao da
entrada f(t); uma vez calculadas, a solugdo do problema de condicdo inicial pode ser
imediatamente escrita através da formula de Green, sendo aplicavel a diferentes fungoes

de entrada f(t).

A resposta ao impulso unitéario ¢g(t) deve o seu nome ao facto de ser solu¢ao tnica de
qualquer um dos seguintes problemas

y'+py +qy=0, y(0)=0, y(0)=1,
y'+py +ay=24(t), y(0)=0, y(0)=0.
E um exercicio simples de transformada de Laplace mostrar que g(t) satisfaz ambos os
problemas.
Vejamos a forma de usar a fungao de Green para calcular a solugao particular de uma

problema de condigao inicial.

Exemplo 7 Consideremos

y'+dy=f(t), y0)=1, y(0)=1
Tomando a transformada de Laplace em ambos os membros, e usando a nota¢ao usual
Y(s) = L{y(t)}(s) e F(s) = L{f(t)}(s), temos
s+1 F(s)

s*Y(s)+4Y(s) —s—1=F(s) = Y(s)282+4 EEE
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Note-se que a primeira parcela nao depende da fungao f e, como tal, corresponde a
solucao homogénea da equacio. A sequnda parcela corresponde & solugdo particular.

A resposta ao impulso unitdrio (ou fungao peso) é dada por

g(t) =L~ {ﬁ} (1) = sin2(2t)’

e, como tal, a solugao pela formula de Green (com G(t,7) = g(t — 7))

w(®) = (7290 = [ gt nswar = [ =D gy an

Para determinar a solu¢cao homogénea, note-se que

un(t) = £ {;2114} () = £ {32 - 4} (t) + £ {52 i 4} (1) = cos (21) + % sin (2t).

A solugao geral é

Ysin (2(t — 7))

y(t) = yn(t) + y,(t) = cos (2t) + %sin (2t) +/0 5 f(r)dr. O

homogénea particular via funcao de Green

Nota 7 (Equagoes com coeficientes variaveis) Na Aula 9 vimos que, pelo método
da varia¢ao dos pardmetos, uma solucao particular do problema linear de coeficientes
varidveis

Llyl(t) =y" +p@)y + q@)y = f(t), y(0) =yo, ¥'(0) = w0,
pode ser escrita na forma (ver equagdo (5) da Aula 9)

' @) RGN
o Wy, y2)(7) o Wiy, y2)(7)

com {y1,y2} um sistema fundamental de solugées da equag¢ao homogénea. FEsta solugao
pode ser escrita na forma

y(t) = —51(t) dr + ya(1) 7,

t
wit) = [ H@6 )
0
com a funcao de Green

Y2y (1) — 1 (D)ya(7)
W (y1,y2)(7) '

Ao contrdrio dos problemas com coeficientes constantes, a fun¢ao de Green neste caso
nao se pode expressar na forma (7), para alguma fungao peso fungao peso g. Isto deve-se
ao facto de que, ao contrdrio do que sucede nos problemas de coeficientes constantes, o
operador linear L que define a equag¢ao nao € invariante por translacgoes. [

G(t,7) =
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Exercicios

1. Calcule

2. Calcule:

(a) L{(t —3)*H(t - 3)};

(b) L{e " VH(t—1)};

(c) L{H(t—1)— H(t —2)};
(d) £{6(t =1}

(e) £{26(t —2) +36(t — 4)}.

3. Derivada da transformada de Laplace e funcao degrau unitario. Mostre

o
et = -1 (57).

S

4. Determine a solugao de cada um dos seguintes problemas de valor inicial:

,”+4_ L 0<it<4 P LRSS
@Y T T 0, e >4 @Y T T 3 -7 >3,
Ly(0) =3, ¥'(0) =2 y(0) =0, '(0) = 0;
( y o st 0<t<m, (© y' 2y +y =20 -3)H(t-3),
(b) yory= cost, t >, y(0) =2, y'(0) = 1;
Ly(0) =1, y'(0) = 0; ) y' 42y + 2y = 26(t — ),
( 0,0<t<1, y(0) =2, 3'(0) = 0;
© y' =2y +y=qt 1<t <2, (g) ¥/(t) +y(t) = Ha(t), y(0)=0;
0, t>2, (h) v" +4y = H(t —7), y(0) =0,
(¥(0) =0, ¥(0) = 1; y'(0) = 0.

5. Determine a solucao de cada um dos seguintes problemas:

y'(t) + 2y(t) +/O y(u) du = sint,
y(0) = 1L;

(a)

(b) y'(t) =sint + /0 y(t —u) cosu du,
y(0) = 0.
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6. Use a transformada de Laplace para determinar as solugoes dos seguintes sistemas
de equagoes diferenciais que satisfazem as condigoes iniciais dadas

(yi + Y2 = 07

(a) yé +uy = 07

\91(0) =1, 12(0) = 0;

(2" — 6y —7r =0,

(b) Sy +2 =3,

| #(0) =0, 2'(0) = 0, y(0) =0, y'(0) = 0;
rw’+4:c+3y:0,

(¢) Sy +3x+4y =2¢,

[ 2(0) =0, y(0) =0;

( .

Yy + 2y + z = sint,

(d) < 2/ — 4y — 2z = cost,

(y(0) =0, 2(0) =1;

(5y’ + 2" 4+ 4z = sint,

() " +22' +y=0,

Ly(0) =¢'(0) = 2(0) = 2'(0) = 0.

7. Sabendo que

com I'(t) a fungao Gama, mostre que

L {m} (1) = e exf(V),

onde

t
erf(t) = %/0 e du

¢ a chamada funcao erro (de Gauss).

8. Usando transformadas de Laplace, mostre que a solugao de

Y +py=q(t), y(0)=uyo,

¢ dada (como na Aula 4) pela férmula da variacao das constantes

y(y) = g(t)o + / a(r)g(t — 7)dr,

com ¢(t) = e7P" a resposta ao impulso unitario.
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Aula 16: Introducao aos sistemas de equacoes diferenciais

Em muitos processos biologicos, é necessario acompanhar a evolucao de multiplos fatores
ou espécies. Por exemplo, o sistema predador-presa envolve duas variaveis dependentes:
a populacao de presas e a de predadores. Nesses casos, em vez de estudar apenas uma
quantidade como numa equacao diferencial isolada, acompanhamos simultaneamente va-
rias variaveis e as suas interagoes. Tal modelacao exige a utilizacao de sistemas de
equacgoes diferenciais ordinarias.

O problema geral consiste em encontrar yy, ..., ¥y, € C'(I), com I C R, tais que

yll(t> = f1<t7y1<t)7 ce ,yn<t)),

(1)
y;(t) - fn(tvyl(t)ﬁ s ayn(t))a

\ yl(tO) = y(1]7 SR yn(t()) = y[7)L7
onde fi,..., f, sao fungoes reais de n + 1 variaveis. Este problema pode ser escrito de

forma vetorial: encontrar Y € C*(I) tal que

{V®—F@WW,

Y (to) = Yo, 2

onde F : R"*! — R” tem componentes fi,..., f, e Yy € R™.

Nota 1 (Equagoes diferenciais de ordem superior) Um problema definido por uma
equacao diferencial ordindria de ordem n > 1

{ 2(t) = f(t,2(t), 2/ (1), ..., 2D (D),

2(to) = 20, Z'(tg) = Zé, . z(”*l)(tg) = zg_l,

¢ equivalente a um problema vetorial da forma (2), através das mudangas de varidvel

nh =z Y = Z/a vy Yn = Z(n_l)v
com _ -
Y2
<0
Y3 1
0
F(tY) = ' CY=| 0o
Yn n'fl
20
_f(t>y17 s 7yn)_
Nota 2 (Existéncia e unicidade de solug¢ao) O teorema de Picard-Lindeléf ga-
rante ezisténcia e unicidade para o sistema (1). Basta que fi,..., f, sejam continuas e
Lipschitz em y,, . .., y, numa vizinhan¢a da condi¢ao inicial. Na forma vetorial (2), se

F:DCIxR"— R" ¢ continua em D e localmente Lipschitziana em Y, existe uma
vizinhanga V' de (to,Yy) e uma constante L > 0 tal que, para todo (t,Y1),(t,Ys) € V,

(2, Y1) = F(t, Ya)[| < LYy = Yz,

onde || - || € uma norma em R™. Nessas condigdes, o problema tem solugdo unica. O
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Sistemas auténomos de equagoes diferenciais

Muitos fenémenos do mundo real evoluem no tempo de acordo com leis que nao dependem
explicitamente do instante em que observamos o sistema, mas apenas do estado atual
das variaveis. Exemplos incluem a dindmica de populagoes biologicas, reacoes quimicas,
propagacao de doencas e circuitos eléctricos. Em tais situagoes, o comportamento futuro
do sistema é determinado apenas pelo estado presente, sem dependéncia direta do tempo.
Este tipo de sistemas é chamado de auténomo.

Matematicamente, um sistema auténomo de n equacgoes diferenciais de pri-
meira ordem ¢ escrito na forma

dy
%:F(Y)a Y = (y1,92, - Yn) € R, (3)
onde F = (f1, fa, ..., fn) : R* — R" é suficientemente suave (continua e com derivadas

parciais continuas). Aqui, cada variavel y; representa uma quantidade dindmica do sis-
tema, como a populagao de uma espécie, a concentracao de um reagente quimico, ou o
numero de individuos infectados.

Vamos destacar algumas das mais relevantes aplicagoes préaticas dos sistemas auténo-
mos: interagao de populagoes, redes de reacoes bioquimicas e propagagao de
doencgas contagiosas.

Modelo Predador-Presa (Lotka—Volterra)

O estudo de modelos matematicos para descrever a evolugao de populagoes de espécies
que interagem remonta aos trabalhos de A.J. Lotka e V. Volterra, no inicio do século XX.
Um exemplo classico é o sistema predador-presa, em que uma populacao de presas serve
de alimento para uma populagao de predadores. Sejam x(t) e xo(t) as populagdes de
presas e predadores, respetivamente, no instante .

Assumimos que as presas tém alimento suficiente, de modo que seu crescimento natural
é proporcional ao ntmero de individuos, representado por azy(t), com a > 0. No entanto,
a interacao com os predadores reduz a populagao de presas. Cada encontro entre predador
e presa provoca a morte de uma presa, e a frequéncia desses encontros é proporcional ao
produto das populagdes x1x9, levando ao termo — Sz (t)zo(t), com 5 > 0.

A populacao de predadores depende da disponibilidade de presas para se alimentar
e se reproduzir. O aumento dos predadores é proporcional ao niimero de encontros com
presas, dado por 0z (t)xs(t), com § > 0, enquanto a mortalidade natural dos predadores
reduz a sua populagdo, representada por —yxs(t), com v > 0.

Com estas hipoteses, a dinamica do sistema é descrita pelo classico sistema de Lotka—

Volterra:
{xll (t) = ax(t) — Bai(t)za(t),
25(t) = 0w (t)za(t) — yaa2(t).

(4)

Cada termo tem interpretacao direta: o crescimento natural das presas é dado por
ax, a perda de presas por predacao por —fx1Ts, a mortalidade natural dos predadores
por —yzxy e o ganho populacional dos predadores pela alimentagao por dzi;zs. Como as
equagoes estao acopladas, nao é possivel resolver uma sem considerar a outra, tornando
o sistema dependente de métodos analiticos e numéricos para analise detalhada.



Aula 16 — Introducao aos sistemas de equacoes diferenciais 143

Propagacgao de doenga contagiosa (Modelo SIR)

Considere uma populacdo de tamanho total N, dividida em trés grupos: suscetiveis S(t),
infectados I(t) e recuperados R(t), de modo que S(t) + I(t) + R(t) = N. O modelo SIR
descreve a propagacao de uma doenca transmissivel por contacto direto, assumindo que
cada individuo suscetivel pode ser infectado ao entrar em contacto com um infectado
e que cada individuo infectado recupera-se a uma taxa vy > 0, passando a imune ou
removido da cadeia de transmissao. A populacao total N é considerada constante, sem
natalidade nem mortalidade natural significativa durante o periodo da epidemia.

A taxa a qual os suscetiveis se tornam infectados é proporcional ao nimero de contac-
tos entre suscetiveis e infectados, sendo 8 > 0 o coeficiente de transmissao por contacto.
Como cada contacto relevante depende da fracao de infectados na populagao, a taxa de
novos infectados é proporcional a 5SI/N.

Esquema da propagagao da doenga no modelo SIR

A dindmica do modelo é entao descrita pelo sistema de equagoes diferenciais:

(dS ST
&N
Sl Y&
% BN 1,
e N)
Lar ~ 7

O termo dS/dt representa a diminui¢do dos suscetiveis devido a infecao, dI/dt com-
bina o aumento por novos infectados e a diminuigao por recuperagao, e dR/dt descreve o
crescimento dos recuperados. A divisao por N garante que a taxa de contacto seja pro-
porcional a fracao de infectados, tornando o modelo independente da escala populacional.

O namero bésico de reproducao Ry = (/v determina a propagagao da doenga. Se a
fracao de suscetiveis S/N for inferior a 1/Ry, a epidemia nao se propaga. Em termos
absolutos, o valor critico de suscetiveis é dado por

f)/
S. = =N,
g
abaixo do qual a epidemia pode ser controlada. Caso S > S., a doenca pode espalhar-se
rapidamente pela populagao.

Reacgoes bioquimicas (x)

Uma célula pode ser vista como um grande sistema dinamico com milhares de compo-
nentes em interacao. Para prever a evolucao temporal de tal sistema e o seu estado de
equilibrio, formulam-se equacoes diferenciais que descrevem cada componente. Cada va-
riavel de estado x representa a concentragao de uma espécie quimica X, podendo também
corresponder a densidade ou ntimero de moléculas.
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Em muitas situagoes, é necessario considerar miltiplos componentes e compartimen-
tos, como citoplasma e niicleo. Nesse caso, em vez de uma tinica variavel x, consideramos
varias variaveis de estado z;, i = 1,...,n, correspondendo as espécies X;. Cada z;(t)
evolui devido & sintese, degradagao, reacgoes quimicas ou transferéncia entre comparti-
mentos, sendo descrita genericamente por

dl’l’
dt

Os valores de todas as variaveis z; em um dado instante definem o estado do sistema.
Quando as taxas de ganho e perda se equilibram, djti = 0, indicando que o sistema atingiu
um ponto de equilibrio ou estado estacionario. As equacoes estao acopladas, pois as taxas

dependem das concentragoes das demais espécies:

dl‘i
dt

= sintese — degradagao + reacgoes quimicas =+ . . .

= filxy,...,2p), i=1,...,n.

Para uma reacgao irreversivel simples, como X +Y — Z, com constante k£ > 0, pela
Lei da Acgao das Massas! o sistema reduz-se a

dx dy dx
a - _kxy7 % - _kxya E - kxyv

onde z,y, z representam as concentracgoes das espécies X, Y, Z. Como exemplo um pouco
mais complexo, considere a reagao quimica reversivel

ki
k_

onde \; sao os coeficientes estequiométricos e k,,k_ as constantes de velocidade deter-
minadas experimentalmente. Pela Lei da Accao de Massas, a taxa da reacgao directa

2

€

vy = kya'zy?,  eadainversa é v = k_a3?,

sendo x; a concentragao da espécie X;. O sistema de equagoes diferenciais correspondente

2

[§]

( dﬂfl i
—_— = =0 v_,
dt -
dl’g 4
— = —U V_
dt + Y
dﬂ?g
— = U4 — V_,
(dt T

com condigoes iniciais adequadas para cada concentracao z;(0). Estas equages descrevem
a evolucao temporal das concentragoes e constituem a base para modelacao de redes
quimicas complexas, que podem ser resolvidas analiticamente ou numericamente.

Nota 3 (Aplicacao do teorema de Picard-Lindel6f) O teorema de Picard-Lindeldf
garante a existéncia e unicidade de solugoes para sistemas auténomos de equacoes dife-
renciais de primeira ordem, desde que a funcao F seja localmente Lipschitziana em todos
0s seus argumentos.

! A Lei da Accio das Massas (ou Lei de Guldberg-Waage) estabelece que a velocidade de uma reagéo quimica é
diretamente proporcional ao produto das concentragoes molares dos reagentes, cada uma elevada a uma poténcia
determinada experimentalmente.



Aula 16 — Introducao aos sistemas de equacoes diferenciais 145

No modelo predador-presa, F(x,y) = (ax — Bry,dxy — yy) € polinomial, pelo que
€ continuo e localmente Lipschitz. Assim, existe uma solucao unica para qualquer con-
digao inicial (xo,yo). No modelo SIR, F(S,I,R) = (—pBSI/N,BSI/N — ~I,~I) tam-
bém é polinomial em (S, I, R), garantindo a existéncia de uma solugao unica localmente
para qualquer condi¢ao inicial (Sy, ly, Ro). Na reac¢do quimica reversivel, F(xq,x9,x3) =
(—vy + v, —vy +v_,vy —v_), com vy monomios das concentragdes, é continuo e lo-
calmente Lipschitz, assequrando solucao unica para qualquer condi¢ao inicial positiva
(29,29,2%). O

Estes exemplos ilustram como situacgoes reais podem ser traduzidas em sistemas de
equagoes diferenciais autéonomas, com cada termo representando um processo especifico
da realidade. Os sistemas autéonomos oferecem uma estrutura natural para compreender
a dindmica de sistemas complexos, permitindo prever comportamentos como estabilidade,
ciclos periodicos, convergéncia a estados estacionarios e limites maximos das variaveis, a
partir do proprio conhecimento das equagoes que descrevem as taxas de variacao.

Pontos de equilibrio em sistemas auténomos

No estudo dos sistemas auténomos, torna-se fundamental identificar os estados em que
o sistema deixa de evoluir. Esses pontos, conhecidos como pontos de equilibrio, forne-
cem informagcoes essenciais sobre o comportamento a longo prazo, possibilitam avaliar a
estabilidade e determinam os limites naturais de populagoes, concentracoes ou nimeros
de individuos. Além disso, permitem orientar a andlise qualitativa do sistema sem a
necessidade de obter solugoes explicitas das equacoes diferenciais.

Considere um sistema autéonomo (3), onde F' = (fi,..., f,) : R® — R™ ¢ suficiente-
mente suave, isto é, continua e com derivadas parciais continuas. Para cada variavel y;,
definimos a nulclina de y; como o conjunto de pontos onde a taxa de variacao de y; se
anula:

Ni={Y eR": f;(Y)=0}, i=1,...,n.

Em N, a variavel y; permanece constante no tempo, enquanto as restantes podem ainda
variar. O estudo das nulclinas ajuda a localizar regioes onde o sistema tem comporta-
mentos qualitativamente diferentes.

Definigao 1 (Ponto de Equilibrio) Um ponto de equilibrio (ou ponto cri-
tico, ou estado estaciondrio) é um ponto Y* = (yi,...,y%) em R™ onde todas
as tazras de variacao se anulam simultaneamente, isto €

fl(Y*>:0, z:l,,n

Por outras palavras, os pontos de equilibrio correspondem exatamente a intersecao
de todas as nulclinas

Y*eMNNoN-- NN,

Fisicamente, atingir um ponto de equilibrio significa que todas as variaveis do sistema
permanecem constantes no tempo. Por exemplo, em modelos biologicos, um ponto de
equilibrio indica populagoes que nao variam; em modelos quimicos, concentragoes esta-
cionarias; e em modelos epidemiol6gicos, uma situacao onde o niimero de suscetiveis,
infectados e recuperados nao muda.
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Exemplo 1 (Modelo Predador-Presa) O sistema de Lotka—Volterra é dado por
' = ax — By,
y' = oxy —y,

com «a, 3,7v,6 > 0. Os pontos de equilibrio resolvendo x' = 0,y = 0 sao

T, =(0,0) e (z7, == =].

@) =00 ¢ @) =(15)

O primeiro ponto corresponde a extingao de ambas as populagoes, enquanto o sequndo
indica uma coexisténcia estaciondria de presas e predadores.

Exemplo 2 (Modelo SIR) O sistema SIR cldssico é

S"=—pBSI/N,
I' = BSI/N — I,
R =~I,

com 3,y > 0. O ponto de equilibrio é dado por S',I', R' = 0, implicando
I*=0, S*>0, R"=N-5",

onde N =S+ 1+ R € o tamanho total da populagio. O walor critico S, = ~v/f indica
que, se S < S., a epidemia nao se propaga.

Exemplo 3 (Reacgao quimica reversivel) Para a reacgio
ko
A Xy + A Xo & A3X5,
ke

as concentracoes xi, To, x3 satisfazem

A A
¥y = —vp +o_ = —kyattay? + koxs®,
A A
xh=—vy +v_ = —kya'wy? + koxs®,
!/ _ A1 A2 A3
Ty = vy — V- = kyxi'wy® — k_ag®.

Os pontos de equilibrio satisfazem
vy =v_ = kyaa)? = k_ay®,

correspondendo a situacao em que as reaccoes direta e inversa se equilibram.

Exemplo 4 (Competicao entre duas espécies) Considere
) =x1(1 — xq) — 2129,
xh = 2x9(1 — x9/2) — 3z129.
Os pontos de equilibrio resolvendo x) =z}, = 0 sao dados por
r1(l—mz) — 2929 = 0 N 11=0 or 1—21—29=0
2x9(1 — x29/2) — Bz129 = 2o=0 or 2—3x1 —22=0

Ou seja, os pontos de equibrio sao (0,0), (0,2), (1,0) e (0.5,0.5).
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Nulclinas e pontos de equilibrio para um sistema (5)

FSTV F VIV IV F I F T F I FF A A Z 7777
2[;$¢JJJJJ!!!/////////////
R N R A A
N R R R R R A A
VAT A A A A A LA A LA A A AL AL S
I e R R A A e
\ vy rv v s sy
R VAT A A A A A A A A A A A A S S S
N NN R R e
N N R R e
N NN A R N e
. \1?11\\’/‘/"”””//””””/’/’
< VNN m A A S LS
N N T S LSS A A S LA
N A R R Yy
' o1 Oy
' +or S S A
0'5'1 P S A S S LSS s
vt or L0
r ro/
\ r
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Nota 4 Ao longo da nulclina x1 (rosa), os vectores de velocidade sao verticais, enquanto
ao longo da nulclina xo (amarela) sao horizontais. Se nos deslocarmos ao longo de
uma nulclina sem atravessar um ponto de equilibrio, a direccao do vector de velocidade
mantém-se; ao atravessar um ponto de equilibrio, a direc¢ao pode mudar.

Antes de apresentar os exercicios, é util salientar que o comportamento de solucoes
de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes pode ser
inteiramente analisado através dos valores préprios da matriz que define o sistema au-
tonomo linear correspondente. Esta abordagem permite estudar estabilidade, oscilagao
e crescimento exponencial das solucoes sem necessidade de resolvé-las explicitamente,
estabelecendo uma ligagao direta entre a equagao de segunda ordem e o sistema de pri-
meira ordem equivalente. Em particular, a equagao caracteristica da matriz do sistema
fornece todas as informacgoes necessarias sobre a natureza das solugoes, quer sejam reais
ou complexas, exponenciais ou oscilatorias.

Exercicio 1. Converta a equacao diferencial linear de coeficientes constantes p, ¢ €
R de segunda ordem

v +py'+qu=0,  y(0) =1y, ¥'(0)= vy,

num sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem.

Resolucgao: Introduzindo a variavel v = 4/, consideramos o vector de estado

Yy =
v

O sistema de primeira ordem correspondente é

0 1
Y =AY, A= . Yo ="
—-q —p Vo
A equacao caracteristica da matriz A é

det(A=X)=0 < MN4+pr+q=0,
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idéntica a equagao caracteristica da EDO de segunda ordem original. Assim, os
valores proprios A; o de A determinam o comportamento da solugdo y(t): se reais,
a solucao é exponencial; se complexos conjugados, a solucao é oscilatoria. [

Exercicio 2. Converta o sistema linear de primeira ordem de dimensao dois

Y1 a b
¢ d|’

Y2

Y/:A}/, Y: 9 A:

numa equacao diferencial de segunda ordem para ;.

Resolugao: Escrevendo o sistema explicitamente,

Yy = ayr + bys,
Yy = cyr + dyo,

derivando a primeira equagao e substituindo y = (y; — ay;)/b, obtemos
yi = (a+ d)yy + (ad — be)ys,

ou, na forma padrao,
yi — tr(A)yy + det(A)ys =0,

onde tr(A) =a+dedet(A) =ad —be. O

Nota 5 A equacao caracteristica do sistema €
A — tr(A)X + det(A) = 0.

Sejam 11 e ry as raizes da equagao caracteristica da EDO de segunda ordem correspon-
dente:
r2 — (ry +1ro)r + 11109 = 0.
Verifica-se que
)\1 + )\2 = tr(A), )\1)\2 = det(A),

confirmando que os valores préprios de A determinam completamente o comportamento
das solugoes. Este método evidencia a estreita relagao entre sistemas autonomos lineares
e equagoes diferenciais de sequnda ordem, permitindo analisar estabilidade, crescimento
e oscilacao de forma sistemdtica. O

Compreender pontos de equilibrio e suas caracteristicas de estabilidade permite pre-
ver o comportamento a longo prazo do sistema sem resolver explicitamente as equagoes
diferenciais. A anélise no espago de fase revela padroes de comportamento, ciclos, con-
vergéncia ou divergéncia, fornecendo uma visao qualitativa essencial para interpretar
modelos biologicos, epidemioldgicos ou quimicos.

A préxima etapa consiste em estudar a estabilidade linear dos pontos de equi-
librio, classificar o tipo de cada ponto (no, sela, foco, centro) e desenhar o espago de
fase aproximado, ligando rigor matemaético a interpretacao dos fendémenos reais.
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Exercicios

1. Determine os pontos de equilibrio dos seguintes sistemas de equagoes diferenciais:

(a)

(b)

(dx (dx

1= &Y a2
7 Y, ) Yy’ —x,
@—xS—F ’ d——xsin(ﬁ)'

L dt Ys Cdt Y

4 4

& -1 -1), B o (11—,
dt (d) ¢ dt

Y w1+ 1) dy _ o)
\ dt ’ \ dt '

2. Crescimento de populagoes

(a)

Considere uma populagao de presas que cresce logisticamente na auséncia de
predadores, com taxa intrinseca r > 0 e capacidade de suporte K > 0. Supo-
nha que os predadores reduzem a populacao de presas de forma proporcional
ao produto do niimero de presas e predadores. Assuma ainda que os predado-
res dependem exclusivamente das presas para sobreviver. Formule um sistema
auténomo que modele esta situacao, identifique os pontos de equilibrio e in-
terprete o seu significado biolégico. Discuta em que condigoes podem ocorrer
oscilagoes sustentadas nas populagoes.

Estude um modelo de competicao entre duas espécies que utilizam o mesmo re-
curso, assumindo que cada espécie seguiria uma dindmica logistica na auséncia
da outra. Modele a interacao entre as espécies através de termos de competicao
que reduzem a taxa de crescimento de cada populacao. Determine as condi¢oes
para coexisténcia, exclusao competitiva e estabilidade dos equilibrios.

Considere duas espécies com interagdo cooperativa (mutualismo). Suponha
que, isoladamente, cada espécie teria crescimento logistico, mas que a presenca
da outra aumenta a taxa de crescimento. Formule um sistema que modele este
fenémeno, determine os equilibrios e discuta a possibilidade de crescimento
ilimitado ou de equilibrios positivos estaveis.

Um ecossistema contém uma espécie presa que se reproduz logisticamente e
duas espécies predadoras que competem apenas indiretamente através das pre-
sas. Formule o sistema e determine os equilibrios. Discuta cenarios possiveis:
coexisténcia das duas espécies predadoras, extincao de uma delas ou oscilagoes.

3. Propagacao de doencas infecciosas

(a)

(b)

Partindo da descrigao verbal de uma doenga transmitida por contacto direto
entre individuos suscetiveis e infetados, construa o modelo SIR cléssico. Analise
os pontos de equilibrio, determine quando existe epidemia e discuta o significado
biolégico do ntimero béasico de reprodugao Rj.

Suponha que uma doenca confere imunidade temporaria e que individuos re-
cuperados se tornam de novo suscetiveis apos um tempo médio 1/a. Formule
um modelo SIRS e estude os pontos de equilibrio. Analise como a estabilidade
do equilibrio livre de infecao depende dos parametros.

Estude um modelo SEIR em que um periodo de incubagao precede o estado
infecioso. Formule o sistema, determine os equilibrios e discuta o papel do
periodo de laténcia na propagacao da doenca.
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()

(e)

Considere um modelo SIR com vacinagao continua a uma taxa v > 0, em que
individuos suscetiveis sao transferidos para recuperados sem passar pelo estado
de infecao. Formule o sistema e determine condigoes para a eliminacao da
doenca. Interprete biologicamente o valor critico da taxa de vacinacao.

Num modelo SIR, suponha que a taxa de contacto varia sazonalmente, por
exemplo B(t) = fy(1 + ecos(wt)). Embora o sistema deixe de ser auténomo,
considere o sistema correspondente com [ constante igual & média temporal e
discuta por que razao este modelo auténomo pode nao reproduzir ciclos epidé-
micos observados.

4. Reacgoes quimicas (x)

(a)

(b)

Considere a reagao elementar A+ B — (' obedecendo a lei de ac¢ao de massas.
Suponha que nao existem outras reagoes. Modele as concentragoes [A](t), [B](t)
e [C](t) através de um sistema autonomo. Determine conservagoes do sistema e
reduza a dimensao quando possivel. Resolva analiticamente o sistema reduzido.

Estude o mecanismo de reacao em cadeia
A— B, B+ C — 2C.

Assuma que as duas reacoes tém constantes cinéticas ki e ko. Formule o sistema
correspondente para [A](t), [B](t) e [C](t). Identifique quantidades conservadas
e discuta condigoes para a ocorréncia de crescimento autocatalitico de C'.

Considere o mecanismo reversivel
A+B = C.

Construa o sistema de equagoes e determine todas as quantidades conservadas.
Analise os equilibrios e mostre que o sistema admite um equilibrio quimico.
Discuta a estabilidade deste equilibrio.

Em cinética enzimatica (modelo de Michaelis-Menten), considere o mecanismo
E+S=FES—FE+P

Formule as equagoes diferenciais completas do sistema. Identifique o parametro
pequeno que leva a aproximacao quasi-estacionéria e discuta a validade dessa
aproximacao.
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Aula 17: Analise qualitativa de sistemas de equacoes

Nesta aula desenvolvemos a teoria qualitativa para sistemas auténomos de duas equacoes

diferenciais
v = f(x,y),
y = g(z,y),

com condigoes iniciais x(tg) = zg e y(to) = yo. Assumimos que f, g e as suas derivadas
parciais sao continuas numa regiao aberta 0 C R?, garantindo, pelo teorema de Picard-
Lindeldf, a existéncia e unicidade da solugdo para qualquer condigao inicial (xg, o) € 2.

(1)

Cada solugao
r=ux(t), y=y(), th<t<th, (2)

define uma curva paramétrica no plano zy. Essa curva, acompanhada de uma seta que
indica o sentido temporal, é chamada orbita ou trajectoria. O plano xy é denominado
plano de fase, e o esbo¢o das oOrbitas de todas as solugoes é chamado retrato de
fase. O sentido das orbitas ¢ dado pelo campo vectorial (f(x,y),g(z,y)): em cada
ponto (z(t),y(t)), a 6rbita é tangente ao vetor do campo e a seta indica a orienta¢ao do
movimento.

Nota 1 (Invariancia por translagées temporais) Como o sistema (1) é auténomo,
as equagoes diferenciais nao dependem explicitamente do tempo t. FEsta independéncia
implica invariancia por translagoes temporais: se (x(t),y(t)) € solugdao, entao para qual-
quer t; € R a funcao transladada

z1(t) = 2(t — ), yi(t) =yt —t1)

€ também solucao. De facto,

() =a'(t —t1) = f(z(t —t),y(t —t1)) = f(z1(t), 1 (t)),

e 0 mesmo vale para y;(t).
Esta propriedade permite adoptar, sem perda de generalidade, o instante inicial to = 0
ao estudar o sistema, simplificando a andlise das solugoes e das suas orbitas. [

Nota 2 Sequem-se duas consequéncias geométricas imediatas da unicidade de solu¢do
garantida pelo teorema de Picard-Lindelof para o sistema auténomo.

1. As orbitas nao se intersectam no plano de fase.

Se duas solugoes distintas (x(t),y(t)) e (2(t),y(t)) se intersectassem num ponto
(x(to), y(to)) = (Z(to),y(to)), teriamos duas solugoes diferentes com a mesma con-
di¢ao inicial. Isto contradiz a unicidade garantida pelo Teorema de Picard—Lindeldf.
Assim, cada condicao inicial determina uma orbita inica no plano de fase.

2. Orbitas fechadas correspondem a solugées periddicas.

Uma orbita fechada consiste numa trajectoria que regressa ao ponto inicial apds um
certo periodo T > 0. A unicidade da solugdo implica que a trajectoria deve repetir-
se indefinidamente a partir desse instante, logo a solu¢ao € periodica, com periodo
T. Dizemos entao que o sistema possui uma Orbita periddica. [
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Estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema auténomo

Consideremos agora o sistema auténomo (1), em geral ndo linear, e seja (z*, y*) um ponto
de equilibrio, isto é,

f@®y") =g(a",y") = 0.
Pretendemos agora generalizar a nogao de estabilidade introduzida na Aula 2 para o caso

de sistemas auténomos de primeira ordem. Embora a definicdo seja apresentada para
sistemas bidimensionais, ela estende-se sem dificuldade a sistemas de dimensao arbitréaria.

N

Definicao 1 (Estabilidade, estabilidade assintética e instabilidade) Um
ponto de equilibrio (x*,y*) do sistema diz-se:

e estdvel se as solugoes que comecam suficientemente perto de (z*,y*) perma-
necem proximas desse ponto para todos os tempos futuros. Formalmente, para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

1(2(0),(0)) = (=%, y7)[| <0 = [[(z(t), (1)) = («",97)|| <&, VE=0;

e assintoticamente estdvel se é estdvel e, além disso, as solucoes iniciadas
perto do equilibrio convergem para ele, isto é

lim ||(z(¢),y(t)) — (=", y")|| = 0;

t—+o00

e instdvel se nao € estdvel, isto €, se existe € > 0 tal que, para qualquer 6 > 0,
se pode encontrar uma condi¢ao inicial satisfazendo

1(2(0),(0) ="y )| <6 = [[(z(t),y(t))—(2",y")|| = & para algum ¢ > 0.

J

Depois de introduzido o conceito de estabilidade para pontos de equilibrio, surge
naturalmente a questao pratica: como determinar se um ponto de equilibrio € estdvel,
assintoticamente estdvel ou instdvel? Para sistemas nao lineares, resolver explicitamente
as equacoes diferenciais é geralmente impossivel. No entanto, quando o interesse é o
comportamento local perto de um ponto de equilibrio, a dinAmica pode muitas vezes ser
descrita com grande precisao através de uma aproximacao linear obtida por linearizacao.

Seja X* = (z*,y*) um ponto de equilibrio de (1) com F' = (f,g) nas condigdes do
teorema de Picard-Lindelh6f. Usando o férmula de Taylor na vizinhanga do equilibrio
obtemos

F(X) = F(X*) + Jp(X*)(X = X*) + Ra(X),

onde X = (z,y) e termo correspondente ao resto de ordem 2, Ry = O((X — X*)?), satisfaz
| Rz|| < C||X — X*||* para uma certa constante C' > 0, e

(@, y") Si(z*,y")
(%'*73/*) a_y(x*ay*>

¢ a matriz Jacobiana de F' em X* = (z*, y*).

of
Oz

Desprezando os termos do resto e atendendo a que F'(X*) = 0, obtemos a aproximacao

X'~ Jp(X*) (X — X¥),
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que corresponde ao sistema linearizado
Z'=Jp(X"Z, Z=X-X"

Isto significa que, suficientemente perto do equilibrio, a dindmica do sistema nao linear ¢é
bem aproximada pela do sistema linear.

O comportamento do sistema linearizado nem sempre fornece a informacao essencial
sobre a estabilidade do ponto equilibrio. No entanto, para pontos de equilibrio hi-
perbodlicos, isto é, para pontos de equilibrio onde todos os valores proprios da matriz
jacobiana associada tiverem parte real nao nula, o estudo do sistema nao linear pode ser
feito por linearizagao, como estabelece o teorema de Hartman—Grobman, que apresenta-
mos sem demostragao.

Teorema 1 (Hartman—Grobman) Se X* ¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico
do sistema auténomo dX/dt = F(X), entao existe uma vizinhan¢a de X* em que o
sistema nao linear € topologicamente equivalente & sua linearizagdo. Isto significa
que, embora a dindmica possa ser distorcida (esticada, comprimida ou inclinada)
pela agao de uma transformagao continua e invertivel (homeomorfismo), a estrutura
qualitativa do sistema (como o comportamento das trajetdrias) € preservada em
comparacao com o sistema linear aproximado

Nota 3 Se algum valor proprio da matriz jacobiana tiver parte real igual a zero, o equi-
librio deixa de ser hiperbolico e a linearizacao jd nao permite concluir acerca da esta-
bilidade. Nesses casos podem surgir fenomenos mais subtis, como centros, ciclos limite
ou bifurcagoes, exigindo técnicas mais avancgadas, como funcgoes de Lyapunov, formas
normais ou expansoes de ordem superior.

Vamos considerar o sistema linear

d | x a1 a x
X' =AX & — = e b (3)
dt | z, az1 (22 To
Se a matriz A for ndo sigular, o tnico estado estacionario do sistema (3) é a origem
(z,23) = (0,0).
Como vimos na aula passada, este a equagao caracteristica do sistema (3) é
det (A—A)=0 < A —tr(A)\ +det(A) =0,
que corresponde as equacao caracteristica da equacao diferencial de segunda ordem
o —tr(A)z] + det(A) = 0,

cujas raizes sao, precisamente, os valores proprios de A

1
Mo = 5 (tr(4) £ V/(0r(A))” — 4 det(4))
Nota 4 (Matrizes semelhantes e valores proprios) Duas matrizes A e B dizem-se
semelhantes se existir uma matriz invertivel P tal que A = PBP~'. FE importante notar
que matrizes semelhantes tém os mesmos valores proprios, o mesmo trago (que é, por
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defini¢ao, a soma dos elementos que figuram na diagonal principal da matriz) e o mesmo
determinante. Uma matriz diz-se diagonalizdvel se for semelhante a uma matriz diagonal.
Neste caso, os elementos que figuram na diagonal desta matriz diagonal sao justamente
os valores proprios de A.

Note-se ainda que, se A é semelhante a B, a mudanca de varidvel Y = P~YY permite

concluir que
Y' =P X' = P 'AX = P'APY = BY,

ou seja, permite passar do sistema diferencial (3) para o sistema Y' = BY. Assim, se
soubermos determinar a solu¢ao Y a solugdao de (3) € X = PY. 0O

Vamos analizar os trés varios casos que podem surgir consoante o sinal do discrimi-

nante A = (tr(A))? — 4det(A).

Caso 1: Valores proprios reais distintos (A # A\2). Neste caso, temos que A > 0 a
matriz A é diagonalizavel, isto é, existe uma matrix invertivel P tal que

A0
0 Ao|
As colunas da matriz P s@o os vectores proprios vy e vy (linearmente independentes)
associados aos valores proprios A; e Ao, respectivamente.
Entao, com a mudanga de varidvel Y = P71 X estudar a estabilidade de (3) é equiva-

lente a estudar a estabilidade de Y’ = BY. Como B é diagonal, o sistema separa-se em
duas equagoes escalares ¢ (t) = A\y1(t) e y5(t) = Aaya(t), cuja solugao geral é

A=PBP™', com B=

y1<t) == Cl eAlt, ZL‘Q(t) == CQ e)‘Qt 01, CQ € R,
e a solugao de (3) é
X(t) = PY(t) = CyeMv; + CyeMuy, 1,0y € R.

Se os dois valores proprios A; e Ay sao positivos, entao as solugoes divergem do ponto
de equilibrio (0, 0). Se os dois valores proprios sd@o negativos entao a solugdo converge para
o estado estacionario (0,0). Se os valores proprios tém sinais opostos, digamos A; > 0
e Ay < 0, entao x; cresce exponencialmente e x, decresce. No primeiro caso o ponto de
equilibrio (0,0) diz-se um né estavel, ou né atractivo (grafico do lado esquerdo da
figura da péagina seguinte), no segundo um né instavel, ou né repulsivo, (grafico do
centro da figura da péagina seguinte) e no terceiro um ponto de sela (grafico do lado
direito da figura da pagina seguinte), que é um ponto de equilibrio instéavel.

WA

X1 /12 < X1
/12 <0
/11 < \

X2

3\//
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Caso 2: Valores proprios reais iguais (A = A2 = \). Neste caso, temos que A =0 e
podemos ter duas situagoes.

1. A matriz A é diagonalizavel. Neste caso a multiplicidade algébrica de A é 2
e existem dois vectores proprios v; e vy linearmente independentes. Entao, A é

semelhante & matriz
A0
B =

e, como tal, solugao de (3) é (ver caso anterior)

X(t) =] e>\t1)1 + Yy eAtUQ, Cl, Cy eR.

2. A matriz A nao é diagonalizavel Neste caso a multiplicidade algébrica de \ é
1 e nao existem dois vectores proprios linearmente independentes; existe apenas v;.
Recorrendo & forma de Jordan, temos que

Avy = My, (A= Al)vy =wv;  (vg é um vector proprio generalizado)

e, considerando P a matriz (invertivel) cujas colunas sdo v; e vy, temos que A é
semelhante a uma matriz triangular

Al

0 A
Assim, a solucdo de Y’ = BY & (prove!)

Y(t) = Cl e)\t + CQt e)‘, Cl, CQ < ]R,

B—

e a solucao de (3) é

X(t) = PY(t) = Cl e)‘ltvl + CQt e)\21)2, Cl, 02 e R.

Em ambos os casos, a anélise da estabilidade do ponto de equilibrio (0, 0) é feita como
no caso dos valores proprios reais distintos: se A < 0 o ponto de equilibrio (0,0) ¢ um né
estavel; se A > 0 o ponto de equilibrio (0,0) ¢ um noé instavel.

Caso 3: Valores proprios complexos (A2 = a £ i). Neste caso, temos que A <0Oe a
matriz A é semelhante a
a p
-8 «a '
Entao, a solucao de Y’ = BY ¢
Y(t) — 01}/1(75) —|— CQY'Q(t), Cl, 02 E ]R,

Yi(t) = oot [ cos(ft) ] () = e [ sen(ft) ] .

B =

com

—sen(ft) cos(t)
A solugao de (3) ¢

X(t) = Cly(l) (t)UT + CQY(Q) (t)’UZ‘, Ol, Cs € R,

com v, e v; as partes reais e imaginarias do vector proprio v de A.
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Se a = 0 entao os valores proprios sao imaginarios puros. Nesse caso, as solugoes
sao periodicas e as trajectorias sao orbitas fechadas em torno do estado estacionario. Se
a < 0 entao as trajectorias sao espirais que se aproximam do estado estacionario. No
caso a > 0 as trajectorias s@o espirais que se afartam de (0,0). No primeiro caso o ponto
de equilibrio (0,0) diz-se um centro, no segundo um foco instavel, ou foco repulsivo
(grafico do lado esquerdo da figura da pagina seguinte), e no terceiro um foco estavel,
ou foco atractivo (grafico do lado direito da figura da péagina seguinte).

X2 A=a+ib Xz

a<0 a>0

J,

X1 k\i

X1

%

Nos casos estudados, as solugoes convergem para o estado estacionario (0,0) se ambos
os valores proprios tiverem parte real negativa. Quando as solucoes convergem para o
estado estacionério dizemos que o estado estacionario é assimptoticamente estéavel.

Teorema 2 O sistema linear (3) tem em (z7,23) = (0,0) um ponto de equilibrio
assimptoticamente estdvel se e so se todos os wvalores proprios da matriz tiverem
parte real negativa.

Nota 5 (Classificagao dos pontos de equilibrio) De acordo com o que foi visto, dado
o ponto de equilibrio (x7,x3) = (0,0) do sistema (3), a sua classificagao de acordo com a
estabilidade € a sequinte.

e Estdvel (no ou foco assintoticamente estdvel): se Re(\i2) < 0, ou seja,

tr(A) <0 e det(A)>0.

e Instdvel (né ou foco instdvel): se Re(\12) > 0, ou seja,

tr(A) >0 e det(A) > 0.

o Sela: se det(A) < 0, os valores proprios tém sinais opostos, e o ponto de equilibrio
€ instavel.

e Centro: setr(A) =0 e det(A) > 0, os valores proprios sao imagindrios puros, e o
ponto de equilibrio € estdvel, mas nao assintoticamente.

Podemos concluir que a estabilidade do ponto de equilibrio (x5, %) = (0,0) depende
apenas do traco e determinante da matriz A: o ponto € assintoticamente estdvel se
tr(A) < 0 e det(A) > 0, instdvel se det(A) < 0, e possui comportamento oscilatorio
(centro) se tr(A) =0 e det(A) >0. O
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A figura e a tabelas seguintes resumem o que acabamos de analisar.

A det(A) tr(A) Tipo de ponto Valores proprios
+ - Ponto de sela AL <0< Ay
+ + — N6 estavel AL <A <0
+ + + N6 instéavel 0< A < Ay
0 + - N6 (degenerado) estavel A=A <0
0 + + N0 (degenerado) instéavel A =X>0
— + 0 Centro A= ZEpi
— + — Foco/espiral estavel A=a=xpl,a<0
— + + Foco/espiral instavel A=a=xfi,a>0
det(A) J
Focos es»téveis Focos instdveis ~ det(A) = i t’(A)

= =
®

Nos estaveis Nés instaveis

Pontos de sela

N
TN

Da analise local & compreensao global (x)

Apoés termos estudado a estabilidade linear dos pontos de equilibrio, percebemos que
essa analise fornece informagoes valiosas sobre o comportamento das solugoes nas vizi-
nhancas imediatas desses pontos. Contudo, muitas vezes queremos compreender o que
acontece globalmente: como se comportam as solugoes ao longo do tempo, para além de
pequenas perturbacgoes, e que tipos de padroes persistentes podem surgir. Por exemplo,
em ecologia, podemos querer saber se populagoes oscilam indefinidamente, atingem um
equilibrio ou divergem; em quimica, se concentracoes atingem estados estacionarios ou
ciclos periodicos; em epidemiologia, se surtos desaparecem ou tornam-se peridédicos.

E aqui que a anélise global entra em cena. Para sistemas auténomos bidimensionais,
mesmo conhecendo todos os pontos de equilibrio e a sua estabilidade, ainda nao sabemos
se existem orbitas fechadas, ciclos limite ou comportamentos mais complexos no plano.
O teorema de Poincaré—Bendixson é a ferramenta central que nos permite fazer
esta ligagao entre anélise local e comportamento global, restringindo drasticamente as
possibilidades para solugoes limitadas em regioes compactas do plano.
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Definicao 2 (Ciclo limite) Um ciclo limite é uma solug¢ao periddica isolada de
um sistema autonomo, tal que qualquer outra solucao suficientemente proxima se
aproxima desse ciclo quando t — +oo ou t — —oo. Clclos limite representam
comportamentos periodicos persistentes que nao dependem de condi¢oes iniciais
muito especificas.

Teorema 3 (Poincaré—Bendixson) Seja D C R?* uma regido limitada, fechada
e positivamente invariavel para o sistema

dX
e F(X), X = (z1,12) € R?

ou seja, qualquer solucao que entra em D permanece em D para todo t > 0. Se
D contém apenas um numero finito de pontos de equilibrio, entao qualquer solu¢ao
que permanece em D para t — +0o satisfaz uma das sequintes alternativas:

1. converge para um ponto de equilibrio;

2. converge para um ciclo limite.

Este teorema oferece uma compreensao qualitativa poderosa do comportamento glo-
bal:

e Em regioes limitadas do plano sem equilibrios infinitos, as solugoes nao podem
divergir nem apresentar comportamentos cadticos; o limite final é sempre um ponto
de equilibrio ou um ciclo limite.

e Ciclos limite explicam oscilagoes persistentes em sistemas naturais, como populagoes
predador-presa ou reacoes quimicas oscilantes.

e A analise local (estabilidade de pontos criticos) combinada com o teorema de Poincaré—
Bendixson fornece uma visao completa do espaco de fase sem resolver explicitamente
o sistema.

Exemplo 1 (Modelo Lotka—Volterra) Consideremos o sistema predador-presa

2’ = ax — By,
y' = dzy —y,

com a, 3,7,0 > 0. O sistema possui dois pontos de equilibrio: (0,0) e (v/5,a/B). Se
a solugao permanecer no primeiro quadrante positivo e nao convergir para (v/d,a/B), o
teorema de Poincaré—Bendixson garante que a solu¢ao tenderd a um ciclo limaite, expli-
cando o comportamento oscilatdrio tipico das populacoes. Assim, embora a andlise linear
indique estabilidade local, o teorema fornece a previsao global: as populagoes nao explodem
nem desaparecem, mas oscilam de forma periodica em torno do ponto de equilibrio. O

O teorema de Poincaré—Bendixson estabelece uma ponte entre a anélise local e a com-
preensao global de sistemas auténomos bidimensionais. Permite prever ciclos e padroes
qualitativos sem necessidade de solugoes explicitas, sendo uma ferramenta essencial em
biologia, quimica, epidemiologia e qualquer area onde sistemas oscilatérios surgem natu-
ralmente.
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Exercicios

1. Estude a estabilidade do estado estacionario (z*,y*) = (0,0) para cada um dos
sistemas seguintes e esboce o plano de fase em torno do ponto de equilibrio;

(a>{x’:x—5y, (d){xl’:?)x—y,

Yy =z —y; Y =z +y;
' = —4x + 2y, ¥ =x—-2y—uxy,
ORE ! CRE e
y =3z — 2y; Yy =-—x—y+uay;
I ! e
(©) x Y. (0 x x — xy,
Yy = 2x — 4y; y = —x—2y+ xy.

2. Transforme a equacao do oscilador harménico
my” + py' +ky =0

num sistema de equagoes no plano de fase (y,v), e estude os tipos de singularida-
des que ocorrem, relacionando-as com as noc¢oes de amortecimento forte, critico e
oscilatorio.

3. Considere o sistema

2 2)
?

v = =2+ 11 (1 — 27 — 3 T —a3),

xh =1 + 2o — 2] — X5
com p € R.

(a) Estude a estabilidade do estado estacionario (0, 0).

(b) Considere a mudanga de variavel para coordenadas polares
r1 =rcosf, w9 =rsinf

e obtenha o sistema
' =r(p—1r%), 0 =1.

(c) Trace o retrato fase para os casos < 0 e pu > 0.

du
4. (x) Considere o sistema i (u), com f(u) = (uy + ug — u3, —uy). Mostre que
a solucao u se aproxima de uma Orbita peridédica quando t — oo, para qualquer

condigao inicial nao nula.
5. Considere o modelo de propagacao da maléria

dv dv
d_tl = aqv9(1 —vy) — vy, d_t2 = c(agui(l —v2) —v2),

onde v; e vy representam, respectivamente, a propor¢ao de humanos e mosquitos
infectados pela doenca, oy, ay e ¢ sao constantes positivas.

(a) Prove que o estado estacionério de coexisténcia (v, v}) existe se e s6 se ajas>1.

(b) Estude a estabilidade dos estados estacionarios (0,0) e (v}, v3).
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6. Considere o seguinte modelo presa-predador de Lotka-Volterra modificado

du

— = u(l—eu—w

dt ( )7

dv

— = av(u—1

W )
onde u(t) e v(t) representam a densidade da presa e do predador, respetivamente, e
a>0,¢e>0.
(a) Mostre que o ponto estacionario de nao coexisténcia, (u*,v*) = (1/¢,0), é

estavel quando € ¢é suficientemente pequeno e positivo.

(b) Faga um esbogo do plano de fases, indicando os pontos estacionarios e as tra-
jetorias qualitativas.

7. Considere o seguinte modelo presa-predador de Lotka-Volterra em que é considerada
a existéncia de um refiigio para a espécie de presas

du

- = u— (u— k),
% = av(u—k—1).

(a) Faca uma interpretacao deste modelo.

(b) Estude a estabilidade dos estados estacionérios.

8. Considere o modelo predador-presa de Leslie

du

— = au—bu® — cuv,
dt

dv v?

— = dv—e—,

dt u

onde a, b, c,d e e sao parametros positivos.

(a) Faga um esbogo do plano fase do modelo.

(b) Estude o comportamento das solugoes.

9. Considere o seguinte modelo de propagacao de uma doencga

du b dv
T m(q —u) — Ry, i (Rou — 1)v,

onde u e v correspondem, respectivamente, as populagoes de individuos susceptiveis
e infectados. Os parametros b,~, g e Ry sao positivos.

(a) Mostre que o estado estacionario correspondente & auséncia de doenga é estavel
se ¢ < 1/Ry.

(b) Existe um estado estacionério de endemia?
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Aula 18: Modelos de populagoes que interagem

O modelo mais simples que podemos considerar é do tipo Lotka-Volterra

/

x; = axy + P,
/

Ty = YTo + 0122,

(1)
onde x e y representam a concentragao ou o numero de individuos de duas populagoes. Os
termos lineares ax e vy descrevem a evolugao das populagoes quando isoladas.Os termos
nao lineares fxy e dxy estao relacionados com interacgao das duas populagoes.

a B v 0 Modelo

— + + — Predador (z) - presa (z3)
— + — +  Mutualismo ou simbiose
+ - - - Competicao

Os pontos de equilibrio de (1) sdo dados por

ary + frizs = 0 N r1=0 ou xy=—
YTy + 0Ty =

SIS i [e]

To=0 ou x; =—
ou seja, P, = (0,0) e P, = <—%, —%)

Para estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio, considera-se a linearizacao é dada
por
d 21 21
dt 29 Z9 '

Os valores proprios de Jp(P)) sdo Ay = «v e Ay = 7; os valores proprios de Jg(Ps) sdo
)‘j ::tq/C( ,j: 1,2

Exemplo 1 (Modelo predador/presa) Para P, os valores proprios sao \y = a < 0
e Ay = v > 0 o que implica que P, é um ponto de sela. Para P, (verifique se é
biologicamente relevante) os valores proprios sao A\; = £i/|avy|, j = 1,2 o que implica
que Py € um centro. [

a+fry - fa
dxy v+ ox]

g

Jp(x*)

Exemplo 2 (Modelo de mutualismo) Para P, os valores proprios sao Ay = a < 0 e
Ay =7 < 0 0 que implica que Py é um no estdavel. Para Py (verifique que € biologicamente
relevante) os valores proprios sio \j = £\/a7y, j = 1,2 o que implica que Py é um ponto
de sela. O

Exemplo 3 (Modelo de competicao) Para Py os valores préprios sio Ay = o > 0 e
A2 =7 < 0 o que implica que Py é um ponto de sela. O equilibrio P> nao € biologica-
mente relevante (—y/d <0). O
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Retrato de fase e trajéctorias: predador/presa; mutualismo; competi¢ao

—X, (t)
7x2(t)

I I
- —=,0

? —x,®
\ —

\

|

s —

Duas espécies a competir pelo mesmo recurso

Consideremos que as duas espécies quando isoladas evoluem de acordo com a equagao

logistica
gl
ry=rmz (1-—
Lo K,

Th = 19Ty (1 - %)
2

em que 7;, K;, 1 = 1,2, denotam respectivamente o factor de crescimento e a capacidade
de suporte do meio.

(2)

Se a espécie x5 se alimenta do mesmo recurso, entao a penalizagao que x; sofre depende
da densidade de x5 e ainda da sua relagao com o recurso K;. Deste modo, na penalizacao
nao temos apenas z;/K; mas também z,/K; afectado de um coeficiente b15. Assim e
primeira equagao de (2) é substituida por

Ty =rim <1 — % - bw%) .
1 1

A espécie r; tem uma influéncia analoga na espécie x5. Atendendo as consideragoes
anteriores, o modelo (2) da lugar a

T o)
T = 1T (1 v 612?1) ;
o)
ZL‘/2 = T2X9 (1 — E — me) .

Considerando

T T2 T2 K, K,
o W= T=nrit, p=—, ai2=0bia—, a =by—.
1

U = —
K27 (8] K,

obtemos o sistema adimensional (onde as derivadas sao em relagéo a 1)

Ull = U1 (1 — Uy — a12u2),

uy = pug (1 — ug — asuy).

O sistema diferencial (4) tem os seguintes estados estacionarios (assumindo ajaas # 1)

(0,0), (1,0),(0,1),( l—a, 1-an )

)
1 —ajpaz 1—ajppan
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Relativamente a estabilidade dos estados de equilibrio anteriores notamos que a line-
arizagao de (4) no estado de equilibrio (uf,u}) tem a seguinte matriz

* * *
1 —2ui — apuj —a12U]

— pasu p(1 = 2ul — asuy)

e (0,0) é instavel (v.p. A\ =1, 2 = p);
e (1,0) ¢ estavel se as; > 1 e é instavel se ag; < 1 (v.p. Ay = =1, A = p(1 — an));
e (0,1) é estavel se aja > 1 e é instavel se a1o < 1 (v.p. Ay = =1, A = p(1 — ay2));

e O estado estacionéario de coexisténcia é estével se a9 < 1 e as; < 1 e instavel se
a2 > 1 e as; > 1. Fica como exercicio a averiguacao da estabilidade nos restantes
casos.

Notamos que se a;s < 1 e as; < 1, entao existe apenas um ponto critico estavel
e todas as trajectérias tendem para este ponto. Por outro lado, se a15 > 1 € ag; > 1,
entdo (1,0) e (0,1) sdo os tnicos estados estaveis e, neste caso, cada ponto critico tem
um dominio de atraccao. O plano fase é dividido em duas partes por uma curva que
passa pelo ponto critico instavel.

Vejamos algumas implicagoes ecologicas da analise qualitativa anterior. No primeiro
caso existe um estado de equilibrio em que as duas espécies em competicao podem coe-
xistir. Em relacao ao parametros primitivos, a situagao anterior corresponde a

blgé <1 S bpKy— K1 <0 e bglﬁ <1 S b K — Ky <.
K Ky

Se admitirmos que os factores que traduzem a capacidade do meio para cada espécie sao
sensivelmente iguais, entao os factores que traduzem a influéncia das espécies nao sao
significativos. Deste modo as duas espécies convivem no meio nao sendo a competicao
agressiva. Na segunda situacao considerada, se a capacidade do meio sao, para cada
espécie, iguais, entao os coeficientes de influéncia sao superiores & unidade. Neste caso
os trés estados de equilibrio existem, mas apenas (1,0) e (0,1) sao estaveis. Assim, a
evolucao do sistema depende fortemente do estado de partida de cada espécie podendo
evoluir para um dos dois estados estaveis consoante estd no dominio de atraccao de um
ou outro estado. Esperamos entao a extin¢ao de uma das espécies.

Escolha dos parametros (x)

G.S. Gause, em 2003, relatou dados para o seguinte experiéncia. Em dois recipientes
contendo o mesmo meio, crescem populagoes de Paramecium caudatum e Paramecium
aurelia. As duas populagoes sao medidas uma vez por dia. Além disso, num recipiente
maior, as duas populagoes sao misturadas e deixadas crescer juntas. Nesta situacao,
as duas populacoes competem pelos mesmos recursos. Novamente, as populagoes sao
medidas uma vez por dia. Os dados da causa sao mostrados na tabela seguinte, onde os
dados entre paréntesis foram os obtidos na situagao de competicao.
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Dia Densidade média (ntimero de individuos por cm?®/2)
Paramecium aurelia Paramecium caudatum
0 2 (2) 2 (2)
1 - ,
2 14 (10) 10 (10)
3 34 (21) 10 (11)
4 56 (58) 11 (29)
5 94 (92) 21 (50)
6 189 (202) 56 (88)
7 266 (163) 104 (102)
8 330 (221) 137 (124)
9 416 (293) 165 (93)
10 507 (236) 194 (80)
11 580(303) 217(66)
12 610(302) 199 (83)
13 513 (340) 201 (55)
14 593 (387) 182 (67)
15 557 (335) 192 (52)
16 560 (363) 179 (55)
17 522 (323) 190 (40)
18 565 (358) 206 (48)
19 517 (308) 209 (47)
20 500 (350) 196 (50)
21 585 (330) 195 (40)
22 500 (350) 234 (20)
23 495 (350) 210 (20)
24 525 (330) 210 (35)
25 510 (350) 180 (20)

O modelo da competigao entre as duas espécies pode ser dado por (3). O desafio agora
consiste em o ajustar aos dados da tabela. Por outras palavras, o objectivo consiste em
determinar os parametros ri,ro, K1, Ko, b2, bo1 por forma a que os resultados obtidos
pelo modelo se ajustem aos dados fornecidos. Para além disso, pretende-se prever sobre
a viabilidade a longo prazo das populagoes: ambas sobreviverao ou uma populacao sera
extinta?

A determinacao dos parametros pode ser feita recorrendo ao método dos minimos
quadrados. Suponhamos que temos um sistema de equagoes diferenciais ordinérias da
forma 2/ = f(x;p), com z(ty) = xg, onde x é a solucao da equagao diferencial e
p = (p1,...,pn) um conjunto de pardmetros desconhecidos. Pretende-se determinar
os parametros de modo que a solugdo z(t;p) — que escrevemos desta forma para evi-
denciar que depende dos parametros — se ajuste aos dados obtidos experimentalmente,
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{(to, o), (t1,21), ... (tm, Tm)}, onde x; é a observagao efectuada no instante t;, i = 1, ..., m,
e m > n. O objectivo consiste determinar o conjunto de parametros p que melhor se
ajusta aos dados de forma a minimizar o erro quadrético total

m

E(p) = Z(% — x(ti;p))*.

=0
Esse processo pode ser descrito pelo seguinte cdédigo em MATLAB, exemplificado para

um conjunto das 10 primeiras observagoes em situacao de isolamento para a Paramecia
aurelia e se considera o modelo logistico
dz x

t = [0;2;3;4;5;6;7;8;9;10]; % instantes de tempo
dados = [2;14;34;56;94;189;266;330;416;507]; % observacoes
r = 1; K = 500; kappaO = [r K]; % valores iniciais dos parametros
kappa = lsqcurvefit (@fun,b kappaO,t,dados); % minimos quadrados
tfit = linspace(min(t) ,max(t)); =xfit = fun(kappa,tfit);
plot(t,dados,’o’,tfit, xfit);
function x = fun(kappa,t) 7, resolve a EDO

r = kappa(l); K = kappa(2);

logistica = @(t,x) r*x.*x(1 - x/K);

x0 = 2; % condicao incial
[t,x]=0de45(logistica,t,x0);
end

Para o problema em causa, o processo pode ser efectuado em duas fases. Na primeira
fase, estimam-se os valores de rq,79, K1 e K5 pelo ajuste do modelo logistico aos dados
experimentais obtidos em situagao de isolamento. Procedendo dessa forma, obtiveram-
se os seguintes valores: r, = 0,791, r» = 0,662, K; = 542,939 e Ky = 202,497.
Posteriormente, determinam-se os valores de by e by; por ajuste do modelo (3) aos dados
experimentais obtidos em situagao de competicao. Obtiveram-se assim os valores by =
2,355 e by; = 0,390. Os gréficos da figura seguinte ilustram os resultados obtidos.

Espécies isoladas

600 T ﬁfﬁ 7}‘)\7 T 7S T g
9 e x o P. aurelia Sk
g —P. caudatum
)]

[
()
a
1g 26 25
Tempo
Espécies em competicao

400 T T 7} T T
9 X __Jde——P.aurelia ¥
@ . —

3 P. caudatum
O i
[

(O] i
- o

15 20 25

Apesar dos dados experimentais darem a entender que a populagao de Paramecia
caudatum tende para a extingao, a anélise qualitativa do modelo pode permitir provar a
coexisténcia entre ambas as espécies.
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Exercicios (x)

1. Certas reacgoes quimicas podem ser modeladas por equagoes diferenciais nao li-
neares. Algumas dessas equagoes possuem solugdes periddicas (como é o caso da
reacgao de Belousov-Zhabotinsky) e tém importantes aplicagoes na interpreatgao de
fenomenos biologicos.

O modelo de Lefever e Nicolis (1971), chamado Brusselator por ter sido proposto
pelo grupo de Ilya Prigogine em Bruxelas, supoe a existéncia de seis substancias A,
B, D, E, X, Y que reagem entre si de acordo com as seguintes equagoes:

Reacgao molecular | Taxa
A— X k1
B+X —Y+D |k
2X+Y — 3X ks
X —F ky

Se denotarmos por A(t), B(t), ... as concentragoes de A, B, ... como fungoes
do tempo ¢, as reacgoes quimicas anteriores podem ser descritas pelo sistema de
equacoes diferenciais

A = —kA
B = —kBX
D' = kyBX
E = kX

X/ = k’lA - ]{ZQBX + k3X2Y - k’4X
Y' = kBX — k3 X?Y.

As equacgoes para D e E nao irao ser consideradas visto nao interferir com as restan-
tes. Para além disso, vamos supor que as taxas de reacgao sao constantes e iguais
a 1 e que A e B possuem concentragoes constantes. As equagoes para produtos da
reaccao u(t) := X (t) e v(t) := Y (¢) sao dadas por

v = A+vPv— (B+1)u

= Bu — u®v.

/
(a) Mostre que os sistema diferencial anterior possui um tnico ponto critico u = A,
v = B/A e que a equagao linearizada na vizinhanga desse ponto ¢ instavel se e

s6 se B> A% + 1.

(b) Estude o comportamento dinamico do sistema diferencial. Trace a evolugao
temporal e os espago de fase com o campo de vectores para trés situagoes: um
caso estavel (A = 1 e B = 1); um caso quase instéavel (A =1 e B = 2); um
caso instavel (A =1e B = 3).
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Aula 19: Sistemas de equacoes diferenciais lineares de primeira
ordem

Nesta aula vamos considerar sistemas de equacoes diferenciais lineares ordinarias de pri-
meira ordem, cujo estudo constitui uma base fundamental em matematica aplicada, fisica
e engenharia. O tratamento serd matricial, de modo a unificar a escrita e simplificar os
argumentos.

Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem nas fun-
¢oes incognitas (reais) y1(t),...,yn(t), com t € I C R, é dado por

Y'(t) = A()Y (1) + b(t),

onde Y (t) = [y1(t), ..., yn(t)]T & o vector inconita, A(t) é uma matriz n X n cujos coefici-
entes dependem, em geral, de ¢, e b(t) é um vector coluna. Assim, a dependéncia em Y é
exclusivamente linear, podendo a nao-linearidade entrar apenas através da dependéncia

temporal de A(t) e b(t).

Uma funcao Y : I — R™ é chamada solugao do sistema se ¢ diferenciavel e verifica
a identidade anterior para todo o ¢t no intervalo I.

Nota 1 (Equagoes diferenciais de ordem superior) Qualquer equagao diferencial li-
near de ordem n da forma

Yy () + ana (y" D) + - a )y (1) + ao(ty(t) = f(1)

pode ser escrita como um sistema de primeira ordem. Para isso, definimos o vetor

O sistema equivalente € entao

Y'(t) = A()Y (t) + b(1),

onde _ .
0
0
0

0
Aty =] : S : bty =
0 0 0 1 f('t)

_—(Io(t) —al(t) —ag(t) —CLn_l(t)_

Esta transformacao torna possivel estender a resolugao de equagoes diferenciais de ordem
superior todas as técnicas que iremos introduzir para o estudo de sistemas lineares de
primeira ordem. O

Quando é prescrita uma condi¢ao inicial Y (tg) = Yo, to € I fala-se de um problema
de condig¢ao (ou valor) inicial

Y'(t) = A@)Y (t) + b(t),
Y(to) = Yo.
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Se as fungoes A(t) e b(t) s@o continuas, os teoremas classicos de existéncia e unicidade
asseguram que, para cada condigao inicial, existe uma solugao tnica Y (t) € C'(I). Esta
propriedade é fundamental para a interpretagao fisica e geométrica dos sistemas.

Sistemas homogéneos e matriz fundamental

Um papel importante é desempenhado pela distingao entre sistemas homogéneos e nao
homogéneos. No caso homogéneo tem-se b(t) = 0 e o sistema reduz-se a

Y'(t) = A@)Y (1), (1)

com A(t) uma matriz n X n continua em um intervalo I C R. Como C'(I,R") é um
espago vectorial e a aplicagao Y —— Y'(t) — A(t)Y (¢) é linear, conclui-se que o conjunto
de todas as solugoes do sistema homogéneo forma um subespaco vectorial de C'(I,R™).
O principio da superposigao garante que qualquer combinacgao linear de solugoes também
é uma solugao, e este espago tem dimensao n. Assim, as solu¢oes do sistema homogéneo
desempenham o mesmo papel que o espago de solugoes de uma equagao diferencial linear
de ordem n.

Nota 2 (Solugao trivial) A solucao trivial Y (t) = 0 de desempenha um papel especial
nos sistemas lineares homogéneos. FEla existe sempre e fornece uma referéncia natural
para estudar propriedades fundamentais do sistema, como a unicidade de solucoes: se a
condi¢ao inicial € Y (tg) = 0, a solugao trivial € a unica solugao correspondente, o que
caracteriza a linearidade homogénea. ]

Definigao 1 (Matriz fundamental) Uma matriz fundamental ®(¢) do sistema
(1) € uma matriz n X n cujas colunas Yi(t),...,Y,(t) sao solucdes linearmente
independentes do sistema, isto €, uma matriz da forma

o) = [Vit) ... V)], YO =ABYE),i=1,..n

J

A matriz fundamental desempenha o mesmo papel que um conjunto de solugoes fun-
damentais de uma equagao diferencial linear de ordem n, fornecendo uma base do espaco
de solugoes do sistema homogéneo. Cada coluna da matriz fundamental ®(t) fornece
uma solucao linearmente independente, de modo que qualquer solucao do sistema linear
homogéneo pode ser escrita como combinacao linear dessas colunas

Y(t)=o@t)C, CeR" (2)

Consideremos agora o problema de condigao inicial

{ Y'(t) = A®Y(0) o

com ty € I e Yy € R™ o vector inicial. A sua solucao ¢ dada por (2), onde a constante C'
¢ determinada resolvendo

(I)(to)c =Y, = (C= (I)(tg)_lyvo.

Como a matriz ®(t) é invertivel para todo ¢, pois suas colunas sao linearmente indepen-
dentes, a soluc¢ao do problema (3) é dada por

Y () = B()D(ty) Yo,
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Nota 3 (Fungao de Green) A matriz G(t,ty) = ®(t)®(to) " € chamada a fungao de
Green do sistema homogéneo. Veremos mais tarde que ela permite escrever diretamente
a solugcao do sistema nao homogéneo

Y'(t) = A@t)Y (t) + b(t)

na forma

Y(t) = G(t, to)Yo + /tG(t,s)b(s) ds. O

Um caso particular onde é relativamente simples de calcular a matriz fundamental é
dado pelos sistemas de equacgoes diferenciais homogéneos de coeficientes constates. Nas
proxima aula voltaremos a este caso para o estudar de forma mais sistemética.

Consideremos o sistema linear homogéneo de coeficientes constantes
Y/(t) = AY (1),

onde A é uma matriz real n x n constante. Um método para obter a sua matriz funda-
mental e, por conseguinte, para descrever as suas solugoes, consiste em relacionar este
sistema com os valores e vectores proprios da matriz A.

Recorde-se que um ntimero A € C diz-se um valor préprio de A se existir um vector
nao nulo v € C” tal que Av = Av. Um vector v # 0 nessas circunstancias denomina-se
vector proéprio associado a A.

Mostremos agora que a existéncia de um valor proprio conduz directamente & cons-
trucao de uma solugao do sistema diferencial.

Exercicio 1. Mostre que se A é um vector proprio de A com vector préprio
associado v # 0, entao a fungao

é solugao do sistema homogéneo de coeficientes constantes Y'(t) = AY (¢).

\.

Resolucgao: Seja

Derivando em relacao a t, obtemos
Y'(t) = AeMo.
Por outro lado, utilizando a definicao de vector proprio,
AY (t) = A (eMv) = eMAv = Ml = X eMo.

Logo,
Y'(t) = AY (1),

isto é, Y satisfaz o sistema diferencial, concluindo a demonstracao. O
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Nota 4 O exercicio anterior mostra que cada valor proprio de A origina, pelo menos,
uma solucao do sistema. Assim, se a matriz A possuir n valores proprios distintos e
n vectores proprios linearmente independentes, entao obtemos n solugoes linearmente
independentes da forma

Yi(t) = My, i=1,...,n,

que formam uma base do espacgo das solucoes. Neste caso dizemos que A € diagonalizdavel
e a descricao das solucoes € particularmente simples. O

Exemplo 1 Considere o sistema linear homogéneo de primeira ordem

{yi () = 22 (1) + 92 (1),

Ya(t) = yu(t) + 2ya(1),

teR.
Em forma matricial escreve-se

Y(t) = AY (1), A=

2 1 t

o ovo= MY
1 2 Yo (1)
1. Cadlculo dos valores e dos vectores proprios

Os wvalores proprios de A obtém-se resolvendo
det(A —\I) =0.

Tem-se

2—A 1

det =(2-N?—1=X—-4\+3=0,
1 2—A

pelo que \y =3 e Ay = 1.

Calculemos agora os vectores proprios. O vector proprio associado a Ay = 3 € obtido
por

-1 1]
(A — 3[)?)1 =0 = [ ] ULl] =0 = V11 = V12

1 —1 V1,2

.
v = .
T

O vector proprio associado a Ay = 1 € obtido por

Logo, podemos escolher

11
11

V2.1
=0 = V21 = —U2,2.

V2.2

[ 1
Vo = .
N

(A—I)UQZO = [

Escolhemos, por exemplo,
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2. Construgao das solucoes independentes e matriz fundamental

As solugoes linearmente independentes sao entao

1

1

Yi(t) = vy = e [ 1

: Yl(t):etUQ:etlll.

Estas solugoes sao linearmente independentes e constituem uma base do espago das
solucoes. Assim, uma matriz fundamental € formada por estas solugdes como colu-
nas

o) = [1i() %(0)] = [iﬁ ] -

3. Solugao geral do sistema homogéneo

Qualquer solucao do sistema pode obtido por sobreposicao, ou seja, pode ser escrita
como

Y(t) = ®(t)C, C e R?,
e a condigdo inicial Y (0) =Yy determina C resolvendo ®(0)C' = Y.

1 1

Y(t) =C €3t

+Cz€t[ ], Cl,CQGR.

Escrevendo componente a componente:

{yl(t) =c ¥ + el

Ya(t) = c1 &3 — ¢y el

4. Problema de condi¢ao inicial

Impondo a condigao inicial Y (0) = [2,0]7, a constante C = [c1, o]’ € R? € obtida

resolvendo
1 1 2 1
1 —1| |e 0 1

Finalmente, a solucao do problema de condicao inicial €

e3t et 1 B
et —et| |1
Nota 5 (Sistemas de dimensao 2) O conjunto de solugoes do sistema homogéneo forma
um espaco vectorial de dimensao 2, gerado pelas solucoes independentes Y, e Ys. A condi-

¢ao inicial escolhe uma unica combinacao linear desses vetores, identificando uma unica
trajetoria no espacgo de fase. [

e3t + et

o3t _ ot
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Exercicios

1. Escreva os sistemas seguintes na forma matricial e mostre que as fun¢oes dadas sao
solugoes do respectivo sistema (y = [y1,y2]7).

Y1 =1 — Y 1—2e*
(a) $77 syt = nE
Yo = —Y1 + Y2 1+2e
Y1 =11 — 2y2 sin(2t) + cos(2t)
(b) 7 _ sy = :
Yo =2y1 + Y2 sin(2t) — cos(2t)

@30 " s = [1/2]_

y§=y1+2 1

2. Escreva cada uma das equagoes diferenciais seguintes como um sistema de equagoes
diferenciais equivalente.

(a) ¥"+3y +2y=0; (d) y" 4+ 10y =1 — 2cost;
(b) y" + 6y’ + 4y = sint;
(c) ' +y =0 (e) y"+y"=0.

3. Considere a equacao diferencial y” + w?y = 0.

(a) Encontre a soluc¢ao geral da equacao dada;
(b) Encontre um sistema de equagdes diferenciais equivalente;

(c) Use a resposta a alinea (a) para determinar a solugao geral do sistema encon-
trado em (b).
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Aula 20: Exponencial de uma matriz

Passamos agora ao estudo dos sistemas em que a matriz de coeficientes nao depende do
tempo. Trata-se de sistemas da forma

Y'(t) = AY (1), (1)

em que A é uma matriz real n X n constante. Estes sistemas constituem o nicleo da
teoria, tanto pela sua simplicidade estrutural como pela sua importancia na modelagao
matematica.

Uma ferramenta central é o conceito de matriz fundamental. Diz-se que uma matriz
®(t) ¢ uma matriz fundamental do sistema se as suas colunas sao solugoes linearmente
independentes do sistema. Em linguagem matricial tal condicao pode ser escrita como

(1) = AD(t),

com o determinante de ®(¢) ndo nulo, para todo o ¢t € R. Entre todas as matrizes
fundamentais destaca-se uma especialmente simples: aquela que verifica ®(0) = I, a
matriz identidade. Essa matriz é a exponencial de matriz e?, que definiremos nesta
aula. Assim,

d(t) = et

constitul a matriz fundamental canénica do sistema.

A exponencial de uma matriz

O conceito de exponencial de matriz permite resolver, de forma sistematica, sistemas de
equagoes diferenciais lineares de conficientes constantes da forma (1). Tal como a fungao
exponencial de ntimeros reais ou complexos, a exponencial de uma matriz transforma
operacoes lineares em solugoes continuas ao longo do tempo.

Definigao 1 (Exponencial de uma matriz) Seja A € R™"™. A exponencial da
matriz A € definida pela série de poténcias

> Ak A% 43
A o o -
e_;k!_I+A+2!+3!+ ,

onde I € a matriz identidade de ordem n e A* a k-ésima poténcia de A.
A série € absolutamente convergente para qualquer matriz A, e portanto a expo-
nencial de matrizes esta sempre bem definida.

De acordo com a defini¢ao anterior, podem provar-se as propriedades seguintes.

Exponencial da matriz nula: ¢’ = I. A demonstracao é imediata.

Exponencial da matriz identidade:

eI—I+I+12+ +Ik+ =7 il =1Te
- 2 k! C\&wR) T
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Exponencial da soma de matrizes: Se A ¢ B comutam (AB = BA), entao

QATB _

etel.
A demonstracao desta propriedade nao é imediata e fica ao cuidado do aluno. No
caso geral, se AB # BA, esta propriedade nao se verifica.

e~ Esta propriedade resulta

A=A A=l =T

Inversa da exponencial de uma matriz: (e”)™!
imediatamente das anteriores: e?e”

Vamos calcular, explicitamente, a exponencial de matrizes para vérios exemplos im-
portantes.

Exemplo 1 (Matriz diagonal) Consideremos a matiz A =
Ak a0
0 pg*|’

k

OoOé
— 0
L Ea |2 [ o].

0
@ . Neste caso
0 p

e portanto

e = _— = =
— K B
=0 02
k=0

Assim, para matrizes diagonais, a exponencial obtém-se exponenciando cada elemento da
diagonal. O

01
0

. Comecemos

Exemplo 2 (Matriz nilpotente) Consideremos a matriz A =
por calcular as poténcias de A

0 1 0 0
A - s A2 = .
0 0 0 0
Logo, A ¢ nilpotente de ordem 2, isto ¢, A2 = 0. Como todas as poténcias acima da
sequnda se anulam,

A¥ =0 parak > 2,

a série da exponencial reduz-se a um numero finito de termos

A A2
A_ — — e
e—[+1!+2!+ =1+ A

ST

Entao,
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01
Exemplo 3 (Matriz de rotagao-simetria) Consideremos a matriz A = ) . Pri-
meiro calculamos as poténcias
01 10
e N P -1
10 01
e dai
AP =APA=TA= A, At = A2AP=T1= A% ete.
Portanto
A2k — ] A2k+1 — A.
Substituindo na série da exponencial,
A2k o A2k+1 > *
— |/
g e (L) (S )
Reconhecemos agora as séries de cosh(l) e smh(l),
o0 1 oo
cosh(1) = — sinh(1 Z
|
— (2k)! —~ 2k+
concluimos que
et = cosh(1) I + sinh(1) A.
Escrevendo explicitamente a matriz,
4 |cosh(1) 0 N 0 sinh(1) cosh(1) sinh(1) -
(§ - =
0 cosh(1) sinh(1) 0 sinh(1) cosh(1)
. , . 1
Exemplo 4 (Matriz de Jordan) Consideremos a matriz A = . Escrevemos a

matriz A como soma de uma parte diagonal e uma matriz nilpotente

0 1
A=I+N, N= .
00

Observamos que N € nilpotente de ordem 2, isto ¢,

0 0
N? = , Nk =0 para k > 2.
0 0
Além disso, I e N comutam, logo podemos usar a identidade
ol +N _ oI N
Entao,
oA — oI *N — oI N — ooV

Resta calcular . Como N ¢é nilpotente, como vimos no Exemplo 2,

N=T+N,

10 01 e e
ec"=el+N)=el+eN=c¢ + e . O
01 0 0 0 e

e entao

ES
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Solugao de sistemas homogéneos de coeficientes constantes

O seguinte teorema prova que a exponencial de uma matriz é uma matriz fundamental
de um sistema de equagoes lineares homogéneas de coeficientes constantes.

\.

Teorema 1 Seja A € R™™". A matriz
o (A
B k!
k=0

€ uma matriz fundamental do sistema linear de coeficientes constantes (1). Con-
sequentemente, a solugao do problema de valor inicial

Y'(t) = AY (1),  Y(to) = Yo, (2)

€ dada por
Y(t) = edlt-t)y,. (3)

Demonstracgao: A série que define a matriz exponencial converge absolutamente, para

todo t € R, o que garante que operacoes termo a termo, como diferenciacao ou
multiplicacao por escalar, sao validas. Diferenciando termo a termo, obtemos

d 4~ kAR SN AR Ak A

J— — _— = _— = —_— = A t.

TR D 2 (k1) Kl ¢
k=1 k=1 k=0

Portanto, e’ satisfaz a equacao matricial (1) e, como tal, ¢ uma matriz fundamental
do sistema.

Como vimos na aula passada, a soluc¢ao geral do sistema linear homogéneo (1) pode
ser escrita em funcao da matriz fundamental

Y(t) = eMC, CeR™

Aplicando a condicdo inicial em (2), e atendendo a que a matiz e! é invertivel, para
todo t, temos
Y(ty) = etC =Y, = =Y.

Concluimos, entao, que a solu¢ao do problema de condicao inicial (2) é
Y(t) — eAt e—AtOYO — eA(t_tO)}/(),

como indicado em (3). O

Nota 1 (Fungdo de Green) A matriz G(t — ty) = et ¢ chamada de funcdo de
Green do sistema homogéneo. Na proxima aula, veremos que ela permite expressar direc-
tamente a solucao do sistema nao homogéneo

Y'(t) = AY () + b(t)

na forma

t t
Y(t) — eA(t*tO)Y'O _|_/ eA(t*S)b(S) ds = G(t — tO)YE) —|—/ G(t — S)b(S) ds. O

to to

Nota 2 No caso particular em que a condigao inicial € Y (0) = Yy, frequentemente utili-
zada na prdtica, a solu¢do do problema (2) simplifica-se para Y (t) = eY,. DO
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Calculo da matriz fundamental: caso diagonalizavel

O comportamento qualitativo e a forma explicita das solucoes do sistema linear homogé-
neo (1) dependem, de modo crucial, dos valores proprios e respectivos vectores proprios
da matriz A. Em particular, quando a matriz é diagonalizével o calculo explicito de e
simplifica-se enormemente.

Exercicio 2. Sejam A, B € R™" duas matrizes semelhantes, ou seja, existe uma
matriz invertivel P tal que A = PBP~!. Mostre que, para todo t € R,

eAt —p eBt P_l.

Resolugao: Como A = PBP~!, temos
(At)" = (PBP~'t)* = PB*P~' para todo k € N,
que pode ser provado por indugao. Substituindo na série

= (PBFP~1)t* = (Bt)*
eAt:Z( )t :P<Z( t)>P_1:PeBtP_1,

k!
k=0 k=0

o que prova o pretendido. [J

Se a matriz A € R"*" é diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz invertivel P tal
que

A=PDP,

com D = diag()\y, ..., \,) uma matriz diagonal cujos elementos \; sdo os valores proprios
de A, entao a exponencial de A pode ser escrita como

et = p el P71 = Pdiag(eM!, ..., M),
onde cada coluna de P corresponde a um vector proprio vy, ...,v, de A.

As solugdes de (1) sdo combinagoes lineares de solugoes do tipo
}/;(t) = e/\itvh

ou seja, no caso diagonalizavel com valores proprios reais simples, todas as solugoes sao
combinagcoes lineares de exponenciais escalares multiplicadas pelos respectivos vectores

proéprios, isto é,
n

Y(t) = Z ¢ ety

i=1
Exemplo 5 (Valores proprios reais distintos) Consideremos o sistema linear

Y/(t) = AY (),  Y(0) =Y,

31
Y
02] 0

com

A=

I
| —
N
|
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A resolugao seque 0s sequintes passos.

1. Calcular os valores e vectores proprios (diagonaliza¢ao de A)

Os wvalores proprios sao obtidos através da equagao caracteristica na forma
det(A—=A)=B-XN)2-XN)=0 = XN=3 =2

Os vectores proprios correspondentes sao (prove!):

1 1
U] = [0] para \y =3, Uy = [ 1] para Ay = 2.

Entao,

1 1 30

pP= , D= , A=PDP.
0 —1 0 2
2. FExponencial da matriz

Temos que

et _peripi_p | Ol pa

0 th
Lot 1 1 o P

Calculando P~ = 0 1 = 0 1 e multiplicando podemos obter e expli-
citamente.

3. Solucao do problema de condigao inicial

A solucao do problema de condi¢ao inicial € dada por

Y(t) = MYy = P P P,

R E

Multiplicando pela exponencial diagonal,

et 0 2 23t
0 e [—1 - —e2|’

Calculando P~Y,

P, =

eDt(P_li/vQ) —

Finalmente,
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Calculo da matriz fundamental: caso nao diagonalizavel

Vamos comegar por considerar alguns exemplos.
Exemplo 6 (Valores proprios reais) Consideremos o sistema
Y'(t) = AY (1), Y (0) = Yo,

com
2 1

0 2

A: 5 YE):

A resolugao seque os sequintes passos.

1. Determinar os valores e vectores proprios

Os wvalores proprios sao obtidos através da equagao caracteristica na forma
det(A—=X)=(12-X*=0 = X=2, om multiplicidade 2.

O (inico) vector proprio correspondente € (prove!)

U:[;],

ou seja, A nao € diagonalizdvel.

2. FExponencial da matriz

Temos que

01

A:2I+N,JV:[ ], N? =0.

Logo

1t
eAt — e2teNt — 62t(]+Nt) — th [O 1] .

3. Solucao do problema de condi¢ao inicial

Considerando a condi¢ao inicial Yy =

de condi¢ao inicial € dada por

At _ L2t I 0 _ 2tt
Y(t)=e"Yy=¢ [0 1] L]e L] O

179

0
1] , concluimos que a solucao do problema

Nota 3 Para matrizes nao diagonalizdveis, a exponencial gera termos t* e, onde k re-

flete a multiplicidade do valor proprio. O

Exemplo 7 (Valores proprios complexos conjugados) Consideremos o sistema

Y'(t) = AY(t),  Y(0) =Y,

com
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A resolugao seque 0s sequintes passos.

1. Determinar os valores e vectores proprios

Os wvalores proprios sao obtidos através da equagao caracteristica na forma
det(A—X)=A=1?4+2=0 = My=axif=1+iV2

A matriz € diagonalizdvel apenas em C, mas vamos trabalhar com a forma real
directamente.

2. Exponencial da matriz

Comegamos por definir

B=A—-oal=A—1= 0 =2 .
1 0

Temos que
2
0 -2 -2 0
B* = = =2l = —B*I.
1 0 0 -2
e (B (B (BY)'
t t t
Bt _
e’' =1+ Bt + 5 + a0 + 1 + ,
onde os termos pares (B°, B2, B, ...) sao mailtiplos de I,
t)? t)*
I— (62') I+ (64') I — - =cos(pt)],

e os termos impares (B, B3, B®,...) sio muiiltiplos de B,

CB(B) | BB'W) _sin()

Bt
TR 5

B.

Portanto
sin(ft)

ePt = cos(Bt)I + 3

B,

o que permite concluir,

At _ ot Bt __ _t Sin(\/ﬁt) o COS(\/it) —\/§Sin(\/§t)
et =e"e=c¢ <cos(\/§t)]+—\/§ B) =e [\/iisin(\/ﬁt) cos(v/3) :

3. Solugao do problema de condig¢ao inicial

Considerando a condi¢ao inicial Yy =

;] , a solucao do problema de condicao inicial
€ dada por
V(1) = oMY — of [ 1Cos(\/§t) —ﬁsin(\/it)] [1] _ [ cos(v/2t) ] |
NG sin(v/2t)  cos(v/2t) 0 NG sin(v/2t)
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Nota 4 Para o caso em que a matriz A tem wvalores prorpios complexos conjugados,
a exponencial da matriz gera combinagoes de cos(ft) e sin(ft) multiplicadas por e,
reflectindo o comportamento oscilatorio do sistema real. [

Exercicio 1. Mostre que a solugao do problema de condigao inicial

Y1) = AY (1),  Y(0) = Yo,
=) =l
1 0 1

vio= |

Resolugao: A resolucao segue os seguintes passos.

com

é dada por

1. Determinar os valores e vectores proprios
Os valores proprios sao obtidos através da equagao caracteristica na forma

M4+1=0 = A==+

A matriz é diagonalizavel apenas em C, mas vamos trabalhar com a forma real
directamente.

2. Exponencial da matriz
Seja a = 0 a parte real dos valores proprios, = 1 a parte complexa e

B=A—-al =A.

Como B? = —I, temos que

sin((t)
B

et = et (Cos(ﬁt)l + B) =costl +sint A=

sint cost

cost —sin t]

3. Solucao do problema de condicao inicial

Considerando a condigao inicial Yy =

0
1] , a olugao do problema de condigao

inicial é dada por

Y(t):eAtYO: cost —sint| [0 _ —sint |
sint cost 1 cost

o que prova o pretendido. [
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Forma canoénica de Jordan (x)

Seja A € R™" uma matriz quadrada que nao é diagonalizavel. Entao, pela forma
candnica de Jordan existe uma matriz invertivel P tal que

A=PJpP,

onde J é a forma de Jordan de A, composta por blocos de Jordan

A 1 0 - 0]

J1 0O X 1 -+ 0

I 0o - 0 XN 1

0 0 M\

A exponencial da matriz A é entao
eJlt
eAt . eJt P_l, eJt — ’
oJmt

e cada bloco de Jordan J, = A\;I + N, com Ny, nilpotente (N* = 0, com s;, a multipli-
cidade de \y), satisfaz

Jit it I + tN + t2 N2 + + tSk_l Nsk—l
e’ = e — e .
2! (Sk — 1)'

Assim, para qualquer problema de valor inicial Y'(t) = AY (), Y (ty) = Yo, a solugao
¢é dada por
Y(t) _ eA(tfto)}/b —p eJ(tfto) P*l%’

e cada bloco de Jordan gera termos do tipo t*e** onde 0 < k < s, — 1.

Nota 5 FEste resultado mostra que, sempre que uma matriz nao seja diagonalizdvel mas
admita forma de Jordan (as matrizes quadradas admitem sempre uma forma de Jordan),
a exponencial da matriz contém polinomios em t multiplicados por exponenciais. [

Resumo completo de sistemas lineares de duas equacgoes e duas incégnitas

Considere o sistema
Y'(t) = AY (t), Y(0) =Y, AecR*>
O resumo seguinte cobre todos os casos possiveis para sistemas lineares 2 x 2, indicando
como calcular e, escrever a solucdo em funcao de Y e classificar o ponto critico de acordo
com os valores proprios.
1. Valores proprios reais distintos
Se A1 # X\ € R e A & diagonalizavel, A = P diag(\;, \2) P!, entao

eMt

P7h Y(t) = cpeMuy + ¢y ey,
0 et

Tipo de ponto critico: (i) A1, Ag < 0: nod estavel; (ii) A1, Ag > 0: noé instéavel; (iii)
A1Ag < 0: ponto de sela.
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2. Valores proprios reais iguais, diagonalizavel

Se A\ = Ay = X e A é diagonalizavel, entao
et = M, Y (t) = ey + cous.
Tipo de ponto critico: (i) A < 0: no estavel; (ii) A > 0: noé instavel.

3. Valores proprios reais iguais, nao diagonalizavel

Se A1 = Ay = X e A nao é diagonalizavel, entao escrevemos A = A + N, com
N2 =0, e

M= MI+Nt), Y(t)= M+ Nt)Y.
Tipo de ponto critico: (i) A < 0: n6 (degenerado) estavel ; (ii) A > 0: nod (degene-

rado) instavel.

4. Valores proprios complexos conjugados
Se M2 =axif, B # 0, entao
sin(ft)

e = e (cos(ﬂt)l + T(A — aI)) , Y (t) = e (cos(ﬁt)] +

Tipo de ponto critico: (i) a < 0: foco/espiral estavel; (ii) a > 0: foco/espiral
instavel; (iii) o = 0: centro (6rbitas fechadas).

sin(St)
3 (A— al)) Y.

Exponencial de matrizes via transformada de Laplace

A exponencial de uma matriz pode ser calculada, de forma alternativa, usando transfor-
madas de Laplace. Esta abordagem é especialmente ttil no caso em que a matriz nao é
diagonalizavel.

Considerando transformadas de Laplace,

X e (A AR A
ety = [T G a= Y g [T et = Y Gty
i k=0 k=0

Usando a férmula da transformada de Laplace de t*,

k!
£{tk}(8) = m, s > O,

concluimos que

AR RS A
A _ —
LLeMHs) =D 7w = D e
k=0 k=0

Atendendo a que estamos na presenga de uma série geométrica (de matrizes),
ZCAF 1 /AN A\ .
ZWZgZ(;) :g(1—§> =(sI-A)".
k=0 k=0

Portanto,

L{eM(s) = (s] — A)7.

Tomando a inversa da transformada de Laplace, concluimos que

et = L7 (s — A)7TPH(1).
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Nota 6 Quando A ¢ de ordem 2 ou 3, a matriz (sI — A)~! pode ser calculada facilmente
usando a formula da inversa

ol adj(sI — A)
(sT=A)"" = det(sI — A)’
No caso 2 X 2,
bl 1 d —b
[a J = ], desde que ad —bc # 0. O
c — —c a
‘ —1 .
Exemplo 8 Seja A = . Entao
s 1 9
sl — A= , det(s] —A)=s"+1.
-1 s
A inversa €
1 s —1
I-A)'= :
(s ) 2+111 s ]

Aplicando a transformada inversa termo a termo, sai que
1 s —1 cost —sint
eAt - £_1 2 <t> - . :
s+1(1 s sint  cost

0 1
. Entao

Exemplo 9 Seja A =

s -1
2 s+3

1
s2+3s5+2

s+3 1
-2 s

sl — A= = (sI-A)"'=

Tomando a transformada inversa de cada elemento obtém-se
P ot ot _ o2
e = g
_2( eft _ e72t) 2eft _ e72t
Provar a convervegéncia uniforme (x)

Vamos provar que a série que define a exponencial de uma matriz converge absolutamente,
qualquer que seja matriz A. Para isso, comecemos por definr norma matricial.

Definigao 2 (Norma matricial) Uma norma matricial é uma fungao
-1 - R™" — R,

que satisfaz, para quaisquer matrizes A, B e qualquer escalar o, as sequintes pro-
priedades:

LA 20, e [[A =0 < A=0;
2. |laAll = |of [|A]l;
3. [|JA+ B|| < ||A|l + || Bl (desigualdade triangular).




Aula 20 — Exponencial de uma matriz 185

Uma norma matricial || - || diz-se submultiplicativa se, além das propriedades ante-
riores, satisfaz

IAB| < [[All | B]]

para quaisquer matrizes A, B compativeis. As mormas comuns que sao submultiplicativas
incluem:

e Norma-1 (méxima coluna): ||A|; = maxi<j<n D1y |@ijl;
e Norma-infinito (maxima linha): [|Afle = maxi<i<n D5 |as;l;

| Az
llz[l2

e Norma euclidiana (norma espectral): ||Alls = sup,_q

Estamos, agora, em condigoes de provar o seguinte teorema.

Teorema 2 (Convergéncia uniforme da série exponencial de matrizes)
Seja A € R"™ ™. Para qualquer intervalo compacto t € [0,T], a série

At  (At)
=2 Kl

k=0

converge uniformemente em t em [0,T].

Demonstracao: Definimos o k-ésimo termo da série

(AD)*

Ti(t) = A

Escolhemos uma norma submultiplicativa || - ||, temos que, para todo ¢ € [0,T7,

I1Tu(8)] = [(A ) I < < |]|;'4H) < (||A]l|!T)

= M.

A série escalar
ZM Z HAHT) _ AT
k=0

é convergente. Logo, pelo Crlterlo de Weierstrass para séries de fungoes, a série de

matrizes -
Z Ti(t)
k=0

converge uniformemente em ¢ € [0, 7.

Como todas as normas de matrizes sdo equivalentes, cada entrada da matriz e’

converge uniformemente. Logo, e estd bem definida. O
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Exercicios

1. Determine e

At

(4 1]
—4 4|
(2 1 0
0 2 1|;
0 0 2

o 1
c) A= ;
() 4 4]

0 o]
d) A= ;
(d) 5 0

186

,sendo t € R e A a matriz quadrada dada a seguir.

[0

(e) A=11 0 0f;
1 -1 1
0 1

f) A= .

(f) 5 1

2. Determine a solugao geral de cada um dos seguintes sistemas de equacoes diferenciais

lineares:

(a) {yi
Yo
(b) {yi
Yo

(©) {yi
Ya

yh
(d) <

Ys = Y1 — Y2 + Y3;

= dy1 — o,
= —4y; + 4yso;

= Y2,
= 2y1 + Y23

= Y2,
= —dy; + 4yo;

= Y2,
= Y1,

(e)

(f) <

(1

Y1 = Y2,
yé = 2937
|y = 4y1 — 6ya + 6ys;

(1

Yy = 3Y2 + Y3,
Yo =t + 2y + ys,
Y5 = Y1 + 3ya;

- y? - 73117

Y
Yy = 2y1 + SYo;

(
yizyl—m—y&
Yy = Yo + 3ys,

\3/:/3 = 3y + Ys;

(h)

(

yi = —y1 — 4y,
(1) < ys =y + 32,
(Y3 = Ys;

. y/ = Y1,
DRI
Yo = —Y2;

Yi = —Ya,
<k>{%_ i
Yo = Y1.

3. Resolva os seguintes problemas de condigao inicial ou de Cauchy:

(@) Y’ =

(b) Y =

1 -1 1 2 1 3 1
Y, Y(0)= : ,

_5 -3 2 ) Y' =10 2 -1|Y, Y(0)=|1].

2 1 3 00 2 1

00 2

02 —1]|Y, Y(0) =

(SRS N Y

4. Para o sistema de equacoes diferenciais Y/ = AY’, sabe-se que

¢ uma matriz fundamental.

(a) Determine e

At

(1)

— et
| 3¢t

—tet
3tel —et

(b) Determine a matriz A dos coeficientes.
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5. Nos casos indicados a seguir, resolva o problema de condicao inicial

Y'(t) =AY,  Y(0)=Yp:

5 0 0 40 1 2 3 4 1
A= |10 5 0}, Yo= [50]; 01 6 3 1
(a) 0 (b) A= Y, =
20 30 5 60 001 2 1
0 0 01 1
6. Considere
A= |0
0 d
Mostre que
et dTba(edt_ eat)
et = ., aF#d.

0 edt

7. (a) Mostre, usando a defini¢do de exponencial de uma matriz, que
d 4 At
— et = Ae™,
dt
onde A é uma matriz quadrada de ordem n.

(b) Determine a matriz fundamental do sistema de equagoes diferenciais lineares
de primeira ordem

Y'(t) = AY(t),  Y(0) =1,

onde

8. Considere o seguinte problema de valor inicial (ou de Cauchy):

{x’(t) = —4dx(t) + 3y(t), {x(l) =0,

y'(t) = —3x(t) + 2y(t), y(1) = 1.
(a) Reescreva o problema na forma matricial
X'(t) = AX(t), X(to) = Xo.
(b) Determine e“t,

(c) Calcule, justificadamente, a solu¢do do problema de Cauchy.

9. Deduza a seguinte féormula, conhecida por Féormula de Rodrigues, para a expo-
nencial de uma matriz anti-simétrica de ordem 3:

A A2 0 —as as
exp(tA) = I3 + Z sin(kt) + =l (I —cos(kt)), A=|a3 0 —ai|,
—a9 ay 0

onde ||a|]| = k e a = [ay, as, as]”.
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10. (a) Determine uma matriz fundamental do sistema de equagoes diferenciais lineares
de primeira ordem

Y'(t) = AY (1),

A —4 3
-3 2|’
(eAt)T: eATt

onde A é uma matriz quadrada de ordem n.

onde

(b) Mostre que

)

11. (a) Determine uma matriz fundamental do sistema de equagoes diferenciais lineares
de primeira ordem

Y'(t) = AY (0),
onde
-1 -1
A—
2 -1

(b) Mostre que
AeAt — eAtA,

onde A é uma qualquer matriz quadrada de ordem n.

12. (a) Mostre que se AB = BA entdo as fungdes matriciais e/45) e e tP satisfazem
o sistema diferencial Y = (A + B)Y e a condigao inicial Y (0) = 1.

(b) Que conclusbes pode tirar da alinea anterior?
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Aula 21: Férmula da variacao dos parametros

Na aula anterior estudédmos sistemas de equagoes lineares homogéneos com coeficientes
constantes. Nesta aula vamos a considerar o sistema nao homogéneo

Y/(t) = AY (1) + (1), Y(to) = Yi.

onde A € R™" ¢ uma matriz constante e b(t) ¢ um termo fonte continuo. Para resolver
este problema vamos recorrer ao método da variagao dos parametros.

Procuramos uma solugao escrita em fungao da matriz fundamental do sistema homo-
géneo associado, isto ¢,
Y (t) = A0y (),

onde U(t) é uma funcdo vectorial a determinar. Diferenciando, obtemos
Y'(t) = AeAt0U () 4+ AT (1),
[gualando a AY + b(t), temos
A0 (1) + AU (¢) = AU (2) + b(2),

o que implica
AU () =b(t) =  U'(t) = e A0)p(1).

Integrando entre t, e t,

t
Ut) =Y, +/ e A=)y (s) ds.

to

Portanto, a solu¢ao do problema de valor inicial é

t
Y(t) = ey, +/ eA=9)p(s) ds.

to

Esta é a chamada féormula da variacao de parametros, que generaliza a solugao
escalar para sistemas lineares.

A matriz G(t —s) = e*=% ¢ a fungdo de Green do sistema linear, isto é, a resposta
do sistema a uma entrada unitaria aplicada no instante s. Com esta funcao, a solucao
pode ser escrita como

Y (t) = Yi(t) + Y, (t) = Gt — to)Ye + /t G(t — s)b(s) ds,

to

ou seja, a solugao particular Y,(t) da equacdo ndo homogénea é a convolucdo da funcao
de Green com o termo fonte b(t). Este formalismo evidencia que cada componente de
b(t) é propagada pelo sistema através da matriz exponencial G(¢ — s), generalizando o
conceito classico de fungoes de Green para sistemas de equagoes diferenciais vetoriais.

Nota 1 Para sistemas com b(t) = §(t — so)v (impulso), a solugao € exatamente Y (t) =
G(t — so)v, refor¢cando a interpretacio de G como fung¢ao de Green. A formula¢ao via
Green € particularmente 4itil em problemas de controlo, fisica e engenharia, onde b(t)
representa entradas externas ou forcas aplicadas ao sistema. [
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Exemplo 1 Considere o sistema linear

Y/(t) = AV (1) + (), Y(0) = H ,

2 1 t
i of]

A resolucao do problema seque 0s sequintes passos.

com

1. Solugao da equagao homogénea

O sistema homogéneo é

Vi(t) = AYu(t), Yu(0) = [(1)] :

Para determinar a sua solugao vamos comecar por determinar os valores e vectores

proprios de A. Temos que

2—-A 1

det(A—\I) = L 9y

=(2-N?~1=M-4\3=0 = N\ =1, X\=3.

[ - f)

A=PDP™', P=

Os vectores proprios sao

Como A € diagonalizdvel,

Entao

A penipi_ |11 ¢ 0 f1{1 1 1
—1 1|0 e*|2]|1 1 2

A solucao da equagcao homogénea €

el + &3 —ef + 3t

—et 4 &3t ot 4 Bt

1
Vi(t) = MYy = 3

2. Solugao particular da equag¢do nao homogénea

O cdlculo da solugao particular
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€ obtido por integracao termo a termo, podendo-se concluir

1 t
pr(t) _ 5/ ((et—s + e3(t—s))8+ (_ et—s + e3(t—s))es) ds =t — 1 + et;
0
1/t 1
Ypa(t) = 5/ ((—e™ + N5+ (' + 7)) e*) ds = §(ezt +1) — €.
0

Entao

t—1+4¢€t
Yp(t) = o
0.5e* — e"4+0.5

3. Solugao da equacao completa

A solucao geral da completa é

t—14+15et4+0.5e3%
—0.5et +0.5e3 +0.5e? — el +0.5

Y () = Yalt) + Y, 1) = [

Exercicio 1. Resolva o problema de valor inicial
Y'(t) =AY () +b,  Y(0) =Y,

onde

Resolugao: Vamos determinar a solucao pela féormula da variacao dos parametros

t
Y (t) = Ya(t) + Y, (t) = ey, + / A=) g
0

A resolucao do problema segue os seguintes passos.

1. Solugao da equacao homogénea
Vamos considerar transformadas de Laplace para calcular

e = L7 (s — A7)

Calculamos entao

s—1 1
sl — A= .
-1 s-1
O determinante é det(sI — A) = (s — 1) + 1 = s? — 2s + 2. Logo,
1 s—1 -1 1 s—1 -1
(sT—A) = - BN N .
$2=2s+2 | 1 s—1| (s=1P2+1] 1 s—1

Usamos as transformadas inversas conhecidas

£1{ﬁ}: etCOSt, El{ﬁ}: etsint,
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concluimos que

A el cost —elsint

t __

et = )
etsint efcost

Temos entao

cost —sint| |4 4cost —sint
Yi(t) = € =e
sint cost 1 4sint + cost

2. Solucao particular da equacao nao homogénea
Temos que

t t cos(t — s)
Y,(t) = / A=9p ds = / e ds.
0 0

sin(t — s)
Calculando o integral obtém-se

1 | €'(cost +sint) — 1

el(sint — cost) + 1

3. Solucao da equagao completa
A solugao geral da completa é

Y(t) = Ya(t) + Y (t) = e'(4cost —sint) + 5 (e’(cost + sint) — 1)

e'(4sint + cost) + 5 (e'(sint — cost) + 1)

et (g cost — %sint) —%
— .U
et (%COSt+ gsint) +%

Sistemas lineares com coeficientes constantes

Consideremos agora um processo alternativo de resolver um sistema de equagoes diferen-
ciais lineares nao homogéneo com coeficientes constantes

Y'(t) = AY (t) + b,

onde A é uma matriz real n X n e b € R™ é um vextor constante (isto é, ndo depende de
t). Consideremos ainda que a a fungao Y verifica a condigao inicial

Y (ty) = Yo.
O processo de resolugao passa pelos seguintes passos.

1. Solugao geral da equagao homogénea

Comega-se por determinar a solugao da equagao homogénea

Yi(t)=AY,(t) = Yi(t)=eMC, CecR™
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2. Solugao da particular constante da equagao nao homogénea

Procuramos uma solucao particular constante

Y,(t) = Yy

Entao
0=AY,+b = AY,=—b.

Se A for invertivel, Y, = —A~'0.

3. Solucao da equagao completa

Vamos determinar o vector constante C' por forma a que
Y(t) = Yi(t) +Y, = eMC +Y,,
verifique a condigao inicial. Impondo a condigao inicial Y (¢y) = Yp, obtém-se
Vilt)) =Yo—Y, = ee"C=Y,-Y, = C=e(Y;-Y,).
Entao, a solucao do problema de condigao inicial é
Y(t) = ete (V) —Y,) + Y,
Exemplo 2 Considere o sistema diferencial
Y' = AY + b, Y (0) =Y,

onde
0 1

-2 =3

A: ) b: ) }/b:

0

0
1
Vamos sequir os passos referidos para determinar a sua solu¢ao.

1. Solugao geral da equagao homogénea

Vamos determinar a solugao geral do sistema homogéneo
Y, (t) = AY,.
usando transformadas de Laplace. Como se sabe, L{ et} = (sI — A)~L. Neste caso,

s —1
2 s+3

sl — A=

e o seu determinante €
det(sl — A) =s(s+3)+2=5"+3s+2=(s+1)(s+2).

Logo
1
(s+1)(s+2)

s+3 1

I— A=
(s ) o

Agora decompomos cada entrada em fragoes parciais

5+ 3 2 1 1 1 1

(s+1)(s+2) 3—|—1+s+2’ (s+1)(s+2) s+1 s+2
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-2 -2 2 S -1 1

s+ 1)(s+ s+ s+ s+ 1)(s+ s+ s+2°
G012 17572 G062 1512

Atendendo a transformadas inversas de Laplace

[,71 1 — efat
s+a ’

2e7t 4 7% et — g%

conclui-se que

At

—2et+2e7H —et4 e
Assim, a solugao geral da equacao homogénea é
Yi(t) = eMC, CeR%

2. Solugao particular constante da equagdo nao homogénea

Procuramos uma solugdo particular constante Y,. Como Y, = 0, substituindo no
sistema, tem-se que

-1

3. Solucao da equagao completa

Vamos determinar o vector constante C' por forma a que
Y(t) =Y,(t) +Y, = e*C +Y,

verifique a condicao inicial

_0 3 _3
Y0) =Y, = Y(O):eAthLY}J:Yo = (C=Y,-Y,= 1]_[2]:[ 2]‘
—1 2
Entao _
_§ § §_ eft_ze*Qt
Yt)y=eM| 2| +]|° | =2 2 ,
2 —1 _1+ e t e72t

o que conclui a resolucao. [

Exercicio 2. Resolva o problema de valor inicial

Y/(t) = [(2) ;] () + [_11] Y (0) = H

Resolucao: Vamos seguir os passos referidos para determinar a sua solugao.
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1. Solugao geral da equagao homogénea
Vamos comegar por determinar a solugao geral da equagao homogénea

1

2 1
Y'(t) = AY (1), A= .
(t) = AY (1) ) 2]
Como vimos no Exemplo 6 da aula passada,
1t
eAt — e2t .
01
Entao, a solucao geral da equacao homogénea é
At 2 |11 2
Yi(t) = eMC =e 0 C, CelR.

2. Solucao da particular constante da equacao nao homogénea
Procuramos uma solugao particular constante Y), tal que

Ay - = [P Hy |12
P o2 " =1

3. Solugao da equagao completa

Vamos determinar o vector constante C' por forma a que
Y (t) = Yi(t) +Y, = eMC+Y,
verifique a condigao inicial
1 0]

y@:L}lo+n=c+n:

0
]:>C:
1

0 3/4
[
1 1/2
Entao, a solucao geral da equacao completa é

yxt)::eﬁt-l EL13/AL L[ 3/4) *(3/4+1/2) - 3/4 |
_0 1] 1/2 1/2 e2t/2+1/2

Formula da variagao de parametros: caso geral (x)
Considere o sistema linear nao homogéneo
YI(t) =AY (8) +b(t), Y(to) = Yo,

onde A(t) é uma matriz continua n X n e b(t) é um vector continuo.
Tal como no caso em que a matriz é constante, procuramos uma solugao da forma

Y(t) =o@)U(t),

onde ®(t) ¢ uma matriz fundamental do sistema homogéneo Y’ = A(t)Y, satisfazendo
O (ty) = I e U(t) uma fungao vectorial a determinar. Diferenciando,

Y'(t) ="' ()U(t) + @)U (t) = A(t)P(t)U(t) + (1) U'(t) = A@0)Y (t) + D(t)U'(¢).
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Comparando com a equagao original, obtemos

t
dHU'(t)=bt) = U@)=et)'bt) = Ult)=Y, —|—/ ®(s)71b(s) ds.
to
Portanto, a solugao geral é do problema de condicao inicial é
t
Y(t) = ®(1)Y, +/ ()P (s) 'b(s) ds.
to
Nota 2 Definindo a fungao de Green G(t,s) do sistema como
G(t,s) = ®(t)®(s)™", t>s,
a solugao do problema de condi¢do inicial escreve-se na forma
t
Y(t) =Yi(t) + Y,(t) = ©(t)Yo + / G(t,s)b(s) ds.
to

Neste caso, G(t,s) depende separadamente de t e s, refletindo a possibilidade de A(t)
variar no tempo. [

Exercicios

1. Resolva os seguintes sistemas nao homogéneos, com a condic¢ao inicial dada

. 0] 0]
a) Y = Y + Y(0)=| |
(a) 4 o (0) 0
0 —1] [0 ] 1]
(b) Y = Y + LY (0)= | |;
_1 0 |  cos t_ _0_
2 5] [ sint 0
(c) Y = Y+ ™ vy = .
_1 —2_ _tant 0

2. Considere o sistema

Y/(t) = [_14 _13] Y1) + m Y(0) = H

Calcule a solugao explicita e estude a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema
homogéneo associado.

3. Considere o sistema

Y/(t) = [(1) _01] Y(t) + H oY) = [8] |

Determine a solugao e descreva qualitativamente as trajectorias no plano.

4. Considere o sistema

V() = [_05 _12] Y(t)+ LOO], Y(0) = [8]

Interprete o sistema como oscilador forcado amortecido e encontre a solucao.
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