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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Para modelar um fenémeno natural, social ou outro, é necessario per-
correr um conjunto de tarefas bem definidas: recolher os dados; com-
preender como ¢ que o fenémeno em estudo interage com o “resto do
mundo”; escrever, em termos matematicos, um sistema de leis que
descrevam o comportamento que desejamos compreender.

No entanto, este procedimento ainda esta longe de estar completo.
O estabelecimento, puro e simples, das leis que descrevem o modelo
nao garante que estas possam ser usadas para descrever ou prever o
fenémeno fisico. Uma vez construido o modelo temos que o sujeitar
a um considerado “fogo cruzado” de andlise matemadtica (testar o
modelo).

Passado este passo, e tendo ja uma grande dose de confianca em
relacao ao modelo, o objectivo a ter em conta serd encontrar a sua
solucao exacta ou, pelo menos, ter uma ideia bastante precisa em
relacao a essa solucao. Apesar da andalise matematica fornecer im-
portantes informacoes qualitativas a respeito da solucao, esta falha
redondamente, na maioria dos casos, na resposta ao nosso objectivo.
O proximo passo é pois a obtencao de um método numérico que per-
mita construir uma solucao aproximada para o problema. Um método
numeérico, nestas condicoes, é traduzido por um algoritmo que nao ¢
mais do que um completo e nao ambiguo conjunto de passos que con-
duzem a solucao do problema.
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1.2 Erro absoluto e erro relativo

A introducao de erros num determinado processo de calculo pode ter
vérias causas. B nosso objectivo analisar quais sao essas causas e
estudar mecanismos que nos permitam determinar limites superiores
para os erros obtidos no final do processo de calculo.

Para iniciar o nosso estudo, definamos dois tipos fundamentais de
erros.

Definicao 1.1 (Erro absoluto) Seja x € R" um vector cujas com-
ponentes sao desconhecidas e T € R™ um vector cujas componentes sao
aproximagoes para as componentes correspondentes de x. Chama-se
erro absoluto de T e representa-se por e(T) a quantidade

e(T)=x—T7T.

Na pratica o valor do erro absoluto usa-se, geralmente, em norma
pois, para a maioria dos problemas, nao ¢ relevante saber se o erro
foi cometido por defeito ou por excesso. Vamos, entao introduzir o
conceito de norma vectorial.

Definicao 1.2 (Norma) Seja E um espago vectorial (real ou com-

plexo). A aplicagio || || : E — R que verifica
1.Vx e F, |z|| =0< 2z =0,
2.Vx e E, VA €R (ou C), IAz|| = [Al||z]],
3.vr,ye B, eyl <zl + lyll,

¢ designada por norma.

Como consequéncia da propriedade 3 da definicao anterior temos

lull = llv = v +vl| < flu—vf| + o]
e portanto ||ul| — ||v|| < |Ju — v]|. Logo vale a seguinte propriedade.
Teorema 1.3 Seja E um espago vectorial e ||.|| uma norma em E.

Entao
[l = [Jol[] < [[u—=2l|,Vu,v € E.
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Existem varias funcgoes que verificam as trés propriedades das nor-
mas vectoriais. Entre elas destacam-se as dadas no Exercicio 1.5.2.

Definigao 1.4 (Erro relativo) Seja x € R" um vector cujas compo-
nentes sao desconhecidas e T € R" um vector cujas componentes sao
aproximacoes para as componentes correspondentes de x. Chama-se
erro relativo de T e representa-se por r(T) a quantidade

r(@) = e(T) /]|

Como na defini¢ao de erro relativo o valor de  nao é conhecido, é
usual considerar a aproximacao ||7(T)|| ~ |le(Z)||/||Z]|. Melhor ainda,
atendendo a que

[l = Izl = lle@)I,

podemos considerar o majorante

i @)
IM@1 = Tz =@

Observacao 1.5 O erro relativo, atendendo a que € uma quantidade

adimensionada, € muitas vezes representado sob a forma de percen-
tagem. Note-se também que o erro relativo nos dda uma maior in-
formacao quanto a precisao da aprorimacao que o erro absoluto.

E com base nas definicoes de erro absoluto e erro relativo que iremos
analisar os resultados numeéricos que aparecerao como aproximacoes a
valores que nao conhecemos com exactidao.

1.3 Condicionamento de matrizes

Consideremos um sistema possivel e determinado Az = b e seja b
o vector obtido a partir de b considerando perturbacoes numeéricas
nas suas componentes. Esta situacao é frequente quando o vector dos
termos independentes representa medigoes. Para analisar de que forma
as perturbacoes dos termos independdentes influenciam o resultado
numeérico, hé necessidade de introduzir o conceito de norma de uma
matriz.

Uma vez que o conjunto das matrizes reais de ordem n, que designa-
remos por
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M n(R), é um espago vectorial, poderemos definir normas nesse
espaco.

Definigao 1.6 (Norma matricial) Consideremos ||.|| uma norma de-
finida em R"™. Entdo a aplicagao || -|| : Mpxn(R) — R tal que, para
todo 0 A € Myxn(R)

|All = sup [|Az]|

] =1

¢ designada norma de uma matriz subordinada a norma vectorial ||.||.

Podemos definir normas matriciais subordinadas as diferentes nor-
mas vectoriais dadas no Exercicio 1.5.2. Consideremos a norma ||.||;
para R". Entao, com A € M, «,(R), tem-se

[Ally = sup [|Az], = sup Z Z%%\

[z]=1 Hx_zl j=1

Z|Zawx3| < ZZ|“UH%| < maX Z|a”||\x\|1
1=

j=1 =1

e portanto, conclulmos
n
1Al < max > ayl-
7j=1,...n P

Temos entao que (o maximo é atingido para um vector x € R" esco-
lhido de forma conveniente)

n
Al = max > Jag,
=1, im1

0 que mostra que a norma anterior é subordinada a norma ||.|;.
Consideremos agora em R" a norma ||.||« e seja A € M, (R).
Entao
[Alloe = sup [[Az|.
[2]loo=1

Atendendo a que

HAxHOO— max \Zawazﬂ <( maX Z|aw Jrr%ax |z
7j=1
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vem n
Al < max > ayl.

i=1,...,n < :

j:

Atendendo a que o maximo é atingido para um vector x € R" escolhido
de forma conveniente concluimos que a norma || A/« é subordinada a
norma vectorial ||.||o-

Provemos agora alguns resultados importantes referentes a normas
matriciais.

Teorema 1.7 Seja ||.|| uma norma em R™. Entao, para A € My« (R),
tem-se

[Az] < f[Allll=], vz € R",

em que ||A]| € a norma de A subordinada a norma ||.||.

Demonstragao: Notamos que se a norma [|.|| é subordinada a uma
norma vectorial entao, para A € M,,»,(R), temos
Ax
41 = sup el > 122 2 e ez
]| =1 ]l

e portanto é valido o resultado. O

Teorema 1.8 Para A, B € M,«n(R), tem-se |AB|| < ||A||||B]|

Demonstracao: Atendendo a desigualdade demonstrada no teorema
anterior, temos

[AB|| = sup [[ABz| < [|A[| sup [|Bz| = [[A[[|B]. ©

][ =1 ][ =1

Consideremos, de novo, o sistema possivel e determinado Ax = beo
vector b obtido a partir de b considerando perturbacoes numéricas nas
suas componentes. Seja e(b) e r(b) respectivamente os erros absoluto
e relativo de b. Vejamos de que modo este erros influenciam os erros
absoluto e relativo de 7, sendo 7 a solucdo do sistema AT = b.

Se o sistema Ax = b é possivel e determinado, entao A é invertivel

e portanto x = A~'b. Consideremos agora o sistema em que o vector
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dos termos independentes tem as componentes afectadas de erro, i.e,
AT = b. Temos

vy Je@l_ IA7 6=l _ A7)

(e ] ]
Mas
6]l = | Az ]| < [|A[[]]|
e portanto
]l = [ A Ioll.
Utilizando esta desigualdade em 7(x), deduzimos
LA™ [ le(®)] 1
I ()| < VR = [[AT (Al B)1I

Esta desigualdade permite determinar uma condicao suficiente para
garantir que pequenas variacoes nas componentes do vector dos termos
independentes do sistema conduz a pequenas variagoes nas componen-
tes do vector solucao. Se o sistema apresenta a propriedade anterior
dizemos que é um sistema estavel e a matriz do sistema diz-se bem
condicionada. Se o sistema de equagoes lineares nao ¢é estavel entao
diz-se instdvel e a matriz do sistema diz-se mal condicionada.

A ||[A7Y]||Al] chamamos ndmero de condigdo da matriz A e é deno-
tado por cond(A).

Teorema 1.9 Se A ¢ tal que cond(A) < 1 entdo o sistema que tem A
como matriz € um sistema estdvel.

1.4 O polinémio de Taylor

Seja f uma fungao real definida num intervalo [a, b] € R. Um problema
que frequentemente se coloca é o de determinar uma funcao g definida
em [a,b] tal que ||f — g|loc < € com € > 0 uma tolerancia dada,
onde || - ||oc é a norma de Chebyshev definida no Exercicio 1.5.10.
A existencia de solucao para tal problema é dada pelo Teorema de
Weierstrass que apresentamos sem demonstracao.

Teorema 1.10 (Weierstrass) Seja f uma fungdo continua definida
em la,b]. Entao, para cada € > 0 existe um polindmio p definido em
la, b] tal que

If =Pl <e
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Notemos a grande importancia deste resultado. De acordo com ele,
podemos ter a certeza que dada uma funcgao continua f qualquer existe
sempre um polinémio p que esta tao proximo de f quanto se queira.
Assim sendo, este resultado legitima a aproximacao polinomial, isto é,
a tarefa de, dada uma funcao, procurar um polinémio que a aproxime.

Notemos, no entanto, que o teorema nao nos diz como podemos
construir esse polindmio; ele apenas garante a existéncia.

Consideremos agora o seguinte teorema, devido a Brook Taylor.

Teorema 1.11 (Taylor) Se f admite derivadas continuas até a or-
dem n (inclusivé) em [a,b], isto é, se f € C™([a,b]), e se f"+D) existir
em (a,b) entdo, para todo o z,xy € [a, b],

f(x) =T, (x; 20) + Rp(2; 20), (1.1)
onde
"L R (g
AETOES Ea LI
k=0

Fm(e)
(n+1)!
sendo I{x,x¢} o intervalo aberto definido por x e x.

R (x;x0) = (2 — )", ¢ € I{x,xy},

A (1.1) chamaremos férmula de Taylor sendo T},(x;zy) o polinémio
de Taylor de f em torno do ponto xy e R, (x;xg) o resto (de Lagrange)
de ordem n (ou de grau n+1). Se xp = 0 a (1.1) chamaremos férmula
de Maclaurin.

Atente-se ao grande interesse pratico deste resultado que afirma
que, mediante certas condigoes, uma funcao qualquer poder ser escrita
como a soma de um polinémio com um resto. Escolhendo valores de
T e xq tals que

lim R,(x;xz) =0. (1.2)

n—-+o00
temos que, a partir de um valor de n suficientemente grande, a funcgao
dada pode ser aproximada pelo polinémio de Taylor. Assim, qualquer
operagao a efectuar sobre a funcao (derivagao, integracao, etc.) podera
ser feita sobre o polinémio. Uma fungao que verifica (1.2) para todo o
x € (xg—€,x0+ €), € positivo e escolhido de forma adequada, diz-se
analitica em x.
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Observagao 1.12 A escolha dos valores de x e xy deverd ser feita de
modo a que eles pertencam ao intervalo de convergéncia da série

> fk)
> ! ]g(lx()) (x — @o)"
k=0 '

designada por série de Taylor. Neste curso nao iremos dar énfase a
esta questao.

O objectivo fundamental sera determinar qual menor valor de n que
verifica

max |R,(x;x0)] <,
gez{m§0}| (3 20)| <1

sendo 7 > 0 uma tolerancia previamente fixada. Obtemos assim a
aproximacao

(@) = T (; 20),
cujo erro nao excede n. O valor de R,,(x;x(), sendo um erro absoluto
uma vez que

|f($) - Tn('x; xO)l - |Rn(x7 .%’0)‘,

é também designado erro de truncatura.

1.5 Exercicios

Exercicio 1.5.1 A equacdo do segundo grau az? + bz + ¢ = 0 é usual-
mente resolvida pelas férmulas

_ —b+ Vb —4ac —b —V/b?% — 4ac

— . 1.3
= 2a 2 2a (1.3)
1. Prove que uma solucao alternativa é dada por
2 2
v = ‘ ‘ (1.4)

, Ty = .
—b — V/b? — 4ac ? —b+ Vb? — 4dac

2. Escreva um programa de computador que resolva equacoes de se-
gundo grau de duas maneiras distintas: (i) usando as férmulas (1.3);
(i) calculando uma raiz pela férmula de (1.3) em que n3o se sub-
traem ndmeros do mesmo sinal e a outra raiz pela férmula de (1.4)
adequada.

3. Execute o programa construido em (b) quando: (i) a = 1.0, b =
—5.0, ¢ =6.0; (ii) a = 1.0, b = 12345678.03, ¢ = 0.92.
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Exercicio 1.5.2 Consideremos £ = R". Prove que as funcdes seguintes
Sao normas

n
o ||z]; = Z |z;|, (norma um)
i=1

o |lz]2 =

n
Z |z;|2, (norma euclidiana).

=1

o ||z]|0 = max |z;|, (norma do maximo ou de Chebyshev),

2000

Exercicio 1.5.3 Mostre que a funcio estabelecida na Definicao 1.6 é
uma norma.

Exercicio 1.5.4 Seja A € M,,«,(R). Prove que as seguintes aplica¢des
verificam as propriedades que caracterizam um norma:

o [|Ally =maxj—1 D i, lail;
o [|Alloc = max;—1 Y i |aijl.

Exercicio 1.5.5 Seja A uma matriz real, n3o singular e de ordem n.
Prove que se A é um valor préprio de A entdo

1
e < < DAl
Exercicio 1.5.6 Considere a matriz
2 -1 0
A= -1 2 -1
0 —1 2

Calcule ||A|l1 e || Al -

Exercicio 1.5.7 Ao resolver o sistema de equacdes lineares Az = b, su-
ponha que o termo independente b n3o é exacto, encontrando-se afectado
de um erro 0b. Qual o erro que vem para x resultante dessa inexactidao?

Exercicio 1.5.8 Como vimos, nimero de condicao de uma matriz A é

definido por cond(A) = || A|| - [|[A!].

1. Mostre que uma medida do nimero de condicao pode ser dada por
Ay /Am, onde Ay e A, sdo, respectivamente, o maior e menor (em
mddulo) valores préprios de A.
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2. Mostre que se A é singular cond(A) € infinito e se A é n3o singular
cond(A) > 1.

3. Resolva o sistema

2.000112z 4+ 1.41421529 = 0.521471
1.41421521 + 1.00010522 = 0.232279

pelo método de eliminacao de Gauss. Sabendo que a sua solucdo
exacta é
(1, x9) = (607.1248, —858.2826),

explique os resultados obtidos

Exercicio 1.5.9 As matrizes dos sistemas

T —y = 1 . T —y = 1
x —1.0000ly = 0 x—0.99999y = 0
sao aproximadamente iguais. Determine e compare as suas solugoes.

Exercicio 1.5.10 Num espaco de funcoes podemos também definir uma
norma. Consideremos o conjunto das aplicacdes continuas num intervalo
la,b]. Este conjunto é um espaco vectorial para a soma de fungdes e
produto de um nimero real por uma fungdo. Prove que, em Cla, b, sdo
normas as aplicacOes seguintes:

o ||flloo = m[a>b<] |f(x)], (norma de Chebyshev);

o [Ifll2= \// [ (x)]?dz, (norma L).

Exercicio 1.5.11 Calcule um valor aproximado de cos47¢ utilizando o
polinédmio de Taylor com resto de grau 3 encontrado para a fun¢do f(z) =

7T : - )
cos x em torno de xy = 1 Indique o grau de precisao do resultado obtido.

Exercicio 1.5.12 Utilizando o desenvolvimento em série de Taylor de

ot .
In(1+ z) em torno de xy = 0, calcule IH(Z) com duas casas decimais
correctas.

Exercicio 1.5.13 Obtenha uma aproximacao com trés casas decimais
correctas para In (1.25).
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T

Exercicio 1.5.14 Pretende-se calcular uma aproximacaodo real A = —sin 3
T

em série de Taylor.

com trés casas decimais correctas desenvolvendo
T

1. Determine o menor nimero de termos a tomar naquele desenvolvi-
mento de modo a obter a precisao referida.

2. Calcule A de acordo com a alinea anterior e apresente o erro absoluto
cometido.

1.
2 sinx R .
dx com trés casas decimais cor-

Exercicio 1.5.15 Determine/
0 o
rectas.

1 x
Exercicio 1.5.16 Desenvolva em série de Taylor a fungdo f(x) = — / e U dt
T Jo

e indique um limite superior para o erro de truncatura.
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Interpolacao polinomial de funcoes
de uma variavel

2.1 Introducao

Seja f uma funcao real definida num intervalo [a,b] C R e conhecida
nos pontos xg,x1,...,T, € |a,b]. Suponhamos ainda, sem perda de
generalidade, que esses pontos formam uma particao A do intervalo
la, b], isto é,

A a=To<x1 <+ < Tp_1<T, =0 (2.1)

Como poderemos calcular o valor de f(z) e x € [a,b], tal que = # x;,
1 = 0,1,...,n? Este problema pode ser resolvido por interpolacao.
Em linhas gerais, o conceito de interpolacao consiste em determinar
uma funcao

g(ﬂ}) - aOQSO(I) +oee angbn(x)? (22)

gerada por uma certa familia de fungdes {¢x}}_,, por forma a que

f(z;) = g(xy), i=0,1,...,n. (2.3)

A funcao ¢ nestas condicoes é designada por funcao interpoladora de
f nos pontos de suporte (ou pontos de interpola¢do) g, x1,...,2,. A
condigao (2.3) é designada condi¢cdo de interpolag3o.

Observacao 2.1 Nada nos garante que o problema da interpolacao
tenha sempre solugdo. Por exemplo, fazendo ¢o(z) = 1 e ¢1(x) = 22,
ndo existe nenhuma funcdo g(x) = ag + a12® que passe nos pontos

(1,1) e (—1,0).

14
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O problema da interpolacao tem uma grande importancia pratica,
sobretudo no tratamento de funcoes para as quais se conhece ape-
nas um conjunto finito de valores. Tal situacao é muito frequente,
por exemplo, no contexto das equacoes diferenciais. Quando se usam
métodos numéricos para aproximar a solucao de uma equacao dife-
rencial esta fica apenas conhecida num conjunto de pontos. A in-
terpolacao permite assim encontrar uma funcao que passa por esse
conjunto de pontos e que pode funcionar como uma aproximacao a
solucao da equacao diferencial.

Outra utilidade pratica da interpolacao consiste na aproximacao de
uma funcao com uma expressao analitica complicada por uma outra
funcao mais simples que coincida com a primeira num determinado
conjunto de pontos. Assim, quando pretendermos operar com a pri-
meira funcao podemos fazé-lo, de uma forma aproximada, recorrendo
a funcao interpoladora.

2.2 Interpolacao polinomial de Lagrange

Vamos considerar o problema de determinar um polinémio P € P, (R)
(espago vectorial dos polindmios de grau menor ou igual a n com co-
eficientes reais) que interpole a fungao f nos pontos da particao A.
Neste caso, as fungoes geradoras {¢;}7_, terao de constituir uma base
de P,(R), espago de dimensdo n + 1. Um exemplo é dado pela base
candnica

or(z) = 2, k=0,1,...,n. (2.4)

Observagao 2.2 [remos escrever P,(R) = P,([a,b]) para evidenciar
o facto de estarmos a trabalhar no intervalo |a,b].

Vamos comecar por demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.3 (Lagrange) Seja f uma fungao definida nos pontos da
particao (2.1) do intervalo [a,b] C R. Ezxiste um e um sé polindmio
P, de grau menor ou igual a n interpolador de f nos pontos dados.

Demonstracio: Considerando em P, ([a, b]) a base canénica (2.4) temos
que P, € P,([a,b]) pode ser escrito na forma

n

P,(x) = Z cjx".

J=0
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Para que este polindémio verifique as condigoes de interpolacao
f(IZ) = PH(IZ), 1= O,...,n,

os seus coeficientes serao determinados pela resolucao do sistema linear

1 X CE% ce 5138 Co [ f(iE()) |
1 I CE% ce 513711 C1 f(iEl)
1 29 22 ... af o | = | f(x9)

Como x; # x; para i # j, temos que a matriz deste sistema ¢ uma
matriz de Vandermonde invertivel (Exercicio 2.2.4). Temos que este
sistema € possivel e determinado e, como tal, podemos dizer que existe
um e um s6 polinémio P, de grau menor ou igual a n que interpola f
nos pontos da particao dada. O

A determinacao do polinémio interpolador por este processo é pouco
eficiente e pouco estavel. Quanto a eficiéncia, note-se que a resolucao
do sistema linear requer (n + 1)3/3 + (n + 1) — (n + 1)/3 multi-
plicacoes/adicoes (O(n?) operacoes). Quanto i estabilidade, é possivel
provar que a matriz de Vandermonde do sistema ¢ muito mal condi-
cionada: prova-se que o numero de condicao da matriz ¢ tanto maior
quanto maior for a sua ordem (dada pelo grau do polinémio). Na
pratica verifica-se que este método nao permite ir além de valores de
n da ordem da dezena quando se trabalha em aritmética com 6 ou 7
decimais.

2.2.1 Férmula de Lagrange

Uma forma mais eficiente de determinar o polinémio interpolador de
Lagrange de uma func¢ao f nos pontos da particao (2.1) é obtida a
custa da chamada formula de Lagrange. Para a definir consideremos
o conjunto {¢;}_, dos polinémios de Lagrange de grau inferior ou igual

a n dados por

) = [ —=. (2.5)

=0 €, — Ij
J#i
Uma vez que {{;}"_, constitui uma base de P,([a,b]) (Exercicio
2.2.5), dado um polinémio P, € P,([a,b]), esse polinémio pode ser
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escrito na forma
n

Py(z) =) cili(x).
i=0
Para que este polinémio verifique as condigdes de interpolagao (2.3)
os coeficientes ¢; terdo que coincidir com os valores nodais f(x;), i =
0,...,n, pois ¢;(x;) = d; ;, onde J; ; representa o simbolo de Kronecker

1 1=
0; i = RO
1, { O 1 % ]
Assim sendo, o polinémio interpolador de f nos pontos da particao
dada pode ser escrito na forma

Pu(z) = Z J (@) li(x). (2.6)

As expressoes (2.6) e (2.5) definem a férmula de Lagrange para
calcular o polinémio interpolador de f nos pontos xg,x1,...,2,. O
polinémio interpolador calculado é muitas vezes chamado polinédmio
interpolador de Lagrange de f nos pontos da parti¢ao (2.1).

Notemos que a férmula de Lagrange pode ser escrita na forma

Pua) = Y o) (2.7

sendo .
w(z) = [ [z —=)). (2.8)
j=0
De facto, atendendo a (2.8) temos que

n

w'(w) =Y [ —x) =o' (z:) = [ (i — ),

1=0 J=0 J=0
J#i J#i

e como tal
w(x)

o que prova o pretendido.

Na pratica, nunca se deve reduzir o polinémio interpolador de La-
grange a sua forma canodnica uma vez que esta reducao pode implicar
perdas de precisao.

(x — z)w'(x;)
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Para determinar o esfor¢co computacional necessario a obtencao do
polinémio interpolador pela férmula de Lagrange, note-se que, su-
pondo as constantes

f(xi)

w' ()’

F, = =0,...,n,

calculadas a priori, o calculo do valor do polinémio interpolador num
determinado ponto pode ser dado por

Fy F,

T — X T — X,

P.(z) = w(z)

Este cédlculo requer n(n + 1) multiplicagdes e n(n + 2) adigoes, isto
é, O(n?) operacoes, o que torna a férmula de Lagrange muito mais
eficiente que o processo matricial.

A férmula de Lagrange possui, no entanto, o inconveniente de obri-
gar a refazer os cdlculos dos polinémios (2.5) sempre que ocorra uma
alteracao nos pontos de suporte. Na pratica esta situacao acontece
com frequéncia, por exemplo, quando pretendemos passar de P, a
P, .1, pela adicao de mais um ponto x,.1 ao suporte de interpolacao,
a fim de estudar o comportamento do erro.

2.2.2 Foérmula de Newton

Consideremos as seguintes fungoes

1—1
¢o(x) =1, Q%‘ZH(QC—ZI%), 1=1,...,n.

J=0

Atendendo a que o conjunto {¢;}", constitui uma base P,([a,b])
(prove), existem constantes ¢;,7 = 0, ..., n, tais que o polinémio inter-
polador de Lagrange é dado por

n

Pu(z) = Zcz@(x) (2.9)

1=0

Para determinar ¢y note-se que, se P,(z) poder ser escrito na forma
(2.9), temos que

co = Pu(xo) = f(20)-
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De forma similar temos que ¢; pode ser determinado calculando P,
no ponto x;. Assim

Flaw) + xlo = 1) = Pafan) = flon) = o = L0

Denotando por f[zg, x| a diferenga dividida de primeira ordem
f(@1)=f(wo)

e prosseguindo de forma idéntica deduzimos que
T1—Xo

f(x2) — f(xo) — flwo, 21] (22 — 20)
(22 — 20) (22 — 21)

que denotamos por f|zg, x1, x2]. Podemos deste modo obter um pro-

Co =

cesso recursivo para a determinacao dos coeficientes do polindémio se
atendermos a seguinte definicao.

Definigao 2.4 (Diferengas divididas) Seja f uma func¢do definida
nos pontos da parti¢ao (2.1) do intervalo [a,b] CR. A

f(@iv1) = fl)

Li+1 — T4

flai, xip] =

chama-se diferenca dividida de primeira ordem de f relativamente aos
argumentos x; e r; 1. As diferencas divididas de ordem superior definem-
se recursivamente. Assim, define-se diferenca dividida de ordem k£ re-
lativamente aos argumentos x;, i1, ... T, com 1+ k <n, por

_ flmis mive, - Tigk] — fl@s @i, - @]

flei, zigr, . wig] = -
Litk — L

Usando a definicao anterior pode demonstrar-se que
Cizf[.%’o,...,xi], i:1,...,n.
Substituindo este valor na expressao (2.9) que define P,(z) obtemos

Pu(x) = f(wo) + flzo, z1)(x — w0) + flz0, 21, 22| (T — 20)(T — 1)

+ -+ flro,xy, - wp)(r —xo)(x — 1) - - (B — 1),
(2.10)
conhecida por férmula interpoladora de Newton das diferencas divididas.
Abusivamente é usual designar por polinémio interpolador de Newton o
polinémio calculado por (2.10).

Um resultado importante respeitante as diferencas divididas é o
seguinte.
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Teorema 2.5 As diferencas divididas sao invariantes para qualquer
permutacao dos indices de suporte.

Demonstragao: Com efeito, tem-se que

flwi xi] = f(x;j = i(%) = f(a:;-). = i(ffﬂ) = fl@it1, 21

Por indugdo conclui-se facilmente (exercicio) que o mesmo acontece
para as diferencas divididas de qualquer ordem. O

A demonstracao do teorema anterior poderia ter sido feita aten-
dendo ao seguinte exercicio que se demonstra por inducao.

Exercicio 2.2.1 Seja P, o polinédmio interpolador de f € C""!(a, b))
de grau inferior ou igual a » nos pontos da particdo (2.1) do intervalo
[a,b] e w o polinémio nodal dado em (2.8). Mostre que se verifica a
igualdade

f[I(), L1y .. ,In] = Z U]j/((z@))
i=0 !

Apresentamos trés processos distintos para a construcao do po-

linébmio interpolador de Lagrange de grau n quando sao conhecidos
n 4+ 1 valores de uma dada funcao. Dos processos apresentados aquele
que se mostra menos eficiente ¢ o método matricial pois nao tem uma
forma explicita de determinar os coeficientes do polinémio interpola-
dor. Mais ainda, a determinacao destes coeficientes é feita recorrendo
a resolucao de um sistema de equacoes lineares em que a matriz deste
sistema pode ser mal condicionada.

O processo de construcao mais eficiente é o método das diferencas
divididas. O célculo do polinémio interpolador usando (2.10) na forma
encaixada (ver Exercicio 2.2.2), supondo calculados os coeficientes
f(xo), flro, 1], .-, flxo,x1,...,xy,], requer apenas 2n adigdes/sub-
tracgoes e n multiplicagbes/divisoes, isto é, O(n) operagoes.

2.2.3 Erro de interpolagao

Por definicao, o polinémio interpolador coincide com a funcao num
dado conjunto de pontos de suporte. Interessa-nos saber, no entanto,
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se para os outros pontos do dominio da funcao, o polinémio interpola-
dor constitui uma boa ou uma ma aproximacao para a funcao. Nesse
sentido temos o seguinte teorema.

Teorema 2.6 Seja P, o polinomio de grau menor ou igual a n inter-

polador da fun¢ao f nos pontos da particao (2.1) do intervalo |a,b].

Se f € C"([a,b]) entdo, para cada x € [a,b], existe & = &(x) €]a, b]
tal que

_ AR

en(z) = f(z) — Fp(z) = CES

onde w € a fung¢ao nodal dada em (2.8).

w(z), (2.11)

Demonstracdo: Se xr = x;, para algum ¢ o resultado é, obviamente,
valido. Se x # x;, © = 0,1,...,n, defina-se a funcao auxiliar

Ora, como F(t) = 0 possui n+ 2 raizes distintas em |[a, b], uma vez que
F(x;)) =0,i=0,1,...,n, e F(x) = 0, por aplicacao do Teorema de
Rolle, conclui-se que F'(t) = 0 possui pelo menos n+1 raizes distintas
em |a, b, F"(t) = 0 possui pelo menos n raizes distintas em |a, b] e,
sucessivamente, F("1)(¢) = 0 possui pelo menos uma raiz em |a, b|.
Seja t = £ essa raiz. Uma vez que

(n+1)!

F(n) = f() -

(f(x) = Pu(x)),
substituindo ¢ por £, obtem-se (2.11). O

Note-se a semelhanca existente entre a férmula do erro na inter-
polacao e na formula de Taylor. A diferenca estd que, enquanto a
primeira usa informacao em varios pontos distintos, a segunda recorre
apenas a um unico ponto.

Observagao 2.7 Na prdtica a expressao (2.11) nao é muito util uma
vez que o valor do ponto intremédio & nao € conhecido. Vamos sequi-
damente considerar algumas formas alternativas de expressar o erro.

1. Pelo teorema anterior podemos determinar um majorante para o
erro cometido ao substituir f pelo seu polinomio interpolador de
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Lagrange de grau n, P,. De facto, de (2.11) sai que

£

”f__f%HK>§ OI%‘lﬂ

| w]|so- (2.12)

2. Atendendo a que x,x; € |a,b], temos |v —z;| < (b—a) e portanto

1" Do

CE (b—a)".

Hf - Pn”oo S

3. Atendendo a observacao anterior, podemos determinar qual o grau
do polinomio interpolador de Lagrange que satisfaz alguma res-
tricao de proximidade. De facto, se considerarmos M,,1 > 0 tal
que Hf(”H)Hoo < M, 1 temos que, firado € > 0, poderemos deter-
minar o valor de n tal que

Mn+1

m(b —a)" < e

Determinado o valor den, e considerando pontos igualmente distanciados
em [a, b], construimos o polindmio interpolador.

No resultado seguinte ¢é estabelecida uma estimativa mais precisa
para o erro cometido ao aproximar uma funcao pelo seu polinémio
interpolador.

Teorema 2.8 Seja f uma funcdo definida no intervalo |a,b] onde se
considera a parti¢ao (2.1). Seja P, o polindmio interpolador de La-
grange para a funcao f e seja

h = max |z; — x;_1].
1=1,...,n

Entao
hn—i—l

17 = Pallee < 15 (2.13)

(n+1)

Demonstracao: Atendendo as observacoes anteriores, para concluir a
estimativa apresentada provemos que

hn+1n!
4 )

[w]lee <
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com w a funcdo nodal (2.8). Vamos efectuar a demonstracao por
inducao.
Para n =1 temos que w(z) = (x — xp)(x — x1). Assim,

w'(x):O:>x:x0;x1.

() )

Suponhamos que (2.13) se verifica para n e provemos a sua veracidade
para n + 1, isto é, que

Como tal,

il = mase { (o)

A K2 (n + 1)

— <
;Q%H\x zj] 7R

com a = zp e Typ1 = b. Dado x € [a,b] temos que = € [a,x,] ou
x € |r,,bl. Consideremos, sem perda de generalidade, a primeira
hipétese. Entao

n+1 Rl hn+2(n + 1)!
= b < 1)h = '
g(alu}b( H lz—x;| = maX H |z—x;||x—0| (n+ ) 1 ;

o que prova o pretendido. O

Na determinacao de uma estimativa para o erro cometido ao aproxi-
mar uma funcao pelo seu polinomio interpolador de Lagrange é usada
a derivada da funcao que estamos a aproximar. Em geral esta funcao
¢ apenas conhecida pontualmente. Vejamos seguidamente como pode-
mos aproximar as derivadas que figuram na estimativa do erro utili-
zando apenas o valor da funcao nos pontos da particao do intervalo.

Teorema 2.9 Seja f uma funcao admitindo deriwadas até a ordem
n+1 continuas em [a, b]. Neste intervalo consideremos a parti¢io (2.1)
e seja P, o polinomio interpolador de Lagrange para a funcao f na
particao dada. Entdo para x € [a,b] existe £ = £(x) €|a, b] tal que

f[ilf(), T1yewoy SL‘n]TL' = f(n)(f)
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Demonstragao: Consideremos o polinémio interpolador de Lagrange
(2.10). Temos que, para x € [a, b], o erro de interpolagao é dado por

e(x) = fz)—Fulz) = f(z)— (f(fﬁo) +Zf[$o,---,$i]H(x xj)) :

j=0

A fungao erro tem n + 1 zeros em |[a, b], e portanto, pelo Teorema de
Rolle, a funcao derivada de ordem n tem pelo menos um zero. Logo
existe &€ = &(z) €la, b[ tal que e™(€) = 0, isto ¢,

f(”)(f) — flxo, ..., xun! =0,

o que prova o pretendido. O

Observacao 2.10 Pelo teorema anterior, para estimar a derivada de
ordem n + 1 que figura em (2.11), podemos utilizar diferenca dividida
de ordem n + 2. De facto, se x € [a,b], existe £ = £(x) € |a,b] tal que

f[x(b ey Ljy Ly Lig 1y - - 7xn](n + 1)' - f(n+1)(€)

e portanto
f(l’) - Pn(l') = f[.'Ifo, vy Ly Ty L1y - - oy xn]W(.%’)

Vamos agora analisar brevemente o problema da convergéncia do
processo de interpolacao. Para isso, consideremos uma funcao f de-
finida num intervalo [a,b] onde estd definida uma partigao uniforme
(com n+1 pontos) e seja P, o seu polindmio interpolador de Lagrange.
Provamos que

(nt1) hn—i—l

_p < || £(n .

I = Palle < 15Vl grm:

em que h = =4 Se existir uma constante positiva M tal que

n

1) <M,  VneN,

entao

(b a>n+1
— Plloec <M )
Hf H 4(71 1)nn+1

Atendendo a que
. (b _ a)n—i—l
lim

n——+00 4(n + 1)n”+1

=0,
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concluimos que
|f — Pulloc — 0, n — +oo.

Neste caso, o processo de interpolacao é convergente, isto €, o aumento
do grau do polinémio implica um aumento de precisao. Existem, no
entanto, funcoes para as quais nao podemos concluir que um aumento
do grau do provoque um aumento da proximidade do polinémio in-
terpolador com a funcao interpolada. Isso acontece quando nao é
possivel encontrar um majorante para as derivadas da funcao. Um
exemplo que ilustra esta situacao foi considerado por Carl Runge em
1901 e é o apresentado no Exercicio 2.2.14. Esse exercicio ilustra que,
para a interpolacao polinomial, podemos ter, em simultaneo, situacoes
de convergencia e de divergencia.

2.2.4 Zeros dos polindmios de Chebyshev

Uma questao interessante consiste em saber como diminuir os erro de
interpolacao sem aumentar o niimero de pontos de suporte. A férmula
(2.12) mostra que o erro de interpolacdo depende tanto de || f" V]|
como de [|w||« (que depende da escolha dos pontos de interpolagao).
A questao interessante esta em saber, para um dado n, qual a escolha
dos pontos de interpolagdo que minimiza ||wl||«. A resposta pode ser
dada a custa dos chamados polindmios de Chebyshev.

Paran = 0,1,2,... e z € [—1,1] os polinémios de Chebyshev da
grau n sao definidos pela relacao

T, (x) = cos (narccos ).

Uma forma simples de provar que T, é, de facto, um polinémio, é
atendendo a féormula de recorréncia (ver Exercicio 2.2.15)

Toii(z) = 22T, (x) — Th—1(x), n=12....

Observacao 2.11 Da definicao de polinomio de Chebyshev resulta

imediatamente que
T.(x)| <1, n=0,1,2,.... Assim sendo, como T,(1) = 1, temos
que, em [—1,1], ||Th|lc = 1. Além disso, atendendo ao FEzercicio

2.2.16, os zeros dos polinomios de Chebyshev estao todos no intervalo
[—1,1].
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E facil provar que o coeficiente do termo de maior grau de T;, é
a, = 2" . Assim sendo, o polinémio 7}, := 2'~"T), é ménico, isto é, o
seu coeficiente do termo de maior grau ¢é igual a unidade. Designemos
por Py([a, b]) a classe dos polinémios ménicos de grau menor ou igual
anem [a,b].

Teorema 2.12 O polindmio T, ¢ de todos os polinémios de P, ([—1,1])
0 que tem menor norma, isto €,

ITullo < IPlloey  YP € Pu([—1,1)).

Demonstracio: Sabemos que ||T)[ls = 217" Suponhamos que existe
P € P,([—1,1]) tal que ||P|l < 2! e seja Q = T, — P. Entéao o
grau de () é menor ou igual a n — 1. Por outro lado, para os valores
de ) dados no Exercicio 2.2.16,

~ ~

Q(z}) = Tu(x}) — P(x) = (=1)"2'7" — P(a},).
Assim sendo, o polinémio () tem n zeros pois tem sinais alternados

em n intervalos e é uma funcao continua. Logo ) é o polinémio nulo,
o que prova o resultado. O

Observacgao 2.13 Se considerarmos o intervalo |a,b] em vez do in-
tervalo [—1,1] hd que efectuar a mudanca de varidvel

_a+b b—a

t
2+2

X.

Este resultado permite-nos afirmar, atendendo a que w dado por
(2.8) é um polindmio ménico, que ||w||~ ¢ minimo quando se conside-
ram os pontos de suporte

_a+b b—a (2i+1)7

T 5 + 5 CoS Mo 1=20,...,n.
Neste caso o erro é dado por
(b—a)" (n+1)
_Pn 00 < " 00+
L P LA

O fenémeno de interpolacao também é muito sensivel a erros dos
dados y; = f(x;), i = 0,...,n, e a escolha criteriosa dos pontos de
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suporte pode, também neste aspecto, ser importante. Suponhamos
que o calculo do polinémio interpolador é efectuado com os valores

j/g\i:yl-(1+6¢), |€Z‘ < €.

Assim, os polinémios que passam por (z;, ;) e (z;,¥;) sdo dados, res-
pectivamente, por

Py(z) = wili(x)
e por Zno

Py(z) = Gili(x).
Como tal, o

p _ < . : )
) = Pl < e ol 3 )

Temos entao que a funcao

descreve o factor de amplificacao dos erros dos dados. O seu valor
maximo

é chamado constante de Lebesgue associada aos pontos de interpolagao
dados e ao intervalo [a, b]. Esta constante pode ser calculada numeri-
camente.

2.2.5 Exercicios

Exercicio 2.2.2 Consideremos P,(x) = " +an_ 12" 4 Fajz+ag
e suponhamos que pretendemos calcular p(Z). Ao usar P,(%) = a,z" +
ap 1T 4+ - + @17 + ag efectuamos n adicdes/subtraccdes e 2n — 1

multiplicagdes/divisdes. No entanto, se considerarmos
P.(z) =ay+x(a1 + z(as + - - - + xz(an—1 + anx))),

designada por forma encaixada do polinémio, ao calcular p(T) sé efectu-
amos n adigdes/subtracges e n multiplicagbes/divisdes. Esta forma é a
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base do chamado método (ou algoritmo) de Horner, que consiste formal-
mente nas seguintes operagdes: p <— ap; p < pT + a;, i = n — 1(—1)0,
sendo P,(T) = p.

1. Demonstre a chamada regra de Ruffini: O valor numérico de P, (T)
de um polinémio P, em T é igual ao resto da divisdo de P, (x) por
r—T.

2. Dividindo P,(z) por x — T obtém-se P,(z) = (v — T)gn_1(x) + 1,
onde ¢,_1 € um polindmio de grau inferior ou igual an — 1 e » uma
constante. Usando o algoritmo de Horner construa um algoritmo que
permita determinar r e os coeficientes de ¢, (algoritmo de Ruffini).

3. Calcule o valor de ps(z) = 2° + 2% — 423 — 22 — 12 em T =
+1,42, 43, 44, +6, +12.

4. Quais as solucdes inteiras de um polindmio de grau n de coeficientes
inteiros?

Exercicio 2.2.3 Conhecem-se as coordenadas de cinco pontos de uma
curva plana, que representa uma regidao de uma peca em corte. Determine
o polinémio de Lagrange de grau 4 que interpola a referida curva sabendo
que os pontos de coordenadas conhecidas sdo: P, = (1,2), P, = (2,1),
Py =(3,1), P, = (4,2.5) e P; = (5,4). Determine ainda valores aproxi-
mados para as ordenadas dos pontos cujas abcissas sao 0, 2.5 e 6.

Exercicio 2.2.4 Sejam xq, z1, ..., x,, n+1 pontos distintos de R. Mos-
tre que a matriz de Vandermonde que lhe estd associada V' (zg, ..., x,)
verifica

det V(zg,...,2,) = H (xj — xp).

0<j<k<n
Exercicio 2.2.5 Prove que {/;}!", constitui uma base de P,([a, b]).

Exercicio 2.2.6 Use o polindmio interpolador de Lagrange para deter-
minar log 2.45 sabendo que

T 2.2 2.3 24 2.5 2.6
logz; | 0.34242 0.36173 0.38021 0.39794 0.41497 |

Determine uma estimativa para o erro cometido.
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Exercicio 2.2.7 Na seguinte tabela sao dados diferentes valores para o
peso especifico p da dgua a diferentes temperaturas ¢ (em graus centigados):

t 0 1 2 3
p|0.999871 0.999928 0.999969 0.999991 |

Usando interpolacao linear, quadratica e clbica, determine uma apro-
ximacdo para p quando t = 4° (' usando a férmula interpoladora de
Lagrange e de Newton. Compare os resultados obtidos sabendo que o
valor exacto é 1.000000.

Exercicio 2.2.8 Escreva a férmula interpoladora de Newton das dife-
rencas divididas usando o algoritmo de Horner.

Exercicio 2.2.9 Pretende-se construir uma tabela para a fungdo f(z) =
e’, com x € [0,1]. Considere o valor de e com 5 casas decimais correc-
tas e uma particdo com pontos igualmente distanciados. Determine o
didmetro da particao a considerar de modo que o polinémio interpolador
de Lagrange permita obter uma aproximacao para f com um erro inferior
a 1079,

Exercicio 2.2.10 Considere a fun¢do f(z) = In(x + 1), x € [1,3].
Determine o polindmio interpolador de Lagrange que aproxima f em [1, 3]
com um erro inferior a 1072

Exercicio 2.2.11 Determine uma aproximacao para o instante na da
passagem do perigeu da Lua em Marco, 1999, a partir dos valores tabela-
dos para as zero horas de cada dia; indique também a distancia (em raios
médios da Terra) da Terra a Lua nesse instante.

dia 19 20 21
distancia | 57.071 56.955 57.059 |

Exercicio 2.2.12 Determine uma aproximacao para a declinacio apa-
rente de Vénus para o dia 8 de Maio de 1999, as 18h30m45s, por inter-
polacdo clbica a partir das Efemérides Astronédmicas (onde esta tabelada
para cada dia, as zero horas)

dia 7 8 9 10
0; | +5°51747".55 +6°22'25".20 +6°52'54".57 +6°23'14".96
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Exercicio 2.2.13 O censo da populacdo dos Estados Unidos, entre 1930
e 1980, produziu os seguintes resultados:

Ano

1930

1940

1950

1960 1970 1980

Populagdo (x10°)

123203

131669

150697

179323 203212 226505

Use um método de diferencas finitas apropriado para estimar a po-
pulacdo nos anos de 1920, 1965, e 2000. Sabendo que a populacdo no
ano de 1920 era de 105711x10%, o que pode inferir quanto a precisdo
das aproximacdes obtidas para os anos de 1965 e 20007

Exercicio 2.2.14 Considere a funcdo (de Runge) f(x) = 1/(1 + 25z?),

e [—1,1].

1. Verifique graficamente que
1 = Pslloo < {1 = Pslloo,

em que P3 e 5 sao, respectivamente, os polinédmios de Lagrange de
grau 3 e 8 interpoladores de f em particdes uniformes de [—1,1].

2. Verifique numericamente que, quando se considera a fun¢do de Runge,
os polinémios interpoladores P, divergem em 0.726 < |z| < 1.

Exercicio 2.2.15 Obtenha a férmula de recorreéncia
n=12...,

Thii(z) = 22T, (x) — T, 1(x),

e conclua que T;, é, de facto, um polinémio.

Exercicio 2.2.16 Mostre que o polinémio de Chebyshev T}, tem os seus
zeros localizados nos pontos

2k — 1)
xk:cosu, kE=1,...
2n
e os extremos localizados em
kT
T}, = cos —, k=0,...,n,
n

nos quais T,,(x}) = (—1)*.

7n7

Exercicio 2.2.17 Mostre numericamente que, quando se consideram
pontos igualmente distanciados no intervalo [a, b], se tem

A20 ~ 3 X 104,

A40 ~ 1010

e quando se consideram os pontos de Chebyshev

A, <3,

(n < 30),

An§47

(n < 100).
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2.3 O polinémio interpolador de Lagrange segmentado
2.3.1 Caso linear

Consideremos um intervalo [a,b] e uma particaio A dada por (2.1).
Denotemos por PY(A) o conjunto de todas as funcoes continuas em
[a, b] que, quando restringidas a cada um dos intervalos [z;_1,x;], i =
1,...,n, da particao, coincidem com um polinémio de grau menor ou
igual a um (polinémio que, em geral, varia com i). Se S; € PY(A)
dizemos que S7 é uma funcado linear por segmentos ou um polindmio
segmentado linear (na partigao A).

Observacao 2.14 Note-se que, em geral, nos pontos x; € A as fungoes
Sy € PY(A) apresentam descontinuidadas da derivada.

Consideremos agora o problema da interpolacao. Seja f uma funcao
conhecida nos pontos da particao A do intervalo [a, b]. Pelo que foi
visto na seccao anterior, existe um e um sé polinémio segmentado
linear S € PY(A) tal que

51(1’2) :f(.%’z), 220,1,,77,

Nestas condigoes, S; é chamado o polinémio interpolador (de Lagrange)
segmentado linear de f nos pontos de A. Temos que

Sf)(x) T € [x0, 1)
S;Q)(a:) x € |21, x9]

Y

Siw) =1 ., ‘
l(x) Sy)(l’) X e [I‘i_l, I,]

\ SYL)('%’) S [xnflyxn]
onde S{i) pode ser escrita na forma seguinte (formula de Newton)

Sf)(x) = f(zi—1) + floic, z)(x — 2i-1),

ou ainda (formula de Lagrange)

SO (x) = flwi)

r — X; r — T
+ flw) ———

Li—1 — X4 Li— Tij—1
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O que podemos dizer quanto ao erro que se comete ao aproximar f
por uma funcio S; € PY(A)? Suponhamos que z € [x; 1, z;]. Entao,
pelo que foi visto na seccao anterior, temos que, nesse intevalo,

1

lePlioe = 11f = 81Nl := max [f(z) = S} = == i,
$€[£Ei,1,l‘i] 2
onde (como vimos)
. 1
Wi oo := max |(x —xi1)(x — )| = (21 — 1)
’ 1‘€[$i,1,$i] 4
e
1FP i = max [f®(z)].
wE[l’i_l,l’i]
Temos entao que, sendo h; = x; — x;_1,
. (2)]].
e = Wiy
8
Considerando agora o erro no intervalo [a, b],
lelloo == [l.f = Silloc,
temos que
. (2)
lell = mace [ = N2

i=1,....,n N 8

com h = max h;. Este limite superior para o erro permite demonstrar
(3 n

—1ly...

que o processo de interpolagao linear por segmentos é convergente. De
facto, se f(?) é limitada, & medida que o nimero de pontos da particio
aumenta (h diminui) o erro tendo para zero, ou seja, o polinémio
segmentado linear tende para a funcao a interpolar uniformemente em

la, b].

Observagao 2.15 A interpolacao linear segmentada possui vantagens
em relag¢ao a interpolagdo (global) de Lagrange. Note-se que, se n for
muito grande, o cdlculo do polindmio interpolador de Lagrange (global)
P, envolve muito mais operacoes que o cdlculo do polindmio interpo-
lador linear segmentado Si. Além disso, como foi visto, o facto de n
aumentar nao implica que o polinomio interpolador de Lagrange P,
tenda para a funcdao a interpolar, mesmo que essa funcao seja infini-
tamente diferencidvel. A desvantagem que o processo da interpolacdo
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segmentada linear apresenta relativamente a interpolacao de Lagrange
€ que o polinomio P, € infinitamente diferencidvel enquanto que S
pode nem sequer possuir derivadas continuas nos pontos da particao.

Como poderemos construir uma base no espaco Py(A)? Para res-

ponder a esta questao, vamos determinar as fungoes {¢;}7_, tais que,
para todo o S; € PY(A),

Si(a) = 3 F(e))oi(a).

As fungoes {¢;}_, nas condicoes pretendidas terdao que ser lineares

por segmentos e ser tais que ¢;(z;) = ;;, ¢,7 =0,1,...,n, por forma
a que 5] seja interpolador de f nos pontos de A. Assim, nao é dificil de
verificar que os gréficos de ¢, j = 0, ..., n, serao os das fungdes chapéu

dadas na Figura 2.1. Como ¢ evidente, estas fungoes constituem uma

base de PY(A).

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

X X X1 X X -1 X% X X X1 X X1 X1 %

j=i, O<i<n

0.8

0.6

0.4

0.2

X X X1 X X X1 %

Figura 2.1: Gréficos das funcoes chapéu ¢;.
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Nao ¢ dificil de ver que as funcoes chapéu tém as seguintes ex-
pressoes analiticas (prove):

( %ﬁ_l T & [Iifl,ilfi]
gi(r) =q — 52w € w34 . di=1,...,n—1,
L0 2 € a,2,1] U ftier, b
e
T2 T € la,x] 0 T € |a, x, 1]
¢0(I) = ’ an(l') = )
0 T € [x1, ] — 5z € [Ty, 0]

onde h; = x; — x;_1.

2.3.2 Caso quadratico

Seja PY(A) o conjunto das fungdes continuas em [a,b] que, quando
restritas a um intervalo [z; 1, z;], i = 1,...,n, da particio A dada por
(2.1), coincidem com um polinémio do segundo grau. Se Sy € PY(A)
dizemos que Sy é uma funcdo quadratica por segmentos.

Observacao 2.16 Note-se que, nos nos da particao, a fungcao So apre-
senta, em geral, descontinuidades na sua derivada.

Seja f uma funcao conhecida nos pontos da particao A do inter-
valo [a,b]. Suponhamos ainda que conhecemos a fungao nos pontos
intermédios ;o €]7;_1, 2], i = 1,...,n. Assim, existe um e um sé
Sy € PY(A) que interpola a funcao f tanto nos pontos da particao A
como nos pontos intermédios considerados. Esse polinémio ¢ dado por

( S§1>(I) T € [z, 1)
552)(.7:) x € |21, x9]

9

SQ. (.T}) X € [a:,-_l,x,-]

\ Sém(l‘) S [:Unflagjn]

onde Séi) pode ser escrita na forma seguinte (férmula de Newton)

() = flwi)+ Flwios, @i ) (=) + i1, @i, wil (1= 1) (0=2i 1 0),
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ou ainda (férmula de Lagrange)

(1’ - 1’@;1/2)(1’ - 362)

(-1 — %—1/2)(90@'*1 — ;)

S(x) = flais)

(@ —zi)(x — xi41)
Li-1/2 — I¢f1)(9€¢—1/2 — ;)

+f($i—1/2)(

(= xi1) (@ — 2i-1)
(l‘i - l’z’-1)($z’ - 332'4/2)'

+f ()

Exemplo 2.17 Consideremos a func¢do f(z) = sinwz,z € [1,3], e,
neste intervalo a particao zg = % r1=1lexy = % Determine o polindmio
interpolador de Lagrange quadrético interpolador de f nos pontos da
particdo e nos pontos intermédios 1/ = 3 € w39 = 2.

Resolucao: E imediato que o polinémio pretendido é dado por

2= o
Sy () we(L3],

em que

D), sra-Pa-1), @ Ha-D
S(l)(x):sm— vyl +sin — 2 +sin 2 4
i - DG - 4 (1-DE -3 (1-31-19)
e

“De-d,  sm-DE-3  sre-1@E-3)
5(2)(x):sin7rx VA +sin — 27 1 sin —
2 -D0-3) 4 G-DG-)) G-DG-9

O que podemos dizer quanto ao erro cometido que ao aproximar f
por Sy € PY(A)? Tal como foi efectuado para o caso linear podemos

provar que

1f P
lelloc = 11f = Salloe = =

max meHim,

geeey

com

xel[rgaxml] (2 — 1) (@ — 2i_1)9) (2 — 27)|.

R

1,00 +—
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Como é que poderemos construir uma base para o espaco PY(A)?
Vamos responder a esta questao determinando as funcoes {¢j}?:o e
{¢j_1/2}]_, tais que, para todo o Sy € P3(A),

So(x) = f(z0)po(z) + Z % 1/2 Cbg 1/2( ) + f(xj)ﬁbj(x)) .

Consideremos ¢;, 7 = 0,...,n como sendo a funcao quadratica por
segmentos que toma o valor 1 em x = x; e 0 nos restantes nos da
particao bem como nos pontos intermédios. Para j = 1,...,n, con-
sideremos ¢;_; /5 como sendo a fungao quadratica por segmentos que
toma o valor 1 em = = T 1/2 € S€ anula nos restantes pontos in-
termédios bem como nos pontos da particao. Assim, nao é dificil de
verificar que os graficos de ¢;, 7 =0,...,n,e ¢j_1/9, 7 =1,...,n, sao
os das chamadas funcdes bigode, dadas nas Figuras 2.2 e 2.3, respec-
tivamente. Como PY(A) é um espaco vectorial de dimensao 2n + 1
(prove) temos que estas fungoes constituem uma base de PY(A).

j=0 j=n

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4
0.2 0.2

XlVl Xi-Xi-12 X Xi+1 X1 Xn-¥n-12% X12 X Xi-Xi-12 % Xi+1 X1 XnVlZXn

j=i, O<i<n

0.8
0.6
0.4

0.2

o X12 X1 X 12X«X4+V1 Xn-¥n-1 2%

Figura 2.2: Gréficos das funcoes bigode ¢;.
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1
0.8 /\
0.6

0.4

0.2

Xo X12 X1 Xi-Xi-12 X X1 2%41 Xn-¥n-12%n

Figura 2.3: Graficos das fungoes bigode ¢;_1/o.

Tal como para o caso das funcoes chapéu, prova-se facilmente que
as fungoes bigode tém as seguintes expressoes analiticas:

( (w—wi—ﬂ(x—l’iﬂ/z)

(%‘*%71)(%*%—1/2)

X € [I‘i_l, I‘l]

di(x) =4 — ((ji_j;ill/;))(af:i x € [, Tit1] : i=1
- € |a, xi1] U [z, b]
(x—21)9)(x—121)
s sy BN (LAY
go(z) = ,
0 T & [561, b]
0 S [CL, xn—l]
o) =3 |
(én—xz_iigxn—g;l/li) T € [Zp_1,0]
e
(z_l(/ﬁiiiﬂgif/iﬁ) T € [Ti1, ]
@'4/2(1’) =
0 T € la,vi 1] U [T, 0]

2.3.3 Caso geral

Consideremos, de novo, a funcao f definida num intervalo [a, b]. Neste
intervalo consideremos a partigdo A dada em (2.1) e ainda os pontos
intermédios

Ti—(m=-1)/m < Ti—(m-2)/m < " < Tj—2/m < Ti—1/m;
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pertencentes ao intervalo |x; 1, x;[, i = 1,...,n. Pelo que foi visto an-
teriormente, podemos concluir que existe um e um s6 S,, € P (A)
— conjunto das fungoes continuas em [a,b] que coincidem com um
polinémio de grau m quando restritas a um intervalo [z;_1,x;], i =
1,...,n, da particao A — tal que

Si(x;) = f(z;), i=0,...,n, (2.14)

(&
Sm(xz—(m—j)/m) = f(xz—(m—j)/m)7 i = 17"'7”7 j = 17"'7m_ 17
(2.15)

dado na forma
51(7%)(.7:) x € [z, 21]
Sg)(:v) T € [x1,29)

Y

Sm (SE) T &€ [ZCifl, ZCZ]

L S/ () o € [xpo1, Ty
onde S pode ser escrita na forma seguinte (formula de Newton)

Sﬁ?(x) = f(fﬁzq) + f[fUz'—h 5131'—(771—1)/771](51j - 5131'71)

+oee Tt f[l’z'—h Li—(m—1)/ms - -+ xz] (x - xz‘—l)(l‘ - xi—(m—l)/m) T

O que poderemos dizer relativamente ao erro cometido ao aproxi-
mar a funcao f pelo polinémio interpolador de Lagrange segmentado
Sm(x)? Atendendo ao que foi feito para os casos anteriores, é facil
concluir o seguinte resultado.

Teorema 2.18 Seja f uma funcao com derivadas continuas até a or-
dem m+1 em ]a, b, comm € N. Consideremos a particio A dada em
(2.1) e ainda os pontos x;,_(y_jyj, j = 1,...,m — 1, em cada inter-
valo |z; 1, 7], i = 1,...,n. Nestas condigies, se S,, € P°(A) verifica
(2.14)-(2.15) entao

(m+1) .
Hf HOO max Hw(z)

Hf H — (m—l—l)! i=1,...n

|i,ooa



Interpolacao polinomial de func¢ées de uma variavel 39

com

Hw(i)

TC|T5—1,T5] ",

i,co — Inax H |SE — xi_(m_j)/m\.
lri-mi) g

2.3.4 Exercicios

Exercicio 2.3.1 Mostre que a transform¢3o linear S1 — (S1(xo), ..., S1(z,))
que aplica PY(A) em R""! & bijectiva e conclua que P(A) é um espaco
vectorial de dimensao n + 1.

Exercicio 2.3.2 Determine o polindmio interpolador de Lagrange seg-

mentado linear para a funcao f tal que

z |0 025 05 075 1
flz) |1 125 1 15 1

Exercicio 2.3.3 Calcule o polindmio interpolador de Lagrange segmen-
tado quadratico para a funcao do exercicio anterior.

Exercicio 2.3.4 Determine o polindmio interpolador de Lagrange seg-
mentado linear para uma funcdo f supondo que esta é conhecida nos
pontos

a=x9g<x1 <T9=>0.

Exercicio 2.3.5 Particularize o resultado do exercicio anterior para a
fungdo f(x) = coszx, x € [0, x| e aproxime cos(20°), indicando um ma-
jorante para o erro cometido.

Exercicio 2.3.6 Determine o polinédmio interpolador de Lagrange seg-
mentado de grau 2 para uma funcao f que se conhece nos pontos

a=1xg<Tip<r <T30< Ty < Ty <T3=D.

Exercicio 2.3.7 Particularize o exercicio anterior para

fla) = —

14 a2?
Exercicio 2.3.8 Determine o polindmio interpolador de Lagrange seg-
mentado cubico para uma funcdo f supondo que esta é conhecida nos
pontos

r e [-1,1].

a=mx)< T3 < Tz <1 <Tyz<Tsz<Ty=D.
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Exercicio 2.3.9 Particularize o resultado do exercicio anterior para a
funcdo f(x) = sinz, = € [0, 2], indicando um majorante para o erro
cometido.

Exercicio 2.3.10 Prove que se
Ti—1+ X
2

o limite superior para o ero cometido na interpolacao quadratica segmen-
tada é dado por

Li—1/2 =

1f Pl /=3
— <

comh=|z;—z;—1|,1=1,...,n.

Exercicio 2.3.11 Considere a seguinte tabela de valores da gravidade
especifica do acido fosférico como funcao da percentagem de H3POj,.

H3PO4(%) Grav. esp. H3PO4(%) Grav. esp.
0 1.0000 35 1.216
1 1.0038 40 1.254
2 1.0092 45 1.293
4 1.0200 50 1.335
6 1.0309 55 1.379
8 1.0420 60 1.426
10 1.0532 65 1.475
12 1.0647 70 1.526
14 1.0764 75 1.579
16 1.0884 80 1.633
18 1.1008 85 1.689

20 1.1134 90 1.746
22 1.1263 92 1.770
24 1.1395 94 1.794
26 1.1529 96 1.819
28 1.1665 08 1.844
30 1.1805 100 1.870

1. Aproxime os dados usando interpolacao polinomial. Comente os re-
sultados obtidos.

2. Use a funcao determinada por interpolacao para tabelar a gravidade
especifica obtida para percentagens de 0,5, 10,...,100 de H3PO,.
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Exercicio 2.3.12 Durante a sedimentacdo da reacao de saponificacao
entre quantidades equimolares de hidréxido de sédio e acetato de etilo,
a concentragdo ¢ (g mole/litro) de cada reagente varia com o tempo t
(min) de acordo com a equagao

1 1

- = — + kt,

C Co
onde ¢y é a concentragio inicial e k (litro/g mole min) é a constante de
reaccao. Foram obtidos os seguintes resultados em laboratério a tempe-

ratura de 77° F"

1/c|24.7 324 384 45.0 52.3 65.6 87.6 102 154 192
t 1 2 3 1 5 7 10 12 20 25 |

1. Obtenha uma estimativa para a concentrac3o inicial.

2. Obtenha uma estimativa para a concentracido ao fim de 15 minutos e
compare-a com a solugdo obtida em laboratério (ao fim de 15 minutos
obteve-se 1/c = 135).

2.4 Interpolacao de Hermite

O objectivo da interpolacao de Hermite é o de representar uma funcao
f por um polinémio que seja interpolador de f em alguns pontos do
seu dominio e que a sua derivada seja interpolador da derivada de f
nesses mesmos pontos. Isto é, supondo que f é diferenciavel, vamos
procurar um polinémio H tal que

J(z;) = H(x; :
A NS PR or
Quando tal situacao acontece dizemos que f e H sao funcgoes que 2-

osculam (osculam 2 vezes) os pontos x;, ¢ = 0,1,...,n, ou que H é um
polinémio 2-osculador de f nos pontos x;, 1 =0,1,...,n.

2.4.1 Existéncia e unicidade

O préximo teorema estabelece a existéncia e unicidade do polinémio
de grau inferior ou igual a 2n + 1 que verifica (2.16). Além disso,
indica-nos um processo que permite a sua determinacao.
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Teorema 2.19 Seja f € C*""([a,b]) e xg, 1, . .., T, pontos distintos
em [a,b]. Ezxiste um e um so polindmio Ho,yq de grau menor ou igual

a2n+ 1 que verifica (2.16).

Demonstracao: Atendendo as condicoes impostas, o polindémio tera
que ser de grau inferior ou igual a 2n+ 1. Para provar a sua existéncia
vamos considerar as funcoes

hi(z) = [1-205(2;) (z—x;)]li(x)* e hi(z) = (z—x;)6;(2)?, i=0,...,n,

com ¢;; i = 0,...,n, os polindmios de Lagrange (2.6). Como se pode
verificar facilmente

hZ(Ij) 251'7]', h;(iﬂ]) ZO, i,j ZO,...,TL,

EZ(IJ) ZO, E;(Ij) =5¢,j, i,j ZO,...,TL.
Assim, o polinémio

Hanya(w) = Y [f(x:)hi() + f'(zi)hi()]

1=0

tem grau inferior ou igual a 2n + 1 e verifica (2.16).
Falta apenas provar a unicidade. Seja ()o9,.1 outro polinémio de
grau inferior ou igual a 2n 4+ 1 que verifica (2.16) e

Rop1(x) = Hopr1(z) — Qansa ().

Como Ropy1(xi) = Ry, q(x;) = 0, parai = 0,...,n, temos que este
polinémio de grau inferior ou igual a 2n + 1 tem 2n + 2 zeros o que
implica que tera que ser o polinémio nulo. Assim sendo, provamos a
unicidade pretendida. O

O tnico polinémio de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica as
condigbes (2.16) é também chamado polinémio interpolador de Hermite
de f nos pontos xg, 1, ..., Ty.

Observacao 2.20 Note-se que, tal como na interpolagao de Lagrange,
se m for o numero de condi¢oes impostas para a determinacao do
polinomio interpolador, o seu grau € m — 1.
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A obtencao do polinémio interpolador de Hermite pode ser feita de
varias maneiras. Vamos apresenta-la neste curso numa forma que ge-
neraliza o polinémio interpolador de Newton das diferencas divididas.

Consideremos a mudanca de variavel zyp = xgy, z1 = xg, 22 = T1,
23 =T1, ..., Zon = Tp, Zons1 = Tnp. Uma vez que

297 = R9i+1 = Xy, i:O,...,n,
nao podemos definir as diferencas divididas
fl22i, 20i11) = flxi, zi].

No entanto, atendendo a que

lim flz,z;] = lim f(z) = f(xi)

= f(@),

podemos definir as diferencas divididas generalizadas para pontos nao
distintos na forma

flzi, zi] = f’(xi)-
Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange generalizado podemos ainda
definir
F ()

r!

fa:i,xi,...,x,- = (217)

r+1 vezes

Com esta notacao pode verificar-se facilmente que o polinémio in-
terpolador de Hermite de grau 2n + 1 nos pontos da partigao (2.1) é
dado por (verifique para n = 1)

2n+1 i—1
Hyii(2) = f(z20) + ) flzo. 212 [ [ (2 = =)
i=1 j=0

= f(zo0) + f'(x0)(x — 70)

+ flxo, zo, 1] (2 — 20)% + flx0, 0, 71, T1](T — 70)* (T — T1)

Tt f[x()ax(b . '7xnaxn](x - xO)Q(x - x1)2

O polinémio interpolador de Hermite pode assim ser determinado
recorrendo a tabela das diferencas divididas generalizadas, tabela essa
onde cada ponto aparece repetido duas vezes.

(=2 1)? (2 — 2y,
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Exemplo 2.21 Determine o polindmio interpolador de Hermite de grau
minimo para a fungdo f(z) = sinx em [0, 5.

Resolucao: Temos

X f(xz) f[a] f[))] f[aaa]
0 0
1
0 0 i2n
2 i 16447
T 3
s 4
2 1 —
0
5 1
Logo
4—2 16+ 4
Hy(w) = o — 0= 2 20 Ty [14a[—0.231-0.921 (x— D))
s 7 2 2

2.4.2 Erro de interpolacgao

O estudo do erro na interpolacao de Hermite consiste na generalizacao
do estudo efectuado para a interpolagao de Lagrange de acordo com o
seguinte teorema.

Teorema 2.22 Seja Hy, 11 0 polinomio, de grau menor ou igual a 2n+
1 interpolador de Hermite da funcao f nos pontos distintos xg, x1,...,x, €
la,b]. Se f € C?""2([a,b]) entdo para cada x € [a,b] existe £ = &(x) €
la,b| tal que

AR (I

e(r) = f(z) — Hopi1(x) = mw (), (2.18)

onde w € a funcao dada por (2.8).

Demonstracdo: Se T = x;, para algum ¢ o resultado esta provado. Se
x#x;,1=0,1,...,n, definamos a funcao auxiliar

P(6) = J(8)~ Hava(8) = 205 (0) = Hova(o).

Como F(t) = 0 possui 2n + 3 raizes (n + 1 zeros duplos z;, i =
0,...,n e uma raiz simples x) temos, por aplicacdo do Teorema de
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Rolle generalizado, que F?"2)(¢) = 0 possui, pelo menos, uma raiz
em |a,b[. Seja & essa raiz. Uma vez que

F(2”+2)(t) _ f(2”+2)(t) — %(f(x) — Hyy (7)),

substituindo ¢ por £ obtém-se o resultado pretendido. O

Observacao 2.23 Tal como no caso da interpolacao de Lagrange po-
demos efectuar as sequintes observacoes.

1. Pelo teorema anterior, podemos determinar um majorante para o
erro cometido ao substituir f pelo seu polinomio interpolador de
Hermite de grau n, Hoyyq. De facto, de (2.18) sai que:

LA oo\
— H < = )
I = Haallo < Ll
2. Atendendo a que x,x; € [a,b], temos que |x — x;| < (b—a) e
portanto
LF* ) oo o2
— Hopiilloo € ——2(b — a)" .
1f = Hontilloo < (2n +2)] (b—a)
3. Uma vez que
hn+1n!
ol < 7
com h = iirllaxn(:ci — x;_1), temos que
h2n+2(n!)2

Observamos que dependendo do comportamento de || f*"*?)||, po-
demos, ou nao, concluir que o aumento do grau do polinémio interpola-
dor de Hermite implica uma diminuicao do erro cometido ao aproximar
a funcao por este polinémio. Uma forma de minimizar o erro consiste
na utilizagao de polinémios interpoladores de Hermite segmentados.
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2.4.3 Interpolacao de Hermite segmentada

Consideremos um intervalo [a, b] e uma parti¢ao dada por (2.1). Desig-
nemos por polinémio segmentado cubico (ou fung¢do cibica por segmen-
tos) na particdo A dada por (2.1), uma fungao S continua em [a, b] que,
quando restringida a cada um dos intervalos [z; 1, x;],i =1,...,n, da
particao, coincide com um polinémio de grau menor ou igual a treés.
Neste caso, dizemos que S € P3(A).

Seja f uma fungao conhecida nos pontos da particao (2.1). Como
se sabe, existe um e um s6 polinémio segmentado ctibico Sy tal que

Sulz;) = f(w:) 0.1

Sy(wi) = f'(w:) o
Nestas condigoes, Sy é chamado o polinémio interpolador (de Hermite)
segmentado clbico de f nos pontos de (2.1). Temos que

coy M

Sg)(x) T € [z, 11
Sg)(x) x € 11, x9)

Y

SH (.T}) T € [Ii_l,xi]

Sg)(a:) T € [Tp_1, Ty
onde Sg) pode ser escrita na forma seguinte

Sg-)(x) - f(%‘q) + f’(xiq)(x - Ize1) + f[%eh Ti-1, Iz] (I - 5’31'71)2

+flrict, w1, g, ) (w — x)* (2 — ;).

O que foi feito para Sy € Pi(A) poderia ser generalizado para
Sir € Pypq(A), desde que se conhecesse a fungao f e a sua derivada
nos pontos de A e nos pontos intermédios ;_(,—j)/m €]Ti—1, 2;[, com
j=1,....m—1,i=1,...,n. (Determine a expressao analitica de
Sy € Ps,,.1(A) nas condigoes descritas.)

Vamos agora estudar o erro que se comete ao apoximar f por Sy €
Psmi1(A) apresentando o seguinte teorema do erro, cuja demonstragao
resulta imediatamente do Teorema 2.22.

Teorema 2.24 Seja f uma funcao com derivadas continuas até a or-
dem 2m~+2 em |a, b|, comm € N. Consideremos a particio A dada em
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(2.1) e ainda os pontos T;_(m—jy/j, j = 1,...,m—1, em cada intervalo
Jzi—1, 2, i = 1,...,n. Nestas condigées, se Sy € Pj,,.1(A) oscula
duas vezes com f os pontos de A bem como o0s pontos intermédios
Ti—(m-j)/j, J=L1,...,m—1,1=1,...,n, entao
LF 2o (i
_ < Nl 2|
com
()2 lloe = ma H T~ 2=yl

TE xz lvxz .

Como é que poderemos construir uma base para o espago Pi(A)?
Para responder a essa questdo, comecemos por notar que Pi(A) é um
espaco vectorial de dimensao 2n + 2. Determinemos agora as fungoes
{o}j=0 € {%};‘:1 tais que, para todo o Sy € P3(A),

n

Sp(z) = Z (f (@) i) + f'(x:)o(x)) -

1=1

Consideremos ¢;, ¢; € Pi(A), i =0,...,n, tais que, para todo i,j =

0,...,n, ¢i(w;) = 5”, di(x;) = 0, gbl(x]) =0, qb (xj) = d;j. Prove que
as fun(;oes ¢i, &; € Pi(A), i =0,...,n, pretendidas tém as seguintes
expressoes analiticas (prove):

( (xi—xi_l)—Q(x—xi)

(zi—2i_1)° (r—xi1)* @ € w1,
¢i(r) = 4 (xi_gjiii()g_m (2 —2i41)? @ € [, T3] =1

L 0 T < [CL, xi—l] U [.T}H_l, b]
(xoi(ilo):jl()x{xo) (x —11)* =z €a, ]

¢o(x) = ,
0 x € |1, 0]

0 x € |a, x, 1]
Pn(z) = ,

<xn*<§’;fi;2ffs’x”)(x —ap1)’ T € [w, ]
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e
( (e—z)(z—2;_1)?
. (acl)f(xi,& : € [zi1, w]
51@) =9 (JC_(J;)—%_:f)gl)2 T € [Tj, Tiy] ; i1=1,...,n—1,
| 0 r € |a, 21 U [wi41, 0]
_ e n g e [a,2]
QSO(I) - )
0 x € [x1,b)]
0 T € [a,Ty_1)
Op(2) = )
(x—xp)(x—2p_1) = [xn—l, b]

(l'n —Tp—1 )2
2.4.4 Polinémios osculadores

Para finalizar esta seccao vamos generalizar o raciocinio efectado na
obtencao do polinémio interpolador de Hermite para determinar po-
linébmios que osculem os pontos de suporte mais do que duas vezes.

Suponhamos que, dada uma funcao f suficientemente diferenciavel,
queremos determinar um polinémio Hy que verifique

dif  diHy
@(IZ)_ dr (xl)a

i=0,...,n, 7=0,...,7. (2.19)

Quando tal situacao acontece dizemos que f e Hy sao funcoes que
ri-osculam (osculam r; vezes) o ponto x;, i = 0,1...,n. Apresentemos
o0 seguinte teorema sem demonstracao.

Teorema 2.25 Existe um unico polinomio Hy, de grau menor ou

NIH‘FiTj,
j=0

wqual a N, com

que satisfaz (2.19).

A determinacao do polinémio referido no teorema anterior pode ser
feita de forma analoga a do polinémio interpolador de Hermite. Nao
iremos considerar o caso geral mas sim um exemplo elucidativo.
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Exemplo 2.26 Seja f uma fun¢do definida num intervalo [a, b] e supo-
nhamos s3o dados os valores f(a), f(b), f'(a), f('b) e f"(a). Determine
o polinémio Hy(z) que verifica

Hy(a) = f(a), Hy(b) = f(b), Hy(a) = f'(a), Hi(b) = f'(b), H{(a) = ["(a).

Resolugao: O polinémio Hy(x) vai petencer ao espago dos polinémios
de grau menor ou igual a 4. Neste espaco as funcoes

L, (513 o CL), (I o CL)Q, (513 o a)?)v (I o a)g(x o b)?
sao linearmente independentes e portanto
Hy(z) = Co+C1(x—a)+Cy(z—a)’* +C3(z—a)’ +Cy(z—a)’(x—b).

Determinemos as constantes atendendo as condicGes impostas a este
polinémio. Atendendo a que Hy(a) = f(a) vem Cy = f(a). Aten-
dendo a que H)(a) = f’(a) obtemos C; = f'(a) = fla,a]. Aten-
dendo a que f"(a) = Hj(a) vem Cy = f"(a)/2 e que pode ser
representado por fla, a, al.

De facto, comecemos por notar que

fla,a+h,a+h+k] = flath,at+h+k = fla,a+h

ht k
fla+h+k)— fla+h)
= h—]ik ’
e portanto
foxha ) = Jax D) Jax W= I _ gl avn,atisk] (k)
Mas,

fla+h)—f(a) = f'(a)h+hO(h), f(a+h+k)—f(a+h) = f(a+h)k+kO(k),

em que O(h) e O(k) denotam quantidades que convergem para zero
com h e k respectivamente. Substituindo vem

fla,a+h,a+h+E(h+k)= f'(a+h)+Ok)— f(a) — O(h).

Consideremos, na igualdade anterior o limite quando h — 0,k — 0.
Existindo este limite, em particular existe quando h = k e deduzimos
_ J"(a)

flgr(l)igr(l)f[a,aJrh,aJrthk] =
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e portanto podemos considerar

f"(a)

fla,a,a) = 5

De H,(b) = f(b) deduzimos uma expressdo para C's e, facilmente se
obtém,
Cs = fla,a,a,b.

Considerando Hj(b) = f'(b) vem

f'(b) — fla,a] — 2f|a,a,a)(b—a) — 3fla,a,a,b](b— a)?
(b—a)? ’

Cy=

e, tem-se
Cy = fla,a,a,b,b].

Substituindo, vem finalmente

Hy(z) = f(a)+ fla,a](z — a) + fla,a,a](x — a)?
+fla,a,a,bl(x — a)® + fla,a,a,b,b)(x — a)(x — ).

O polinémio anterior pode ser construido utilizando a tabela das
diferencas divididas para os seguintes pontos (y;, g(v;)),71 =0, ...,4,
com

Yo=a, 1 =a,y2=0a,y3 =b,ys =0

9(yo) = 9(y1) = g(ye) = f(a), g(ys) = g(ys) = f(b)

e atendendo a que

glyo, 1] = fla,a]l = f'(a)
9lvo, y1,92] = fla,a,a]l = f"(a)/2
gly2,ys] = f[b,b] = f'(b)
glys,ya] = f[b,0] = f'(b)

De acordo com o efectuado no exercicio anterior, apresentamos, de

seguinda, um exemplo numérico.

Exemplo 2.27 Determine polindmio interpolador de uma funcao f para

o suporte f(0) = —1, f/(0) = -2, f(1) =0, f(1) =10 e f"(1) = 40,
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Resolugao: O polinédmio pretendido pode ser determinado com a ajuda
de seguinte tabela

€T f(xz) f[?] f[?a] f['?'?'?'] f['?'?'?'?']
0 —1
—2
0 —1 3
1 6
1 0 9 5!
10 11
1 0 20
10
1 0
Assim

Hy(z) = —1-22+32* 462 (x—1)+52%(x—1)* = —14-2[—2+2[34+(2—1)[6+5(3

Observacao 2.28 Note-se que o polindmio de Maclaurin de f de grau
n oscula, com f, n + 1 vezes a origem. De facto, sendo o polinémio de
Maclaurin de f dado por

(n)
Rux) = FO) + FO 4+ 0
temos que
(0) = P,(0

f(0) = R(0)

A questao natural que se coloca é a seguinte: poderemos determinar
um polinémio segmentado que apresente as derivadas de primeira e
segunda ordens continuas nos pontos da particao A, isto é, poderemos
determinar S € P2(A), com m € N, interpolador de f nos pontos de
A? A resposta a questao anterior é afirmativa. De facto, considerando
apenas o caso em que S € PZ(A), temos que o polinémio que verifica
as condicoes

S(xi) = flzi), S'(wi) = f(zi), S"(x5) = f" (),
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é dado por
( S(l)(x) x € [xg, 11]
SC(z)  x € |11, 1]
S(l’) =9 S(Z>($) T € [.T}i_l,l'@'] ’
\ S(”)(x) T € [Tp_1, Ty
com

SO(z) = flwo) + f'(wo)(w = wo) + L5 (& — )

—’_f[IOa Lo, Lo, Il](lﬁ - IO)B =+ f[x(b Lo, Lo, L1, Il](lﬁ - IO)B(x - xl)

+f[xo, zo, To, T1, 21, 11 (T — 20) (T — 21)*%

O grau minimo para o polinémio segmentado que apresenta pri-
meira e segunda derivadas continuas nos pontos da particao é 5. Ser4,
no entanto, que existe um polinémio de grau 3 que tenha as derivadas
de primeira e segunda ordens continuas nos pontos da particao? Esta
questao é o alvo de estudo da seccao seguinte.

2.4.5 Exercicios

Exercicio 2.4.1 Construa um algoritmo para determinar o valor do po-
linébmio interpolador de Hermite num determinado ponto do seu dominio.

Exercicio 2.4.2 Determine o polindmio interpolador de Hermite de grau
minimo para a fungdo f(x) = sinx quando se considera = € [0, 7/2].

Exercicio 2.4.3 Determine, de dois modos distintos, o polindmio inter-
polador de Hermite para os dados

T; 0 0.25 0.5
flz) 075 1 025
f'(z:) 1025 0.5 0.75

Exercicio 2.4.4 Considere a fungio f(z) = 3xe® — e**. Determine uma
aproximacdo para f(1.03) usando o polinémio interpolador de Hermite
considerando os pontos o = 0 e 1 = 1.05. Determine uma estimativa
para o erro cometido.
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Exercicio 2.4.5 Considere f(z) = e*. Determine o polinémio interpo-
lador de Hermite de grau 5 — H5 — usando os pontos xp = 0, xr1 = 1 e
x9 = 2. Compare H5(0.25) com f(0.25) e com P»(0.25) em que P, é o
polindmio interpolador de Lagrange de grau 2, para a funcado f, determi-
nado nos mesmos pontos.

Exercicio 2.4.6 Determine o polinémio de grau minimo que faca a con-
cordancia entre a recta

1
y=—2+ 5(8 —x), no ponto (8, —2),

e a circunferéncia
(z—1)*+ (y+2)* =1, no ponto (1,—1).

Nota: Duas curvas dizem-se concordantes de tiverem a mesma
tangente no ponto de unido.

Exercicio 2.4.7 Considere f(z) = e*. Determine o polinémio interpo-
lador de Hermite de grau 5 — H5 — usando os pontos g = 0, xr1 = 1 e
x9 = 2. Compare H5(0.25) com f(0.25) e com P»(0.25) em que P, é o
polinémio interpolador de Lagrange de grau 2, para a funcao f, determi-
nado nos mesmos pontos.

Exercicio 2.4.8 Mostre que o erro que se comete ao aproximar f €
C*([a, b]) pelo seu polinémio interpolador segmentado de Hermite ciibico
na particdo (2.1) é dado por
M,

ma, z) — Sp(x)| < —h%,

max |f(x) = Su ()| < 357
onde

M, = max ‘f(4)(x)‘

x€la,b]

e h= max (x; —x;_1).
1=1,...,n

—1,..,

Exercicio 2.4.9 Considere as funcoes f e g das quais se conhecem os
valores

T 0 1 T 0 0.25
f(z;) | =1 0 g(xz;) 1075 1
fia) | —2 10]" J(z;) 1025 05
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1. Determine o polindmio P que oscula com f duas vezes o ponto
xo = 0 e trés vezes o ponto x1 = 1.

2. Determine o polindmio P que oscula com g duas vezes os pontos
o — Oe 1 = 0.25.

Exercicio 2.4.10 Determine o polinédmio interpolador de Hermite seg-
mentado cubico de f sabendo que

z | 0 025 05
flz) 05 1 05
flz) 05 0 =05

Exercicio 2.4.11 Suponha que conhece uma funcdo e a sua derivada
nos pontos
To < T12 <T1 < Tz/2 < T2.

Determine o polindmio interpolador de Hermite segmentado de grau 5 de
dois modos distintos.

Exercicio 2.4.12 Particularize o exercicio anterior para a fungdo f(z) =
cos x considerando os pontos
7r T om

xo =0, Ti/2 = —, T = X .I'g/QZZ, To9 = T.

W

2.5 Interpolacao com funcoes spline
2.5.1 Abordagem classica

O termo ingles spline pode ser traduzido pelo vocdbulo “virote”. Um
virote ¢ um instrumento usado pelos desenhadores para unir um con-
junto de pontos do plano.

Seja f uma fungao definida num intervalo [a, b] onde consideramos
a particao A dada por (2.1). Matematicamente, o problema de unir
pontos do plano com um virote pode ser traduzido da seguinte forma:
determinar a funcéo S : [a,b] — R, com a = xy, b = x,,, que satisfaz:

[S1] S(z;) = f(xy), i=0,...,n;
[S2] S € C?([a,b));
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[S3] o principio de Maupertius da energia minima, isto é,

b b
[ s @rd < [ g@)s
para toda a fungao g que satisfaz [S1] e [S2].

Temos os seguinte resultado.

Teorema 2.29 Sejam S, g : [a,b] — R duas fungoes que verificam
[S1] e [S2]. Suponhamos que

S"(0)[g'(b) = S'(b)] = §"(a)[g'(a) — 5'(a)]
e que S € um polinomio de grau 3 em cada sub-intervalo da particao
dada. Entao temos que

/ (5" (@) < / (¢ @)

Demonstragao: 'Temos que

b b b b
/ (' ()2 / (8"(x))2d = / (¢"(2)—5"(x) P42 / §"()(g" ()~ 5" (x))e

a

Mas, integrando por partes o ultimo integral do segundo membro vem

b
/ S"(x)(g"(x) = 5"(z))dx = S"(b)[g'(b) — §'(b)] — S"(a)g'(a) — S'(a)]

-3 [ S @) - 8.
i=1 Vit
Ora, atendendo as hipdteses do teorema,

| s @) @) - 8" @)dr =0

e, como tal,

b b b
[ s @y = [ g @)ds - [ (g'@) - ")
0 que permite concluir o pretendido. O

Este teorema mostra que os candidatos a resolugao de [S1]—[S3]
sao as funcoes pertencentes a C?([a,b]) que sao polinémios de grau 3
em cada intervalo da particao, isto é, sdo fungoes S € PZ(A). Essas
funcoes serao designadas por funcoes spline cubicas.
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Definigao 2.30 (Spline) Uma funcao spline de ordem m € um po-
linomio segmentado de grau m—1 continuamente derivavel até a ordem
m — 2. Por outras palavras, dada uma particio A da forma (2.1), S
¢ uma funcio spline de ordem m se S € P"~2(A), ou seja, se

d" g d* i -
@S (ZU):@S (517), /{:=0,...,m—2,2:1,...,n—1,
com SW(z) = S(x), v € [z;_1, 7], i =1,...,n.

As fungbes spline mais populares sao as cubicas (m = 4). Pelas
razoes apresentadas, serao essas que iremos considerar.

Note-se que, em cada intervalo [x; 1, ;] a fungdo S € P3(A) que
interpola f nos pontos da parti¢ao (2.1) é um polinémio de grau 3 e,
como tal, é definido a custa de 4 parametros. Assim, para determinar
S de forma tnica temos que especificar 4n paramteros. Para isso tere-
mos que definir 4n equacoes. Atendendo a definicao de funcao spline
temos impostas as seguintes equacoes: n+ 1 equacoes de interpolagao;
n+ 1 equacoes de ligacao de S; n+ 1 equacoes de ligacdo de S" e n+ 1
equacoes de ligacao de S”. No total temos assim 4n —2 equacoes. Para
determinar S temos que considerar mais duas condicoes suplementa-
res. As formas mais usuais de definir essas condigoes sao as seguintes:
S'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b) (Spline completa); S"(a) = f"(a) e
S"(b) = f"(b) (Spline natural); S"(a) = 0 e S"(b) = 0 (Spline livre);
S'(a) = S'(b) e S"(a) = S"(b) (Spline periddica).

O seguinte teorema, que apresentamos sem demonstracao, establece
a existencia e unicidade da funcao spline cibica interpoladora.

Teorema 2.31 Seja f uma funcao definida em |a,b]. A fung¢do spline
cibica completa (natural, livre, periddica) interpoladora de f nos pon-
tos da particao A dada em (2.1) existe e € tunica.

2.5.2 Funcoes de base

Seja f uma fungao definida num intervalo [a, b] onde consideramos a
particdo A dada por (2.1). Suponhamos que os pontos da partigao sao
igualmente espacados e seja h = x; —x;_1, ¢ = 1, ..., n. Consideremos
os seguintes pontos auxiliares

r1=a—h,x_9=a—2h,x_3=a—3h
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Tptl = b"— h,$n+2 = b"— 2h,.fl?n+3 = b"— 3h.

Os polinémios segmentados

( (z — Ize2)3 T € [T, xi1]
h3 +3h%*(x — x;1) + 3h(z — x;1)* — 3(x — 2;1)3, z €|w;_1, 74
Bi(z) = % ¢ R34+ 3h*(xi1 — ) + 3h(xi — 1) — 3w — )3, T €lay, mi44]
(Tiq2 — 1’)3 T € [Tit1, Tito)
\ 0 nos restantes
em que i = —1,...,n 4+ 1, sao designadas por funcoes spline-B.

Teorema 2.32 As funcoes B;, i = —1,...,n+ 1, sao tais que B; €
C*([a,b]) e

e Li—2 Li—1 L Li+1 Li+2
B; 0 0 1 4 1 0
B 0 0 3/h 0 —3/h 0
B! 0 0 6,/h* —12/h? 6/h? 0

Demonstracido: Fica ao cuidado do aluno. O

O espaco gerado pelas funcgoes B;, i = —1,...,n+ 1, serd denotado
por Bs(A). Este espago é constituido por polinémios do tipo

n+1

S(x) =) _ CiBi(),

1=—1

em que C denotam constantes, e portanto as fungdes de B3(A) sao
polinémios segmentados ctibicos e que tém no intervalo [z;, x;41| a
seguinte expressao

S(x) = Cim1Bi—1(z) + CiBi(x) + Cip1 Biyi(x) + CipaBiya(x),
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ou seja,

S(l’) = % [Ci—l(xi—i—l — I)g

+Ol(h3 + Bh(IH_l - 1’)2 + 3h2(l'i+1 - 1’) - S(Iﬂ_l — .%’)3)
+Cii1(h® + 3h(x — x;)* + 3h*(z — ;) — 3(z — 2;)?)

+C¢+2($ - xz)?’] .

(2.20)
Pretendemos determinar um polindmio em B3(A) que seja inter-
polador para a funcao f nos pontos da particao. Este polinémio é
designado spline cubico interpolador. Comecemos por notar que as
condigoes de interpolacao S(x;) = f(z;),i = 0,...,n, para a deter-
minacao das constantes que definem o spline ctibico interpolador sao
n+1 e portanto necessitamos de mais dua condigoes. No resultado se-
guinte estao especificadas duas condigoes que permitem definir o spline

cubico interpolador.

Teorema 2.33 Seja f uma fungao definida em [a,b] onde considerado
n + 1 pontos igualmente distanciados x;,v = 0,...,n, em que x; =
ri1+hi=1,...,n,200 =0, h = (b—a)/n. Seja B o espaco gerado
pelos splines cibicos B, i = —1,...,n+ 1. Dados f(z;), i =0,...,n,
f'(a) e f'(b) existe um e um sé polindmio S(x) em B que satisfaz a

S(x;) = f(x;),i=0,....,n, S'(a)= f'(a),S(b) = f'(b). (2.21)

Demonstracao: O polindmio spline cubico interpolador pertence a B e
portanto existem constantes ¢;,7 = —1,...,n+ 1, tals

n+1

S(z) =Y C;Bj(x).

j=—1
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Estas constantes C; sao determinadas atendendo as condicoes (2.21).
De facto, atendendo a estas condigoes temos

n+1
flla) = 37 C;Bjx)
et
f(l'@) = Z Cij(.T}i), 1= 0, ..o, n
et
f') = Y CiBjla).
j=-1

Atendendo as propriedades dos splines cubicos, o sistema anterior
é equivalente a

f’(a) = BLl(ZCo)C() —+ B(l)(ﬂ}o)C@ + Bi(l‘o)cl
f(z)) = Bi_1(x;)Cizi + Bi(x;)Ci + Bit1()Civ1, i =0,...,n
') = B, 1(xn)Cn1 + By(2,)Cn + By () Cripa,
ou ainda, a
f’(a) = —%Co + OC() + %Cl

f(IZ) = 1Cif1—|—40¢—|—10¢+1, 1=0,...,n

f(b) = —2Co 1400, 4+ 2Cp1.
Uma vez que a matriz do sistema

- ; -

-+ 0 5 . 0 00

1 41 . 0 00

0 14 . 00
B = oo R

0 00 10

0 00 ... 1 41
| 0 00 ... =20 3|

é nao singular concluimos que existe um e um sé spline cibico inter-
polador que verifica as condigbes (2.21). O
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A determinagao o spline cibico que verifica as condigoes (2.21) é
feita resolvendo o sistema BC' = F' em que B esta definida na demons-
tracao do teorema anterior e

C_l f’(a)
Co f(a)
Ch f(z1)
C= ; , F= :
Ch—1 f(xn—l)
Ch f(b)
| Cn—H i | f/(b)

O spline cibico S(x) é interpolador para f nos pontos da parti¢ao
e ainda interpola f’ nos extremos do intervalo. Conhecidos os coefi-
cientes do spline cibico interpolador ficamos com S(x) determinado
nos intervalos da particdo e em [x;, z;,1] temos que S(z) é dado por
(2.20).

Exemplo 2.34 Determine o spline cubico para a funcao f dada pela
tabela

X 2.2 2.4 2.6
f(xy) 0.5207843 0.5104147 0.4813306
f'(x;) —0014878 —0.1883635
Resolucao: Consideremos os pontos auxiliaresx_1 = 2,x_9 = 1.8, 23 =
2.8, x4y = 3, e sejam B;(x),i = —1,...,3, os splines ciubicos. O
sistema que permite determinar os coeficientes do spline clbico in-
terpolador

S(z) =C_1B_1(x) + CoBy(x) + C1Bi(x) + CyBs(x) + C3B3(x)

é

150 15 0 0] [C,] [ —0.014878
1 4 1 00 Co 0.5207843
0 1 4 10 ¢, | = | 05104147 |,
0 0 1 41 Cs 0.4813306

| 0 0 -15015] | ¢ | | —0.1883635

que tem por solucao

C_1 = 0.0856896, Cy = 0.087376 C; = 0.0855905, Cy = 0.0806768, C5 = 0.07
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Em [2.2,2.4] temos

S(z)

= (0.0856896(2.4 — )® 4 0.087376(0.23 4+ 3 x 0.2%(2.4 — )

+ 3x0.2(24—12)% - 3(2.4 — 2)%)0.0855905(0.23 + 3 x 0.2%(x — 2.2)
+ 3x0.2(z—2.2)2—3(z —2.2)%) + 0.0806768(z — 2.2)%)/0.23

= —1.19371 + 1.768062 — 0.54394522 + 0.04296252>.

e em [2.4,2.6]

S(z)

— (0.087376(2.6 — x)® + 0.0855905(0.2% + 3 x 0.2%(2.6 — )
+ 3x0.2(2.6—2)2 —3(2.6 — x)3) + 0.0806768(0.23 + 3 x 0.22(z — 2.
+ 3x0.2(z—2.4)2 —3(z — 2.4)%) + 0.0730329(z — 2.4)3)/0.23

= —1.28754 + 1.88534x — 0.5928152% + 0.0497523.

O spline cibico interpolador, é, como vimos, deduzido exigindo
que este polinémio seja interpolador da funcao em todos os pontos
da particao e que seja interpolador da derivada nos extremos do in-
tervalo. Estas duas ultimas condigoes permitiram construir o spline
cubico interpolador e podem ser substituidas por condi¢oes na segunda
derivada do polinémio interpolador. No teorema seguinte é estabele-
cida a existéncia de spline interpolador que interpola a funcao e a sua
segunda derivada nos extremos do intervalo. Este polindmio interpo-
lador é designado spline clbico natural. Se admitirmos as seguintes
condigoes S”(xy) = S"(x,) = 0 entdo este spline é designado spline
cubico livre.

Teorema 2.35 Seja f uma funcao definida em |a,b] onde conside-
rado n + 1 pontos igualmente distanciados x;;©@ = 0,...,n, em que
v, =x; 1+ hi=1,...,n,200 =0, h = (b—a)/n. Seja B o espago
gerado pelos splines cibicos Bi,i = —1,...,n + 1. Dados f(x;),i =
0,...,n, f"(a) e f"(b) existe um e um sé polinomio S(x) em B que
satisfaz a

S(x;) = f(z;),i=0,....,n, S"(a)= f"(a),S"(b) = f"(b). (2.22)

A demonstracao do teorema anterior é analoga a do Teorema 2.33.
Notamos que a matriz que permite determinar os coeficientes do spline
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4

cibico interpolador S(x) é
L -2 5 0o 0 o]flca] [ f)
1 4 1 0 0 0 Co f(a)
0 0 O 4 1 0 Ch-1 f(zn-1)
0 0 1 4 1 Ch f(b)
|0 0 0 oo [ G| | )

2.5.3 Estudo do erro

O spline cibico interpolador de uma funcao coincide com a funcao
nos pontos da particao e a sua derivada coincide com a derivada da
funcao nos extremos do intervalo de particao. No resultado seguinte,
estabelecido sem demonstracao, é apresentado o comportamento do
erro que se comete ao aproximar uma funcao pelo seu spline cibico
interpolador.

Teorema 2.36 Seja f uma fungao definida em [a,b] onde considerado
n + 1 pontos igualmente distanciados x;,© = 0,...,n, em que x; =
ri1+hi=1....n,00 =0, h = (b—a)/n. O erro cometido ao
aproximar [ pelo seu spline cubico interpolador verifica a

5
15 = ko < =IOl

2.5.4 Exercicios

Exercicio 2.5.1 A estrela S da Ursa Maior apresenta uma variacao para
a sua magnitude aparente m, em fun¢do do angulo de fase 6 (em graus),
de acordo com os dados da seguinte tabela:

6 | —60 —20 20
m|9.40 11.39 10.84
Usando um spline cubico livre, determine uma aproximacao para o angulo

de fase pertencente ao intervalo [—20, 20] em que a magnitude aparente
da estrela é maxima.

Exercicio 2.5.2 Pretende-se interpolar a funcdo f definida por f(z) =
Inz, com z € [2,2.5], por um spline ciibico completo S numa malha
uniforme.
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1. Calcule o ndmero minimo de pontos a usar para garantir que ||f —
S|lse < 0.5 x 1074,

2. Determine uma aproximagdo para f(2.3) usando o spline cibico com-
pleto interpolador de f nos pontos obtidos na alinea anterior.

Exercicio 2.5.3 Deslocando-se um receptor de GPS num veiculo ao
longo do eixo de uma estrada, em Angola, obtiveram-se as coordenadas
locais:

latitude ¢ | 26'56".1 26'50".4 27'02".7 26'58".3
longitude A\ | 5’ 36" 5" 56" 6’ 16" 6’ 36"

Aproximando o eixo da estrada por um spline natural determine:

1. a latitude da estrada quando a longitude é A\ = 6;

2. as coordenadas da estrada no ponto mais perto do equador, supondo
que isso acontece entre 6’ 16” e 6’ 36” de longitude.

Exercicio 2.5.4 1. Usando um spline ctbico livre, determine uma apro-
ximacao para a declinacdo aparente de Vénus para o dia 9 de Maio
de 1999, as 18h30m45s, a partir das Efemérides Astrondmicas (onde
estad tabelada para cada dia, as zero horas)

dia 8 9 10
0; | +6°22'25".20 +6°52'54".57 +6°23'14".96

2. A partir da funcdo obtida na alinea anterior, determine uma apro-
ximacao para o instante em que a declinacdo aparente de Vénus no
dia 9 de Maio de 1999 foi maxima.

Exercicio 2.5.5 Um carro percorre uma rua, em linha recta, tendo sido
efectuados os seguintes registos:

tempo (t) em segundos 05|10
distancia (d) em metros 0 | 90| 150
velocidade (v) em km/hora || 40 40

Usando o spline ciibico completo interpolador da funcido distancia nos
pontos dados, indique, justificando, uma aproximacao para:

1. o primeiro instante em que o carro excedeu o limite de velocidade
permitido dentro das localidades;

2. o instante em que o carro atingiu a velocidade maxima nos primeiros
5 segundos.
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2.6 Derivacao numérica

Acontece frequentemente sermos confrontados com a necessidade de
determinar valores da derivada de uma funcao num conjunto de pontos
conhecendo o valor da funcao apenas nesses pontos. Na impossibili-
dade de obter esses valores de forma exacta, vamos considerar a sua
aproximacao através do valor da derivada do polinémio interpolador
da funcgao nos referidos pontos.

Para o estudo que iremos efetuar nesta seccao, consideremos uma
funcao f € C""Y([a, b]) conhecida num conjunto de pontos da particio
uniforme

a=x9g<x1 <---<xp =", (2.23)

COIIlIZ'—iL“ifl:h,Z'ZI,...,TL.

2.6.1 Aproximacao da primeira derivada

Queremos aproximar a derivada de f num dos pontos xy, k € {0,1,...,n},
da partigao (2.23). Usando a férmula interpoladora de Lagrange temos
que, para = €|a, b|,

RS FUH(E)
f(x) = ; f(xi)li(x) + mw(fﬁ)a
sendo ¢;, i = 0,...,n, os polinémios de Lagrange dados por (2.5), w a

funcao dada por (2.8) e £ €la, b[ um valor que depende de x. Derivando
esta expressao obtemos

/

Pluw)

(n+1)!w ’

Flo) =3 sttt +
i=0
Podemos, assim, considerar a aproximacao
fl(x) =Y fla)b(e),
i=0

com erro dado por

1) Y ) w(5) i
ety = (E D)) = U0y 4 00 s
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Ora, como se sabe,

S [ @)

1=0 j=0,j7I

a dificuldade reside no calculo de ( f (”H)(f ))/, uma vez que ¢ depende

de z. No entanto, para um ponto x = xy, k € {0,1,...,n}, da partigao
(2.23) temos que w(xy) = 0 e como tal
(n+1)
)+ )
g (i)l (zy) ( Y —w' (), (2.24)

Como zy —xj = (k — j)h temos que a férmula que nos permite apro-
ximar a derivada é

(ax) = Y [+ (i = k) (), (2.25)
i=0
e o erro cometido ¢ dado por
n—|—1
e(xr) = (n+ 1) Z H

© =0 j=0,j#1

Podemos entao concluir que
le(zp)] < Cpah”,

onde C),,1 ¢ um valor que nao depende de h. Por este facto dizemos
que a férmula usada para aproximar a derivada da funcao é de ordem
n. E também usual usar a notagao e(zy) = O(h").

Observacao 2.37 Se existir uma constante positiva C' tal que
Cpi1 < C, Vn e N,

concluimos que o aumento do numero de pontos de interpolacao im-
plica uma diminui¢cdo do erro cometido na aproximacdo (2.25).

Atendendo a que, pela formula interpoladora de Newton das di-
ferencas progressivas, o polinémio interpolador de f nos pontos da
partigao (2.23) é dado por

2—1

+Z S e -

Jj=0
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resulta que a férmula (2.25) pode ser escrita na forma (prove)

P~ (S T w-p). @)

i=0 1=0 j=0,j#1

A férmula de diferencas finitas (2.26), convenhamos, nao é nada simpatica.
Vamos particulariza-la deduzindo varios férmulas de diferencas finitas
para aproximar a derivada de uma funcao f.

Férmulas com dois pontos

Usando a férmula interpoladora de Newton temos que, para x €
[wk,$k+1], k= 0,...,77,— 1,

f(z) = f(l’k;)*'f(xk) _hf(xk+1)($—$k)+f//2(§) (z—zp) (r—2p11), £ €Tk, Thgr -
Derivando sai que

£ () = f(xy) _hf($k+1) B hf"z(ﬁ)’ € €l ol
(&

(i) = fz) _hf(ka) + th(Q € €lag, Tri].

Obtemos assim duas formulas de diferengas finitas de primeira ordem
para aproximar a primeira derivada de uma funcao num ponto. A

f/(xk) _ f(ﬂfk) _hf(karl)

é usual chamar férmula de diferencas progressivas e a

o) = ) = S

costuma chamar-se férmula de diferencas regressivas.

Férmulas com trés pontos

Para obter férmulas mais precisas para aproximar a primeira derivada
de uma funcao num ponto, vamos considerar formulas com mais pon-
tos. As féormulas de diferengas progressivas, centradas e regressivas
com tres pontos sao as seguintes:
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L (o) = 57 (=350 + 4fre) = flaren)] + 5" (E0)
2. f(ax) = 5 [~ Faion) + flonan)] — (60
3 (k) = 5 L (ea) = A (o) + 3] + 5 (60)

Vamos s6 deduzir a segunda férmula. Assim, temos que

f(a) = flap ) + 2@d @ — gy )4 28D (g gy (2 — 1)

+ 00 — ) — ) (0 — wrp1), & €k, Trpal.

Derivando sai que

f/(l’k;) _ Af(ik—l) + A2f2(,f§‘1)[(xk _ l’k—1) + (iTJk; _ il’k;)]
+%(l’k — Tp—1)(Th — Tpt1), §1 €]Tp_1, Tppa])-
Atendendo a que
T f (i) Af(xi) A*f ()
Tr-1 f(fﬁkq)
f(og) — fzp-1)
T, f(xr) f(@r1) = 2f (@) + f(2p-1)

f(xri1) — fzg)

Trpr | f(Tre)
temos
f(xr) — f(wg-1) L f@en) = 2f (wg) + flop—1) hzf/"(&)
h 2h 6

com &1 €]xp_1, Tr11[, ou seja

: 1 2 /" (€)
f(xr) = ﬁ[—f(kaq) + f(zr-1)] — h B &1 €]Tk-1, Tpy1].
Exemplo 2.38 Considere os seguintes valores da fung¢do f(x) = xe™:
T 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2

f(x;) | 10.889365 12.703199 14.778112 17.148957 19.855030 |

Aproxime o valor de f/(2.0) = 22.167168 usando as férmulas de diferengas
finitas dadas no exercicio anterior e compare os erros cometidos.
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Resolucao: Vamos considerar as trés férmulas separadamente.

e Foérmula progressiva de segunda ordem com A = 0.1.

F(2.0) &~ ;—2[—3]’(2.0) +4f(2.1) — £(2.2)] = 22.032310.

O erro cometido é aproximadamente 1.35 x 107!,
e Formula regressiva de segunda ordem com h = 0.1.

£/(2.0) ~ 0%[]”(1.8) — 4£(1.9) + 3f(2.0)] = 22.054525.

O erro cometido é aproximadamente 1.13 x 107!

e Formula centrada de segunda ordem com A = 0.1.

(2.0) ~ %[f@.l) — £(1.9)] = 22.228790.

O erro cometido é aproximadamente —6.16 x 1072

Note-se que o erro cometido quando se usa a férmula de diferencas
centradas.

2.6.2 Aproximacao da segunda derivada. Algumas férmulas

Queremos aproximar a segunda derivada de f num dos pontos xy, k €
{0,1,...,n}, da partigao (2.23). Poderfamos, tal como para a primeira
derivada, usar o polinomio interpolador na deducao das formulas para
a segunda derivada. A obtencao de estimativas para o erro é, no
entanto, mais complicada. Um processo alternativo para a deducao
das férmulas de derivagao (e respectivo erro) faz uso da série de Taylor
da funcao.

Desenvolvendo f em série de Taylor em torno do ponto x; temos:

h? h? h*
(@) = f(fﬂk)+f/(5'3k)h+§fﬂ($k)+gfm($k)+ﬂf(4)(51)a &1 €Tk, Ty [;

h? h3 h*
far) = Fla)—f (wnht f' )= ") +5 MV (&), & Elmp mil.
Se adicionarmos estas duas expressoes obtemos

[ () = %[f(xkz—l = 2f(wx) + f(zrs1)] — 5= (f(4)(§1) + f(4)(€2)> :
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Admitindo que f* é continua em [xp—1, Tk41], 0 Teorema de Bolzano
permite concluir que existe um & €|x;_1, xx11[ tal que

7O = 2 (£9€) + f9&)).
2

Assim

f(xy) = %[f(iﬁkl) —2f(xr) + f(zry1)] — %f(4)(§)- (2.27)

Esta férmula é conhecida como férmula de diferencas centradas de se-
gunda ordem para aproximar a segunda derivada. Por um raciocinio
semelhante poderiam ser obtidas outras férmulas de diferencas finitas
para aproximar a segunda derivada, nao s6 centradas como também
progressivas e regressivas.

Exemplo 2.39 Considere, de novo, os valores da fun¢do f(z) = ze” da-
dos na tabela do Exercicio 2.38. Aproxime o valor de f”(2.0) = 29.556224
usando a férmula de diferencas finitas centradas de segunda ordem.

Resolucao: Temos que

£1(2.0) ~ ﬁ[f(l.é)) —2£(2.0) + £(2.1)] = 29.593200.

O erro cometido é aproximadamente —3.7 x 1072.

2.6.3 Aproximacao de derivadas de ordem superior

O estudo efectuado pode ser generalizado para obter féormulas de di-
ferencas finitas para aproximar derivadas de ordem superior. Essas
férmulas podem ser obtidas quer por interpolacao quer recorrendo a
série de Taylor. Um algoritmo para obter férmulas de diferencas fi-
nitas de qualquer ordem para aproximar qualquer derivada de uma
func@o pode ser visto em Fornberg (1988).

2.6.4 Exercicios

Exercicio 2.6.1 Elabore um algoritmo que permita obter o valor aproxi-
mado da primeira derivada de uma funcdo num ponto a custa da férmula
2.26.
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Exercicio 2.6.2 Num circuito eléctrico com voltagem aplicada E(t) e
inductancia L, a primeira Lei de Kirchoff da-nos a relacao

E(t) = LI'(t)RI(t),

onde R é a resisténcia no circuito e I(t) a corrente no instante ¢t. Supo-
nhamos que medimos a corrente para vdriosvaloresdet =t;, 1 =1,...,5,
obtendo

#i ]1.00 1.0l 1.02 1.03 1.04
I(t)]3.10 312 3.14 3.18 3.24|

onde tempo é medido em segundos, a corrente em amperes, a inductancia
é uma constante dada por L = 0.98 henries e a resisténcia é 0.142 ohms.
Aproxime a voltagem £ nos valores de ¢ dados na tabela.

Exercicio 2.6.3 Mostre, a partir do polinémio interpolador de Lagrange
da funcdo f nos pontos x(, x1 € 9, tais que x1 —xg = h e 19— 1 = ah,

que
nen o 2 [ flwo)  flz) | fla)
f(x)Nh2 1+ o a Jroz(lJroz)

Verifique que quando a@ = 1 se recupera a férmula das diferencas centra-
das.

Exercicio 2.6.4 Prove que

1 h4

() = Ton? [—f(xp—2)+16f (2x—1)—30f (2%)+16 f (x)11) _f($k+2)]+%

com § € (Tp_2, Tp42).

F9©),

Exercicio 2.6.5 Prove que:

1

YN
=3 [—f(zp—2) + 2f (25-1) — 2f (p11) + f(rr2)] — Zf( (&);

1 f///(ﬂfk)

2. F(0) = o [F(12) — 4 (k) + () = A (mien) + Floial] = o fO€



Capitulo 3

Interpolacao de funcoes definidas
em R?

3.1 Introducao

No capitulo anterior tratdmos o problema de interpolacao para uma
funcao definida num intervalo real e consideramos vérios tipos de
aproximagoes dependentes do tipo de regularidade desejada para o
polinémio. Neste capitulo iremos considerar a determinacao de um
polinémio de duas variaveis que seja interpolador de uma funcao co-
nhecida num conjunto de pontos de R2.

Seja Q = [a,b] x [c,d] um subconjunto de R2. No intervalo [a, b]
consideremos a particao

a=xp< 11 < << < xp1<T,=0b
e em |c, d]
c=yY <y < <Y< < Tpog < Ty, = d.

As duas particoes anteriores induzem em () o seguinte conjunto de
pontos

{(zi,y),i=0,...,n,j=0,...,m}, (3.1)

que designamos rede rectangular.

Seja f uma funcao definida em 2 e suponhamos que f é conhecida
nos pontos da rede rectangular definida. O nosso objectivo é determi-
nar um polinémio P de duas variaveis que verifique as condicoes

P(xi,y;) = f(zi,y5), i=0,...,n,7=0,...,m.

71
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3.2 Polinémio interpolador de Lagrange

Por polinémio em z e y queremos designar uma funcao do tipo

n m
Z Z bijx'y’, (z,y) € R
i=0 j=0
As condigoes a que o polindmio P deve verificar sao (n+1) x (m+1)
e portanto se pensarmos num polinémio em z e y que permite resolver
o problema anterior ele poderd apresentar (n+1) x (m+1) coeficientes.
Consideremos as fungoes ¢;(x) e ¢;(y) definidas considerando as
partigoes em [a,b] e [c,d]. Com estas funcoes definamos ¢;;(z,y) =
li(z)li(y), i=0,...,nj=0,...,m, que verificam a

1 k=t
&j(fﬁk,yt)=5kt={0 kAt

O papel desempenhados por estas funcoes é analogo ao das funcgoes
da base candnica considerada quando introduzimos o polinémio in-
terpolador de Lagrange para uma funcao definida num intervalo real.
Consideremos o seguinte polinémio de grau n em x e m em y

P(z,y) = ZZf(xz',yj)@j(%y)

= f(®o,90) + [(z1,90)01(x) + -+ + f(@n, Yo)ln(T)
+ fl@o, y1)la(y) + flar, y1)l(x)li(y) + -+ f(zn, y1)lu(x) i (y)

+ ot f(@0, Y )l (y) + F(21, Ym) O (@) 0n(y) + -+ [ (T, Yin) bn(2)

Atendendo as propriedades das funcoes ¢;;(z,y), o polinémio P(z,y)
satisfaz a

P(xk,yt) = f(xk, yt),

e, além disso, ¢ o Unico polinémio de grau n em x e m em y que
resolve o problema de interpolacao que nos proposemos resolver. De

facto, seja
Qz,y) =) > byz'y

i=0 j=0
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um poliémio de grau n em z e m em y que verifica a Q(z;,y;) =
f(zi,y;). Fixemos y; na partigdo de [c, d] e consideremos o polindmio

cem
(2, y) ZZW yl = Z%txi

1=0 5=0

gt =Y byl
=0

Atendendo as condigoes para (), os coeficientes deste polinémio devem
satisfazer a

em que

ZQitxi;:f(xkayt)a kzO)"')”’a

isto €, o seguinte sistema

2 3 n
1 xg a5 xy ... x qot f(xo, yt)
2 .3
1z 27 2y ... 2} q1t f(x1, yt)
2 .3
1 xy x5 x5 ... x5 g | = | [z, yp)
2 .3
RN SRR 1 I _f(xmyt)_
Atendendo a que este sistema é possivel e determinado, existe para
cada t, uma tunica solucao ¢;;,72 =0,...,n.
Finalmente, para os coeficientes b;; e para cada ¢ = 0,...,n, temos

0 seguinte sistema

Zbijyg:%ta t:O,...,m,

isto é, i o ) i )
L wyo ZU(Q) yS’ Yy bio qi0
IR T VT R Vi bit din
Loy v uys ...y bio | = | @2 |,
_1 Ym yzn yg@ yﬂ_ _bim_ _Qim_

que é também um sistema possivel e determinado. Provamos deste
modo a unicidade do polinémio interpolador P(z,y). Este polindmio
é designado polinémio interpolador de Lagange. Provamos entao o se-
guinte teorema.
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Teorema 3.1 Seja f uma fun¢ao definida no rectangulo Q) = [a, b] X
[c,b] onde consideramos a rede rectangular {(z;,y;),i = 0,...,n,j =
0,...,m}. Dados f(z,y;),i = 0,...,n,j = 0,...,m, o unico po-
linomio P(x,y) de grau n em x e m em y que verifica P(x;,y;) =

f(zi,y;), i =0,...,n, j = 0,...,m, € o polindmio interpolador de
Lagrange

n m

i=0 j=0

Exemplo 3.2 Consideremos a funcio f(z,y) = exp —(z?+ y?) com
(x,y) € [—2,2]z[—2,2]. Considere o rectangulo [0,0.1] x [0,0.12]. Em
cada um dos intervalos [0, 0.1] e [0, 0.12] definamos as parti¢dess de pon-
tos igualmente distanciados e de espacamentos, respectivamente, h =
0.05 e £ = 0.04. Utilizando a rede rectangular induzida no rectangulo
[0,0.1] x [0,0.12] pelas particdes anteriores definamos o polinémio inter-
polador de Lagrange de grau 2 em x e 3 em v,

P(z,y) = (f(O, 0) i O'gégég —0.1) + £(0.05, 0)%

+(0.,0) I (=00 B0 = 012

+ <f(0, 0.04) (z = o.gégég —0b £(0.05, 0.04)%
#0000 Gl ) MU

- <f(0, 0.08) = 0'825;6 —OU | 4005, 0.08)%
+£(0.1,0.08) (I(IO%'S?”:) vy __()6933)(()912—80-12)

- (f(O, 0.12) (2= 0'82& —01) £(0.05, 0.12)%
+£(0.1,0.12) (x(;O%'sg)x> vy _—()(.)(.)(?())(()%8:10'04)

Estimemos seguidamente o erro cometido ao aproximar uma fungao
f definida em [a, b] X [, d] pelo seu polinémio interpolador de Lagrange.
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Em [a, b] X [c, d] consideremos a rede rectangular (3.1) e sejam
h, = max (z; — x;—1), hy, = max (y; —yj-1).
i=1,....,n m
Seja p(x,y) o polinémio interpolador de Lagrange de grau n em z e

m em y que ¢é interpolador de f na rede rectangular anterior. O nosso
objectivo ¢ determinar uma estimativa para

1f = Plls = e \f(x y) —p(z,y)l.
Notemos que
1f = Pllos < [1f = Plloc + [|1P = Plloe, (32)
em que
=2 fa
i=0
Entao,
an—i—l
(7,9)
~ . axn—i-l
f(z,y) — Pz,y 1) H T —
e portanto
hn+1 an—i—lf
If = Plloo < pn
dn+1) | 0z -

Relativamente a segunda parcela do segundo membro de (3.2), nota-
mos que

Ple,y) = P(x,y) = > (flwiy) = 3 F(@i9:)0(0)()

1=0 j=0
1 " nogmtl
= H(y - y]) — (iL“Z, 772)&(51;)
4(m+ 1)! iy — Dyt
1 m aerlf n 8m“f
B 4(m + 1)' j];[()(y N yj) [a m+1 (IZ’ 772) + o a m—+1 (Iza 772)&
am—i—l

.o o 1 glmtln+
= L1609 Gt gy
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|

hg+1 8(m+1)(n+1)f
- + 4(n+1) H Oxntlymtl

Logo, temos

hm-i—l [H aerl

hg+1 8(m+1)(n+1)f
aym+1 H

01%_1) axn+1ym+1

Hp_PHoog
4(m+1)

Substituindo em (3.2) obtemos

an+1f

axn+1

hn+1

o]

Provamos o seguinte teorema.

N hZ”Hrl gm+l
4(m+1) ||| dy™mH

Pllo <
I F=Plle <

Teorema 3.3 Seja f uma fungao que tem, em [a,b] X [c, d], as sequin-
tes derivadas parciais continuas
gm+1 ot 8(m+1)(n+1)f

aynH47 axn+1’ axn+1ym+1'

Em [a,b] X [c,d] consideremos a rede rectangular (3.1) e sejam

h, = max (z; —x;—1), hy,= max (y; —yj_1).

i=1,...,n 7j=1,...m

Se P(x,y) € o polindmio inetrpolador de Lagrange de grau n em x e
m em y que verifica

P(Ii,yj)Zf(xi,yj), 1=0,...,n,7=0,...,m,

entao

hn—i—l

an—f—lf
(n+1) ‘

axn—i-l

hm+1 8m+1
Pl < ||

hg—i—l 6(m+1)(n+1)f
Jr4(m +1) ||| 0y™*! H

+
o  An+1) | Oxntiym+l

3.3 Interpolacao de Lagrange segmentada

A interpolacao de funcoes de duas varidveis, tal como para funcoes de
uma variavel real, é particularmente vantajosa quando é feita conside-
rando polinémios de grau baixo. De modo andlogo ao caso de fungoes
de uma variavel, o polinémio interpolador de Lagrange para funcgoes
de duas varidveis pode ser considerado por “segmentos”, isto ¢, com
expressoes diferentes em subrectangulos do dominio [a, b] X [¢, d], sur-
gindo de modo natural o chamado polinédmio de Lagrange segmentado.
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Consideremos em €) = [a, b] X [¢, d] a rede rectangular (3.1) em que
n e m sao divisiveis, respectivamente, por ny; e m;. Seja f uma funcgao
definida em 2 e suponhamos que conhecemos f(z;,y;),i =0,...,5 =
0,...,m. Chamamos polinémio interpolador de Lagrange segmentado
de grau n; em x e m; em y ao polinémio

( PO,O(xay) LS [wO?xNJ X [yoayml]
PL()(SU,y) T e [$n17$2n1] X [yannn]
P%*1,0<I7y) T < [In*nwxn] X [y())yml]
PO,l(xay) S [:U()ax?h] X [memel]
PLl(.T,y) T < [anIin] X [ym17y2m1]
P%_Ll(l’,y) T € [xn—nlaxn] X [ympy?ﬂh]
PO,mﬂlfl(xay) S [:U()?x?h] X [ymfmlaym]
Plvmﬂlfl(xay) T € [anxin] X [ym*ml’ym]

| Pro1m1(2,9) @ € [nongs @a) X Yoy, Y]

em que P ; ¢ o polinémio de Lagrange de grau n; em x e m; em y
para a rede rectangular do rectangulo [Tin,, Z(is1)n,) X [Yjmy> Y(j+1)mi)
parai:(),...,nﬂl—l,j:(),... 1.

7m1

Exemplo 3.4 Considere a fungdo f definida num rectangulo [a, b] X [c, d]
onde consideramos a rede rectangular {(z;,y;),i = 0,1,2,5 = 0,1},
Ent3o o polindmio interpoalador de Lagrange segmentado linear em x e
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em y é dado por

s
r— X

T — X Yy—u
+ f(x1,y0) )
Ty — X1 X1 —%o/) Yo — N1

r — Xy — Yo
+ f(z1, 1) ) -
Ty — T r1—2o/) Y1 — Yo

Tr— T Yy—u
+ f(x2,y0) )
Ty — g To—T1/) Yo — U1

r— I Y—Y
+f($27y1) >
Tr| — T9 o —T1/) Y1 — Yo

_|_
( T — Ty x—ah)y—yz
_|_

(f(%’o, Y)

r — X

(z,y) € [wo, T1[x 3

+ (f(l‘o, y1)

r — X9

S(z,y) = <

r — X9

(z,y) € 21, 9] X |

+ f(x%yl)
) Ty —T1/) Y1 — Y2

ar—m) Y=
Y2 — U1

r — X9

+ f(x2,92) (x,y) € [x1, 29] X |

L1 — 22 L2 — a1

<f(x17 y2)

A determinacao de uma estimativa para o erro cometido ao apro-
ximar uma funcao pelo seu polinémio interpolador de Lagrange seg-
mentado ¢é feita de modo andlogo caso unidimensional.

Seja S(x,y) o polindmio interpolador de Lagrange segmentado de
grau n; em x e my em y para uma funcao f definida num rectangulo
Q = [a,b] X [c,d] onde consideramos a rede rectangular (3.1) em que
n e m sao divisiveis, respectivamente, por n; e my. Atendendo a que

If =Sl = max 1 = Pijlloc (3.3)

i=0,..., > —1,j=0,..., ™ —1

=U,..qy =U,...y

e, pelo Teorema 3.3, vale a seguinte estimativa,

Hf_PZ ’|OO < hg+1 an+1f
) ~ 4(n+1) ||0znt! Ny
.\ hZLH H gm+1 pt1 Ha(mﬂ)(nﬂ)f ]
m—+1 n+1, m+1
4(m + 1) 8y + 00,1,J 4(n + 1) 6‘7: + Y + 00,%,]

Considerando a ultima desigualdade em (3.3) obtemos a seguinte es-
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timativa
hn—i—l an-l—lf
— 9l < max
Hf H T 4=0,.. ,n 1,j=0,.. ’m__l 4(?’L—|—1) ‘ Q! 00,1,]
it g+l h”Jr1 Pum(ntl)
+
4m+1) “5ym+1 oo,ij H Oz ly m+1 s
(3.4)

Demonstramos o seguinte resultado.
Teorema 3.5 Seja f uma fungao que tem, em [a,b] X [c, d], as sequin-
tes derivadas parciais continuas
ogm+l ot 8(m+1)(n+1)f

amerl’ aanrl’ axn+1ym+1 )

Em [a,b] X [c,d] consideremos a rede rectangular (3.1) e sejam

h, = max (x; — x;_1), hy, = max (y; — yj_1).
i=1,....,n Jj=1,...m
Se S(x,y) € o polinémio interpolador de Lagrange segmentado de grau
ny emx e my em y para uma funcao f em que n e m sao divisiveis,
respectivamente, por ny e my, entdo € vdlida a estimativa (3.4).

3.4 O polinémio interpolador de Hermite

O polinémio interpolador de Lagrange é uma funcao continua que coin-
cide com a funcao e as suas derivadas parciais pode nao coincidir com
as correspondentes derivadas de f. O polinémio interpolador de La-
grange segmentado nao tem, em geral, as derivadas parciais continuas.
Vamos generalizar o polinémio interpolador de Hermite estudado no
caso unidimensional para fungoes de duas variaveis.

Seja f uma fungao definida num rectangulo [a, b] X [¢, d] onde con-
sideramos uma rede rectangular (3.1). Suponhamos que conhecemos

0 0 0?
i 35), G 15, s ) o)
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nos pontos da rede rectangular. O polinémio

H(z,y) = Z Z (@i, y)ha(2)hy(y)

+ Z Z g (zi, yi)hi(2)hi(y) + Z a—Jy[(xl, y;i) hi(z)h;(y)
=0 j5=0 =0 7=0
D) DE = TR
i=0 =0
em que
hi(z) = [1 = 2(x — @) 0;(x;)]0i(2)?,
i) =11 =20y — y) iy (y)*,
hi(x) = (& — zi)l;(x)?,
hi(y) = (y — y;)t(y)?,
by = T S 0i(y) = T Yo
@ kl()_:l[7éi Ti = Tk v ko i 99 Yk

é designado polindmio interpolador de Hermite de grau 2n + 1 em z e
2m + 1 em y. Este polinémio verifica as seguintes propriedades, para
1=0,1,...,ney3=0,1,...,m

OH of
%(xmy]) - %(Izayj)a
OH of
a_y(xmy]) - ay(xzayj)a
O2H 9 f

m(l’i,%) = m(%a%)

Tal como para o polinémio interpolador de Lagrange, o polinémio
interpolador de Hermite pode ser considerado segmentado. Conside-
remos em §) = [a, b] X [¢, d] a rede rectangular (3.1) em que n e m s@o

divisiveis, respectivamente, por n; e my. Seja f uma funcao definida
em ) e suponhamos que conhecemos

af of 02 f o .
f(xmy])a%(xmy])a ay(xmy])a axay(xuy])a 1= 07"'7 j - 07"'7m'
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Chamamos polindmio interpolador de Hermite segmentado de grau n,
em x e mp em y ao polinémio

( HO,O(xay) VS [IOVTJTM] X [y()?yml]

HLO(.CE,y) i E [ITLl)'CEQTLl] X [yanml]

H%,L()(I,y) T < [In,nl,l'n] X [y()?yml]

Hoi(z,y) T € [0, Tny| X [Ymy» Yom,]
Hi(z,vy) T € [Tnys Top] X [Ymy s Yo ]
S(z,y)={ * E ’
Ho (. y) T € [Tn-ny, Tn] X [Ymy, Yom,]
H()’mﬂl_l(a:,y) T € [To, Tny) X [Ym—mys Ym)
HLmﬂl_l(a:,y) T € [Tny, Ton,| X [Ym—my> Ym)

| Heorm1(2,y) @ € [Tnnys ) X Yy Yl

em que H;; € o polinémio interpolador de Hermite de grau 2n; + 1
em x e 2m; + 1 em y para a rede rectangular definida no rectangulo

[:Uz'npx(i—i—l)nl] X [yjm17y(j+1)m1] parai = O, ceey nﬂl_]"j = O, ceey mﬂl—l



Capitulo 4

Interpolacao de curvas
paramétricas

4.1 Interpolacao paramétrica

Nenhuma das técnicas usadas no Capitulo 1 permite gerar curvas que
nao possam ser expressas como uma fungao real de variavel real. Por
exemplo, a curva expressa na Figura 4.1 nao é o grafico de nenhuma
funcao uma vez que, por exemplo, para a abcissa x = 0 correspondem
trés pontos sobre a curva.

N

Figura 4.1: Curva paramétrica.

A forma de contornar o problema consiste em escrever a curva C,
de coordenadas (z,y), na sua forma paramétrica

r = x(t)
Al
{ y = y(t) fo. 1]
Poderemos considerar, sem perda de generalidade, [ty, T] = [0, 1].

82
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A aproximagao da curva que une os pontos (zo, o), (T1,¥1), ---,
(Zn, Yn), por esta ordem, é feita considerando uma parti¢ao do intervalo
0, 1], geralmente uniforme,

O=tg<t1 < ---<th1<t,=1,

tal que
ri = x(l)
{ yi = y(ti) ’
e calculando os polindmios (globais ou segmentados) P e @ tais que
Pt) =z(t;) e Qt;) = y(t;),i=0,1,--- ,n.

Exemplo 4.1 Usando interpolacdo de Lagrange, determine uma apro-
ximag¢ao para a curva dada na Figura 4.1.

1=20,1,...,n,

Resolugao: Com os dados da figura e considerando a particdo t; =
0.25¢, 1 = 0,1, 3,4, podemos construir a tabela:

i 0 1 2 3 4
t; 0 025 05 075 1
z -1 0 1 0 1
vy 0 1 05 0 -1

o iy = t
A curva de equacao paramétrica { o z(?) : t € [0, 1], pode
y = y()
: . - r = P(t)
ser aproximada pela curva de equacdo paramétrica y = Q)

[0,1], com P e @ calculados usando interpolacdo de Lagrange. Ire-
mos calcular apenas o polindmio P deixando o calculo de () ao cui-
dado do aluno.

Comecemos por considerar a seguinte tabela de diferencas finitas.

IS
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t; P(t;) AP(t;) A?P(t;) A3P(t) A'P(L)
—1
1
0.25 0 0
1 —2
0.5 1 —2 6
—1 4
0.75 0 2
1
1 1

Assim, temos que

p(t) = =1+ 4¢(1+16(t — 0.25)(t — 0.5)(—1/3 + (t — 0.75))).

4.2 Interpolacao cuibica de Hermite segmentada

Em muitas situagoes (em computacao grafica, por exemplo), é ne-
cessario gerar rapidamente curvas suaves que possam ser modificadas
de forma facil. Além disso, a alteracao de uma porcao dessas curvas
nao deve afectar as restantes partes da curva.

Uma das escolhas mais usuais para gerar curvas paramétricas sao
os polinémios cibicos de Hermite segmentados. Como foi visto, cada
porcao desses polinémios ¢ determinada pela especificacao dos seus
pontos extremos e das derivadas (tangentes a curva) nesses pontos.

Suponhamos que queremos calcular a curva que passa nos pontos
P, = (z;,v;), 1 = 0,1,...,n, usando polinémios cibicos de Hermite
segmentados. Para isso teremos que, para cada ponto P;, especificar
os valores de T; = (2'(t;),y/(t;)), i = 0,1,...,n, onde z; = z(t;) e
yi = y(t).

Vamos simplificar o problema. Pretendemos determinar a curva
(polinémio ctibico) que passe pelos pontos Py = (g, yo) = (x(t0), y(to))
e P = (x1,y1) = (x(t1),y(t1)) e tenha tangentes (inclinagoes)

d
d_i(o) = em (:E07 y0)7
dy

da:(l) — 0 em (z1,Y1).
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Esta curva é chamada curva de Ferguson-Coons. Como

dy, .. y(0) dy .. y'(1)
%( )= 2'(0) %( )= z'(1)

temos que ag e a1 nao sao alterados se multiplicarmos z'(0) e y'(0)
pelo mesmo parametro A e /(1) e ¢/(1) pelo mesmo parametro pu. A
multiplicacao por um parametro nao altera as tangentes a curva mas
altera a sua forma. Iremos ver, com um exemplo, que, a medida que
o parametro A\ cresce a curva aproxima-se da tangente a curva em F
(o mesmo para p e Pp).

Exemplo 4.2 Determinar a curva que passa pelos pontos Py = (xq, o)
e P, = (x1,y1) com tangentes g = a1 = 1.

Resolucao: Podemos construir a tabela:

t 0 1
r o I1
Y Yo Y1
D )
y A —p

r = z(t)
y = yt)

Iremos calcular apenas o polindmio x deixando o calculo de y ao
cuidado do aluno.

A curva que iremos calcular é da forma .t € 0,1].

Comecemos por considerar a seguinte tabela de diferencas finitas.

ti x(tl) ./L'[,] x[.).).] x[.).).).]
Lo

A

0 ) T1 — Ty — A
Tl — Xg A=+ 2(zg — 1)

1 I —,LL—I1—|—I0

—
1 T

Assim, temos que

I(t) =Xy —|—t()\ +t($1 — Ty — A+ ()\ — U + 2(5130 — Il))(t — 1)))
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4.3 Curvas de Bézier

Consideremos, de novo, o problema de calcular a curva de Ferguson-
Coons que passa pelos pontos Py = (xo,40) = (x(to),y(to)) e P =
(x1,y1) = (z(t1),y(t1)) sendo dados os valores

o Y
2'(0) Ly

A especificacao dos valores dos declives ay e a1 pode nao ser ébvia.
Em computacao gréafica essa especificacao é feita, de forma simples,
através de dois pontos auxiliares (pontos de guia), tal como indicado
na Figura 4.2.

1 A2
/
0.5 Vs
/

¥ 955 1 25 3
0.5 \

_1 \\
-1.5 \o

Figura 4.2: Curva de Ferguson-Coons obtida a custa de dois pontos de guia.

Assim, dados dois pontos auxiliares P, e P3, vamos considerar

{ Ty = MNP — R) o { (2(0),4'(0)) = A(z2 — 0,92 — o)
Ty = p(h— P3) (2'(1),y'(1)) = plzr — 23,91 —y3) ’

com A e u factores de normalizacao. No que se segue vamos considerar
A = . Assim, a curva de Ferguson-Coons ¢é dada por

r = z(t)

com (prove)
I(t) = I0+t(>\(I2—ZCO)+t(I1—I'()—)\(IQ—ZC())—I—(t—l)()\(—I‘g—f—ﬂfg—l—l‘l—l‘o)—2(561—5130)
€

y(t) = yo+rt(A(y2—vo) +t(y1—yo—A(Y2—yo) +({E—1) (AM(—y3+y2+y1—y0) —2(y1—%0)) ).
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Uma propriedade importante para o controlo da curva de Ferguson-
Coons reside no facto dessa curva estar contida no invélucro convexo
definido pelos pontos Py, Py, P» e Py se e s6 se A € [0, 3].

1.5

1 / 1 /
/ / 1
s 7 os 7
/

1% g 5E o' s

/ -0.5

0.5 // -0.5 // .

/ /
-1 / -1 / -1.5

Figura 4.3: Graficos das curvas de Ferguson-Coons com A =1, 3, 15.

O invélucro convexo de um conjunto de pontos é definido como sendo
O menor convexo que contém esses pontos. Sabe-se que um ponto P
pertence ao involucro convexo definido pelos pontos F, ..., P, se e s6
se P puder ser escrito como uma combinacao linear convexa desses

pontos, isto é, se
n
P=>Y 6P,
i=0

com ¢; > 0,7 =0,....,n, ey . ¢ = 1. Tal facto resulta ime-
diatamente dos Exercicios 4.4.2 e 4.4.3. Quando A = 3 a curva de
Ferguson-Coons também se chama curva de Bézier.
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4.4 Exercicios

Exercicio 4.4.1 Considere a carta dada na Figura 4.4. Usando curvas
de Bézier:

Figura 4.4: Carta topografica.

1. aproxime a estrada Cruz Alta - Bucaco desde o seu inicio até ao
quarto entroncamento;

2. aproxime a curva de nivel de 500 m.

Exercicio 4.4.2 Mostre que a curva de Ferguson-Coons se pode escre-
ver na forma

{ x(t) = do(t)zo + d1(t)x1 + Pa(t) w2 + P3(t)3 teo,1]
y(t) = do(t)yo + o1(t)yr + Pa(t)yo + d3(t)ys T
com

Po(t) = 23 — M3 — 3t2 + 22 — A\t + 1,

P1(t) = =28+ X3 — \t* + 3%,

Po(t) = M3 — 22 + M,

P3(t) = =2+ M2

Exercicio 4.4.3 Mostre que, dada a curva de Ferguson-Coons tal como
no exercicio anterior, ¢;(t) > 0, i = 0,1,2,3, t € [0,1], se e sb se
A€ [0,3].



Capitulo 5

Observacoes e minimos quadrados

5.1 Introducao

Consideremos uma determinada entidade que pretendemos medir. Para
determiar a medida em questao fazemos, em geral, varias observacgoes
ou medigoes e portanto somos conduzidos a uma diversidade de va-
lores para a medida dessa entidade. A variabilidade dos resultados
da medigao sao originados por varios factores e portanto os valores
obtidos, sao em geral redundantes. Deveremos possuir um critério
que nos permita a partir dos valores observados, determinar um valor
unico para a medida da entidade. O critério que iremos estuadar é
o critério dos minimos quadrados e, ao usar tal critério, diremos que
estamos a proceder ao ajustamento dos valores observados.

Neste capitulo os termos “observacao’e “medicao”irao ser usados
com o mesmo significado. As medicoes sao caracterizadas pelo seguinte
conjunto de propriedades:

1. o acto de medir/observar, que designamos por medic¢ao/observacao,
significa sempre a realizagao de uma operacao fisica ou uma série
de operacoes;

2. o resultado numérico obtido por medicao é usado para representar
a medida do objecto e transporta consigo todas as circunstancias
do processo pelo qual foi obtido;

3. as medigoes sao sempre efectuadas com a ajuda de objectos (ex-
cepto a operagao de contagem simples);

4. ao medir estamos a estabelecer uma comparacao com um padrao
estabelecido por convencao vindo, portanto, o resultado da me-
dida expresso em unidades;

89
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5. as medicoes referem-se a conceitos tedricos ou abstragoes geométricas
(tais como comprimento, drea, amplitude de um angulo, etc) que
sao usadas para caracterizar uma determinada entidade mas nao
tem significado fisico;

6. o resultado numérico obtido por medicao sé tem significado quando
esta associado ao conceito tedrico a que a observacgao diz respeito.

Consideremos, por exemplo, um triangulo para o qual pretendemos
determinar a medida da sua area. Para o efeito deveremos determinar
a medida do comprimento da base e da altura. A medicao é efectuada
com o auxilio de uma régua. Ao dizermos que o lado mede 0.10 m
estamos a estabelecer uma comparacao do comprimento do lado com o
metro padrao. Dizer que o lado mede 0.10 m é um abuso de linguagem;
deveriamos ser precisos e afirmar: “a medida do comprimento do lado
¢ 0.10 m”.

5.2 Modelo matematico e modelo estocastico

Consideremos um rectangulo [ABC D] para o qual pretendemos deter-
minar a medida da area. Sabemos que a medida da area é dada por
EL = EEJW, sendo (45 e {5g, respectivamente, as medidas dos lados
AB e BC. Atendendo ao seu caracter aleatério, cada observacao rea-
lizada é encarada como uma concretizacao de uma variavel aleatoria.
Assim teremos as variaveis aleatorias (v.a.) X4, X475 e X5, que estao
definidas no universo €2 = {observagoes}, também chamado espag¢o fun-
damental ou conjunto dos acontecimentos, e que assumem valores reais.
As duas ultimas v.a. sao concretizadas, por exemplo, n e m vezes res-
pectivamente, obtendo-se duas amostras. Estas amostras permitem
definir duas varidveis estocasticas (ou estatisticas)

IT4R - {Ol,...,On} € H{xﬁ,l,...,x@,n}

TBo - {Ol, ce ,Om} el — {xB—C,D ca ?xB—C,m}'
As observacoes efectuadas nao sao mais do que concretizacoes da
mesma v.a.. Atendendo a este facto podemos admitir que:

1. as observagoes sao independentes (umas nao influenciam as ou-
tras);
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2. as observagoes sao efectuadas com igual precisdo (com o mesmo
instrumento de medida).

Na determinacao da medida da area do rectangulo foi definido um
modelo matematico, isto é, um sistema tedrico de conceitos abstractos
— medida da area, medida do comprimento dos lados — que descreve
uma entidade fisica — a area de um rectangulo. Neste sistema tedrico
distinguem-se, claramente, duas partes: a primeira (modelo funcio-
nal) é constituida pela expressao matematica envolvendo as varidveis
do modelo e descreve as propriedades deterministas da entidade em
estudo; a segunda (modelo estocdstico) é constituida pelo conjunto de
hipdteses que sao estabelecidas sobre as observacoes efectuadas.

O modelo estocatico surge uma vez que as observacoes sao concre-
tizagoes de variveis aleatorias. Por definicao, diz-se que um fenémeno
é estocastico ou conjectural sempre que os seus casos particulares de-
pendem do acaso e a respeito dos quais s6 é possivel enunciar proba-
bilidades.

5.3 Alguns conceitos probabilisticos
5.3.1 Distribuicoes unidimensionais

Asv.a. podem dividir-se em dois grupos: discretas e continuas. As dis-
cretas podem tomar um conjunto discreto de valores x1, xo, ..., 2y, . . .,
finito ou nao. Isto é, se X, for uma v.a. discreta temos que

Xg:Q —{x,20,...,2p,... }.

As v.a. continuas podem tomar quaisquer valores num intervalo real
ou mesmo em toda a recta real. Assim, se X, for uma v.a. continua

X.:Q —R.

Comecemos por considerar o caso discreto. Seja X; uma v.a discreta
e sejam xz;,2 = 1,2, ..., valores que X, pode tomar. Seja €2 o universo
de X,. Consideremos os acontecimentos

A ={we Q: Xy(w) =z}, i=1,2,...,
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e seja p; a probabilidade de cada um destes acontecimetos ocorrer, isto
¢,
pl:P(AZ):P(Xd:.T}Z), i:1,2,...,

emque0<p <le) p=1

Definicao 5.1 (Fungao de probabilidade) Seja X;: Q — {z1, 29, ...

uma v.a. com P(Xg=x;) =p;. A fungao

f:R — R
z o f@:{gi o

¢ designada funcao de probabilidade da v.a. X,.

No caso continuo, esta definicao nao tem significado, sendo subs-
tituida pela de funcao densidade de probabilidade. Porém, antes de
definir esse conceito, vamos apresentar a definicao de funcao de re-
particao (ou de distribuigao) que é valida tanto no caso discreto cono
no caso continuo.

Definigao 5.2 (Funcao de reparticao) Seja X uma v.a. (discreta
ou continua). A fung¢do

F:R — R
r — F(zr)=P(X <ux)

¢ designada funcao de distribuicdo ou funcdo de reparticao da v.a. X.

Notamos que, no caso discreto,
F(z) = P(X;< =)

= PH{weN: Xy(w) <z})
= P(Ujz,<o{w € Q: Xy(w) = x;})

= Z P({w e Q: Xy(w) = x;})

12 <x

Ty e
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Vamos agora considerar a definicao de funcao densidade de proba-
bilidade. Seja X. uma v.a continua, i.e. X. : 2 — R em que {2
denota o espaco fundamental.

Definigao 5.3 (Funcgao densidade) Dizemos que f : R — R € a
funcdo densidade (de probabilidade) da v.a. continua X, se f é nao
negativa e [, f(x)dz = 1. Nesse caso tem-se que

F(z) = P(X, <) = /_ " .

A definicao anterior poderia ter sido usada para definir v.a. continua.
Assim, uma v.a. X, é continua se a sua funcao de reparticao admitir
a representacao expressa na definicao anterior.

Observacao 5.4 Antes de prossequir, facamos uma pequena reflexao
sobre o significado da designacao de funcao densidade introduzida na
defini¢ao anterior. Considere-se, uma vez que P(X € R) = 1, uma
unidade de probabilidade distribuida (ou repartida) por todo o eizo real
de tal forma que a quantidade de probabilidade atribuida ao intervalo
(—o0, ] seja igual a F(x), qualquer que seja x. Nestas condigdes, a
quantidade de probabilidade no intervalo (x, x+€| € dada pela diferenca
F(x 4+ ¢€) — F(x). Logo, o quociente (F(x +¢€¢) — F(x))/€e é a quanti-
dade média de probabilidade nesse intervalo. O limite lli%(F(x +e€)—
F(z))/e = F'(x), se emistir, representa a densidade de probabilidade
no ponto x. No entanto, nos pontos onde F'(x) existe tem-se que,
pela defini¢gao anterior, F'(x) = f(x). Assim, convencionando escre-
ver f(x) = 0 nos pontos onde F'(x) nao eziste tem-se que a fungao
densidade determina univocamente a funcao de reparticao.

O factode P(X = z) = F(z)—F(x—0), ver Exercicio 5.3.1, permite
concluir que se a funcao de reparticao F' for continua em todo o x € R,
entao P(X = x) = 0, i.e., todos os pontos de R tém probabilidade zero
(no entanto X = x ndo é um acontecimento impossivel).

Se a funcao de reparticao tem uma descontinuidade num ponto
r € R, entdao P(X =z) = F(z) — F(x — 0) > 0, isto é, o salto de
funcao é a probabilidade da v.a. assumir o valor x.

As funcoes de densidade e de reparticao de uma v.a. sao deter-
minadas (e caracterizadas) por um conjunto de parametros que sao
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Uteis para a compreensao do seu comportamento. O primeiro desses
parametros expressa a ideia intuitiva de média e é designado por espe-
ranca ou valor esperado ou ainda valor mais provavel da v.a.. Este valor
serda “o mais provavel de ocorrer” quando se considera a concretizacao
da v.a. em causa.

Definicao 5.5 (Esperanca) (i) Seja Xy uma v.a discreta que pode
tomar os valores x;,1 = 1,2, ..., e seja f a sua funcao de probabilidade.
Chamamos esperan¢a (média, ou valor mais provével ) de X, a

E(Xg) = Z i f ().

(ii) Seja X. uma v.a continua de funcao densidade f. Chamamos
esperan¢a (média, ou valor mais provével) de X, a

E(X.) :/R:I;f(x)dx.

Um outro parametro importante é a variancia pois da-nos informacao
relativamente a dispersao dos valores da v.a. em torno do seu valor
mais provavel.

Definigao 5.6 (Variancia e desvio padrao) Seja X uma v.a. de

esperaca E(X). Ao valor de E[(X — E(X))?] chamamos variancia da

v.a. X que é denotada por 0c%. A raiz quadrada da variacia da v.a.

X chamamos desvio padrao de X e ¢ representado por ox.

Note-se que:

1. se Xy é uma v.a. discreta que pode tomar os valores x;,1 =
1,2,..., e f asua funcao de probabilidade, entao

0%, = > (i — B(Xq))*f(2:);

i

2. se X. é uma v.a. continua de funcao densidade f, entao

7t = [ o= B Fa)d

A varidncia de uma v.a. também pode ser definida por 0% =
E(X?) — E(X)2. De facto,

0% = BE(X—E(X))?) = BE(X*2XE(X)+E(X)* = BE(X*)—-E(X)*.
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5.3.2 Distribuicoes bidimensionais

Em intmeras situacoes o estudo probabilistico ou estatistico envolve
k > 1 propriedades ou caracteristicas qualitativas dos elementos w do
espaco fundamental €). Nesses casos, faz-se corresponder a cada ponto
w € Q um ponto (z1,...,z;) de R¥, isto é,

w— (X1(w), ..., Xp(w)) = X(w).
Quando para todo o ponto (1, ..., ;) de R¥ o conjunto
{weQ: Xq(w)=x;,i=1,..., k}

é um acontecimento, diz-se que X (w) é um vector aleatério ou uma
varidvel aleatdria k-dimensional. Daqui por diante o vector X (w) escreve-
se X = (Xq,..., Xp).

As v.a. bidimensionais sao suficientemente importantes para justi-
ficar o seu estudo particular. Neste caso (quando k = 2), em vez de
(X1, Xy) escreveremos, na maior parte das vezes, (X,Y).

Dada uma v.a. bidimensional (X,Y’) a probabilidade de se obter
um ponto na regiao do plano R? definido pelas desigualdades X < x
eY <,

PX <z,Y<y)=PHweQ: X(w)<zYWw) <y},

existe sempre (por defini¢ao) e permite introduzir uma fungao real de
duas varidveis reais de acordo com a seguinte definicao.

Definigao 5.7 (Funcao de reparticao) Seja (X,Y) uma v.a. bidi-
menstonal. A func¢ao

F'R2 — R
(,y) = F(z,y)=PX <2,Y <y)

¢ designada fungdo de reparticdo (ou distribuicdo) da v.a. bidimensional
(X,Y).

Sejam a < b, c < d e
I={we:a< X(w)<bc<Y(w)<d},
A={weQ: X(w) <a,Y(w) <c},
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B={weQ:a< X(w) <bY(w)<c},
C={we: X(w)<ac<Y(w)<d}.
Entao
F(b,d)=P(IUAUBUC)=P()+ P(A)+ P(B) + P(C).

Por outro lado

F(b,c) = P(B)+ F(a,c) =
F(a,d) = P(C)+ F(a,c) =
Substituindo obtemos
Pla< X <byc<Y <d)=F(b,d)+ F(a,c) — F(b,c) — F(a,d).
Provamos assim o seguinte teorema.

Teorema 5.8 Seja (X,Y) um v.a. com fun¢ao de reparticao F. Se
a<bec<d entao

Pla< X <bc<Y <d)=F(b,d)+ F(a,c) — F(b,c) — F(a,d).

Vamos agora apresentar a nogao de funcao de probabilidade (para
v.a. discretas) e a de fungao densidade (para v.a. continuas). Seja
(X,Y) uma variavel que pode tomar os valores {(z;,y,),i=1,...,7 =
1,...} e sejam p;; valores nao negativos tais que

P(X =x2,Y = y;) = pij,
com ZZpij = 1.
(N

Definicao 5.9 (Fungao de probabilidade) Seja (X,Y) uma v.a. dis-
creta que pode tomar os valores {(z;,y;),i=1,...,7=1,...} e sejam
pij as probabilidades

P(X =£L“Z',Y=yj) = Dij-
A funcao
f:R — R

S (e ety

¢ designada por fun¢do de probabilidade de (X,Y).
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Esta nocao permite concluir que, quando se consideram v.a. dis-
cretas, a fungao de reparticao é definida por
F:R — R
(x,y) — Flay)=PX<z,Y <y)=Y > flziy)-

T <x Y; <y

Consideremos agora o caso continuo e a nocao de funcao densidade.

Definigao 5.10 (Funcao densidade) Seja (X,Y) um v.a. com fung¢ao
de reparticio F. Dizemos que uma funcdo f(x,y) ndo negativa, in-
tegrdvel e tal que
fla,y)dedy =1
]R2
¢ a funcao densidade da v.a. se

F(z,y) = / Oo / : F(t, u)dtdu.

Se a funcao de reparticao admitir a representacao anterior, dizemos
que (X,Y) € uma v.a. continua.

5.3.3 Distribuicoes marginais

Quando consideramos um vector de duas v.a., (X,Y’), podemos estar
interessados em estudar o que se passa com cada uma das variaveis
isoladamente. Poderemos pretender

P(X <z)=P{we Q: X(w) <z, Y(w)qualquer}) = P(X < z,Y < +00).
Para isso, vamos definir a funcao

F = lim F
i(z) = lim F(z,y)
A esta funcao chamaremos funcao de reparticao marginal da v.a. X. De
igual modo, a funcao
F = lim F
2(y) = lim F(z,y)
é designada por funcdo de reparticdo marginal de Y.
Consideremos o caso em que (X,Y) é uma v.a. discreta que pode
tomar os valores {x;;,i = 1,2,...,5 = 1,2,...} e seja f a funcao
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de probabilidade desta v.a. bidimensional. Assim, as funcoes de re-
particao marginais sao dadas por

Fi(z)=P(X <z) = PH{we Q: X(w) <z, Y(w)qualquer})

= P(X <z,Y < 400)

Ti<xT Y

Fry(y)=PY <y) = P{we Q: X(w)qualquer,Y < y})

— P(X < +400,Y <y,)

ri Y;i<y

Estas funcoes podem ainda ser representadas em termos das cha-
madas fungoes de probabilidade marginais que sao definidas, para o
caso da v.a. discreta em causa por

A = { o ) 22

designada por funcao de probabilidade marginal de X, e
L, =Yy
folz) = { g:zi f(zi,y) y vi
Y 7Y

designada por funcdo de probabilidade marginal de Y. Com estas de-
finicoes temos que

Consideremos agora (X,Y) uma v.a. continua com f a sua fungao
densidade. Entao

Fi(z) = / Oo /R F(t.y)dydt = Tim / OO / yoo F(t,u)dudt,
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Y x
/ /f x,t)dtdy = lim / / f(t, w)dtdu,
T——+00 50 J —00

sao as funcoes de reparticao marginal de X e Y respectivamente.

Estas funcoes podem ainda ser representadas em termos das cha-
madas funcoes de densidade marginais que sao definidas, para o caso
da v.a. continua em causa por

fia) = (e dx/ /ftydydt /f:cydy,

designada por funcao de den5|dade marginal de X, e

fo(y) = —F2 /f z,y)d

designada por funcao de den5|dade marginal de Y. Com estas definicoes

temos que
= / fi(t)dt

= /io fo(u)du

Comecemos por considerar a seguinte definicao.

5.3.4 Independéncia

Definicao 5.11 (Independéncia) Consideremos o vector aleatdrio
(X,Y). Dizemos que X € independente de'Y se, para todo (x,y) € R?,
0s acontecimentos

A={weQ: X <zY < +oo}, e B={we:X <+o00,Y <y}
forem independentes, isto ¢, se P(AN B) = P(A)P(B).

Seja F' a fungao de reparti¢ao conjunta da uma v.a. (X,Y). Entao,
se X e Y forem independentes, tem-se que, para (z,y) € R?,

F(z,y) = P(X <Y <y)
= P({X <2,V < 400} N{X < +00,Y < y})
= P{X <Y <+ )P{X < +00,Y < y})

= Fi(z)F(y)
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e portanto a funcao de distribuicao conjunta é o produto das distri-
buicao marginais. Reciprocamente, se as distribuicao conjunta é o
produto das funcoes distribuicoes marginais entao as v.a. X e Y sao
v.a independentes. Provamos assim o seguinte teorema.

Teorema 5.12 Sejam X e Y duas v.a. e seja F' a funcao de dis-
tribuicao conjunta do wvector aleatdrio (X,Y). As v.a. X e Y sdo
independentes se e SO se

F(z,y) = Fi(z)Fy(y),  (z,y) € R?,

em que Fy e Fy sao as funcao de distribuicao marginal de cada uma
das componentes.

Vamos agora demonstrar duas condicoes necessarias e suficientes
para a independéncia de v.a., uma para o caso discreto e outra para o
caso continuo.

Teorema 5.13 Seja (X,Y) uma v.a. discreta que podem tomar os
valores

{(:I;Z,yj),z:l,Q,]:l}

As v.a. X eY sdo independentes se e so se

fxiy;) = fi(@) f2(y5),

em que f € a funcao de probabilidade conjunta do vector aleadrio
(X,Y) e fi, fo sdo as funcoes de probabilidade marginais de X e Y
respectivamente.

Demonstracdo: Suponhamos que X e Y sao independentes. Entao
P(X =x,Y =y;) =P(X =2;,Y <4+00)P(X <00,Y =vy;),

ou seja

f(@i,y5) = fi(z) fa(y;).
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Suponhamos agora que f(z;,y;) = fi(x;)f2(y;) e provemos que X e Y
sao independentes. De facto,

i J
P(X Sa;Y <y) = Y ) P(X=a,Y =1y
(=1 k=1

= > ) flaew)

(=1 k=1

= Y > Al folur)

= (Z f1($£)> (Z f2(yk)>

= P(X <x;,Y <400)P(X < +00,Y < ;).

o que prova o pretendido. O

Teorema 5.14 Seja (X,Y) um vector aleatério continuo e seja f a
sua fungao densidade. Sejam fi e fo as fungoes densidade marginais.
Aswv.a., X eY sao independentes se e so se

f(z,y) = fi(z) fay), (z,y) € R?.

Demonstracdo: Suponhamos que X e Y sao independentes. Entao

F(z,y) = Fi(x) Fa(y)
e portanto

0> 0 0
5 ) = SR 5 F)

Oz oy
o que permite concluir que

f(z,y) = filx) fa(y)-
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Suponhamos, reciprocamente, que as fung¢oes densidade verificam f(z,y) =
fi(z) f2(y). Entao

F(z,y) = / OO / yoo F(t, uw)dtdu

_ / oo / yoo Fu(8) folw)dtdu
_ /_;fl(t)dt/_:fg(u)du

= F(z)F(y)
e portanto as v.a. X e Y sao independentes. O

5.3.5 Funcoes de variaveis aleatdrias

Seja X uma v.a. com funcao de reparticao F'x e consideremos g :
R — R. Admita-se que Y = ¢g(X) é a v.a. que assume o valor y =
g(x) quando X = z. Pretende-se determinar a fungao de repartigao
Fy da v.a. Y. Vamos comecar por considerar o seguinte exemplo.
Exemplo 5.15 Consideremos dois casos.
1. Seja g(z) = ax + b. Entao
Fy(y) = P(Y <y)

= P(aX +b<y)

- P(ng_b>:FX<y_b>, se a > 0.
a a

Se a < 0 ent3o

Fy(y):P<X2y;b>:1—P<X<y;b>:1—Fx<y;b—0>.

2. Seja g(x) = 2%

Fy(y) = P(Y <y)
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e para y < 0, tem-se Fy(y) = 0.
No caso geral, se X for uma v.a. continua temos que
Fy(y)=P(Y <y)=P(X € g '(] - 00,y]),

onde g71(] — 00, y]) representa a imagem reciproca por g do intervalo
| — 00, y]. Nos casos mais correntes, g~!(] — oo, y|) é um intervalo ou
uma uniao de intervalos donde resulta que a probabilidade do ultimo
membro se pode exprimir facilmente em termos de Fy.

Se a v.a. for discreta, a v.a. Y = ¢g(X), com g uma fungao real de
variavel real, é também discreta. Neste caso, o nosso objectivo pode
ser atingido se determinarmos a funcao de probabilidade fy da v.a.
Y a partir da funcao de probabilidade da v.a. X, que denotamos por
fx. Assim, se X for uma v.a. discreta que pode tomar os valores
D ={x;i=1,2,...},ava. Y = g(X) toma valores g(D) = {y; =
g(z;),i=1,2...}. Entao a funcdo de probabilidade da v.a. Y é dada
por

fry) =P(Y =y;) =Pu(X)=y)= Y fx(=)

25:9(w5) =y
e, para y # yj, fr(y) =0.

O que poderemos dizer quanto a esperanca da v.a. Y = ¢g(X)? No
caso discreto, se X é uma v.a. que pode tomar os valores {x;,i =
1,2,...} e f é asua fungdo de probabilidade, entao a esperanca de Y
é

EY) = Z g(@i) f ().

No caso continuo, se f for a funcao densidade de X, a esperanca de Y
é

B(Y) = [ g(o)f(a)d.

5.3.6 Esperanca matematica de um vector aleatorio

Definigao 5.16 (Esperanca) Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional,
E(X) aesperanca de X e E(Y') a esperanga de'Y . Ao vector (E(X), E(Y))
chamamos esperanca matematica ou valor esperado do vector aleatorio
(X,Y) e que € denotado por E(X,Y).
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Se (X,Y) uma v.a. discreta que pode tomar os valores {(z;,y;),7 =
1,2,...,5 =1,2,...} e f é a sua funcao de probabilidade conjunta
entao

EX)Y) = | Y @ifilz), > uifoy)

— Z Z zi f (i, y5), Z Z yif (i yj)

T

Se (X,Y) uma v.a. continua e f é a sua fungao densidade conjunta
entao
pY) = ([ ehtds, [ unt)

_ (/R/Rxf(x,y)dydx,/R/Ryf(x,y)dxdy)

Consideremos agora a funcao g, real de duas variaveis reais, e a v.a.
Z = g(X,Y) que assume o valor z = g(z,y) quando (X,Y) = (z,y).
Temos entao que

B(2) = [ gle.)f(@.g)dod.

Se (X,Y) é uma v.a. discreta que pode tomar os valores {(z;,y;),7 =
1,2,...,5=1,...} e f é a fungdo de probabilidade conjunta entao

E(Z) =) gliy)f(ziy)).

No caso continuo temos que, se f ¢é a funcao densidade da v.a. X,
entao

E(Z) = / 9z, ) f(z, y)dudy

Vamos demonstrar alguns resultados importantes.

Teorema 5.17 Seja (X,Y) uma v.a. e Z =X +Y. Entao E(Z) =
E(X)+ E(Y).
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Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao apenas para o caso continuo.
O caso discreto fica como exercicio. Temos, sucessivamente, que

E(X+Y) = /Rz(x—i—y)f(x,y)dxdy

— /xf(x,y)dxder/ yf(z,y)dzdy
R2 R2

— B(X)+ E(Y),

o que prova o resultado. O

Teorema 5.18 Seja (X,Y) uma v.a. e Z = XY . Entio, se X eY
forem independentes E(Z) = E(X)E(Y).

Demonstracdo: Vamos fazer a demonstragao apenas para o caso continuo.
O caso discreto fica como exercicio. Temos, sucessivamente, que

E(XY):/ zy f(x,y)dxdy.

RQ

Como X e Y sao independentes, temos que

[ avs ey = [ afi@)foy)dady,
Logo E(X,Y) = E(X)E(Y), o que prova o pretendido. O

5.3.7 Variancia, covariancia e coeficiente do correlacao

Sejam X e Y duas v.a.. Se X ¢é independente de Y entdo E(XY) =
E(X)E(Y). Consideremos a diferenca

oxy = E(XY) — E(X)E(Y).

Esta diferenca é nula se as v.a. sao independentes (o reciproco pode
nao ser verdadeiro, i.e. pode suceder que a diferenca seja nula sem
que haja independéncia das v.a.). Temos ainda que

oxy = E(X — E(X))(Y — E(Y)).

Consideremos um referencial com origem no ponto (E(X), E(Y))
e a quantidade definida por (z — E(X))(y — E(Y)). Esta quantidade
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é positiva se x e y estiverem no primeiro e terceiro quadrantes e é
negativa se x e y estiverem no segundo e quarto. Assim, se a proba-
bilidade de ocorrerem valores de X e Y acima das respectivas médias
ou abaixo das médias ¢ grande entao oxy € positivo e tem um valor
elevado. Por outro lado, se a probabilidade de ocorrerem valores de
X acima (ou abaixo) da média e de Y abaixo (ou acima) da média é
grande entao oxy € negativo mas ¢, em valor absoluto, grande. Deste
modo concluimos que o coeficiente oxy mede a dependéncia das v.a.
bem como o seu desvio em relacao a média.

Definigao 5.19 (Covariancia) Sejam X e Y duas v.a. de espe-
rancas E(X) e E(Y). O coeficiente

oxy = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
¢ designado por covariancia entre X e Y e também é denotado por
cov(X,Y).
Vamos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 5.20 Sejam X e Y duas v.a. e Z = X +Y. Entao

2 2 2

Demonstragao: 'Temos, sucessivamente, que

02 = E[Z—E(Z))
= E[(X-EX))*+ (Y —EQY))+2(X - E(X))(Y — E(Y))]
= E[(X - E(X)))| + E[(Y — E(Y))!] + 2E[(X))(Y — E(Y))]

2 2
= UX+Uy+2UXY7
o que prova o pretendido. O
A matriz )
Ox OXYy
2
OXy Oy
chamamos matriz de covaridncia da v.a. (X,Y).
Os conceitos apresentados para v.a. bidimensionais poderiam ser

generalizados para v.a. de dimensao n € N. Vamos apenas, para ja,
generalizar o conceito de matriz de covariancia.



Observagoes e minimos quadrados 107

Definicao 5.21 Consideremosn v.a. X; ei=1,2,...,n. A matriz
- ;
Ox, 0X:1X, 0X1X; "' 0XiX,
2
0X, X, 0%, O0XpX3 "' 0X,X,
2
O0X3X: O0X3X, Ox, " 0X3X,
2
_JXnX1 0X,Xs 0X, X3 - UXn i
¢ designada por matriz de covaridncia do vector aleatério (X1,...,X,).

Para finalizar, vamos definir um conceito de grande interesse pratico.
Consideremos a quantidade

em que oxy, 0x € Oy sdo, respectivamente, a covariancia de (X,Y)
e os desvios padrao de X e Y, respectivamente. A pyxy chamaremos
coeficiente de correlagdo da v.a. (X,Y). Como é evidente, se as v.a. X
e Y forem independentes oxy = pxy = 0. Neste caso, e sempre que o
coeficiente de correlacao for nulo, dizemos que as variaveis X e Y sao
nao correlacionadas. Por outro lado,

lpxy| < 1.

De facto, uma vez que, pela desigualdade de Holder,

oxy = E(X—E(X))(Y-E(Y))) < [E(X-EX))]"[E(Y-E(Y))]"? = oxo

Temos que pxy ¢ maximo, em valor absoluto, quando oxy = oxoy.
Neste caso (quando o coeficiente de correlagao pxy = %1, ou préximo
desse valor) dizemos que X e Y sdo fortemente correlacionadas.

5.3.8 Exercicios

Exercicio 5.3.1 Seja F' uma funcdo de reparticao. Mostre que os se-
guintes resultados.

1. Para todo o x € R tem-se que 0 < F(z) < 1.
2. A funcao F' é nao decrescente.

3. F(—00) := xEIPOOF(x) =0e F(+00):= lim F(x)=1.

rT—+00
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4. Para valores de a e b finitos tais que a < b, tem-se que P(a < X <
b) = F(b) — F(a).

5. A fungdo F' é continua a direita, i.e., Fi(z +0) := Gli>r51+ F(x+e) =

6. P(X =2) = F(x) — lim F(z+¢€):=F(z) — F(x —0).

e—0~

Exercicio 5.3.2 Seja F' uma func3o de reparticao. Mostre que os se-
guintes resultados.

1. P(X <x)= F(x) (por definicdo).

2. P(X < 2) = F(z —0)

3. P(X >2)=1- F(a).

4. P(X >2)=1- F(z —0).

5. P(a < X <b) = F(b) — F(a) (exercicio anterior).
6. Pla< X <b)=F(b—-0)— F(a)

7. Pla< X <b)=Fb—-0)— F(a—0)

8. Pla< X <b)=F(@)—F(a—0)

Exercicio 5.3.3 Um determinado estabelecimento comercial tem capa-
cidade de vender entre zero e quatro teodolitos num més. Seja X a v.a.
que indica o nimero de teodolitos vendidos num més e

k 01 2 3 4

PX=R|§ § & % &

1. Determine a funcao de distribuicao da v.a. X.

2. Qual probabilidade do estabelecimento vender entre 1 e 3 teodolitos
num meés?

Exercicio 5.3.4 A duracao, em milhares de horas, da componente de
um tipo de radar, é uma v.a. X com func3o densidade f tal que f(z) =
0.1e7%1% se x > 0, e f(x) = 0, caso contrério. Pretende-se determinar a
probabilidade para que uma componente escolhida ao acaso: dure menos
de 4 x 10% horas; dure entre 5 x 10% e 10 x 10% horas; dure mais de
15 x 10% horas.
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Exercicio 5.3.5 Seja (X,Y) uma v.a. cuja fun¢do de probabilidade é
dada na tabela

yl| 2 4
x
1 0.2 0.3
2 0.1 0.1
3 0.2 0.1

1. Determine a fungdo de distribuigdo da v.a. (X,Y).

2. Calcule P(X <3,V <4), P(X <3,2<Y <4)eP(l< X<
3,2 <Y <A4).

Exercicio 5.3.6 Seja (X,Y) uma v.a. que tem por fun¢do densidade

~@) - (2,y) €]0, +00[x]0, +o0]
_ € 3 x,y ;y TO0 » TOOLs
f(z,y) = { 0, caso contrario.

1. Determine a fungdo de distribuicdo da v.a. (X,Y).
2. Caleule P(X < 3,Y <4),P(X <32<Y <4)eP(l<X<
3,2<Y <4).

Exercicio 5.3.7 Seja (X,Y) uma v.a. cuja fun¢do de probabilidade é
dada na tabela

y‘O 1
X
1 4
0 315
4 2
1 T 1

1. Determine a funcao de probabilidade das distribuicoes marginais de
XeY.

2. Determine a funcao de distribuicao marginal de X e Y.

Exercicio 5.3.8 Vai ser atribuido a uma familia, através de um sorteio,
um apartamento num edificio com trés andares, havendo dois tipos de
apartamentos em cada andar (tipo A e B). Pretendendo o dono do
edificio que a referida familia fique, de preferéncia, com um no primeiro
andar e do tipo A, viciou o sorteio de modo que a funcdo probabilidade
fosse a seguinte:
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‘ le andar 22 andar 3¢ andar

apartamento do tipo A 2 L e
apartamento do tipo B o » +

1. Determine as distribuicoes marginais das varidveis em questao.

2. Qual é a probabilidade de sair um apartamento do tipo A? E qual é
a probabilidade de sair o primeiro andar?

3. Diga se as varidveis sao dependentes ou independentes.

Exercicio 5.3.9 Seja (X,Y) uma v.a. e g e h duas fungdes reais de duas
variaveis reais. Mostre que

E(ag(X,Y)+pg(X,Y)) = aE(9(X,Y))+BE(g(X,Y)),  a,feR

Exercicio 5.3.10 Considere a v.a. (X,Y) que tem por fung¢do densi-

dade
r+y, (z,y) €]0,1[x]0,1],
0, caso contrario.

f(w,y)z{

1. Determine a esperanca do vector aleatério (X,Y).
2. Determine E(X), E(X?), 0% e oxy.

3. Diga se v.a. X e Y sdo ou nao independentes.

5.4 Alguns conceitos estatisticos
5.4.1 Introducao

A estatistica é a ciéncia que se preocupa com a colecta, analise, inter-
pretacao e apresentacao dos dados e tem como objectivo fundamental
o estudo de uma populacao. Pode dividir-se em das disciplinas: a
estaistica decritiva que se preocupa com a colecta, analise, interpretacao
dos dados estatisticos; e a estatistica indutiva, também chamada amos-
tral ou inferencial, que é aquela que, partindo de uma amostra, es-
tabelece hipoteses sobre a populacao de origem e formula previsoes,
fundamentando-se na teoria das probabilidades.

Pode dizer-se que os objectivos da teoria das probabilidades e da
estatistica indutiva sao, de certo modo, inversos: na primeira, parte-
se de um determinado esquema ou modelo e procura calcular-se a
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probabilidade de certos resultados ou observacoes; na segunda, parte-
se dos resultados ou observacoes e procura saber-se alguma coisa sobre
o esquema ou modelo.

O nosso objectivo nesta seccao serd, dada uma v.a. X, calcular a
sua média e matriz de covariancia. Pelo que foi visto, estes parmetros
s6 podem ser determinados se conhecermos a sua funcao de probabi-
lidade (no caso discreto) ou a fungao densidade (no caso continuo).
Nao sendo o caso, o processo usado para tal fim consiste em conside-
rar varias concretizacoes da v.a. X e construir o que chamamos uma
amostra de tamanho relevante. Esta amostra permite construir uma
variavel estatistica e o seu estudo permite inferir uma caracterizagao
para a v.a. a que a amostra diz respeito.

5.4.2 Distribuicao de frequéncias

Consideremos uma v.a. X e uma amostra de tamanho n relativamente
grande. Sejam z;, ¢ = 1,2,...,n, os valores observados, i.e., seja
A={x; :i=1,...,n} uma amostra. A frequéncia absoluta de x;,
F(x;), ¢ o nimero de vezes que x; ocorre nos n valores observados na
amostra A. A frequéncia relativa de x;, F,(x;), é igual ao quociente
entre a frequéncia absoluta e o tamanho da amostra, i.e.

F ()

Fo(z;) = ) i=1,...,n.

A distribuicao das frequéncias relativas permite determinar aproximacoes
para a probabilidade de um determinado acontecimento. Suponha-
mos, por exemplo, que pretendemos calcular P(X = x;). Este valor
é aproximado por F,.(z;). Se pretendermos calcular P(X < z) entao

tomamos para este valor a aproximagao ), . F.(7;).
Suponhamos agora que possuimos uma v.a. bidimensional (X,Y) e
uma amostra de tamanho n+m {(x;,y;), i =1,....,n,j=1,...,m}.

Sejam F,(z;,y;) as frequéncias relativas de (z;,y;), para todo o i e
todo o j. Tal como no caso unidimensional, P(X = z;,Y = y;) =
Fizny) e PIX <2 <y) =30, .. >, <, Fr(2i,y5). No entanto,
para calcular P(X = z;,Y € R) ou P(X € R,Y = y;) necessitamos
de determinar as frequéncias relativas marginais. Assim, para i =
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1,...,n, temos que
m
Fr,z(xi) = Tl xz E FT xzayj
J=1
é a frequéncia relativa marginal de z; e, para j =1,...,m,

Fry(yj) = Fraly)) ZF i, Y;)

¢ a frequéncia relativa marginal de y;. Entao:
o P(X =u;,Y =y;) = Fr(zi,y));

X <z Y < y) le<x Zyj<y (1’2, yj)
—IZ,YER) Fr,l(xi);

P(
o P(X
(X eR,Y =y;) = Fra(y));
(
(X2

[ ]
X<z YeR) ~Y,  Fulz)

P
o P
P ) Zngy FT,Q(yj)'

[

Os dados da amostra podem ser classificados de acordo com alguma
propriedade dando assim origem a classes ou categorias. Por exemplo,
na contagem das alturas da populacao portuguesa pode ser conveni-
ente agrupar os dados em classes com, por exemplo, cinco centimetros
de amplitude.

A frequencia absoluta de cada classe é igual ao nimero de elemen-
tos dessa classe. A frequéncia relativa de uma classe é o quociente
entre a frequéncia absoluta da classe e o nimero total de observagoes.
A distribuicao de frequéncias relativas para dados classificados pode
ser dada graficamente por um grafico de barras onde no eixo das ab-
cissas se consideram as classes e no eixo das ordenadas as frequéncias

relativas da classe. Este gréafico é designado por histograma.
Suponhamos agora que temos uma amostra de uma v.a. bidimen-

sional (X,Y),

A={(ziyj),i=1,....n,j=1,...,m}

e que os dados estao agrupados por classes

[xaw xaz[) [xaza xag[a S [xapa xapﬂ]a
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[ybu yb2[7 [yb27 ybs[? T [ybq7 ybq+1]'
Seja
Paubj - FT([xaw xai-i-l[x [ybj7 Yb; D

Tal como no caso unidimensional, a distribuicao de frequéncias re-
lativas das diversas classes pode ser dada pelo histograma.

Suponhamos que pretendemos determinar a frequéncia relativa (mar-
ginal) da classe [z, 74| ou da classe [y, y,,,[. Temos entao que
definir frequéncias relativas marginais. Assim

Fr,l([xam xai+1[) = FT([xam xai-i—l[XIR) - Zpai;bj
J

é designada por frequéncia relativa marginal da classe [z,,, Z4,.,| €
Era([Un;5 Yojn 1) = Fr([Un,5 Yo, [XR) = Zpai,bj
i

¢ designada por frequéncia relativa marginal da classe [y, yp,,, |-

Podemos assim determinar a distribuicao de frequéncias relativas
de uma classe [z, 4, ,| sabendo que o valor observado para Y estd
na classe [y, y,,,[. Esta distribuicao de frequeéncias é designada por
distribuicdo de frequéncia relativa condicionada e pode ser usada para
medir o grau de dependéncia das v.a.. Esta distribuicao pode ser de-
terminada considerando apenas a coluna da distribuicao de frequéncias
relativa em que j é fixo.

5.4.3 Meédia, variancia, covariancia e coeficiente de correlacao de uma
amostra

Seja X uma v.a. e consideremos a amostra de tamanho n, {z; i =

L,....,n}. A
I
I—El:zlxl

chamamos média (aritmética) da amostra.

Vejamos se este valor é ou nao uma boa aproximacao para a es-
peranca da v.a. X. Consideremos as n v.a. X;, ¢ =1,...,n, com a
mesma distribuicao de X e, com estas v.a., definamos

— 1
X:ﬁZXi.
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Como é evidente, esta nova v.a. pode tomar como valor a média da
amostra . Mais ainda,

B(X) =+ 3" B(X) = B(X)

e, portanto, X é um estimador céntrico para F(X) e, como tal, qual-
quer valor que esta variavel assumir pode ser tomado como estimativa
para E(X). Por este motivo podemos dizer que X é também um esti-
mador consistente para F/(X) uma vez que, para € > 0, arbitrariamente
pequeno,

lim P(|X —E(X)|<e) =1

n——+00
e, portanto, quando n — +o00, a probabilidade de X tomar um valor
na proximidade de E(X) é aproximadamente igual a 1. Como T é um

valor que X pode tomar, para n suficientemente grande, T ¢ uma boa
aproximagao de E(X).

Outro parametro importante a calcular é variancia de uma amostra.
Para isso, vamos definir a varidncia (corrigida) da amostra na forma

1
2 _ 2
Sx—n_lg(xZ T),

=1

onde T é a média da amostra e n o seu tamanho.
2

“ em vez de

A razao de usarmos s

i=1
pode ser justificada se mostrarmos que a esperanca da v.a.
2 1 2
S2 = > (X - X),

n—14%
=1

com X o estimador céntrico da esperanca e X;, i = 1,...,n, uma
v.a. com a mesma distribuicao de X, é igual a variancia de X, isto é,
E(S2) = 0%. Neste caso dizemos que S? é um estimador céntrico da
variancia de X e, deste modo, que a variancia da amostra s? é uma

€T
estimativa céntrica o%.
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Temos sucessivamente

B(SY) = — 1E[§;<X¢ - X7
— LB - BX0) - (R — B
= g 2 B = B0 2106 — X)) (X E(0)
+ B[ - B
T iﬁ;ax ~ nB(X)(X — B(X)
+ = 1E[<Y—E<X>>2]
- L 2; P~ 2 B[X — B(X))] + " B[(X - B(X)))’
_ nlliﬁ;agg - " B[X - B(X)))
= ——0% — ——=E[(X - E(X))’

e portanto
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Observacao 5.22 A estimativas2,

sistente com a variancia da v.a. a que a amostra diz respeito, nao €
uma estimativa céntrica para este parametro.

embora sendo uma estimativa con-

Consideremos agora uma v.a. bidimensional (X,Y) e, para esta
v.a., uma amostra A = {(z;,y;) : i =1,...,n}. As médias T e y sao
estimativas céntricas, repectivamente, para E(X) e E(Y'). Mais ainda,
as variancias das v.a. marginais X e Y sao estimadas considerando s>
e sz. Atendendo a que se trata de um vector aleatério poderemos estar
interessados estudar a covariancia existente entre X e Y devendo-se
para este efeito calcular oxy.

Consideremos a v.a.

em que

Exercicio 5.4.1 Prove que Sxy é um estimador céntrico para a co-
varidncia entre X e Y, isto é, prove que E(Sxy) = oxy.

Como a v.a. Syy pode tomar o valor

1 < _ _
=1

concluimos que s, ¢ uma estimativa céntrica para a covariancia e
portanto este valor é uma boa estimativa para aquele parametro. A
Szy chamamos covariancia da amostra.

Finalmente, temos que uma estimativa céntrica para o coeficiente

de correlacao pxy pode ser dado por

Sxy

sendo s,, a covariancia da amostra A e s, e s, sao, respectivamente,
os desvio padrao das amostras {x; :i=1,...,n}e{y;:i=1,...,n}.
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5.4.4 Exercicios

Exercicio 5.4.2 Mediu-se varias vezes a altura de um poste com uma
fita de aco obtendo-se os seguintes resultados:

Ne da medigdo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Valor obtido ‘31.29 31.24 31.27 31.26 31.36 31.25 31.26 31.27 31.28

Determine a média da amostra recolhida bem como a sua variancia e
desvio padrao.

Exercicio 5.4.3 Determine a capacidade esperada de um depdsito cilindrico,
sabendo que se fizeram vérias medicoes, todas nas mesmas condicOes e
independentes, da sua altura h e do raio da base r, tendo-se obtido os
seguintes resultados (em metros):

altura h 10.30 10.33 10.31
raio da base r | 3.62 3.60 3.64

Exercicio 5.4.4 Para determinar o comprimento de uma linha poligonal
mediram-se independentemente os seus trés segmentos tendo-se obtido os
seguinte resultados (em metros):

z; | 1.00 1.12 1.01 1.25 1.10
y; 13.00 3.36 3.03 3.75 3.50 .
zi | 4.00 4.36 4.03 4.75 4.50

Determine uma estimativa para o comprimento da linha poligonal e para
o seu desvio padrao.

5.5 Propriedades dos erros de observacao

5.5.1 Os tipos de erros de observagao

Quando se efectua uma medi¢ao/observacao podemos distinguir 3 fa-
ses: calibragem do objecto usado na medigao; colocacao do objecto
em posicao dese efectuar a medicao; observacao do valor marcado no
objecto. Associados a este processo aparecem, inevitavelmente, erros.
As teoria classicas apresentam os erros como sendo de trés tipos.

1. Erros acidentais ou ocasionais. Tém origem em acidentes ou des-
cuidos aquando da medicao. Por exemplo, apontar ao alvo errado,
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engano na leitura do resultado, etc. Sao erros, em geral, de valor
significativo e podem ser minimizados atendendo a cuidados sim-
ples que podem passar por: planear as observacoes com cuidado;
efectuar varias medicoes; usar técnicas simples de validacao dos
resultados (16gica e bom-senso); testar (e conhecer bem) o mate-
rial utilizado; repetir a experiéncia com técnicas diferentes.

2. Erros sistematicos. Sao os erros que se repetem sempre que a
medicao é efectuada nas mesmas condigoes fisicas. Nao podem,
por isso, ser detectados pela repeticao sucessiva de experiéncias.
Pode dizer-se que quando existem apenas erros sistematicos nao
ha nada de errado no processo de observacao. Estes erros podem
ter origem no observador (problemas de visao, etc), na ma calibra-
gem do objecto usado na medi¢do (cada vez menos frequentes),
nas condicgoes fisicas ou na méa escolha do modelo. Neste iltimo
caso, o modelo pode ser “corrigido”no sentido de se ter em conta
os erros. Para isso, os estudos efectuados na disciplina de Analise
Numérica I poderao ser tteis.

3. Erros aleatdrios. Sao os erros que permanecem quando sao elimi-
nados os erros pertencentes aos dois primeiros grupos. Sao de
pequena amplitude e tém origem desconhecida. Apresentam um
comportamento analogo ao das v.a..

Como ja foi dito, ao efectuar uma medicao, o nosso objectivo é
determinar um valor que caracteriza a entidade em estudo. Aten-
dendo ao caracter aleatério da observacao, a medicao que se realiza
é a concretizacao de uma v.a. que esta associada ao conceito tedrico
que se pretende quantificar. Uma vez que o valor pretendido (valor
mais provavel da v.a.) é desconhecido realizamos, em geral, varias
observagoes e construimos uma amostra. A média da amostra é uma
boa estimativa para a esperanca da v.a. e a variancia da amostra é um
bom indicador do erro cometido ao substituir o valor mais provavel da
v.a. pela média da amostra.

Como ¢ evidente, a construcao da amostra é fundamental para a
determinacao das estimativas anteriores. A construcao dessas amos-
tras é feita realizando um conjunto de observacoes que podem ser de
tres tipos.
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1. Directas. O conceito tedrico em estudo a que esta associada uma
v.a. ¢ quantificado por observacao directa da entidade a que o
conceito se refere (por exemplo, determinagao da amplitude de
um angulo, determinacao da medida do comprimeto de um lado
de um triangulo, etc.).

2. Indirectas. O conceito tedrico que se pretende quantificar esta
associada uma v.a. que é funcao de outras v.a.. Os conceitos
tedricos que estao subjacentes a estas ultimas v.a. sao quanti-
ficados por observacao directa. Assim obtemos para o primeiro
conceito tedrico um valor determinado por observacao indirecta
(por exemplo, mede-se o valor da velocidade e determina-se o des-
locamento.).

3. Condicionadas. Sobre as observacoes realizadas existem relacoes
de compatibilidade que sao traduzidas, em geral, por relagoes
matematicas. Assim, estas observacoes sao condicionadas pela
referida relagdo matematica (por exemplo, observagao da ampli-
tude dos angulos internos de um triagulo existe uma relacao: a
soma das amplitudes é igual a 27.).

5.6 Precisao: cofactor e peso

Seja X = (X1,...,X,) uma v.a.. Em geral, a sua média E(X) é to-
mada em substituicao de qualquer valor que a v.a. possa tomar. Ao
efectuar essa aproximagao, a matriz de covariancia (ou a variancia, no
caso unidimensional) dé-nos um indicador do erro cometido. O co-
nhecimento das estimativas para os erros cometidos é importante para
avaliar da precisao do resultado e também para proceder a ajustamen-
tos.

A variancia de uma v.a. e a covariancia entre duas v.a. sao valo-
res que tém significado relativo pois dependem da v.a. a que dizem
respeito. Atendendo a este facto, quando se consideram ajustamen-
tos, é geralmente introduzida uma normalizacao dessas quantidades
que é efectuada a custa de uma quantidade denominada variancia de
referéncia, que serd denotada por of (a raiz quadrada da variancia de
referéncia é chamada desvio padrdo de referéncia). Surge assim a nogao
cofactor.
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Consideremos um vector aleatério (Xi,...,X,) e seja o;; a co-
variancia entre X; e X; (se ¢ = j entao consideramos a variancia).
Seja 02 a variancia de referéncia. A

i
Q'Lj — 0_(2)

chamamos cofactor entre X; e X; e a matriz
1 2
Q - C7
a0
sendo C' = [0;;] a matriz de covariancia, chamamos matriz cofactor. Se

a matriz cofactor for invertivel, a sua inversa é designada matriz peso
e é denotada por W, isto é,

W =lwj]=Q =050

Observacao 5.23 Atendendo as defini¢oes anteriores, podemos fazer
as observacoes sequintes.

1. O termo “peso” deve-se ao facto de, em geral, um peso “grande”
significar “grande precisao” e um peso “pequeno” significar “pouca
precisao”. FEste facto so € totalmente verdade se as matrizes peso
e cofactor forem diagonais.

2. Se nada € dito em contrdrio, tomamos a variancia de referéncia
wgual a 1.

3. Atendendo a que a matriz de covariancia € uma matriz simétrica
entdo a matriz cofactor e a matriz peso (se existir) sio também
simétricas.

4. Se as v.a. sao nao correlacionadas entao a matriz de covariancia
¢ uma matriz diagonal e, como tal, existe a matriz peso, que é
também uma matriz diagonal, de elementos da diagonal princi-
pal iguars ao produto da variancia de referéncia pelo inverso da

vartancia de cada v.a., 1sto €,

o

Wi = —-

ol

5. Se as v.a. tém coeficientes de correlacao iguais a +1 entao a co-
variancia € calculada facilmente (basta calcular os desvio padrao)
e portanto facilmente podemos determinar a matriz cofactor e ma-

triz peso.
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5.7 Propagacao da média, da variancia e covariancia

Seja X = (X1,...,X,,) uma v.a. para a qual se conhecem as suas pro-
priedades estocésticas (func¢do densidade ou funcdo de probabilidade)
eY =(Y1,...,Y,) uma v.a. que depende de X pela relacao funcional
Y = g(X). O nosso objectivo consiste em determinar as propriedades
estocasticas da v.a. Y.

Em aplicacoes praticas este problema surge, geralmente, de forma
mais simplificada. Nesses casos, consideram-se trés situacgoes: pro-
pagacgao das médias, isto é, determinar E(Y') conhecendo F(X); pro-
pagacao dos erros aleatérios, isto é, determinar a matriz de covariancia
de Y sabendo a matriz de covariancia de X; propagacao dos erros sis-
tematicos, situacao estudada em Analise Numérica I com recurso a
férmula de propagacao do erro. Vamos apenas estudar os dois primei-
rOS Casos.

5.7.1 Propagacao das médias
Sabemos que, se Y = g(X) entao
E(y) = E(g(Y)) « E(Y)) = E(g/(Xy,..., Xy)), i=1....m.

Temos entao (no caso continuo)

E(Yi):/ gi(x1, ... xn) f(xy, .. xp)dey . . day,

sendo f a funcdo densidade de X = (Xy,..., X,).

No caso de g ser uma funcao linear a esperanca de Y resulta ime-
diatamente. De facto, consideremos ¥ = AX + b, com A € R™*" e
b € R™. Assim sendo, como a esperanca ¢ uma funcional linear,

Y =AX +be BE(Y) = AB(X) +b

e entao
n

E(Y;) :ZGZJE(XJ)+bl? 221,,77”&
j=1
Consideremos agora o caso nao linerar. Iremos particularizar a
apresentacao para o caso em que X = (X1, Xs) e Y = (Y1, Y3), isto é,
m =mn = 2. A generalizacao para o caso geral é imediata.
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Quando a funcdo g : R? — R é nao linear, procede-se & sua
“linearizacao” usando polinémios de Taylor. Como se sabe, dada uma
funcao y = g(x) o seu polinémio de Taylor de grau um em torno de
T = (%1,Ty) é dado por

w~ @+ L@ - + 2 @) e )
b~ @)+ 2@ - T) + 2 @)~ T
Temos entao, no caso de considerarmos v.a.
Vi & (BO0)+ 22 (BCO)X — BX) + 2 (X)X, - B(X%)
Ve~ (BO0) + DR (B(0)(X — B + 2 (B(X)) (X%~ B(%)

Temos entao que
Y~ g(E(X)))+J(X - E(X)),
onde J ¢é a matriz de Jacobi de g calculada no ponto , isto é,

991
61’1

991
61’2

99> 99>
8%1 8%2

Podemos entao concluir que, aplicando a funcao esperanca,

(E(X)) 7 —(E(X))

(E(X)) 7 —(E(X))

E(Y) =~ g(E(X)). (5.2)

Observagao 5.24 Notemos que o erro cometido na aproximacao (5.2)
¢ da ordem da variancia da v.a. X.

5.7.2 Propagacao das variancias e covariancias

Iremos considerar o caso em que X = (X1, Xs) e Y = (Y1, Y3), isto é,
m =mn = 2. A generalizacao para o caso geral é imediata.
Comecemos por considerar o caso linear, isto é,

roaene[1]- (3 )[R 12)

as Q) Xs by
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oy, = E[(Yi—EM))’]
= E[(a11(X1 - E(Xl)) + a12(X2 - E(XQ)))Q]
= a}, B[(X1 — BE(X1))?] + 2ana1E[(X1 — E(X1))(X2 — BE(X2))] + af, B[(A

_ .2 2 2 2
= a110%, + 2a110120x, x, + af50%, .
De igual modo podemos concluir que

2 2 2 2 2
Oy, = U510y, + 20210220 x, x, + U390, .

Relativamente a covariancia ox,x, temos que
2
ovy, = El[(Y1 — EW)) (Y2 — E(Y2))],
e, por um raciocinio anélogo, temos que (prove)
2 _ 2
Oy,y, = 110210, + (@11022 + 21022)0 X, X, -
Atendendo aos resultados anteriores nao ¢é dificil concluir que, sendo
2 2
_ | 9%, 0XxiX, _ | 9y, vy,
O:c - 2 ) CY - 2
0x,X, 0%, vy, Oy,
as matrizes de covariancia de X e Y respectivamente, se tem
Cy = ACx AT,
Para o caso geral temos o seguinte teorema.

Teorema 5.25 Seja X uma v.a. de dimensao n da qual se conhecem

as suas propriedades estocdsticas e Y a v.a. de dimensao m dada pela
relacao Y = AX 4+ b, com A € R™"™ e b € R™. Sejam Cx e Cy,
respectivamente, as matrizes de covariancia de X eY . Entao

Cy = ACx AT,

Por outro lado, sendo QQx e Qy as matrizes cofactor das v.a. X eY,
respectivamente,

Qy = AQx A",

Observagao 5.26 Notemos que:
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1. mesmo que Cx seja diagonal, isto €, mesmo que as v.a. X;, 1 =

1,...,n, sejam nao correlacionadas, a matriz Cy €, em geral, uma
matriz densa, ou seja, as v.a. Y;, 1 =1,...,n, estao, geralmente,
correlacionadas;

2. a determinacao da propagacao das matrizes peso € deduzida ime-
diatamente do teorema anterior considerando as inversas (caso
existam,).

Consideremos agora o caso nao linear. Tal como no caso linear,
comecemos por considerar a particularizacaon = m = 2. Linearizando
a funcao g temos que

Y ~ g(E(X)))+ J(X — E(X)),

com J a matriz de Jacobi de g calculada em F(X), ou seja, a ma-
triz (5.1). Podemos entao aplicar o teorema anterior e demonstrar o
seguinte resultado.

Teorema 5.27 Seja X uma v.a. de dimensao n da qual se conhecem
as suas propriedades estocdsticas e Y a v.a. de dimensao m dada pela
relagio Y = g(X), com g : R" — R™. Sejam Cx e Cy, respectiva-
mente, as matrizes de covariancia de X e Y. Entao

Cy = JCOxJT,

onde J € a matriz de Jacobi de g calculada em E(X). Por outro lado,
sendo QQx e Qy as matrizes cofactor das v.a. X eY, respectivamente,

Qy = JQxJ".

5.7.3 Exercicios

Exercicio 5.7.1 Para a estrela de Rigel (5 da constelagdo de Orionte)
efectuaram-se as seguintes observacoes relativas a sua magniude aparente
m e a sua distancia a Terra r (em parsec):

magniude aparente m | 2.00 2.01 2.09 1.99 197
distancia & Terrar [ 279.0 279.5 278.9 278.8 279.1°

Supondo que as observacoes sao todas independentes, determine:
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1. a magnitude absoluta M de Rigel sabendo que

2
2.512M7m) = (1—()) :

r

2. uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determi-
nado na alinea anterior.

Exercicio 5.7.2 Para a execucdo de uma carta usou-se a seguinte pro-
jeccdo cartografica (¢ e A em radianos; = e y em quilémetros):

{x = (cos¢p)A,

y = (cos¢p)Intan (% + %),

sendo (¢, \) as coordenadas geograficas — latitude e longitude — e ¢y
a latitude do paralelo central. Para um paralelo central a 40°, fizeram-
se as seguintes determinagdes (considerando-se independentes), com um
receptor GPS, para um mesmo vértice geodésico:

) ‘ 40°11'52"7.57  40°11'52".54 40°11'52".54 40°11’'52".61
A ‘ —8°26'37".11 —8°26'36".99 —8°26'37”.20 —8°26'37".15

Determine as coordenadas rectangulares x e y mais provdaveis para esse
vértices e os respectivos desvios padrao.

Exercicio 5.7.3 Para determinar a diferenca de nivel h entre os pontos
A e B (ver figura), efectuaram-se as seguintes observa¢des do compri-
mento BC' (em metros) e dos angulos «, 3 e v (em graus)

100.0 100.1 100.1 100.3 100.2
25.1 25.1 250 25.0 249
58.5 583 583 584 583
4.3 745 744 T43 744

2| m‘

Supondo que as observacoes sao ndo correlacionadas, determine:

1. a diferenca de nivel pretendida sabendo que
h = BDtana;
com B0
BD = (180 ?nﬁw— 7)
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2. uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determi-
nado na alinea anterior.

Exercicio 5.7.4 Para se determinar uma distancia D (metros) em To-
pografia usa-se muitas vezes a relacao

D = Gsin® z, com G = 100(ls — ;),

sendo z (grados) o angulo zenital e [; e I; (metros) leituras numa régua
graduada (mira). Suponhamos que foram efectuadas as seguintes medicdes:

z (grados) | 101.2733 101.2736 101.2732
I, (metros) | 1.756  1.754  L.757
l; (metros) | 1.000 0.997 1.001

Determine o valor mais provavel para a distancia D bem como o respectivo
desvio padrao.

Exercicio 5.7.5 Observando-se o cometa Zork obtiveram-se, num sis-
tema de coordenadas polares, os seguintes valores para o raio (em U.A.)
e o angulo polar (em graus)

raio p 27 20 161 12 1.02
angulo 6 | 48° 67° 83° 108° 126°

A primeira lei de Kepler estabelece uma relagdo entre o raio p, o angulo
0 e a excentricidade e da elipse através da relacdo

p

p= 1 —ecosf’

em que p é um parametro real. Detremine uma estimativa para o valor
mais provavel para a excentricidade bem como para o desvio padrao desse
valor considerando p = 1.
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Exercicio 5.7.6 Para determinar a medida do perimetro da Terra (p),
Eratdstenes (276-195 a.C.) usou a relagdo

2T

p=—5,
«

sendo « o angulo (em radianos) que os raios solares faziam com a vertical
do lugar em Alexandria, no solesticio de Verdo, ao meio-dia, e s a distancia
de Alexandria a Siena (local onde se sabia que os raios solares, nessa data
e nessa hora, incidiam verticalmente).

Suponhamos, por hipdtese, que Eratdstenes efectuou as seguintes ob-
servagdes (na realidade ele sé efectuou a primeira)

distancia s (em estadios) | 5000 5020 4980 5007 4991
angulo a (em graus) 720 7.1° 7.0 7.3° 7.2°

Considerando as observactes nao correlacionadas, determine uma esti-
mativa para o valor mais provdvel do perimetro da Terra obtido por
Eratéstenes bem como uma estimativa para o seu desvio padrdo (1 estadio
= 157.5 m = 0.1575 km).

5.8 O principio dos minimos quadrados
5.8.1 Introducao

Na primeira parte deste capitulo introduzimos os conceitos basicos
que estao associados ao processo de medigao/observagdo bem como
a nocao de modelo matematico e alguns topicos sobre ajustamento.
Em particular, foi dito que o ajustamento s6 tem sentido quando se
efectuam observacgoes redundantes.

No sentido estatistico, o ajustamento ¢ um método para determinar
estimativas para as variaveis estocasticas e os seus parametros de dis-
tribuicao a partir de uma amostra obtida por observagao. De entre os
métodos de ajustamento, o dos minimos quadrados é o mais divulgado.

Desde a sua primeira aplicacao a um problema de astronomia por
Carl F. Gauss, o método dos minimos quadrados tem vindo a ser
aplicado num vasto conjunto de situacoes tanto no campo da ciéncia
como no da engenharia. A sua importancia pratica foi potenciada com
o aparecimento dos computadores.

Antes de planear as observacoes, ha que especificar o o modelo fun-
cional que descreve o fenémeno em estudo. Esse modelo é determinado
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por um certo nimero de varidveis (parametros ou observagoes) e por
relacoes entre elas. E claro que existe sempre um nimero minimo
de variaveis que sao estritamente necessarias para descrever uma si-
tuacao fisica, um acontecimento ou um conjunto de acontecimentos.
Para ilustrar este facto consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.28 Suponhamos um tridangulo que pretendemos identificar
através dos seus angulos. Atendendo a que a soma dos seus angulos
internos é 27, conhecendo apenas dois angulos ficamos com a caracte-
rizacao estabelecida. No entanto podemos considerar como variaveis do
modelo funcional os trés angulos internos.

Denotemos por ng o nimero minimo de variaveis (independentes)
estritamente necessarias ao modelo e por n o nimero total de ob-
servagoes (encaradas como varidveis do modelo). E manifesto que
cada variavel pode ser concretizada mais do que uma vez, no entanto,
iremos supor que cada variavel do modelo é apenas obeservada uma
vez. As observacoes devem ser funcionalmente independentes, isto é,
nenhuma das n observacgoes pode ser obtida das restantes n — 1. Em
geral temos n > ngy e entao r = n —ny é designado por redundancia ou
numero de graus de liberdade. Atendendo a que r > 0 é necessario uti-
lizar algum processo que permita determinar um valor ajustado para
cada variavel.

5.8.2 O ajustamento dos minimos quadrados

Devido as propriedades estocasticas inerentes as observacoes, as ob-
servacoes redundantes nao sao, usualmente, compativeis com o modelo
funcional. Assim, cada conjunto minimo de variaveis conduz a um re-
sultado diferente. Temos assim que introduzir um critério adicional
para obter um resultado tnico (o “melhor resultado”) que se ajuste
ao modelo.

Denotemos por ¢ o vector dos valores observados (que inclui as
observagoes redundantes e inconsistentes com o modelo) e por /o
vector dos valores ajustados e que satisfazem o modelo. Temos que
dim /¢ = dim ¢ = n mas, em geral, ¢ # 0. A diferenca

v=">—/

chamamos vector dos residuos ou vector das correccoes.
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Devido a redundancia, pode existir uma infinidade de estimativas
para ¢ (e, consequentemente, para v) que satisfacam o modelo. De en-
tre estas estimativas existe uma que, para além de ser consistente com
o modelo, satisfaz o principio dos minimos quadrados. Este principio as-
segura que os valores de { estdao “o mais préximo possivel”, no sentido
da distancia euclidiana, dos valores da amostra observada ¢ tomando
as suas propriedades estocasticas em consideracao.

Exemplo 5.29 Consideremos as observa¢bes ¢ = ({1, ...,¢,) que cor-
respondem aos pontos do plano (z;,¢;), i = 1,...,n, e que pretendemos
ajustar a uma recta. A questao que se coloca é a de determinar os valores
Ui =a+ b, i= 1,...,n, por forma a que
n
> (= t)
i=1
seja minimo. Se considerarmos v = ¢ — ¢, com { = ({1, ..., {,) temos

que a funcdo a minimizar se pode escrever na forma v v.

A

O principio dos minimos quadrados consiste em determinar ¢ (ou
v, uma vez que ¢ = ¢ + v) por forma a que

P(v) = v Wo

seja minima, sendo W := W, a matriz peso das observacoes. Uma
vez que W = Q7! temos que a matriz peso é quadrada de ordem n e
os seus elementos traduzem as propriedades estocésticas (tais como a
correlagao) de todas as observagcoes.

Observacao 5.30 Note-se que a aplicagao dos minimos quadrados
nao necessita do conhecimento das distribuicoes associadas as observacoes.
Temos apenas que conhecer a matriz peso W ou a matriz cofactor Q).

Podemos considerar os seguintes casos particulares:

1. se as observacoes sao nao correlacionadas entao W é uma matriz
diagonal e portanto

P(v) = zn:wnv?;
i=1
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2. se as observacoes sao nao correlacionadas e consideradas com igual
precisao (ou igual peso) entao W =1 e

o(v) = ZU? =T,

=1

As varidveis do modelo podem nao ser (e geralmente nao sao) ca-
racterizadas nas observacoes realizadas. Atendendo a este facto, as
variaveis que nao sao observadas sao designadas parametros para as
distinguir das observacoes para as quais sabemos os valores dados
pela amostra. Por exemplo, no Exemplo 5.29 as variaveis a e b sao
parametros.

Os valores dos parametros sao geralmente desconhecidos no inicio
e as suas estimativas sao determinadas pelo procsso de ajustamento.
O vector dos parametros é denotado por A e dimA = u denota o
nimero de parametros.

Relativamente as equacoes matematicas entre as variaveis do mo-
delo estas podem ser de dois tipos.

1. Equacoes de condicdo: sao designadas equacoes de observacao as
equagcoes envolvendo pelo menos uma observacao.

2. Equacdes de restricao: sao designadas equacoes de condicao as
equacoes envolvendo apenas parametros e constantes.

Neste curso iremos apenas considerar modelos onde aparecem ape-
nas equacoes de condicao. Iremos ainda supor que os parametros, tal
como as observacoes, sao funcionalmente independentes, isto é, ne-
nhum parametro pode ser obtido dos restantes p — 1.

Observacao 5.31 O wvector A pode também aparecer nas equacoes de
condicao. Assim, o numero de condig¢oes ¢ maior ou iqual a (.

As equacoes de condicao ou de restricao podem ser lineares ou nao
lineares. Iremos apenas estudar o caso linear pois quando as equacoes
sao nao lineares podemos reduzir este caso ao caso linear, como foi
visto na seccao anterior.
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5.8.3 Ajustamento com equagoes de condicao

Caso geral

Ao iniciar o processo de ajustamento temos que ter em conta os se-
guintes passos.

1. Especificar nimero minimo de observagoes ny.

2. Considerar as n observagoes no sentido de assegurar que nao ocor-
rerao deficiéncias.

Neste passo calculamos imediatamente a redundancia r = n — ny,.
Este valor de r significa que entre as n observacoes deverao existir
r condicoes que deverao ser verificadas.

3. Considerar os parametros que se pretendem estimar.

Para cada parametro introduzido devemos considerar mais uma
condicao. Assim sendo, considerando p parametros devemos con-
siderar um total de de ¢ = r+ p condigoes. Notemos que 0 < p <
ny pois, caso contrario, o numero de condigoes excedia o numero
minimo de observacoes o que contradiz o facto dos parametros
serem funcionalmente independentes. Assim sendo, r < ¢ < n e
0 < u < ny.

4. Especificar as equacoes de condicao que definem o modelo.

Seja A o vector dos parametros e ¢ o vector das observagoes. O
modelo funcional que iremos considerar ¢ constituido por ¢ = r+pu
condicoes independentes podem ser lineares ou “linearizadas”. O
vector das observacoes deveria verificar estas equacoes mas, de
Iiacto, o sistema é verificado pelo vector das observagoes ajustadas

¢, isto é, )
Al + BA =d,
ou ainda, sendo v o vector dos residuos,
Av+ BA=f

com f =d — Al. Notemos que, relativamente ao sistema estabe-
lecido, A € R“*" e B € R“** sendo as sua caracteristicas iguais a
c e i, respectivamente. Assim sendo, o sistema de equacoes

R
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é indeterminado (tem uma infinidade de solugbes) uma vez que a
matriz [A B] tem caracteristica c.

5. Determinar a melhor solucao do sistema Av+ BA = f no sentido
dos minimos quadrados.

Atendendo aos passos descritos, o problema que temos que resolver
min v Wo

saAv+ BA=f

Este problema vai ser resolvido utilizando o método dos multiplicadores
de Lagrange. Assim, sendo A o vector dos multiplicadores de Lagrange
(A € RY), o problema a minimizar é equivalente a

min (v, k, A) = v! Wov — 20T (Av + BA — f).

Para resolver este tultimo problema ha que determinar as derivadas
parciais da funcao a minimizar em ordem a cada uma das variaveis.
Para simplificar a notacao, consideremos

o o o 1"
(%( A A) = (%1( A A), . avn(v,A,A)_ :
O oy L I
ﬁ(?% )\? A) T a)\l( )\ A) 8)\ (U )‘ A)_ 3
B o (‘w g

Assim, a fungao ¢ : R"™“"* — R tem um extremo (prova-se que é
minimo) no ponto (v, A\, A) que satisfaz as chamadas equagdes normais

4

(v, \,A) = 0

¢ N A) = 0.

%(U,A,A) =0

\

Uma vez que W é uma matriz simétrica, tem-se que (prove)

oy T T
A)=20"W —2\" A.
5 — (v, \,A) =20 2
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Além disso, também se pode concluir que (prove)

gf(v AN A)=—2(Av+ BA — f)

e que
oY
0A
Atendendo a estes resultados temos que as equagoes normais sao da
forma

—(v,\,A) = —2)\'B.

([ —Wo+ ATN = 0

< Av+ BA = f

\ BT\ =0
ou, na forma matricial,
W AT 0 v 0
A 0 B A f
0 BT 0 A 0

Note-se que a matriz do sistema de equacgoes normais é quadrada
de ordem n+ c+ p. Além disso é uma matriz simétrica e nao singular.
De facto,

—w AT 0 | [-w AT 0 | o0

0
A 0 B | f|L=AW'Li+L,| A AQAT B | f
0 BT 0] 0 o BT 010

A matriz AQAT é quadrada de ordem c e pode ser vista como uma ma-
triz cofactor resultante da propagacao de () pelas equagoes de condicao.
Como, além disso, é invertivel (W é invertivel e a caracteristica de A
é ¢), temos que, denotando a sua inversa por W, (W, := (AQAT)™1),

-w AT 0 |0 JJ-w AT 0 | 0
A AQAT B | f | L3:=B'W.Ly—L3| A AQAT B | f
o BT 010 0 0 N | BTW.f

sendo N = BTW,.B. A matriz N é uma matriz quadrada de ordem g
invertivel pois W, ¢ invertivel e a matriz B tem caracteristica igual a
1. Como tal, o sistema de equagoes normais é possivel e determinado
e a sua solugao pode ser obtida do seguinte modo:
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1. Resolver NA = BTW,f;
2. Determinar A = W,[f — BA];
3. Determinar v = QAT

O valor das observacoes ajustadas é entao dado por { = v+ (. Te-
mos entao o seguinte algoritmo para resolver o problema dos minimos
quadrados.

Algoritmo 4.1 Minimos quadrados: equaces do tipo A/ + BA = d.

1 f=d— Al
2. W, = (AQAT)"!
N = BTW.B

3. A= N'BTW.f
4. X =W.f — BA]
5. v = QAT

6. 0 =1+wv

Condigoes apenas com observacgoes

Suponhamos que o nimero de parametros é u = 0. Neste caso, o
numero de condigdes ¢ é igual a redundancia r e as equagoes (lineares)
de condicao sao da forma

Al =d < Av=f,

com f = d— Al. Uma vez que, neste caso, B = 0, as equacoes normais

sao da forma
W AT v 0
B

E facil concluir, atendendo ao que foi feito no caso geral, que a solucao
deste problema pode ser dada pelo seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.2 Minimos quadrados: equacoes do tipo Al =d.

1. f=d— Al

2. W, = (AQAT)1
3. A=W.f

4. v=QAT\

5.0 =1+
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Observacgoes indirectas

Vamos agora considerar o caso em que o ajustamento é efectuado com
observagoes e parametros mas com a restricao de que cada condicao
contém apenas uma observacao. Neste caso, como n ¢ o numero de
observagoes, temos que ¢ = n. A forma geral das equagoes de condigao
é
{+ BA =d,

com B € R™* . Uma vez que { = v+ £, as equacoes de condicio
podem ser escritas na forma

v+ BA = f,

com f=d—/(.

As equacoes normais podem ser obtidas como no caso geral consi-
derando A = I. No entanto, neste caso, temos que v = f — BA e
assim o problema de minimizacao fica reduzido a

min(A) = (f — BAYYW(f — BA).

Como
Y(A) = fIWf - 2f'WBA + ATBTW BA,
temos que
g—K(A) = —2f"WB +2A" B"W BA.
Assim sendo, as equacoes normais
0
%(A) 0

sao da forma
BTWBA = BTW f

que é um sistema linear possivel e determinado de ordem pu. Logo,
considerando N = BTW B, temos que A = N7'BTW f. O algoritmo
para obter a solucao do problema dos minimos quadrados é, neste
caso, o seguinte.

Algoritmo 4.3 Minimos quadrados: equacoes do tipo {+ BA =d.
1. f=d—"7
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2. N =B"W.B

3. A= N 'BTW.f
4. v = f — BA
5.0=1+v

5.8.4 Estimativas para a precisao
Determinacao da variancia de referéncia

No final do processo de ajustamento, a variancia de referéncia pode
ser dada pela estimativa
9 s  vIWu

0-0%80: r y

sendo v o vector dos residuos, W a matriz peso das observacoes e
r a redundancia. Note-se que quando consideramos m observacoes
independentes da mesma quantidade, a primeira observacao estabelece
um valor para a incognia e as restantes observacoes sao redundantes.
Nesse caso, como vimos,

Determinacao da matriz cofactor

Vamos determinar estimativas para as matrizes cofactor tanto das ob-
servagoes ajustadas ¢ como dos valores dos parametros A.

Vamos considerar o caso geral, isto é, o caso em que se consideram
equacoes do tipo Al + BA = f. Atendendo ao Algoritmo 4.1 temos o
seguinte processo de calculo.

1. Determinar ()y. Pelo Teorema 5.25 temos que
Qr = (—A)Q(-A)" = AQA".
2. Determinar (Qa. Temos, sucessivamente,
Qr = (N'B'W)Q N 'B'W)' = N'B'W.Q;W.BN~' = N"'BTW_.B]

Atendendo a definicao da matriz N, temos que Qa = N1
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3. Determinar (),. Temos que
A= W.[f—BA]=W.[I - BN 'B"W,)f
Assim
Qy = W.(I—-BN'B"W.)Q¢(I - BN 'BTW.)TW,
= (I -W.BN'BT —W.BN-'BT + W.BN~'BTW.BN-1BT)V,
= (I -W.BN-'BDW,,
pois Q;W.=1e N'B"W.B = I. Como tal,
Q, = W.(I — BN'BTW,).
4. Determinar (),. Como se pode ver facilmente
Qv = QATQAQA")" = QATQ, \AQ,
ou, o que ¢ equivalente,
Q, = QATW, AQ — QATW.BN'BTW_ AQ.
5. Determinar @);. Temos que
(= 0+
= [+ QAT
= (+ QATW.(f — BA)
= (+QATW.(I — BN-'BTW,)f

= (I —-QW)+ QATQ,d.
Assim,

Qi = —QW)QuI - QW) =Q—2Q, + QWQ,.
Ora, como (prove)
Q’UWQ’U = Qv

sal que

QQZQ_QU-
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Podemos resumir o efectuado no seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.4 Propagacao da matriz cofactor: equacgdes do tipo Al +
BA =d.

1. Qa = N1
2. Qy, = QATW,AQ — QATW.BN'BTW,AQ
3. Qé = Q — Qv

Para os casos particulares, conclui-se, de forma similar, que os al-
goritmos de propagacao da matriz cofactor sao os seguintes.

Algoritmo 4.5 Propagacdo da matriz cofactor: equagdes do tipo Al =

d.
1. Q, = QATW.AQ
2. QE = Q - Qv

Algoritmo 4.6 Propagacdo da matriz cofactor: equacoes do tipo {+
BA =d.

1. QA:N_l
2.0, = Q— BN1BT
3. QEZQ_QU

5.8.5 Exercicios

Exercicio 5.8.1 Mediram-se, com a mesma precisao, os trés angulos
internos de um tridngulo tendo-se obtido o = 40°19' 02”7, 8 = 70° 30’ 0”
e v = 69°11'01”. Supondo que as medicbes sdo ndo correlacionadas,
calcule:

1. o valor ajustado dos trés angulos;
2. a matriz cofactor;

3. uma estimativa para a variancia de referéncia.
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Exercicio 5.8.2 Observaram-se os seguintes valores para os angulos
a, b e ¢ do tridngulo representados na figura: a = 320°19'40”, b =
129214’ 37" e ¢ = 89° 34’ 207, sendo dado as observacdes os pesos p, = 3,
py = 4 e p. = 2. Supondo que as observacdes s3o n3o correlacionadas de-
termine o valor ajustado dos trés angulos internos do tridangulo e a matriz
cofactor.

Exercicio 5.8.3 Mediram-se os angulos ZAOB, Z/BOC, ZAOC, ZCOD
e ZC'OF indicados na figura obtendo-se os valores

LAOB /ZBOC LAOC ZCOD LCOFE
30°15"1”7 | 20°00°00” | 50°15"18” | 30°00'00” | 70°00/01” |

nao correlacionados e com igual peso.

o)

Determine os valores ajustados dos angulos referidos, a matriz cofactor
e uma estimativa para a variancia de referéncia.

Exercicio 5.8.4 Para determinar a distancia vertical ajustada dos pon-
tos B, C e D a uma plataforma horizontal, situada abaixo destes, mediram-
se as seguintes distancias (em metros):

|A-B A-C A-D B-C C-D
Distancia vertical 10.216 12.384 15.869 2.138 3.453
Distancia horizontal 16 30 18 14 12
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Sabendo que a distancia vertical do ponto A (ponto mais baixo) a essa
plataforma é de 15.000 metros e que o peso de cada distancia vertical
medida é inversamente proporcional a distancia horizontal entre os pontos,
determine as distancias pretendidas.

Exercicio 5.8.5 Considere o seguinte esquema que pode representar
trés cameras fotograficas colocadas nas posicoes S1, S7 e S3 alinhadas
sobre o eixo das abcissas e que fotografam um ponto P de coordenadas
(1, x9). Determine os valores ajustados de x1 e x2 supondo que é co-

I S~
P . .
S S NS
p p\p\
i LT T TR T
nhecido p = 100 mm (sem erro) e ainda as observag¢des L;, i = 1,...,5,

supostas nao correlacionadas, e os correspondentes desvios padrao e cujos
valores sao dados na seguinte tabela:

Observacdo | Valor  Desvio padrio
Ly 16.5 mm 0.10 mm
Lo 3.8 mm 0.10 mm
Ls 20.4 mm 0.10 mm
Ly 10.0 m 0.05 m
Ls 8.0 m 0.05 m

Exercicio 5.8.6 Num nivelamento trignométrico de alta precisao entre
quatro marcos, foram feitas as seguintes medicoes:

lado | dist. (km) dN (m) lado dN (m)
AB 2.25 +39.274 BA —-39.243
BC 4.00 —94.848 CB +94.892
CD 1.75 +20.052 DC —-20.032
DA 3.00 +35.619 AD —35.587

Determine a cota ajustada de cada marco, conhecendo N4 = 87.631m.
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Exercicio 5.8.7 Por forma a estabelecer a cota de 3 marcos, B, C e
D, fizeram-se dois nivelamentos, ABCDA e ABDA; foram registados
os seguintes resultados (em metros) :

nivelamento 1: dN4p = +3.753, dNgc = +5.548, dNeop = +10.427,
dNpy = —19.721:

nivelamento 2: dN ¢ = +9.280, dNeog = —5.540, dNgy = —3.755;

Determine os valores mais provaveis para as cotas dos marcos sabendo
que Ny = 169.721 m.

Exercicio 5.8.8 Num nivelamento fechado, ABCDA, mediram-se as se-
guintes diferencas de nivel :

lado AB BC CD DA
dN (m) | +5.216 +2.394 +1.055 —8.690

Calcule as cotas mais provaveis para B, C' e D, sabendo que Ny =
100.000 m e considerando as seguintes condicbes alternativas :

1. Todas as observagdes tém igual precisao;

2. Os trocos BC' e C'D tém o dobro do comprimento dos trocos AB e
DA,

3. Os trocos BC' e C'D foram medidos duas vezes, sendo os valores
dados as médias das diferencas de nivel obtidas.

Exercicio 5.8.9 Numa poligonal foram medidas as seguintes coordena-
das relativas :

lado| AM (m) AP (m)
AB | 1105.362  1346.542
BC 964.547  —965.426

CD| —892.513 —882.492|°
DA | —1177.341 501.334
BD 72.084 —1847.982

Considerando que todas as medicoes foram feitas com igual precisao,
calcule as coordenadas ajustadas para as estacdes B, C' e D, sabendo que
as coordenadas de A sdao M4 = 1000.000 m, P4 = 1000.000 m.
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Exercicio 5.8.10 Mediram-se com a mesma precisao os trés lados de
um tridngulo tendo-se obtido a = 324.53 m, b = 541.41 m, ¢ = 483.22
m, todos com um desvio padrdao de 5 cm, e o angulo oposto ao lado a,
a = 4094" 25 com um desvio padrao de 5.

Determine:

1. o valor ajustado dos angulos internos;
2. a matriz cofactor;

3. uma estimativa para a variancia de referéncia.

Exercicio 5.8.11 A lei de Hooke estabelece que a forca F' aplicada a
uma mola é directamente proporcional ao deslocamento provocado de
acordo com a seguinte relacao

F = k(e —ep),

onde k é a constante da mola, e o comprimento da mola quando sujeita
a forca I’ e ey o comprimento inicial da mola.

No sentido de determinar a constante da mola usaram-se diferentes
forcas (conhecidas) tendo sido observados os comprimentos resultantes,
dados na seguinte tabela

forca F' (em gramas) 3 5 8 10
comprimento e (em milimetros) | 13.3 16.3 19.4 20.9 |

Sabendo que o comprimento inicial da mola é ¢y = 10 mm e considerando
as medi¢Oes (ndo correlacionadas) com precisdo inversamente proporcio-
nal ao comprimento observado, determine a melhor estimativa para a
constante da mola, usando o algoritmo dos minimos quadrados.

Exercicio 5.8.12 Suponhamos que [y, [5 e I3 sdo trés observacoes inde-
pendentes de uma distancia A. Se as observacdes tiverem pesos wq, wsy
e ws, respectivamente, mostre que a melhor estimativa para a distancia
pretendida, segundo o critério dos minimos quadrados, é igual a média
pesada das observacoes, i.e.,

wily + wals + wsls
wy + wy + w3

A:

Exercicio 5.8.13 As coordenadas de um ponto y do plano foram medi-
das por dois métodos distintos tendo sido obtidos os seguintes resultados:
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. [ 1.1 ] : 10
e método 1: =190 com a matriz peso W, = 0 2
, [ 1.0 ] . (2 0
e método 2: =, (1) : com a matriz peso Wy = 01

Supondo que n3o existe correlacdo entre y; e yo, determine:

1. a melhor estimativa para as coordenadas do ponto, usando o algo-
ritmo dos minimos quadrados;

2. a matriz cofactor dos valores obtidos na alinea anterior e uma esti-
mativa para a variancia de referéncia.
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