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Ajustamento de curvas

1. Introducao

Apresentamos, neste médulo, o plano de duas aulas tedrico-praticas de uma disciplina
do ambito da Analise Numérica. De acordo com os planos de curso existentes no De-
partamento de Matematica da Faculdede de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de
Coimbra, estas aulas teriam cabimento na disciplina de An4lise Numertca 11, disciplina
do 32 ano de Matemética dos ramos de investigagao operacional, matematica aplicada as
ciéncias da engenharia e do 4% ano do ramo de ciéncias da computagao.

Pressupomos que os alunos a quem estas aulas sio destinadas tenham presente os
conhecimentos teéricos que lhes foram ministrados nas disciplinas de Algebra Linear e
Ceometria Analitica, Anélise InfinitésimalIe Il e An4lise Numérica I, bem como o dominio
de uma linguagem de programagao.

No que diz respeito a Andlise Numérica I, o aluno terd que dominar certos concel-
tos, tais como, a teoria de interpolagdo polinomial e métodos numéricos para resolugao
de sistemas lineares. K conveniente, mas néo indispensével, que o aluno tenha alguma
experiéncia na implementagéo dos algoritmos que estudou nestes capitulos.

Com estas aulas pretende-se que o aluno consolide os conhecimentos que aprendeu
nas aulas tedricas sobre ajustamento de curvas. Mails concretamente, é nosso objectivo
levantar certos problemas que poderdo ocorrer na pratica e resolvé-los de forma eficaz.
Serdo ainda propostas defini¢des alternativas para alguns conceitos apresentados nas aulas
tedricas e resolvidos problemas que permitam concluir do seu maior interesse pratico. Em

muitas das questdes aqui apresentadas e outars sugeridas aos alunos é indispensavel a
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utilizacdo do computador, sendo o aluno convidado a elaborar certos algoritmos ou usar
os j& existentes e a impiementé;los. Assim as aulas deverdo decorrer numa sala com
capacidade para ligar computadores pessoais.

Devido as limitacdes de tempo, ficardo por abordar muitas outras questoes interessan-
tes sobre este assunto. Pensamos, contudo, que o aluno ficard apto a encara-las com bases
mais sélidas. Como complemento, ser4 proposta a consulta das referéncias apresentadas

no final deste relatorio.

Existem muitos modos de definir uma curva que, de alguma forma, se possa ajustar a
um conjunto de dados.

Este assunto — ajustamento de curvas — pertence tradicionalmente ao dominio da
teoria da aproximacdo e podemos defini-lo de modo suméario como a determinacao de
uma funcdo, pertencente a uma classe pré-definida, que minimize o erro cometido.

Do ponto de vista pedagdgico, o modo mais simples de introduzir as curvas aproxi-
mantes é usar a teoria da interpolagdo. Dentro da filosofia desta teoria cabe ainda a
interpolacio segmentada que permite construir curvas sem ter de recorrer a polinémios
de grau elevado e com a regularidade que se pretende.

Este processo pode, no entanto, nao ser satisfatério uma vez que os pontos que per-
tendemos interpolar poderem ser dificeis de determinar com exactiddo. Nesta situacio a
exigéncia imposta pela interpolacao ndo deverd ser colocada.

Utilizando a ideia de aproximacoes localmente polinomiais, foram introduzidos os
splines-B. Estes splines, devido as suas propriedades, sdo de facil obtencéo e utilizacdo
pratica.

Finalmente e com o abjectivo de apresentar aos alunos aplicagdes ndo académicas,
utilizamos os splines-B para determinar curvas — curvas spline — definidas a custa de um

conjunto de pontos designados por vértices de controlo.
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2. Plano das aulas

AULA 1

Sumadrio: Interpolagdo polinomial segmentada de Lagrange e de Hermite. Algumas com-

paragoes.

Da disciplina da Anélise Numérical o aluno conhece resultados que lhe permitem ga-
rantir a existeéncia e unicidade do polinémio interpolador de grau n de uma determinada
funcdo, f,supondo que esta é conhecida em n+1 pontos distintos. Por outro lado, sabe
determinar estimativas para o erro que se comete quando se aproxima a funcdo f por
esse polinémio.

Com os conhecimentos que possui é levado a concluir que, para certas fungdes, a
medida que o grau do polinémio aumenta o erro — diferenga entre a fun¢éo e o polinémio
— diminui. No entanto, do ponto de vista computacional, o uso de polinémios de grau
elevado néo é eficiente.

Na aula tedrica da disciplina a que esta aula se refere foram apresentados resultados
que permitem concluir que, se os pontos de interpolacio forem criteriosamente escolhidos,
o polinémio interpolador pode representar, de um modo bastante rigoroso, a funcdo dada.

Assim, para ilustrar os factos precedentes, propomos o seguinte exercicio:

Exercicio 1: Determine os polinémios interpoladores de Lagrange e Hermite da funcio de

Runge, definida por

1
1425227

f(z) z € [-1,1],
considerando n =3 e n = 20. Analise os casos dos pontos de interpolacio serem:

a) igualmente distanciados;
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b) os zeros dos polinémios de Chebyshev.

Compare os resultados obtidos.

O aluno deve constatar que:

i) aum aumento do grau do polinémio interpolador corresponde um aumento do erro;

ii) o uso dos zeros do polinémio de Chebyshev resolve satisfatoriamente o problema.

Embora com o uso dos zeros do polinémio de Chebyshev seja possivel determinar um
polinémio suficientemente préximo da fungédo, salientemos que nem sempre se conhece a
funcdo a aproximar nesse conjunto de pontos. Uma alternativa a utilizacdo dos zeros do
polinémio de Chebyshev pode ser a teoria da interpolacdo segmentada.

Esta teoria permite determinar fun¢des localmente polinomiais construidas dela ”co-
lagem” de véarios polindémios definidos em subintervalos considerados no dominio onde
pretendemos aproximar a funcdo dada. Nas aulas tedricas foram salientadas algumas
vantagens desta teoria, nomeadamente o de evitar o uso de polinémios de grau elevado
para obter "boas” aproximagdes.

Nesta aula é proposta a comparagio entre dois tipos de interpolacdes segmentadas.
Estas podem ser determinadas usando técnicas de interpolacdo sobejamente conhecidas

pelos alunos. Nesse sentido, propomos o seguinte problema:

Exercicio 2: Determine o polinémio quadratico segmentado de Lagrange e Hermite para a

funcdo de Runge definida no exercicio 1 e compare os resultados obtidos relativamente

a

a) classe de continuidade;

b) esforco computacional.
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O aluno ira concluir que a regularidade do interpolador é maior no caso de Hermite —
C*[—1,1] - do que no caso de Lagrange - C°[—1,1] —. Quanto ao esforgo computacional o
aluno serd convidado a efectuar esse estudo com base na contagem do nimero de operacdes

concluindo que no caso do polinémio interpolador de Lagrange serio efectuadas menos

operagoes.

Para terminar serdo ainda os alunos convidados a implementar os polinédmios interpo-
ladores segmentados de Lagrange e Hermite e testd-los para o seguinte problema.

Esta implementacao deverd ainda ser testada no caso de fungdes que apresentem ”prefis

abruptos” como no caso do exercicio que propomos de seguida:

Exercicio 3: Determine o polindmio clibico segmentado de Lagrange e Hermite interpolador

de uma determinada funcio da qual se conhece a tabela

T Y T y

10.00 0.42 12.00 1.52
10.20 0.48 12.04 1.87
10.40 0.51 12.08 2.35
10.60 0.52 12,12 2.89
10.80 0.53 12.16 3.40
11.00 0.55 12.20 3.83
11.20 0.58 12.28 4.27
11.40 0.61 12.36  4.53
11.60 0.65 1244 4.62
11.80 0.74 12.50 4.64
11.89 0.91 13.00 4.64
11.96 1.29 14.00 4.64

Compare os resultados obtidos.

O aluno ird constatar que o polinémio de Hermite resolvers o problema de forma muito

eficiente.
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AULA 2

Sumadrio: Splines-B. Aprozimagdo de curvas a partir de um conjunto de vértices de

controlo.

O termo inglés ”spline” pode ser traduzido para o vocédbulo portugués ”virote”. Um
virote é um instrumento usado pelos desenhadores para unir um conjunto de pontos no
plano.

Matematicamente falando, foi definido, na aula tedrica, spline como sendo um po-
linémio segmentado de grau n com n — 1 derivadas continuas nos pontos de ligagio
(nés).

Foi também provado na aula tedrica que o conjunto constituido por todos os splines

de grau n é um espaco linear.

A primeira aplicagédo dos splines no ajustamento de curvas foi a de usar estas funcgdes
para interpolar um conjunto finito de pontos. Em muitos problemas praticos, a loca-
lizacdo daqueles pontos ndo é exactamente conhecida conhecida. Assim, é usual definir
um conjunto de vértices de controlo — V; -, também chamados vértices do poligono de
controlo V, e definir um spline que "passe perto” desses pontos e que esteja contida no
menor convexo que contém a linha poligonal V.

A fim de determinar a curva pretendida, notamos que, se @, é um dos pontos da

curva, entao

para um conjunto de valores w; satisfazendo a

w; >0, para todo o 1,
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Z w; = 1.
B
Resta-nos determinar os escalares w; .

Tal é possivel usando os splines-B que constituem uma base do espago lineares dos

splines de grau n. Tais splines foram definidos de acordo com a

Definigdo 1 Seja {u}™5F uma sequéncia ndo decrescente de nds. O i-ésimo spline-B

(normalisado) de ordem k, associado aos nds u; ... uiy, € definido por

Bi,k(u) = (—1)k(u,-+k - ul)T[uz(k) . t] 5
e T'[ui(k) : t] representa a k-ésima diferenca dividida da fungdo poténcia truncada
e (0 =1 _ 0 u <t
T t)i= (-0 = { 0, 23

onde t € considerado fizo. a

Assim a curva spline de grau k —1 (ordem k) - que representa a curva pretendida —

associada a um determinado pohigono de controlo V é dada, na forma paramétrica, por

k k
Q(u) := 3 Vi Bip(u) = Y (@ Bip(u), ys Bix(w)),
i=o 1=1
sendo Vi = (z;,y:) os vértices de V.
Estes conceitos foram introduzidos nas aulas tedricas e o aluno est3 apto a determinar
splines-B e as curvas spline. Com o préximo exercicio, de natureza tedrica, pretende-

mos dar ao spline-B uma forma mais simples, particularmente bem adaptada ao célculo

computacional.

Exercicio 1: Demonstre que, para qualquer i € {0,1,...,m}, se tem

1 U; < U < Uu; 1
B;1(uw) = b= ot
i1 (1) 0 caso contrério
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e
U — U; Uipr — U
Bir’r(u) = B?:,T—l (u) + - - B1+117‘_1 (u) ?
Ujpr—1 — Uy Uiy — Uit
para 7 = 2,3,...,k, onde os termos
U — U Uipy — U
——— B, 1(u) e ——— Bi1,(u),
Uipr—1 — Usg Uiqr — U1

sao nulos, respectivamente, quando

Uigpr—1 — U =0 € wyyp — U4 = 0.

Deduzidas estas relagdes de recorréncia, pretende-se que o aluno constate, com um

exemplo, que elas constituem, de facto, um processo eficaz de calcular splines-B. Assim,

é proposto o seguinte exercicio:

Exercicio 2: Calcule By3(2) para as seguintes sequéncias de nés 0,1,3,4 e 0,1,1,3,

usando:

a) a definicio;

b) a férmula de recorréncia demonstrada no exercicio 1.

O aluno deverd verificar que o célculo de splines-B utilizando a relacio de recorréncia

é um processo efectivamente eficaz.

Com base nas relagdes de recorréncia deduzidas no exercicio 1, é agora proposto ao

aluno que prove algumas propriedades relativas aos splines-B.

Exercicio 3: Demonstre que

a) B;x(u) >0 para u; < u < Uirk € Bip(u) =0 para u <u; e u < uiyy;
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b) para todo o valor de u € [tp_1, Unt1),

m
1=0
Este exercicio ndo serd para ser resolvido na aula. No entanto, serd sublinhada a

importancia das suas conclusdes. Assim:

i) a alinea a) mostra que poderemos usar os splines-B como fun¢des peso na construgio

de curvas;

ii) a alinea b) permite concluir que o spline definido como uma combinagio linear
de splines-B pertence ao menor convexo definido pelos vértices do seu poligono de

controlo;

iii) como consequéncia imediata dos resultados demonstrados, podemos concluir que
a translacgdo e a rotacéo do poligono de controlo de um dado spline nio altera a

forma da curva.

Para finalizar pretende-se que o aluno construa uma curva spline a partir do conheci-
mento do seu poligono de controlo. A escolha dos vértices desse poligono, bem como dos

nés a usar no célculo dos splines-B, ficard a cargo do aluno. Propomos entéo o seguinte

exercicio:

Exercicio 4: Dado um conjunto de vértices e um conjunto de nés calcule o spline que se

ajusta aos vértices. Em seguida, faca variar:

a) os vértices;

b) o espacamento entre os nés.

Analise os resultados obtidos.
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Neste exercicio pretende-se salientar a importancia da escolha dos nés bem como o
facto da alteragdo nos vértices provocar apenas uma alteragio local nos splines. Tal facto
jé era de prever atendendo &s caracteristicas locais das fun¢des spline-B demonstradas no

exercicio 3 a).
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