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Resumo

A teoria dos sistemas dinamicos simbdlicos pode ser encarada como uma area da teoria
das linguagens, dado que existe uma bijecgao natural X +— L(X') entre sistemas simbdlicos e
linguagens factoriais prolongaveis. Os semigrupos, nomeadamente os finitos, tém-se revelado
da maior importancia em teoria das linguagens; e por sua vez, os semigrupos profinitos sao
de grande utilidade para a compreensao de questoes da teoria dos semigrupos finitos.

Dados um alfabeto A e uma pseudovariedade de semigrupos V que contém os semigrupos
nilpotentes finitos, nao se perde informacao sobre uma linguagem factorial prolongavel L se
considerarmos apenas os elementos infinitos do fecho topolégico L de L em 4V, o semigrupo
pré-V livre gerado por A. Motivados por esta observacio, estudamos as propriedades de L e
deduzimos invariantes de conjugacao de sistemas simbdlicos. Nomeadamente, recorrendo ao
conceito de morfismo de sobreposicao, mostramos que se X é um sistema irredutivel entao
o grupo de Schiitzenberger da J-classe minimal de W é um invariante de conjugacao,
quando V satisfaz certas condic¢oes (V =V D e ZSI C V). No caso das pseudovariedades V
tais que V.=V x D = A V demonstramos este facto por um segundo método, recorrendo
ao conceito de semigrupoide profinito relativamente livre gerado por um grafo profinito.
Utilizando um exemplo simples de um sistema simbdlico, mostramos que o conceito actu-
almente utilizado de semigrupéide profinito relativamente livre tem falhas no caso em que
o grafo gerador tem um numero infinito de vértices. Corrigimos essas falhas, apresentando
uma boa definicdo para esses casos. Com tal definicao, concentramo-nos no estudo dos
semigrupoides profinitos relativamente livres gerados pelo grafo das orbitas de um sistema
simbdlico.

Os sistemas simbdlicos em que L(X) é uma linguagem racional, denominados sistemas
séficos, merecem particular relevo. Com base em ferramentas que introduzimos para a
deducao dos mencionados invariantes de conjugagao relacionados com a estrutura dos semi-
grupos profinitos relativamente livres, obtemos um novo invariante de conjugacao ulterior de
sistemas séficos, que consiste em propriedades estruturais do semigrupo sintéctico de L(X).
Este resultado melhora um invariante introduzido por Béal, Fiorenzi e Perrin, que utilizaram
técnicas diferentes.

A equivaléncia fraca é uma relagao introduzida por Béal e Perrin, e é uma relacdo mais
fraca do que a conjugacao. Determinamos quais as classes de sistemas soficos invariantes
para a equivaléncia fraca que sao naturalmente definidas por pseudovariedades de semigrupos
ordenados finitos. Entre tais classes contam-se as classes dos sistemas de tipo de quase finito
e as classes dos sistemas aperiddicos.






Abstract

The theory of symbolic dynamical systems can be viewed as a research area of language
theory, since there is a natural bijection X — L(X) from symbolic dynamical systems to
factorial prolongable languages. Semigroups, namely finite semigroups, have shown to be
very important in language theory; and profinite semigroups are very useful to understand
and solve questions about finite semigroups.

Given an alphabet A and a pseudovariety of semigroups V containing the nilpotent finite
semigroups, we do not lose information about a factorial prolongable language L if we only
consider the infinite elements on the topological closure L of L in Q4V, the free pro-V
semigroup generated by A. Motivated by this observation, we study the properties of
L and deduce invariants of conjugation of symbolic systems. Namely, with the help of
superposition homomorphisms, we show that if A is an irreducible symbolic system then
the Schiitzenberger group of the minimal J-class of L(X) is a conjugacy invariant, when V
satisfies certain conditions (V = VD and .ZSI C V). When V is such that V =V«D =A@ V
we prove this fact with another method, with the help of the concept of relatively free
profinite semigroupoid generated by a profinite graph. Using a simple example of a symbolic
system, we show that the presently used concept of relatively free profinite semigroupoid has
flaws when the generating profinite graph has an infinite number of vertices. We fix these
flaws, making a good definition for all profinite graphs. With this definition, we focus on the
study of relatively free profinite semigroupoids generated by the orbits graph of a symbolic
system.

The symbolic systems such that L(X) is rational, called sofic systems, deserve special
attention. With tools used for the deduction of the above mentioned conjugacy invariants
related with the structure of relatively free profinite semigroups, we obtain a new eventual
conjugacy invariant of sofic systems, which consists in structural properties of the syntactic
semigroup of L(X). This result improves an invariant introduced by Béal, Fiorenzi and
Perrin using different techniques.

Weak equivalence is a relation between symbolic systems weaker than conjugacy intro-
duced by M.-P. Béal and D. Perrin. We determine which classes of sofic systems naturally
defined by pseudovarieties of finite ordered semigroups are closed under weak equivalence.
Among such classes are the classes of almost finite type systems and aperiodic systems.






Résumé

La théorie des systemes symboliques dynamiques peut étre vue comme une partie de la
théorie des langages, parc-que il existe une bijection naturelle X — L(X') entre les systemes
symboliques dynamiques et les langages factorielles prolongeables. Les semigroupes, surtout
les finis, on prouvé étre tres importants pour la théorie des langages; et les semigroupes pro-
finis sont tres utiles pour comprendre et résoudre des questions de la théorie des semigroupes
finis.

Si A est un alphabet fini et V est un pseudovariété de semigroupes a qui appartiennent les
semigroupes finis nilpotentes, on reste avec la méme information sur une langage factorielle
prolongeable L si on considere seulement les éléments finis de la fermeture topologique L de
L dans Q4V, le semigroupe pro-V livre engendré par A. Motivées par cette remarque, nous
étudions les propriétés de L et on prouve l'existence de certains invariants de conjugaison
des systemes symboliques. Notamment, avec ’aide des homomorphismes de surposition, on
prouve que si X’ est un systeme irréductible alors le groupe de Schiitzenberger de la J-classe
minimal de L(X) est un invariant de conjugaison, si V satisfait certains conditions (V = VD
et ZSICV). SiV=V«xD =A@V alors on prouve aussi ¢a avec un autre méthode, utilisant
le concept de semigroupoide profini libre engendré par un graphe profini. Pour que cette
procédure marche bien, il a été nécessaire faire une redéfinition dans le cas ou le graphe
générateur a un nombre infini de sommets. Comme exemple de ce cas, nous étudions le
semigroupoide profini libre engendré par le graphe des orbites d’un systeme symbolique.

Avec des instruments utilisés pour montrer I'existence des invariants dans la structure
de Q4V, on prouve un nouveau invariant de conjugaison ultérieur des systemes sofiques,
consistant en des propriétés structurelles du semigroupe syntactique de L(X'). Ce résultat
améliore un invariant obtenu par Béal, Fiorenzi et Perrin avec des méthodes différentes.

L’équivalence faible est une relation entre systemes symboliques plus faible que la conju-
gaison. Elle a été introduite par M.-P. Béal et D. Perrin. Nous déterminons quelles classes
de systemes sofiques naturellement définies par des pseudovariétés de semigroupes ordonnées
sont unions des classes fermés pour la relation de conjugaison. Parmi de telles classes sont
les classes des systemes de type presque fini et des systemes apériodiques.
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Introducao

Consideremos um alfabeto A. Um sistema dindmico simbdlico de AZ é um subconjunto nao
vazio de A% fechado topologicamente e estével para a accdo da translacio

(xi)ez — (Tiy1)ez, i € A,

e para a accao da sua inversa. A Dinamica Simbdlica é a area de investigacao dedicada
ao estudo e classificacdo dos sistemas dinamicos simbdlicos. Historicamente, os sistemas
dinamicos continuos definidos por equacoes diferenciais forneceram a motivagdo para o
estudo dos sistemas dinamicos simboélicos. Com efeito, estes surgem frequentemente como
resultado de um processo de discretizacao dos sistemas continuos. Estudando o sistema
simbdlico, obtém-se informacgao sobre o sistema continuo original. Conforme é afirmado na
introducao de [LM96], foi resolvendo deste modo em [Had98 uma questao sobre sistemas
dindmicos continuos que Hadamard inaugurou em 1898 a Dinamica Simbdlica. Antes da
IT Guerra Mundial, como o atesta o artigo fundamental de Hedlund e Morse [HM38], a
Dinamica Simbdlica ganha autonomia, e muitos conceitos e assuntos da area actualmente
investigados remontam a essa época. Os morfismos entre sistemas dinamicos simbdlicos
designam-se codificacdes: tratam-se das funcoes continuas que comutam com a translacao
de sequéncias bi-infinitas. As codificactes bijectivas, designadas por conjugag¢des, constituem
a correspondente noc¢ao de isomorfismo. Dois sistemas dizem-se conjugados se houver entre
eles alguma conjugacao. Naturalmente, os sistemas dinamicos simbdlicos classificam-se em
classes de conjugacao.

Se X é um sistema dinamico simbdlico de A% entdo o conjunto L(X') das palavras sobre
A que aparecem em algum dos elementos de X é uma linguagem factorial prolongavel. De
facto, a correspondéncia X — L(X) é uma bijecgao entre o conjunto dos sistemas dindmicos
simbélicos de AZ e o conjunto das linguagens factoriais prolongaveis nao vazias de A*. Logo
a Dinamica Simbdlica pode ser considerada como uma area da teoria das linguagens.

Distinguem-se duas tendéncias quanto ao tipo de sistemas simbdlicos estudados. A pri-
meira tendéncia refere-se aos sistemas minimais que, tal como o nome indica, sao os sistemas
simbdlicos que nao contém outros sistemas simbdlicos. Traduzindo para o universo das lin-
guagens, mostra-se facilmente que X’ é minimal se e s6 se a linguagem L(X') é uniformemente
recorrente, isto é, se e s6 se qualquer elemento u de L(X) é factor de qualquer elemento de
L(X) de comprimento maior do que um inteiro N,, dependente unicamente de w.

A segunda tendéncia radica-se nos sistemas de tipo finito. O sistema X diz-se de tipo
finito se L(X) = A"\ A*W A* para algum subconjunto finito W de A'. Esta classe de
sistemas revelou-se importante desde o inicio da historia da Dinadmica Simbodlica. Nos anos
1970, R. Williams [Wil73] deu um grande impulso ao problema da classificagao dos sistemas
de tipo finito ao traduzi-lo como um problema de algebra linear sobre matrizes de inteiros
nao negativos. E com base nesta traducao que desde entao tem sido atacado o problema da
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decidibilidade da relacao de conjugacao entre sistemas de tipo finito. Este dificil problema
tedrico, talvez o mais célebre da area, permanece por resolver, nao obstante a investigacao
de grande qualidade que tem sido feita a volta dele [KR92, [KR99Y, [Boy00].

A classe dos sistemas sdficos foi introduzida em 1973 por Weiss [Wel73], o qual a definiu
como sendo a menor classe de sistemas dinamicos simbélicos que contém as imagens dos
sistemas de tipo finito por uma codificacdo. O problema da classificacao das classes de
conjugacao dos sistemas séficos também tem sido fundamentalmente estudado no universo
das matrizes, desta feita simbdlicas. Os paralelismos com os sistemas de tipo finito sao
habituais.

Um sistema simbdlico X' é séfico se e s6 se L(X) é racional. Este facto remete-nos para
a teoria combinatéria das linguagens racionais, e deste modo para a teoria dos autématos
finitos e dos semigrupos finitos.

E natural que o semigrupo sintactico de L(X) desempenhe um papel no estudo de um
sistema dinamico simbdlico X', especialmente quando esse semigrupo é finito, ou seja, quando
X é séfico. Em [Bea83] o semigrupo sintdctico é utilizado para construir e deduzir proprie-
dades sobre o grafo etiquetado minimal que reconhece L(X) quando X é um sistema séfico
irredutivel. Algo de semelhante é feito em [lon96c, Hon9§ para certas classes de sistemas
séficos que generalizam propriedades dos sistemas séficos irredutiveis. Véarias classes de sis-
temas séficos séo caracterizadas em [BHK6L, Hon96d, [on98, [BEP06, [BEP0OS)] por propriedades
algébricas do semigrupo sintdctico da linguagem desses sistemas.

Uma forma bem estabelecida de classificacao das linguagens racionais consiste em agrupa-
-las em wariedades de linguagens racionais. Por outro lado, os semigrupos finitos nao se
classificam a menos de isomorfismo, porque num certo sentido existem demasiados semi-
grupos para que tal seja exequivel [SYT94]. Antes classificam-se em pseudovariedades,
que sao classes de semigrupos finitos que contém os subsemigrupos, imagens homomorfas
e produtos directos finitos dos seus elementos. O célebre Teorema da Correspondéncia de
Eilenberg [Eil76] consiste na descricdo de uma bijecgao natural entre as pseudovariedades
de semigrupos finitos e as variedades de linguagens racionais: a cada pseudovariedade V
corresponde a variedade das linguagens racionais cujo semigrupo sintactico pertence a V. O
Teorema de Eilenberg, nomeadamente certas particularizacoes que em parte historicamente
o precederam (como a descrigdo das linguagens +-livres por Schiitzenberger) forneceram
desde os anos 1960/1970 uma das mais fortes motivagoes para o estudo de pseudovariedades
de semigrupos.

As pseudovariedades de semigrupos e de outras dlgebras, como por exemplo grupos,
monodides ou anéis, constituem uma adaptacao para o universo das estruturas finitas do
conceito de variedade de dlgebras, o qual é um dos principais temas abordados em Algebra
Universal [BS&T]. Naturalmente tentou-se desde logo transpor para o universo das pseudo-
variedades certas caracteristicas das variedades de algebras. A dificuldade mais evidente que
teve que ser superada é que enquanto que as variedades de dlgebras contém objectos livres,
tal em geral nao acontece com as pseudovariedades. A forma de contornar este obstaculo
consistiu num alargamento do universo a considerar: se em vez dos semigrupos de uma
pseudovariedade V considerarmos os limites projectivos dos membros de V, munidos da to-
pologia discreta, obtemos uma classe de semigrupos topoldgicos — denominados semigrupos
pré-V, ou profinitos no caso da pseudovariedades S de todos os semigrupos finitos — que
contém objectos livres. O semigrupo pré-V livre Q4V é o limite projectivo de todos os
semigrupos de V gerados por A (ou mais precisamente, por uma fungao de dominio A). A
classe dos semigrupos pré-V nao é grande demais, na medida em que um semigrupo finito
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gerado por A pertence a V se e s6 se é uma imagem homomorfa continua de Q4V. Conforme
é afirmado na introducio de [AV0H], pode-se dizer que em Q4V ficam codificadas todas as
propriedades algébrico-combinatoérias gerais dos elementos de V. Portanto existem fortes
motivagoes para o conhecimento das propriedades dos semigrupos profinitos relativamente
livres (isto é, semigrupos da forma Q4V, para alguns A e V). Efectivamente, a maior parte
dos avangos nos ultimos 25 anos na teoria dos semigrupos finitos fez-se através do estudo
de semigrupos profinitos relativamente livres, frequentemente a par com a ideia seminal de
Tilson [T1I87] de considerar categorias e semigrupdides como generalizagoes de mondides e
de semigrupos.

O interesse sistematico pela exploracao de elos entre a dinamica simbdlica e os semigrupos
profinitos deve-se a Almeida e encontra a sua motivagao primordial em [ATm02b], embora a
dinamica simbdlica ja tivesse pontualmente contribuido para a investigacao sobre semigrupos
profinitos: em [AART] (ver [AIm95, Capitulo 12]) deduziram-se propriedades do semigrupo
profinito livre localmente semi-reticulado com a ajuda da sequéncia de Prouhet-Thué-Morse.
Mais tarde J. C. Costa [Cos02] recorreu as substituigoes Sturmianas para deduzir mais propri-
edades sobre esse semigrupo. Em [ATm02b] estudam-se propriedades de pseudovariedades de
semigrupos recorrendo-se a pseudopalavras definidas através da iteracao de endomorfismos
continuos de semigrupos profinitos livres. O estudo da dinamica desses endomorfismos
— os quais em [ATm02b] surgem sob uma outra forma, a que se deu a designagao de
operadores implicitos — é retomado em [Alm02al [AV06, [ATm05a). Desse estudo resultou
um conhecimento acrescido da estrutura do semigrupo profinito (absolutamente) livre. De
uma parte desse conhecimento obteve-se em [AV06] um método para descrever, a partir
de uma base de pseudoidentidades de uma pseudovaridade de grupos H, uma base de
pseudoidentidades da pseudovariedade H dos semigrupos cujos subgrupos pertencem a H.
Também em [AVO6], a defini¢ao de entropia que normalmente se faz em Dinamica Simbdlica
foi pela primeira vez adaptada aos elementos do semigrupo profinito livre, com resultados
impressivos. Uma parte destes resultados ja havia sido demonstrada em [AV03], com o
recurso a métodos substancialmente diferentes, que ai se revelaram de menor alcance.

Nos artigos [ATm02D, [ATm02al, [AVO6], a que ja fizemos referéncia, os sistemas dindmicos es-
tudados s@o o fecho das érbitas de operadores implicitos. A tese de Mestrado do autor [Cas03]
é dedicada ao estudo de alguns desses sistemas. Prosseguindo numa outra direc¢ao, Almeida
iniciou a investigagao sobre como se poderd dos sistemas dinamicos simbdlicos propriamente
ditos extrair informacao sobre os semigrupos profinitos livres. A ideia-chave consiste em
considerar o fecho topoldgico de L(X) em Q4S. Nesse fecho topolégico, toda a informacao
sobre o sistema dinamico reside nas pseudopalavras infinitas. Esta ideia é um dos principais
fios condutores da investigacao original que se encontra presente neste trabalho.

Almeida concentrou a sua atengao em [AIm0bal nos sistemas minimais. Af foi demonstrado
que se X' é um sistema minimal de A% entdo os elementos de L(X) \ AT estao contidos numa
mesma J-classe J(&X'), e que a correspondéncia X +— J(X) é uma bijeccao entre os sistemas
minimais e o conjunto das J-classes regulares maximais de Q4S. Mais geralmente, Almeida
constatou que se X é um sistema simbdlico irredutivel entao os elementos J-minimais de
L(X) estao contidos numa mesma J-classe regular J(X'). Coloca-se naturalmente a questao
de se saber, dado um sistema simbdlico irredutivel X, qual é o subgrupo maximal &(X)
de J(X). Em [AIm05al foi possivel dar uma resposta a esta questdo para vdrias classes
de sistemas minimais. Para o efeito, em [AIm05a] consideraram-se os sistemas minimais
definidos por endomorfismos de A", os quais também podem ser designados por substituicdes.
Explorando as propriedades combinatérias de um tal endomorfismo e transpondo-as para a
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sua extensdo continua a Q4S, foi possivel calcular &(X) quando X é definido por uma
substituicao (fracamente) primitiva. Por exemplo, se a substituigao é Sturmiana entao &(X)
é isomorfo ao grupo profinito livre gerado por dois elementos.

A questao que em seguida se coloca com naturalidade é a de saber se a classe de isomor-
fismo do grupo compacto &(X) é um invariante de conjugacao de X. Almeida anunciou
em [ATm05H, Seccao 9] que &(X) é efectivamente um invariante de conjugacao, mas sem
demonstragdo. Numa comunicacao pessoal, Almeida expds ao autor os argumentos que
justificaram essa afirmacao, os quais consistiam na consideracao do semigrupéide profinito
livre gerado pelo grafo profinito das orbitas de um sistema dinamico simbdlico. Contudo
o autor detectou nesses argumentos uma falha comprometedora, que surgiu da assumpcao
incorrecta de que o semigrupdide livre gerado por um grafo profinito é sempre denso no
correspondente semigrupéide profinito livre. Isto é verdade para grafos com um nimero finito
de vértices, mas no Capitulo Bl veremos um exemplo em que tal ndo acontece relativamente
ao grafo das orbitas de um certo sistema sofico. A mencionada falha pds mesmo em causa a
prépria no¢ao — introduzida em [AWI8] — de semigrupdide profinito livre gerado por um
grafo profinito com um ntmero infinito de vértices. Num esforco conjunto plasmado nos
Capitulos@ e B, Almeida e o autor superaram estas dificuldades, tendo obtido uma definicao
satisfatoria de semigrupdide profinito livre gerado por um grafo profinito, e reaproveitaram
os métodos iniciais de Almeida para fazerem uma demonstracao de que &(X’) é um invariante
de conjugacao.

Mas jé em [Cos06], enquanto os mencionados problemas sobre semigrupéides profinitos
livres estavam por resolver, o autor havia entretanto demonstrado que &(X) é um invariante
de conjugacao utilizando um outro método. De facto, foi mesmo demonstrada a existéncia
de um invariante de conjugacao mais geral: trata-se do conjunto parcialmente ordenado
etiquetado das J-classes de elementos de L(X) que estdo simultaneamente R-abaixo e L-
abaixo de pseudopalavras nao vazias idempotentes, etiquetado em cada uma dessas 7-classes
pelo respectivo grupo de Schiitzenberger. Este assunto é um dos temas do Capitulo B desta
tese. O método utilizado surgiu da consideracdo dos chamados morfismos de sobreposicao,
ou morfismos sequenciais, conforme sdo apresentados em [AIm95l Secgao 10.6]. E natural
que tais morfismos sejam considerados, pois eles actuam nas palavras finitas do mesmo modo
como as codificagoes actuam nas sequéncias bi-infinitas.

A deducao do resultado que descrevemos no paragrafo anterior foi em grande parte
motivada por um resultado andlogo de Béal, Fiorenzi e Perrin sobre o semigrupo sintac-
tico de L(X) quando X é um sistema simbdlico séfico [BEPOG]. O conjunto parcialmente
ordenado considerado em [BEP06] é constituido apenas por [J-classes regulares do semigrupo
sintdctico. O autor melhorou em [Cos06] este invariante de conjugagao de sistemas soficos,
ao considerar todas as J-classes do semigrupo sintactico constituidas por elementos que
estao simultaneamente R-abaixo e L-abaixo de idempotentes; esta parte do artigo [Cos(6]
é recapitulada e melhorada no Capitulo B desta tese. Nao obstante a semelhanca de resul-
tados, os métodos aplicados em [BEP0O0] e em [Cos06] foram substancialmente diferentes.
Em [BEPOA)] foi aplicada a perspectiva segundo a qual um sistema séfico pode ser encarado
como uma matriz simbdlica. Os métodos aplicados em [Cos0f], consistem na aplicacao das
ferramentas desenvolvidas para deduzir o invariante geral descrito no paragrafo anterior,
relacionado com a estrutura do semigrupo profinito livre.

Esta monografia encontra-se dividida em trés partes. A primeira parte é dedicada as
definicoes e resultados que sao preliminares das contribuicoes originais principais. Este
preliminares encontram-se organizados em dois capitulos. O primeiro situa-se no ambito da
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teoria de semigrupos, autématos e linguagens. No segundo capitulo sao abordados aspectos
gerais da Dindmica Simbdlica. A longa extensao desta parte deve-se ao facto de nos vermos
obrigados a lidar com duas areas de investigacao, e de ser curto o historial das interaccoes
entre elas, pelo que nao é de esperar que em geral um leitor familiarizado com uma dessas
areas esteja familiarizado com muitos aspectos da outra.

A segunda parte é constituida pelos CapitulosBlafl Os Capitulos Hl e @ e uma porcao do
Capitulo Bl foram obtidos em colaboracao com Almeida. Esta segunda parte é dedicada
a investigacao de ligagoes entre propriedades dos semigrupos e semigrupéides profinitos
relativamente livres e propriedades dos sistemas dinamicas simbdlicos. No Capitulo Bl sao
deduzidas vérias propriedades do fecho topoldgico em Q4V de uma linguagem factorial e/ou
prolongavel de A*. Estudamos o efeito que tem sobre esse fecho a aplicacao dos morfismos
de sobreposicao definidos por codificacoes, deduzindo desse modo invariantes algébrico-
topoldgicos de conjugacio relacionados com a estrutura de Q4V. No CapituloBl fazemos uma
recapitulacao critica do conceito de semigrupdide profinito relativamente livre gerado por um
grafo profinito, guiados pelo caso dos grafos das érbitas dos sistemas dinamicos simbdlicos.
Os semigrupdides profinitos relativamente livres gerados por tais grafos tornam-se o tema
principal no Capitulo

Na terceira parte, constituida pelos Capitulos Bl e [d sdo apresentados resultados originais
sobre propriedades algébricas do semigrupo sintdctico da linguagem dos factores de um
sistema dinamico simbdlico. O contetido do Capitulo [d foi obtido em parte em colaboracao
com L. Chaubard [CCO6]. Essa colaboragao resultou da convergéncia entre o artigo [Cos07]
e a tese de Mestrado [Cha(3].

Em complemento, existem trés capitulos em apéndice.

Vamos agora indicar algumas referéncias bibliograficas que sirvam de apoio principal para
a leitura desta tese. Sobre dindmica simbdlica, indicamos [LM96], e de forma comple-
mentar [Béad3]. Para os resultados conhecidos sobre semigrupos, autématos e linguagens,

baseamo-nos em [Lal79l [Pn86, [AIm95], o texto introdutério [AIm0O5D] sobre semigrupos

profinitos, e ainda [CHKS3] para resultados sobre semigrupos compactos.
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Parte 1

Preliminares
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Capitulo 1

Semigrupos, automatos e
linguagens

1.1 Semigrupos

Um semigrupo é um conjunto nao vazio munido de uma operagao binaria associativa. Em
geral adoptaremos uma notacao multiplicativa para a operacao de semigrupo: isto é, essa
operagao serd denotada por -, e poderemos escrever st no lugar de s-t, e s" para designar o
produto ss---s de n copias de s, onde n é um inteiro positivo. Pela mesma ordem de ideias,
a operacao de semigrupo também sera frequentemente designada por multiplicacado.

Um idempotente de um semigrupo S é um elemento e de S tal que e? = e. Por exemplo,
seja % o semigrupo constituido pelos inteiros 0 e 1 com a multiplicacdo usual: todos os
elementos de % sao idempotentes.

Um elemento 1,7 de um semigrupo M diz-se um elemento neutro se m-1y; = 1pyr-m=m
para qualquer m € M. Num semigrupo existe no maximo um elemento neutro. Um mondide
é um semigrupo com um elemento neutro. Por exemplo, %7 é um mondide: o seu elemento
neutro é 1. Se s é um elemento de um mondide M entdo s” denota o elemento neutro de M.

Seja S um semigrupo. Denotamos por S! o semigrupo definido do seguinte modo: se S é
um mondide entdo ST = S; se S ndo é um mondide entdo consideramos um elemento denotado
por 1 que nao pertence a S e definimos S* como sendo SU {1} munido da multiplicacio que
estende a multiplicacao de S e que tem 1 como elemento neutro.

A nocao de grupo é bastante mais familiar, e assumimos que o leitor estd familiarizado
com os conceitos elementares relacionados. Note-se que um grupo é um semigrupo.

Um semigrupo S diz-se comutativo se st = ts para quaisquer s,t € S. Um semi-reticulado
é um semigrupo comutativo em que todos os elementos sao idempotentes. O semigrupo
% ={0,1} é um semi-reticulado. Dado um conjunto A, o conjunto dos subconjuntos de A
é denotado por P(A). Munindo P(A) da operagao binédria de unido obtemos um mondide,
cujo elemento neutro é o conjunto vazio. O mondide P(A) é um semi-reticulado.

Sejam X e Y subconjuntos de um semigrupo S. O seu produto é o conjunto XY =
{zy|z,y € S}. O conjunto dos subconjuntos de S é um semigrupo para esta operagao. Nao
havendo lugar a ambiguidade, se s é um elemento de S entao escrevemos Xs no lugar de
X{s}.

Dado um semigrupo S, um subconjunto nao vazio T" de S fechado para a multiplicagao
de S é um semigrupo para a restricao a 1’ da operacao definida em S. Dizemos que T' é um
subsemigrupo de S.
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Seja X um subconjunto nao vazio de um semigrupo S. Consideremos o conjunto

(x)=Jx"
n>1
Entao (X) é um subsemigrupo de S, e é a interseccao de todos os subsemigrupos de S que
contém X; por isso dizemos que (X) é o subsemigrupo de S gerado por X. Se A # () entao
o conjunto P'(A) = P(A) \ {0} é um subsemigrupo de P(A), e se A é finito entao P'(A) é
gerado pelo conjunto {{z} |z € A}.

Um subgrupo de um semigrupo é um subsemigrupo cuja multiplicacao faz dele um grupo.
A nocao usual de subgrupo de um grupo é consistente com esta nocao. Por outro lado,
o mondide % tem {0} como subsemigrupo, mas os elementos neutros de % e de {0} sao
distintos. Dai que, para nao haver ambiguidade, s6 falamos de submondides de mondides:
um submondide de um mondide M é um subsemigrupo de M que contém o elemento neutro
de M.

Um ideal de um semigrupo S é um subconjunto nio vazio I de S tal que S'IS' = I. Um
ideal de S é em particular um subsemigrupo de S. A interseccao nao vazia de ideais é um
ideal. Em particular, a interseccao Kg de todos os ideais de S é um ideal de S, se Kg # ().
Dizemos que Kg é o ideal minimo de S, se Kg # (). Todos os semigrupos finitos tém um
ideal minimo mas, por exemplo, o semigrupo aditivo dos inteiros positivos nao tem um ideal
minimo.

Dada uma familia nao vazia (.S;);er de semigrupos (respectivamente, monéides, grupos),
o produto Cartesiano S = [[;.;5; é um semigrupo (respectivamente, mondide, grupo) para
a operacao definida naturalmente componente a componente. Dizemos que S é o produto
directo da familia (S5;);er. Em particular, dado um conjunto nao vazio A e um semigrupo S,
o conjunto S4 das funcées de A em S é desta forma um semigrupo. Dizemos que S4 é uma
poténcia de S.

Um homomorfismo de semigrupos de um semigrupo .S num semigrupo 7' é uma funcao
¢ S — T tal que p(st) = p(s)p(t). Se U é um subsemigrupo de S entdo p(U) é um
subsemigrupo de T'; se V é um subsemigrupo de T e se ¢~ (V) # () entdo ¢~ 1(V) é um
subsemigrupo de S. A imagem R de S por ¢ é um subsemigrupo de 7. Dizemos que
R é uma imagem homomorfa de S. Se S é um mondide com elemento neutro 1lg entao
R é um mondide com elemento neutro ¢(lg). No entanto ¢(lg) pode nao ser elemento
neutro de 7. Torna-se por isso conveniente a seguinte definicao: um homomorfismo de
mondides de um mondide S num mondide T', com elementos neutros 1g e 17 respectivamente,
¢ um homomorfismo de semigrupos ¢ : § — T tal que ¢(lg) = ¢(1r). Enquanto que
um homomorfismo de semigrupos entre dois mondides pode nao ser um homomorfismo de
mondides, um homomorfismo de semigrupos entre dois grupos é um homomorfismo de grupos
no sentido usual.

Se ¢ ¢ um homomorfismo bijectivo entdo ¢! também é um homomorfismo. Um homo-
morfismo bijectivo é designado por isomorfismo. Dois semigrupos dizem-se isomorfos se
existir um isomorfismo entre eles. Um endomorfismo é um homomorfismo de um semigrupo
nele proprio.

Seja ¢ : S — T um homomorfismo de semigrupos tal que S nao é um mondéide. Con-
vencionamos que o homomorfismo S' — T que estende ¢ e que envia 1 em 1 também seja
denotado por .

Dizemos que um semigrupo S divide um semigrupo 7" se .S é uma imagem homomorfa de
um subsemigrupo de 7. Também dizemos que S é um divisor de T. Nao é dificil mostrar
que a divisao de semigrupos é uma relacao transitiva.
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Proposicao 1.1 (Folklore). Qualquer semi-reticulado (finito) é um divisor de uma poténcia

(finita) de % .

1.1.1 Semigrupos livres

Seja A um conjunto nao vazio, designado por alfabeto. Dado um inteiro positivo n, uma
sequéncia de n elementos a1, as,...,ay,_1,a, de A é denotada por aqas...ay,_1a,. O con-
junto das sequéncias finitas nao vazias de elementos de A é denotado por A™. Os elementos de
AT sdao designados por palavras sobre A. O comprimento da palavra ay ...a, é o inteiro n.
As sequéncias de comprimento 1 chamam-se letras e identificam-se com os elementos do
conjunto A, o qual deste modo é considerado um subconjunto de A™. A palavra vazia é a
sequéncia vazia, denotada por 1, e o conjunto A* designa a uniao A* U {1}. O comprimento
de 1 é zero. O comprimento de uma palavra w é denotado por |w|. Também usaremos a
notagao | X| para designar o cardinal de um conjunto X.

O conjunto AT é um semigrupo para a operacao de concatenacio de palavras: se u =
a...an e v = by...b, sao palavras de comprimento n e m respectivamente (a;,b; € A)
entao a concatenagao de u com v é a palavra uv = ay ...ayb; ... by, de comprimento n + m.

Se p: A — S éuma funcgao e S é um semigrupo, entao existe um tnico homomorfismo de
semigrupos @1 entre AT e S, dado pela regra ¢ (a1 - --a,) = ¢(a1) - p(a,), onde a; € A.
Esta propriedade justifica a designacao de A™ como o semigrupo livre gerado por A.

Do mesmo modo, A* é um mondide para a operacao de concatenacao, e para toda a funcao
p:A— M em que M é um mondide existe um tinico homomorfismo de mondides ¢* entre
A* e M, razao pela qual A* é designado por mondide livre gerado por A.

O termo linguagem de AT é uma outra forma de nos referirmos a um subconjunto de
AT. Se L ¢ uma linguagem nao vazia de A™ entao (L) é geralmente denotado por LT.
Habitualmente também se considera @)+ como sendo (). Os subconjuntos de A* também se
designam linguagensﬂ, e L* denota o submondide de A* gerado por L.

A linguagem das palavras de comprimento n é A™. Por conveniéncia, a linguagem das
palavras de comprimento menor do que (respectivamente, menor ou igual a) n serd denotada
por A<" (respectivamente, AS").

1.1.2 Semigrupos topolégicos

Ao longo desta monografia, estudaremos varias estruturas topolégicas. No que diz respeito
a resultados puramente topoldgicos, apenas necessitaremos de um punhado de definigoes
e resultados familiares que se encontram na maioria dos livros de Topologia Geral. De
entre tais livros, escolhemos e [Wil70] como referéncias complementares. Tal como
em [Eng89 (mas ao contrario de [Wil70]), decidimos que por definigdo um espago compacto
tem que ser Hausdorff.

Um semigrupo topoldgico (compacto) é um semigrupo munido de uma topologia Hausdorff
(compacta) para a qual a multiplicacdo é continua.

Dois semigrupos topoldgicos dizem-se isomorfos se entre eles existir um isomorfismo de
semigrupos que também é um homeomorfismo de espacos topoldgicos. Um tal isomorfismo
também podera ser mencionado como sendo um isomorfismo de semigrupos topoldgicos.

Um grupo topoldgico (compacto) é um grupo munido de uma topologia Hausdorff (com-
pacta) para a qual a multiplicacio e a funcdo de inversio x — x~! sdo continuas. Num

'Na literatura, quando hi necessidade de distincdo, os subconjuntos de semigrupos livres designam-se
+-linguagens, e os de mondides livres designam-se *-linguagens.
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grupo que é um semigrupo compacto, a funcao de inversao é continua, ou seja, um grupo é
um semigrupo compacto se e s6 se é um grupo compacto [CHKS3, Teorema 1.13].

Estamos a seguir [CHKS3] quando exigimos que a topologia que define o semigrupo
topoldgico seja Hausdorff, tal como em [Wil7(, Exercicio 13G] se exige o mesmo para os
grupos topoldgicos. Essa exigéncia nao é feita em [AIm05D]. O custo da restri¢ao ao universo
das topologias Hausdorff é compensado por um maior espago de manobra, que resulta por
exemplo do facto de que os conjuntos com um unico elemento sao fechados num espago
Hausdorff, ou de que num espago Hausdorff uma rede convergente tem um tinico limite. Seja
como for, ao longo deste trabalho estaremos quase exclusivamente interessados em espacos
compactos.

Os semigrupos finitos serdao considerados como sendo semigrupos compactos (para a to-
pologia discreta, evidentemente). Dado um semigrupo topoldgico S, no caso de S nao ser
mondide vamos atribuir ao mondide S1 a topologia que resulta da adicdo do ponto isolado 1
a topologia de S. Com esta topologia S' é um semigrupo topoldgico.

Se I é um ideal de um semigrupo topolégico entdao S'IS' = S1IS1 = I. Portanto I
também é um ideal. O ideal minimo de um semigrupo topoldgico (se existir) é um ideal
fechado.

Teorema 1.2 (JCHKS3, Teorema 1.29]). Se S é um semigrupo compacto entdo S tem um
ideal minimo.

Dado um semigrupo topolégico S e um subconjunto nao vazio X de S, o conjunto m
é um subsemigrupo de S, designado por subsemigrupo fechado de S gerado por X. Um
semigrupo topolégico S diz-se monogénico se existir s € S tal que S = @ Um semigrupo
topoldgico monogénico é comutativo.

Teorema 1.3 (J[CHKS3|, Teorema 3.5]). Se S € um semigrupo compacto monogénico entio o
seu ideal minimo K € um grupo compacto monogénico, e qualquer subgrupo de S estd contido
em S. O conjunto dos pontos isolados de S é S\ K.

De acordo com o Teorema [[3] se s é um elemento de um semigrupo compacto S entao
@ contém um tunico idempotente, o qual sera denotado por s“. Podemos definir um
pseudo-inverso de s do seguinte modo: s“~! é o tinico elemento do ideal minimo de (s)
tal que s - s*71 = s¥. A operacdo x — z*! é continua. Note-se que se S é um grupo
compacto entdo s~ = s¥ 1.

1

1.1.3 Semigrupos quocientes

Dada uma relacao de equivaléncia R num conjunto X, a classe de equivaléncia de um
elemento 2z de X moédulo R é denotada por [z]g, e o quociente de X por R é denotado
por X/R.

O nicleo de uma funcao f: P — @ é o conjunto Ker f = {(z,y) € Px P: f(x) = f(y)}.
Uma congruéncia sobre um semigrupo S é uma relacao de equivaléncia 6 em S tal que, para
quaisquer u,v € S e a,b € S, se u 6 v entdo aub 0 avb. Se § é uma congruéncia entdo o
quociente S/6 fica naturalmente munido de uma estrutura de semigrupo. A fungao

gp: S — S/0
s +— [s]g
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é um homomorfismo sobrejectivo de semigrupos, e o seu nicleo é . Se ¢ : S — T é um
homomorfismo de semigrupos entao Ker ¢ é uma congruéncia sobre S e a fungao

S/Kero — Imy
(1.1)
[slkerp — ©(s)
estd bem definida e é um isomorfismo de semigrupos. Se 6 e p sao congruéncias sobre o
semigrupo S tais que € C p entao a funcao

q,: S0 — S/p
[slo — sl

estd bem definida e é um homomorfismo sobrejectivo.
Vejamos de que forma as nogoes sobre semigrupos quocientes se enquadram no contexto
dos semigrupos topoldgicos. Recordemos que, dado um espago topolégico X e uma funcao
sobrejectiva f : X — Y, a topologia quociente de Y induzida por f é a maior topologia sobre
Y para a qual a fungao f é continua. A topologia quociente de X/R é a topologia quociente

induzida pela funcao quociente X — X/R.

(1.2)

Proposigao 1.4 ([Wil70, Exercicio 17N.2]). Se X ¢é um espago compacto entio o espaco
quociente X/R € compacto se e sé se R é um fechado de X x X.

Diremos que uma relagao de equivaléncia R definida num espago topologico X é fechadaE
se R for um fechado de X x X. O préximo teorema demonstra-se facilmente com o auxilio
da Proposicao [L4

Teorema 1.5 (J[CHKS3, Teorema 1.54]). Se 6 € um congruéncia fechada de um semigrupo
compacto S entiao S/0 é um semigrupo compacto.

Se f: X — Y é uma funcao continua sobrejectiva entre espacos compactos entao a
topologia de Y coincide com a topologia quociente de Y induzida por f (pelo Teorema 9.2
de [WiI70] e de acordo com o comentério que se segue ao Teorema 17.7 do mesmo livro).

Teorema 1.6 ([Wil70, Teorema 9.4]). Suponhamos que f : X — Y € uma fungdo continua
sobrejectiva entre dois espagos compactos X e Y. Seja Z um espaco topoldgico. Entdo uma
funcao g 1Y — Z € continua se e s se go f: X — Z € continua.

X

/
Y
g& %
Z
O Teorema [LH é uma ferramenta muito 1til para lidarmos com espacos quocientes. Gracas
ao Teorema é imediato que os homomorfismos (1) e (C2) sdo continuos se S e T' sao

semigrupos compactos.

Dado um ideal I de um semigrupo S, consideremos a seguinte relagdo p; entre elementos
de S:

sprte (s=tous,tel).

A relagao py é uma congruéncia, cujas classes consistem no ideal I e nos conjuntos singulares
constituidos por elementos de S\ I. A congruéncia py é a congruéncia de Rees definida por I.
O semigrupo quociente S/p; é habitualmente denotado por S/I e designado por quociente
de Rees de S por I.

2Esta definicao de relacdo de equivaléncia fechada é a utilizada em [CHKS3], mas ndo é a mesma de [Eng89)
(veja-se Exercicio 2.4.C de [Eng89)).
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1.1.4 Limites projectivos

Um conjunto I munido de uma ordem parcial < diz-se dirigido se para quaisquer 4,7 € [
existe k € I tal que i < k e 5 < k. Um sistema dirigido de funcoes indexado pelo conjunto
dirigido I é uma familia nao vazia de funcgoes

F ={pji: Xj— X;|i,j € 1,i < j},
tais que
o Vi,j,k€l,i<j<k= ©j;oQkj= Pk
o Vi,j,kel, p;=Idy,,

onde Idg denota a funcao identidade no conjunto Q. O limite projectivo associado a .7 é o
conjunto
im .7 = {(si)i € [Lie; Xili <J = 0j(s;) = si}-

Se ; for a restricao a }inff da projeccao candnica de Hz’e[ X; em X;, entao p; = @j; 0 @;.
Dizemos que % é um sistema dirigido sobrejectivo se os elementos de % forem funcoes
sobrejectivas; o respectivo limite projectivo diz-se um limite projectivo sobrejectivo.

Usualmente linﬁ é denotado por 11112.6 ; X; quando a definicdo completa de .# estd
subentendida.

Proposicao 1.7 ([Eng89, Teorema 3.2.13 e Coroldrio 3.2.15]). Consideremos um sistema
dirigido F = {pj; : X; — X;|i,j € 1,i < j} de fungoes continuas entre espagos topoldgicos.
O conjunto mff ¢ fechado em [[;c; X; e as projecgoes @; linf — X; sao continuas.

Se os espacos X; forem compactos entdo 1&19 € um espaco compacto nao Vazio.

Se os espacos X; forem compactos e se o sistema F for sobrejectivo entdo as projeccoes
i sao sobrejectivas.

Proposicao 1.8. Seja F = {y;; : X; — X;|i,j € I,i < j} um sistema dirigido de funcoes
continuas entre espacos topoldgicos. Consideremos um subconjunto Y de l&n . Suponhamos
que para qualquer i € I existe k € I tal que i < k e a projec¢ao canonica de'Y em Xy € igual
a Xy. EntaoY € denso em }inﬁ

Demonstragao. Seja A um subconjunto finito de I. Consideremos uma familia By = (U;)ien
de conjuntos tais que U; é um aberto de X;. Denotando por ¢; a projeccao candnica de
}iinﬁ em X;, consideremos o seguinte conjunto:

Up, = m 902‘_1(2/{1')-
1EA
Os conjuntos da forma Up, formam uma base de abertos da topologia de mg“ . Para
mostrarmos que Y é denso em @ff , apenas precisamos mostrar que se Up, # () entao
Up,NY # (. Suponhamos pois que existe um elemento = em Up,. Como I é um conjunto
dirigido, existe j € I tal que i < j para qualquer i € A. Por hipdtese, existe k € I tal que
j<kepp(Y)= Xk Sejay €Y tal que vr(y) = pr(x). Se i < k entdo

0i(y) = er,i(ee () = eriler(@)) = @i(z).
Logo, como x € Up,, se i € A entao ¢;(y) € U;. Portanto y pertence a Up, NY'. O
O sistema dirigido .# = {p;; : S; — Si|i,j € I,i < j} é um sistema dirigido de
semigrupos (topologicos) se S; for um semigrupo (topolégico) e ¢;; for um homomorfismo

(continuo), para quaisquer 7, j € I tais que @ < j. Nesse caso, se lim.# for nao vazio entao
lim .# é um semigrupo (topoldgico), e as projeccoes ¢; sao homomorfismos (continuos).
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1.1.5 Semigrupos profinitos

Um semigrupo profinito é um semigrupo compacto 71" tal que, para qualquer par de elementos
distintos u e v de T, existe um homomorfismo continuo ¢ de T num semigrupo finito F' tal

que p(u) 7 ¢(v).

Teorema 1.9 ([ATm05b, Teorema 3.1]). Um semigrupo topoldgico € profinito se e sé se é
isomorfo a um limite projectivo de semigrupos finitos.

Um aberto-fechado de um espago topolégico é um conjunto da topologia que é simultanea-
mente aberto e fechado. Um espaco topologico diz-se zero-dimensional se for gerado por uma
base de aberto-fechados. Um espaco compacto é zero-dimensional se e s6 se é totalmente
desconexo [Wil7(), Teorema 29.7].

Teorema 1.10 (Numakura [Num57); [ATm05b, Teorema 3.1]). Um semigrupo compacto é
profinito se e s se € zero-dimensional.

Proposicao 1.11 ([AIm05b, pdg. 20]). Dado um elemento s de um semigrupo profinito,
temos s¥ = lim s™.
n—-+00

A definicdo de grupo profinito é inteiramente andloga a de semigrupo profinito, e os
Teoremas e também valem para grupos: basta substituir a palavra semigrupo por
grupo (veja-se [Numh7, [AIm&9, [CDET04] para outras estruturas em que ocorre o mesmo
fenémeno, e [CDEI04] para um estudo das suas limitagoes). De facto, um grupo topoldgico
é profinito se e s6 se é um semigrupo profinito.

1.2 Grafos e automatos

Um grafo G é uma estrutura (Vg, Eg, ag,wq) constituida por dois conjuntos disjuntos Vg
e Eq, e por duas funcoes ag e wg de Eg em V. O conjunto Vi U Eg sera denotado por G,
sempre que nao haja confusao entre conjunto e estrutura de grafo associada. Os elementos
de Vi s@o os vértices (ou estados) de G, e os elementos de Eg s@o as arestas de G. As
funcgoes ag e wg denominam-se funcdes de incidéncia. Dizemos que uma aresta x comeca
em ag(z) e acaba em wg(z), ou que ag(x) é a origem e wg(x) é o término de . O conjunto
das arestas que comegam no vértice p e acabam no vértice ¢ é denotado por G(p,q). A
notagao e : p — ¢ serve para referir que e é uma aresta de G(p, ¢). Um grafo diz-se essencial
se as suas fungoes de incidéncia forem sobrejectivas.

Duas arestas x e y dizem-se consecutivas quando wg(z) = ag(y), e dizem-se co-terminais
quando ag(z) = ag(y) e wa(z) = wa(y). Um caminho de G é uma sequéncia finita
T1T9...T, de arestas consecutivas, onde n > 1; o inteiro n é o comprimento do caminho.
Um descendente de um vértice p é o vértice terminal de um caminho que comega em p.

Os grafos finitos sao aqueles que tém um ndmero finito de arestas e de vértices. A forma de
representacao grafica de um grafo é bem conhecida. Na Figura [Tl encontra-se representado
um grafo com dois vértices, numerados 1 e 2, e trés arestas. Duas delas sao co-terminais,
com origem em 1 e término em 2. A aresta [ é um lacete, isto é, uma aresta com origem
igual ao término.

Um grafo G diz-se fortemente conexo se entre quaisquer dois vértices distintos = e y existe
um caminho de x a y; e diz-se conero caso seja fortemente conexo o grafo G’ que se obtém
de G acrescentando uma aresta que comega em y e a acaba em x sempre que existe uma
aresta que comeca em x e a acaba em y
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Figura 1.1: Representacao grafica de um grafo.

O grafo da Figura [Tl é conexo, mas nao é fortemente conexo.

Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que Vg C Vg, Eg C Eg, e ag e wy sao
restri¢oes de ag e wg, respectivamente. Uma componente (fortemente) conexa de um grafo
é um subgrafo (fortemente) conexo maximal. Um subgrafo H do grafo G diz-se terminal se
todos os caminhos de G que comegam num vértice de H sao caminhos de H.

O produto directo de uma familia nao vazia (G;);e; de grafos é o grafo G tal que Vg =
[Licr Vais Ec = 1Lier Ea,» € a((zi)ier) = (a(xi))ier e w((xi)icr) = (w(@i))ier, para qualquer
(xi)icr € Eg.

Um homomorfismo de grafos entre os grafos G e H é uma funcao ¢ : G — H com as
seguintes caracteristicas:

e (Vo) € Vi e p(Ec) C En;
e para toda a aresta x de G temos p(ag(z)) = an(e(x)) e p(wa(x)) = wa(p(x)).

Se U é um subgrafo de G entao ¢(U) é um subgrafo de H. O homomorfismo de grafos
p:G—HE

1. um isomorfismo se ¢ for uma fun¢ao bijectiva (a fungao inversa de um isomorfismo de
grafos também é um isomorfismo);

2. um homomorfismo fiel se ¢|q(p,q) for uma funcio injectiva, para quaisquer p,q € Vg;
3. um homomorfismo quociente se |y, for uma bijeccao entre Vg e Vi e se p(Eq) = En;
4. um mergulho se ¢ for uma fungao injectiva.

Dois grafos dizem-se isomorfos se existir um isomorfismo entre eles.
O reverso de um grafo G é o grafo denotado G’ com o mesmo conjunto de vértices e de
arestas de G e tal que agr = wg € wgr = ag.

O e

Figura 1.2: Reverso do grafo da Figura [Tl

Um grafo etiquetado num alfabeto A é um par (G, \) em que G é um grafo e A\ é uma
funcao do conjunto das arestas de G no alfabeto A; a letra A(x) chamamos etiqueta de .
A etiqueta de um caminho w = z1xo...x,, onde x1,...,x, sdo arestas consecutivas, é a
palavra A(z1)A(x2) - A(zy), a qual também é denotada por A(w). O contexto direito de
um estado é o conjunto das etiquetas dos caminhos que comecam nesse estado. No grafo
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Figura 1.3: Grafo da Figura [l etiquetado com as letras a e b.

etiquetado da Figura [ a etiqueta do lacete [ é a, e a etiqueta do caminho Il é a®. O
contexto direito de 1 é a™ U a*b, e o de 2 é ().
Um grafo etiquetado sobre o alfabeto A diz-se:

e fiel se arestas co-terminais distintas tiverem etiquetas distintas;
e resolvente se arestas distintas com a mesma origem tém etiquetas distintas;

e fechante se existe um inteiro positivo n tal que se dois caminhos x1 ...z, € Y1 ...Yn
tém a mesma origem e a mesma etiqueta, entao 1 = yi;

e completo se para qualquer estado p e para qualquer letra a de A existir uma aresta
etiquetada a com origem em p;

o reduzido se estados distintos tém contextos direitos distintos.

Podemos ainda considerar as nogoes duais de contexto esquerdo de um estado, grafo
etiquetado co-resolvente, co-fechante, co-completo e co-reduzido. Um grafo etiquetado diz-se
bi-resolvente se for resolvente e co-resolvente, e bi-fechante se for fechante e co-fechante.
Em [Béa93] sdo mencionados algoritmos para decidir se um grafo etiquetado finito é fechante
ou nao, ou se é co-fechante ou nao. Por exemplo, um grafo etiquetado finito é co-fechante
se e s6 se ndo existem nele caminhos etiquetados de acordo com a disposicao da Figura [[4l
Note-se que, como o grafo é finito, o comprimento dos caminhos que surgem na Figura [[4]
pode ser limitado pelo inteiro n? + 1 onde n é o nimero de vértices do grafo.

z z

() ()

p—sr<t—q p,q,r estados, p # q, u,z € AT,

Figura 1.4: Subgrafo etiquetado presente em grafos etiquetados finitos que nao sao co-
fechantes, e apenas nesses.

Um autémato sobre o alfabeto A é uma estrutura A = (G, \, I, F') em que (G, \) é um grafo
etiquetado sobre A, e I e I sdo subconjuntos de V. Os elementos de [ sao os estados iniciais
do autémato, e os de F sao os estados finais. A linguagem reconhecida por um autémato é o
conjunto das etiquetas dos caminhos que comegam num estado inicial e acabam num estado
final.

Um homomorfismo entre dois grafos etiquetados (Gi, A1) e (G2, A2) é um homomorfismo
@ entre os grafos Gy e Go tal que Ao 0 ¢ = A;. Um homomorfismo entre dois autématos
(G1, A1, 11, F1) e (G, Mg, I2, F5) é um homomorfismo ¢ entre os grafos etiquetados (G, A1)
e (Ga,\2) tal que p(I1) € ¢(I2) e p(F1) € ¢(Fy). Também temos naturalmente as
correspondentes nogoes de isomorfismo.

Em geral estaremos interessados no grafo etiquetado (G, A) como sendo um dispositivo de
reconhecimento de linguagens, encarando-o como um autémato em que todos os estados sao
iniciais e finais. Deste modo, o autémato (G, \, Vg, V) serd identificado com (G, \).
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1.3 Reconhecimento de linguagens

Dado um autémato 20 = (G, \, I, F) sobre o alfabeto A, para cada w € A" seja 7(w) o
conjunto dos pares (p,q) de vértices de G para os quais existe um caminho em G entre
p e q etiquetado w. O conjunto T' = {7(w)|w € AT} é um subsemigrupo do semigrupo
(para a operacao de composigao) das relagoes bindrias entre vértices de G. O semigrupo T
¢ designado por semigrupo de transi¢io de 2. A fungao 7 : AT — T é um homomorfismo de
semigrupos, designado por homomorfismo de transicio de 2. Reparemos que 2 é resolvente
se e s6 se 7 é uma fungao parcial; nesse caso é habitual usar-se as notagoes p - 7(u) = ¢q ou
p - u = q para representar o facto de que ¢ é a imagem de p por 7(u).
Se L for a linguagem reconhecida por 2l entao

L={w|r(w)NIxF#0}=r"17(L). (1.3)

Dizemos que uma linguagem L de A" é reconhecida por um semigrupo S se existir um
homomorfismo ¢ : AT — S tal que L = pp~!(L). A equacdo [[&) justifica a implicacio
directa do préximo teorema.

Teorema 1.12 (Myhill [Myh57]). Seja A um alfabeto finito. Uma linguagem de A" é
reconhecida por um autdmato finito se e s se € reconhecida por um semigrupo finito.

Uma linguagem diz-se reconhecivel se puder ser reconhecida por um autémato finito.
Uma linguagem racional de A* é uma linguagem que pode ser obtida dos subconjuntos
de A usando um numero finito de vezes as seguintes operagoes:

e Uniao bindria de linguagens: (L, K)+— LU K.
e Concatenagao de linguagens: (L, K) — LK.
e Operacao mais numa linguagem: L +— LT,

Teorema 1.13 (Kleene [KIeh6]). Seja A um alfabeto finito. Uma linguagem de AT é
reconhecivel se e so se for racional.

Um autémato deterministico (respectivamente co-deterministico) é um autémato resol-
vente (co-resolvente) com um unico estado inicial (final).
Seja L uma linguagem de A™. Dado u € A*, consideremos o seguinte conjunto:

Rr(u) ={w € A" |uw € L}.

Reparemos que
Va € A, Rr(u) = Rr(v) = Rp(ua) = Rr(va).

Consideremos o autémato deterministico e completo Ry definido do seguinte modo:

b

Figura 1.5: Autémato com estado inicial e final 1. A linguagem reconhecida é (ab)™.

32



e o conjunto de estados de Ry, é o conjunto {Ry(u)|u € A*};

e 0 TUnico estado inicial de Ry, é Rp(1);

e o conjunto de estados finais de Ry, é o conjunto {Ry(u)|u € L};
e para quaisquer u € A* e a € A, tem-se Ry (u) - a = Rp(ua).

O autémato Ry, reconhece L e é uma imagem homomorfa de todos os autématos determi-
nisticos completos que reconhecem L. Em particular, L é reconhecivel se e s6 se Ry, é finito.
O autéomato R; é, a menos de isomorfismo, o tnico autémato deterministico completo e
reduzido que reconhece L. Tal automato designa-se por automato minimal a direita de L.
Ambos os programas de célculo simbdlico [GAP0O6, [ncOf] contém pacotes denominados
Automata com algoritmos para o calculo do autémato minimal a direita de uma linguagem
racional.

Consideremos um semigrupo 7' e um subconjunto K de T. Uma congruéncia # em T
satura T se K é a uniao de classes de equivaléncia mdédulo #. Dado u € T, o contexto em T
de u relativamente a K é o conjunto

Crar(w) = {(2,y) € T' x T |zuy € K.
Consideremos a relacao binaria = em T que identifica elementos com o mesmo contexto:
u=v & Cgr(u) =Ckr(v).

A relacao = é uma congruéncia que satura K, e é a interseccdo de todas as congruéncias
em T que saturam K. A congruéncia = denomina-se congruéncia sintdctica. O semigrupo
quociente T/ =, denotado por Sp(K), é o semigrupo sintdctico de K em T. A classe de
equivaléncia médulo = de um elemento u de T' é denotada por dx 7(u).

Observagao 1.14. O semigrupo S+ (L) é uma imagem homomorfa de qualquer semigrupo
de transicao de um autémato sobre o alfabeto A que reconhece L.

Justificacdo. Se T é o homomorfismo de transicdo de um autémato sobre o alfabeto A que
reconhece L entao a congruéncia Ker 7 satura L, pelo que a congruéncia sintactica de L estd
contida em Ker 7. Portanto a fungao 7(u) — dr,(u) estd bem definida e é um homomorfismo
de semigrupos. O

Mais geralmente, temos a seguinte proposigao:

Proposigao 1.15 ([Lal79, Lema 5.5]). Uma linguagem L de At € reconhecida pelo semigrupo
S se e s6 se Sp+(L) divide S.

Vejamos agora uma outra caracterizacao do semigrupo sintactico de uma linguagem.

Proposi¢ao 1.16 ([Lal79, Proposicao 1.8]). Seja L uma linguagem de AT. Seja T o
homomorfismo de transicao de Ry. A funcdo

Sa+(L) — 7(AT)
opa+(u) — 7(u), ue A"

esta bem definida e € um isomorfismo de semigrupos.
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Dualmente, podemos considerar o automato minimal a esquerda de L. O seu semigrupo
de transicao também é isomorfo ao semigrupo sintactico de L.

O semigrupo sintactico de uma linguagem L pode depender do alfabeto A. Por exemplo,
o semigrupo sintactico de AT como linguagem de AT é o semigrupo trivial, enquanto que se
A G B entao o semigrupo sintdctico de A" enquanto linguagem de B* é o mondide % =
{0,1}. Mas se o alfabeto A estiver subentendido, ndo havendo perigo de confusao adoptam-se
notacées mais simples: S(L) e 0z, no lugar de Sy+(L) e de d;, 4+, respectivamente.

1.4 Relacoes de Green

Consideremos um semigrupo S. Dados u,v € S, dizemos que v é um factor de u se u = zvy
para alguns z,y € S'. Dizemos que v é um prefizo de u se u = vy para algum y € S*, e que
é um sufiro se u = xv para algum z € S'. Consideremos as seguintes relacdes em S:

e u <7v<< v éum factor de u
o u <p v< v éum prefixo de u;
e u <, v < v éum sufixo de u.

Uma quasi-ordem é uma relacao reflexiva e transitiva. As relagoes <7, <g e <, sao quasi-
ordens. Cada uma delas da origem a uma relagao de equivaléncia do seguinte modo:

uKve (ugvev<gu), Ke{J,R,L}

Consideremos ainda a relagdo H = R N L e a menor relagdo de equivaléncia contendo R e
L, denotada por D. Tem-se D = Ro L = LoR. Asrelacoes J, R, L, H e D sao conhecidas
como relagoes de Green.

Um elemento do semigrupo S diz-se J-minimal se todos os elementos de S forem seus
factores. O semigrupo S tem elementos J-minimais se e s6 se tem um ideal minimo, e se
S tem um ideal minimo K (por exemplo, se S for compacto) entdao K é o conjunto dos
elementos J-minimais de S.

Um semigrupo estdvel é um semigrupo S tal que

qJ qr < qRqr,

Vg, z € S,
qJ xq< q L xq.

Num semigrupo estavel as relacoes J e D coincidem. Os semigrupos compactos sao estaveis.

Proposigao 1.17. Consideremos um semigrupo S. Sejam a,b € S. Entdo ab € [a]lg N [b],
se e so se |a]g N [b]r contém algum idempotente.

Proposicao 1.18. Seja H uma H-classe de um semigrupo S. As sequintes condigcoes sao
equivalentes:

e H contém um idempotente;
e cxistem a,b € H tais que ab € H;
e H ¢é um subgrupo.

E claro que um subgrupo esta contido numa H-classe. Portanto, as H-classes de S que
contém idempotentes sao precisamente os subgrupos maximais de S.
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Proposicao 1.19. Se e e f sdo idempotentes de S entdo, para cada x € [e]lgr N [f]z, existe
um dnico y € [flr N €]z tal que xy =e e yx = f.

Um elemento u de S diz-se regular se u = uzru para algum z € S. Um subconjunto de S
diz-se regular se todos os seus elementos forem regulares.

Proposicao 1.20. As sequintes condicoes sao equivalentes para uma D-classe D de um
semigrupo S':

D ¢ regular;

D contém algum elemento reqular;

cada R-classe de D contém algum idempotente;
cada L-classe de D contém algum idempotente;
D contém algum idempotente.

Ao contrario do que se afirma na dltima alinea do Exercicio 5.1.9 em [ATm95], o corolério

seguinte nao é valido para todos os semigrupos [Almal, conforme se constata no Exem-
plo [C22

Corolario 1.21. Uma D-classe D de um semigrupo compacto S € reqular se e s se existem
a,b € D tais que ab € D.

Demonstracao. Note-se que D é uma J-classe, uma vez que S é estavel.
Se D é regular entao D contém algum idempotente e, pelo que bastard tomar a = b = e.
Reciprocamente, suponhamos que existem a,b € D tais que ab € D. Entao a = xaby para
alguns z,y € S, pelo que a = z"a(by)"™ para qualquer inteiro positivo n. Logo a = z%a(by)~,
uma vez que z* e y* sdo pontos aderentes de (™), e ((by)™),, respectivamente. Portanto
a <7 (by)¥ <7 b. Como a,b € D, deduzimos que (by)* € D. Ora as D-classes regulares sao
precisamente aquelas que contém algum idempotente. O

Exemplo 1.22. [AImbl Exercicio 5.58] Seja S o semigrupo de transigao do grafo etiquetado
da Figura Para cada palavra u sobre o alfabeto {a,b,c}, denotemos por [u] a imagem
pelo homomorfismo de transigao do grafo etiquetado. Tem-se [a] = [baca], pois [bac] é a
identidade no dominio de a, que é o conjunto dos ntmeros impares. Do mesmo modo,
[b] = [bacb] e [c] = [cbac]. Logo [al, [b] e [¢] sao J-equivalentes, pelo que S tem apenas duas
J-classes, sendo uma delas constituida apenas pela relacao vazia.

Figura 1.6: Exemplo atestando que a condicao “compacto” no Corolario [L2Tnao é supérflua.

E claro que [a] = [baca] <r [aca] </ [ca] <¢ |a]. Logo [a], |aca] e [ca] sao L-equivalentes.
Portanto [aca] = [a][ca] é o produto de dois elementos da L-classe de [a]. Contudo, [a] ndo é
regular. Com efeito, se [a] fosse regular, entao existiria uma palavra nao vazia x no alfabeto
{a,b,c} tal que [a] = [aza], e entdo terfamos 2 = 1[a] = 1[aza] = 2[za], o que é absurdo
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porque 2 nao pertence ao dominio de nenhum elemento de S. Logo a condigao “compacto”
no Corolario [L2ZI] nao é supérflua.

O semigrupo S também serve para mostrar que as relacoes J e D nem sempre coincidem.
Com efeito, [bac] e [a] sao J-equivalentes, mas como [bac] é idempotente e [a] ndo é regular,
nao sao D-equivalentes, pela Proposicao

Tanto as R-classes como as L-classes saturam cada D-classe de um semigrupo, enquanto
que a interseccao nao vazia de uma R-classe com uma L-classe é uma H-classe. Este facto
estd na base do chamado diagrama de Green de um semigrupo. Neste diagrama, cada D-
classe representa-se através de um rectangulo de quadrados no qual cada quadrado agrupa
os elementos de uma H-classe, cada linha representa uma R-classe, e cada coluna uma L-
classe. Os elementos idempotentes sao assinalados com uma estrela. No Exemplo 0s
rectangulos externos representam as D-classes. Note-se que, tratando-se de um semigrupo
finito, temos D = J. A J-ordem é representada pelas linhas unindo as J-classes, de tal
forma que se a J-classe Dy esta J-abaixo de Dy entao D estd representada abaixo de Ds.

Exemplo 1.23. Na Figura [ surge um grafo etiquetado com as letras a e b e ao lado o
diagrama de Green do seu semigrupo S de transicao (cada palavra representa a sua imagem
pelo homomorfismo de transigao). Note-se que o semigrupo S tem um ideal minimo com
trés elementos. A Figura[[7 foi obtida com recurso a um pacote de rotinas desenvolvido por
Almeida para serem utilizadas no Mathematica [Inc05].

Todos os calculos de semigrupos e autématos foram efectuados com esse pacote e/ou com
os pacotes Automata e SgpViz do GAP [GAP00).

Seja H uma H-classe de S. O estabilizador direito de H é o submondide de S! dado por
T(H)={xecS":Hx C H}.
De facto,
T(H)={zecS'":Hr=H}={xcS': HrnH # 0}.

Em T'(H) podemos considerar a seguinte relacdo de equivaléncia:
r~y< Jhe H:he=hy<VheH hx=hy.

A relagao ~ é uma congruénciaem 7'(H). SejaI'(H) = T'(H)/~. O homomorfismo quociente
T(H) — I'(H) sera denotado por £p.

Teorema 1.24 ([Lal79, Teorema 3.1]). Seja H uma H-classe de um semigrupo S. O
mondide I'(H) € um grupo de permutacoes de H com o mesmo cardinal que H. Se H,
e Hy sao H-classes contidas na mesma D-classe de S entao T'(Hy) e T'(Hy) sao grupos
isomorfos. Se H € um subgrupo mazimal de S entao H e I'(H) sao grupos isomorfos.

Segue-se a versao topoldgica do Teorema [[24] para semigrupos compactos.

Teorema 1.25 ([CHKS3, Teorema 3.61]). Seja H uma H-classe de um semigrupo com-
pacto S. Para a topologia quociente, o mondide T'(H) € um grupo compacto de permutagoes
de H com o mesmo cardinal que H. Se Hy e Hy sao H-classes contidas na mesma D-classe
de S entao T'(Hy) e I'(Hsy) sao grupos compactos isomorfos. Se H € um subgrupo maximal
de S entdo H e I'(H) sao grupos compactos isomorfos.
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Figura 1.7: Um grafo etiquetado e o diagrama de Green do seu semigrupo de transicao.

O grupo (compacto) I'(H) de uma H-classe de um semigrupo (compacto) S é referido
como sendo o grupo de Schiitzenberger de H e da D-classe de S em que H estd contida. Na
verdade, no caso dos semigrupos compactos falaremos antes no grupo de Schiitzenberger de
J-classes, o que podemos fazer ja que em semigrupos compactos as relagoes D e J coincidem.

Proposicao 1.26. Os grupos de Schiitzenberger de semigrupos profinitos sao grupos profi-
nitos.

Demonstracao. Seja H uma H-classe de um semigrupo profinito S. Pelo Teorema [LH, j4
sabemos que o grupo I'(H) é compacto. Fixemos h € H. Sejam z,y € T(H) tais que
Ea(x) # &u(y). Entao hx # hy. Como S é profinito, existe um homomorfismo continuo
sobrejectivo ¢ : S — F de S num semigrupo finito F' tal que p(hz) # p(hy). Seja K a
H-classe de ¢(h). Facilmente concluimos que ¢(T(H)) C T(K). Consideremos a fungao

G: T(H) — I(K)

§u(z) = Ex(p(2)), z € T(H).

A funcao 1 esta bem definida e é um homomorfismo. A funcao {x o ¢ é continua. Como
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Y oly = &k o ¢, pelo Teorema [LH a funcao ¢ é continua. Finalmente, como ¢(h)p(x) #
o (h)ply), temos (€ () # ¥(Ex(y)). Logo T(H) é um grupo profinito. 0

Uma forma alternativa de demonstrar a Proposicao consiste em utilizar o Teo-
rema [ T0. Com efeito, dada uma funcao continua aberta e fechada com dominio num espago
Hausdorff zero-dimensional, a sua imagem também ¢é zero-dimensional Exercicio
6.2.H]. Portanto, se R é uma relacao fechada definida num espago compacto zero-dimensional
X entao X/R também é um espago compacto zero-dimensional.

1.4.1 Elementos limitados por idempotentes

Sejam e e f idempotentes de um semigrupo S. Um elemento u de S tal que u = euf
diz-se limitado pelos idempotentes e e f (por esta ordem). Um elemento diz-se limitado por
idempotentes se for limitado por alguns idempotentes. Os elementos regulares sao limitados
por idempotentes.

Lema 1.27. Se S ¢ um semigrupo compacto entdo um elemento u de S € limitado por
idempotentes se e so se u € SuS.

Demonstracao. A implicacao directa é trivial. Reciprocamente, suponhamos que existem
x,y € S tais que v = zuy. Entao u = z"uy” para qualquer inteiro positivo n. Logo
u = r¥uy”, uma vez que z* e y* sao pontos aderentes de (z"),, e (y™),, respectivamente. [

Lema 1.28. Uma J-classe J de um semigrupo compacto S contém um elemento limitado
por idempotentes se e so se todos 0s elementos de J sao limitados por idempotentes.

Demonstra¢ao. Suponhamos que u é um elemento de J limitado pelos idempotentes e e f.
Seja v € J. Entdo existem x,vy, z,t € S! tais que u = zvy e v = zut. Logo

v = zut = zeuft = (zex)v(yft) € Svs.
Portanto v é limitado por idempotentes, pelo Lema O

Exemplo 1.29. Consideremos o grafo etiquetado G da Figura [L¥ Para cada palavra u
sobre o alfabeto {a,b,c,d}, denotemos por [u] a imagem pelo homomorfismo de transi¢ao
de G. Denotemos por L a linguagem reconhecida por G. Temos [a] = [bca]. Logo [a] é
L-equivalente a [ca]. Como [b] = [b?] e [a] = [bcab], também sabemos que [a] é limitado por
idempotentes. Logo d1(a) e d(ca) sao L-equivalentes e 07, (a) é limitado por idempotentes,
pela Observacao [CT4l Suponhamos que existe uma palavra nao vazia x tal que dr(x) é
idempotente e d1(ca) = dp(xca). Entao drxca € L, pois dca € L. Ora dxca € L implica
que r = cy para alguma palavra y, eventualmente vazia. Como 6y (x) é idempotente e
x € L, temos cycy € L. Logo b e ¢ sao as unicas letras que podem ser factores de y. Como
[cb] = [¢], deduzimos que [cy] = [¢¥] para algum inteiro positivo k. Portanto, podemos supor
que z = c¥. Como dcfd*b € L e dc®*d*b ¢ L, temos 61(c*) # 61(c*), o que contradiz a
hipétese de que dr,(x) é idempotente. Logo 61, (ca) é um elemento de S(L) que nao é limitado
por idempotentes, apesar de ser L-equivalente (e portanto J-equivalente) a um elemento de
S(L) que é limitado por idempotentes. Portanto a condigao “compacto” no Lema [[28 nao é
supérflua, e o semigrupo S(L) é disso exemplo.

No caso dos semigrupos compactos, o Lema [[Z8 permite-nos falar sem ambiguidade
numa J -classe limitada por idempotentes. Contudo, os elementos de uma J-classe limitada
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Figura 1.8: Exemplo atestando que a condi¢ao “compacto” no Lema [[28 nao é supérflua.

por idempotentes nao tém que ser limitados pelos mesmos idempotentes. Por outro lado,
os elementos de uma H-classe sao limitados pelos mesmos idempotentes. Uma condicao
necessaria (mas nao suficiente) para que uma J-classe seja limitada por idempotentes é que
esteja J-abaixo de alguma [J-classe regular. Esta condicao nao é suficiente: no caso do
semigrupo da Figura [, ba estda J-abaixo da [J-classe de a, a qual é regular, no entanto
se ba fosse limitado por idempotentes entdo terfamos ba = a?ba uma vez que a® é o tnico
idempotente que é factor de ba; ora ba # a’ba. O préximo lema da-nos uma condicio
suficiente para que uma J-classe seja limitada por idempotentes.

Lema 1.30. Num semigrupo compacto S, seja J uma J-classe com pelo menos um par
de elementos que ndao sao R-equivalentes nem L-equivalentes. Entdo J € limitada por
idempotentes.

Demonstracao. Sejam u e v dois elementos de J que nao sao R-equivalentes nem sao
L-equivalentes. Uma vez que u e v sdo J-equivalentes, existem z,y, z,t € S! tais que u = zvy
e v = zut. Entdo u = xzuty. Se tivéssemos xz ¢ S entdo terfamos z = z = 1, e portanto
u = vy e v = ut; mas entdo u e v seriam R-equivalentes. Logo zz € S. Analogamente,
ty € S. Entao u = (zz)u(ty) € SuS. Portanto u (e logo J) é limitado por idempotentes,
pelo Lema O

Por exemplo, no semigrupo da Figura [l a [J-classe de baab nao é regular mas é limitada
por idempotentes, porque contém mais do que uma R-classe e mais do que uma L-classe. Por
outro lado, a condicao dada pelo Lema nao é necessaria: no semigrupo da Figura [C71,
b2ab? (imediatamente acima do ideal minimo) ¢ limitado pelo idempotente b2, no entanto a
sua J-classe apenas tem uma R-classe; um outro exemplo é dado pelo préprio ideal minimo.
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1.5 Pseudovariedades de semigrupos e variedades de lingua-

gens

Uma pseudovariedade de semigrupos é uma classe nao vazia de semigrupos finitos que contém
os divisores e os produtos directos finitos dos seus elementos. Vejamos alguns exemplos.

1.

2.

A classe S dos semigrupos finitos é uma pseudovariedade de semigrupos.

Um semigrupo diz-se trivial se tiver um tnico elemento. A classe | dos semigrupos
triviais é uma pseudovariedade de semigrupos.

. A classe Com dos semigrupos finitos comutativos é uma pseudovariedade de semigrupos.
. A classe Sl dos semi-reticulados finitos é uma pseudovariedade de semigrupos.

. A classe dos mondides finitos ndo é uma pseudovariedade de semigrupos, pois um

mondide finito pode ter subsemigrupos que nao sao mondides.

. Um subsemigrupo de um grupo pode nao ser um grupo (por exemplo, Z* é um

subsemigrupo do grupo aditivo Z, mas nao é um grupo porque nao contém os simétricos
dos seus elementos). No entanto, num grupo finito o inverso de um elemento g ¢ igual a
g" para algum inteiro positivo n, pelo que um subsemigrupo de um grupo finito ainda
é um grupo. Logo a classe G dos grupos finitos é uma pseudovariedade de semigrupos.

. Dada uma relacao de Green K num semigrupo S, dizemos que S é K-trivial se a relagao

K em S for a igualdade. As classes J, R, L e A dos semigrupos finitos J-triviais, R-
triviais, L-triviais e H-triviais, respectivamente, sao pseudovariedades de semigrupos.
Os semigrupos H-triviais denominam-se aperiddicos.

. Um zero a direita (respectivamente, a esquerda) de um semigrupo S é um elemento

z de S tal que xz = z (respectivamente, zx = z) para todo o elemento x de S;
observemos que um zero a direita (ou a esquerda) é um idempotente. A classe D
(respectivamente K) dos semigrupos finitos cujos idempotentes sdo zeros a direita
(respectivamente & esquerda) é uma pseudovariedade de semigrupos. Um zero de
um semigrupo S é um elemento de S que é simultaneamente zero a esquerda e zero
a direita; um semigrupo tem no maximo um zero. Um semigrupo com zero diz-se
nilpotente. A classe N dos semigrupos finitos nilpotentes é a pseudovariedade D N K.

. Se e é um idempotente de um semigrupo S entao o conjunto eSe é um subsemigrupo de

S que tem e como elemento neutro. O mondide eSe é referido como sendo o mondide
local de S em e. Dada uma classe V de semigrupos, o local de V ¢é a classe .ZV dos
semigrupos finitos cujos mondides locais estao em V. Se V é uma pseudovariedade de
semigrupos entao £V é uma pseudovariedade de semigrupos.

A interseccao de pseudovariedades também é uma pseudovariedade. A pseudovariedade
gerada por uma classe ¥ de semigrupos finitos é a interseccao das pseudovariedades con-
tendo ¥. Por exemplo, pela Proposicao [L1l, qualquer pseudovariedade de semigrupos que
contém o semi-reticulado % também contém Sl isto é, Sl é a pseudovariedade de semigrupos
gerada por % (admite-se o abuso de notagao que consiste em considerar % no lugar de {Z }).
Mais geralmente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.31 ([AIm95 Inicio da Seccao 3.1]). A pseudovariedade de semigrupos gerada
por € € a classe dos divisores de produtos directos finitos de elementos de € .

Em geral a unido de pseudovariedades nao é uma pseudovariedade: por exemplo, G U SI
nao é uma pseudovariedade porque se G é um grupo néo trivial entdo G X % nao é um grupo
(porque tem mais do que um idempotente) nem é um semi-reticulado (porque nem todos os
seus elementos sao idempotentes).

Uma vartedade de linguagens é uma correspondéncia W que associa a cada alfabeto finito
A um conjunto WAT de linguagens racionais de AT com as seguintes propriedades, para
quaisquer alfabetos finitos:

1. o conjunto WA™T contém a unido de uma qualquer familia finita dos seus elementos, e
o complementar em AT de qualquer dos seus elementos;

2. se L € WA entao para qualquer a € A as linguagens {w € A" :aw € L} e {w € A" :
wa € L} pertencem a WAT;

3. se ¢ : AT — BT é um homomorfismo e se L € WB™ entdo ¢ (L) € WA™.

A variedade de linguagens V, em vez de ser encarada como uma correspondéncia, também
pode ser encarada como sendo a classe das linguagens L sobre alfabetos finitos A tais que
LeVA*.

Vamos considerar no conjunto das variedades de linguagens a seguinte ordem: ¥V < W
se e s6 se VAT C WAT para qualquer alfabeto finito A. Quanto ao conjunto das pseu-
dovariedades, vamos considerd-lo ordenado pela inclusao. Dada uma pseudovariedade V,
uma linguagem L de AT diz-se V-reconhecivel se for reconhecida por um semigrupo de V.
Denotemos por V a classe das linguagens V-reconheciveis. Pela Proposicao a classe V é
a classe das linguagens sobre alfabetos finitos cujo semigrupo sintactico pertence a V.

Teorema 1.32 (Eilenberg [Eil70]). Para qualquer pseudovariedade N de semigrupos a classe V
€ uma variedade de linguagens. A correspondéncia V — V é um isomorfismo de conjuntos
parcialmente ordenados.

O fecho Booleano de uma familia .% de subconjuntos de um conjunto X é o conjunto dos
subconjuntos de X que podem ser obtidos dos elementos de .% aplicando um ntmero finito
de vezes a uniao binaria e a operacao unaria de tomar o complemento em X. Note-se que o
fecho Booleano de .% também é fechado para a interseccao bindria de elementos de .%. Dado
um alfabeto finito A, as linguagens localmente testdveis de AT sao as linguagens do fecho
Booleano do conjunto de linguagens da forma A*wA*, wA* e A*w, com w € AT. A seguinte
caracterizacao da classe das linguagens localmente testaveis é um resultado muito importante
da teoria dos semigrupos finitos. Trata-se de uma particularizacao do Teorema [[L32 e o seu
interesse imediato reside em fornecer um algoritmo que decide se uma linguagem é localmente
testavel ou nao.

Teorema 1.33 ([BS73|, McN74, [Zal73, [Zal72]). A variedade de linguagens correspondente a

LSl € a classe das linguagens localmente testdveis.

A nocao de pseudovariedade de semigrupos pode ser transportada para outras estruturas
algébricas. Por exemplo, uma pseudovariedade de mondides é uma classe de mondides finitos
que contém os produtos finitarios dos seus elementos, as imagens dos seus elementos por
homomorfismos de mondides, e os submondides dos seus elementos. De acordo com esta
defini¢ao, a classe dos mondides finitos é um exemplo de uma pseudovariedade de mondides
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que nao é uma pseudovariedade de semigrupos. Se V é uma pseudovariedade de mondides
entdo £V é uma pseudovariedade de semigrupos. Em [AIm02¢] é feito um tratamento
unificado e sisteméatico da nocao de pseudovariedade no contexto mais abrangente da Algebra
Universal.

1.6 Semigrupos profinitos relativamente livres

Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Um semigrupo pro-V é um semigrupo compacto
T tal que, para qualquer par de elementos distintos u e v de T, existe um homomorfismo
continuo ¢ de T num semigrupo F de V tal que ¢(u) # p(v). Recordemos que S designa a
pseudovariedade dos semigrupos finitos. Note-se que os semigrupos pré-S sao precisamente
0s semigrupos profinitos.

Facilmente se verifica que o produto directo de semigrupos pro-V é pro-V, e que um
subsemigrupo fechado de um semigrupo pré-V também é pré-V. Um semigrupo finito é
pré-V se e s6 se pertence a V [AIm02d, Secgao 4].

Teorema 1.34 ([AIm05D, Secgao 3.2] ou [AIm02d, Proposicao 4.4]). Consideremos uma
pseudovariedade V de semigrupos. Seja S um semigrupo topoldgico. As sequintes condicoes
sao equivalentes:

1. S € pro-V;
2. S éisomorfo a um limite projectivo sobrejectivo de semigrupos de V;
3. S € isomorfo a um limite projectivo de semigrupos de V.

Consideremos um alfabeto A e uma pseudovariedade V de semigrupos. Seja ConaV o
conjunto das congruéncias 6 sobre A1 tais que A1 /6 pertence a V. Como a intersecgao de
congruéncias sobre um mesmo semigrupo ainda é uma congruéncia sobre esse semigrupo, o
conjunto C'on 4V munido da ordem parcial O é um conjunto dirigido. A familia

{ap,p: AT/0 — A" /p|p,0 € ConaV,p D 6}

é um sistema dirigido sobrejectivo. O seu limite projectivo é um semigrupo pré-V, denotado
por Q4V. Se o alfabeto A for finito entdo ConV é numeravel, pelo que o espaco topolégico
Q4V é gerado por uma métrica [Wil7(), Teorema 22.3]. Observemos desde ja que o semigrupo
Qul é trivial.

Uma fungao ¢ de um conjunto nao vazio X num semigrupo topologico S diz-se uma fung¢ao
geradora de S se o subsemigrupo de S gerado por ¥ (X) for denso em S.

Teorema 1.35 ([ATm05D, Proposigao 3.4]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos.

1. Se V € uma pseudovariedade diferente de | entdo a funcdo v : A — QaV definida por
t(a) = ([alg)occon,v € injectiva, pelo que A pode de forma natural ser considerado um
subconjunto de Q4V.

2. A funcdo v € uma funcdo geradora do semigrupo compacto Q4V.

3. Para todo o semigrupo S pré-V e para toda a funcdo ¢ : A — S ewxiste um unico
homomorfismo continuo ¢ : Q4V — S tal que por = ¢, ou seja, p € tal que o sequinte
diagrama € comutativo:
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4. Seja T um semigrupo pré-V com funcgdao geradora k : B — T tal que |A| = |B| e tal que
para todo o semigrupo S de V e para toda a fungdo ¢ : B — S existe um homomorfismo
continuo pp : T — S tal que o7 o k = . Entdo T € isomorfo a Q4V.

Esbogo de uma demonstracdo. ([M): Se V # | entao existe um semigrupo S com pelo menos
dois elementos distintos. Dados dois elementos distintos a e b de A, existe uma funcao

¢ A— S tal que p(a) # ¢(b). Logo [aly,, + # [bly,, -+, donde t(a) # ¢(b).
@): Resulta da Proposicao

@): A unicidade de ¢ resulta de t(A) ser denso em Q4V. Verifiquemos a existéncia.
Existe um isomorfismo ¢ de At/Kery' em (p(A)). Suponhamos que S € V. Entdo
AT/ Ker g0+ € V. Seja 7 a projeccio canénica de Q4V em A1/ Ker g0+. Basta entao tomar
@ = 1 omw. Mais geralmente, se S é pré6-V entdo invocamos o Teorema [L34 de modo a
utilizarmos o caso anterior. o

@): Seja f uma bijeccio de Aem B. Sejam g = ko feh = (tof !)p. Entdo hogor = Id
egohor=1Idp.
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Como ¢ e k sdo fungoes geradoras, concluimos que as fungoes g e h sdo isomorfismos
mutuamente inversos. O

O semigrupo Q4V é designado como sendo o semigrupo profinito livre gerado por A
relativamente a pseudovariedade V, ou simplesmente como o semigrupo pro-V livre gerado
por A. Para o caso da pseudovariedade de todos os semigrupos finitos existe uma designacao
especial: o semigrupo compacto Q45 denomina-se semigrupo profinito livre gerado por A.

Pela alfnea B do Teorema [[35 se A e B tém o mesmo cardinal entdo Q4V e QpV sdo
semigrupos compactos isomorfos. E por esta razao que se n for o cardinal de A entdo Q4V
é frequentemente representado por Q,V. Observe-se também que se A C B entdo Q4V
mergulha em QpV.

O subsemigrupo de Q4V gerado por ¢(A) é habitualmente denotado por Q4V.

Se V é uma pseudovariedade gerada por um semigrupo (como por exemplo Sl; que é gerada
por %), entao Q 4V pertence a V [AIm05b], Proposigao 4.3]. Por exemplo, se A é um conjunto
finito entdo facilmente se prova que Q4SI é isomorfo a P’(A). Como nos mostra a préxima
proposicao, existem muitos exemplos em que 4V ndo é um semigrupo finito. Para sermos
mais precisos, de facto Q4G e Q4S tém cardinal 2%, por exemplo [AIm95], Corolério 3.7.7].

Proposigao 1.36 ([ATm05b, Bau65]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Consi-
deremos o tnico homomorfismo 1+ : AT — QuV tal que tt|4 = ¢. Se V contém N ou G
entdo 1T € um isomorfismo.
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Aplicando a Proposicao [[36, vamos identificar Q4V com AT, quando V contém N ou G.

Proposicao 1.37. Se V contém N entdo os elementos de AT sio pontos isolados de Q4V.
Se V contém G entdao nenhum elemento de AT é um ponto isolado de Q4G.

Exemplo 1.38. [ATm95 Seccio 3.7] O semigrupo compacto Q4N é obtido do semigrupo
AT acrescentado um “ponto no infinito” que é um zero. Ou seja, a topologia de QN é
caracterizada pelo facto de que uma sucessao (uy), de elementos de AT é convergente em
Q4N precisamente quando é constante a partir de certa ordem ou quando lim |u,| = +oo, e
no segundo caso (uy, ), converge para o ponto no infinito.

Exemplo 1.39. O semigrupo compacto ﬁ{x}S ¢ a uniao de Q{x}S = {z}* com um grupo
compacto K, pelo Teorema O grupo compacto K é isomorfo a Q{I}G [AIm95, Secgao
3.7]. O seu elemento neutro é z“ e é o subsemigrupo fechado de ﬁ{w}S gerado pelo elemento
¥z, o qual habitualmente é denotado por z¥+1.

Mais geralmente, um elemento de K representa-se sob a forma z”, em que v é um simbolo
consistente com o significado das notagoes ¥ e 2, onde k € Z* (veja-se [AVOH, Seccio 2]
para uma abordagem formal). Assim, por exemplo, z“*7 é o elemento 227, e 277 é o
inverso de z¥*7 em K. Se S é um semigrupo profinito e s é um elemento de S, entdo s”
denota a imagem de ¥ pelo inico homomorfismo continuo ¢ : ﬁ{z}S — S tal que p(x) = s.

Por exemplo, s“*! é o elemento s*s.

A proposicao seguinte faz a ligagdo entre as propriedades combinatodrias da variedade das
linguagens V-reconheciveis e a topologia dos semigrupos pro-V livres, quando N C V. Para
um resultado mais geral veja-se [AIm95, Teorema 3.6.1], ou [AIm05D], Seccao 3].

Proposicao 1.40. Seja V uma pseudovariedade que contém N. Uma linguagem L de AT é
V-reconhecivel se e sé se o fecho topoldgico de L em QaV € aberto. A topologia de QaV €
gerada pelo fecho topolégico em QV das linguagens V-reconheciveis de AT .

O conhecimento contemporaneo da estrutura de 24V depende bastante de V. H4 muitas
familias de pseudovariedades para as quais essa estrutura estd completamente determinada
e é de descrigao simples, como é o caso da pseudovariedade J: veja-se [AIm95, Capitulo
8]. Outras ha que sdo de uma enorme riqueza, e cujo estudo estd longe de se encontrar
esgotado: é o caso de G, mesmo quando o alfabeto tem apenas uma letra [RZ00]. A familia
das pseudovariedades que contém .ZS| merecera nesta monografia a nossa especial atencao;
a estrutura algébrico-topologica dos respectivos semigrupos profinitos relativamente livres
ainda se encontra bastante inexplorada. Em [Cos(1] podemos encontrar varios resultados
interessantes sobre Q4.#Sl. Embora em [RS02, [AV03, [AV0H, [ATm05a] ja se faca luz sobre
uma parte da estrutura de Q AS, muito permanece por conhecer neste caso.

Seja (uy), uma sucessao de elementos de AT. Se V O N e (u,), converge para u em
Q4V, entdo u pertence a AT se e s6 se a sucessio de comprimentos (|uy|), é limitada: este
facto segue da Proposicao [[37 Por esta razio, dizemos que os elementos de 24V \ AT tém
comprimento infinito. Dado w € Q4V, o conjunto dos factores finitos de w serd denotado
por F(w).

Os elementos de €4S serdo referidos como sendo as pseudopalavras sobre A. Mais ge-
ralmente, se V for uma pseudovariedade entdo os elementos de Q4V serdao designados por
pseudopalavras mddulo V sobre A, mas nao havendo perigo de confusio os elementos de Q4V
também serao designados apenas por pseudopalavras.

As pseudopalavras infinitas (isto é, de comprimento infinito) tém factores idempotentes
(diferentes da palavra vazia):

44



Eroposigéo 1.41 ([ATm95, Coroldrio 5.6.2]). Para qualquer_pseudovariedade V, se u €
QaV \ QaV entio u = zft para alguns elementos z, f,t € QaV \ QaV em que f é um
idempotente.

A seguinte proposicao, que ser-nos-a util mais a frente, estd na base da demonstracao da
Proposicao [CZ11

Proposigao 1.42 (Folklore; ver [AIm95, Proposicao 3.7.1]). Suponhamos que S é um semi-
grupo finito com n — 1 elementos. Entao, para quaisquer si,...,S, € S existem inteiros p,q
tais que 1 <p<qg<nesi s, =(51"5)(Spt1-8¢) (Sq41- " 5n).

1.6.1 Uma teoria equacional

Uma identidade sobre A é um par (u,v) de elementos de A*. Normalmente a identidade
(u,v) é denotada através da igualdade formal u = v. Dizemos que o semigrupo S satisfaz a
identidade u = v se, para qualquer fungao ¢ : A — S, o tinico homomorfismo ¢* : AT — §
que estende ¢ é tal que o (u) = ¢ T (v). Por exemplo, se A = {a,b} entao os semi-reticulados
sdo os semigrupos que satisfazem as identidades ab = ba e a® = a.

Dada uma pseudovariedade V de semigrupos, seja I'yv o conjunto das identidades sobre
A satisfeitas por todos os elementos de V. O conjunto I'y é uma congruéncia sobre A™.
O semigrupo A" /Ty é isomorfo a Q4V (cf. [AIm95, Proposi¢ao 3.4.2] e [AIm05H, Teorema
4.2]).

Uma pseudoidentidade é uma igualdade formal u = v entre duas pseudopalavras sobre o
mesmo alfabeto. Uma pseudoidentidade u = v sobre o alfabeto A é satisfeita por um semi-
grupo S profinito se para qualquer fungao ¢ : A — S tivermos $(u) = $(v). Se Q4V = AT
eseu,v € AT entao estes conceitos coincidem com os conceitos andlogos sobre identidades.
Dizemos que uma classe ¥ de semigrupos finitos satisfaz uma pseudoidentidade v = wv
se todos os elementos de % satisfazem u = v. Para um conjunto ¥ de pseudoidentidades
denotemos por [X] a classe dos semigrupos finitos que satisfazem todos as pseudoidentidades
de X.

Teorema 1.43 (Reiterman [Rei82]). Para qualquer conjunto ¥ de pseudoidentidades, a
classe [X] é uma pseudovariedade de semigrupos, e todas as pseudovariedades de semigrupos
sao desta forma.

Se V = [X] entao dizemos que ¥ é uma base de pseudoidentidades para V. Eis alguns
exemplos de descrigoes de pseudovariedades por pseudoidentidades:

= z;

Enquanto que S| é uma pseudovariedade descrita por duas identidades, as pseudovarieda-
des D e A nao admitem uma base de identidades (cf. [AIm95, Exercicio 3.2.1]).

Sejam V e W pseudovariedades tais que V C W # |. Uma vez que 24V é um semigrupo
pré-W, existe um dnico homomorfismo continuo pw v : QAW — Q4V cuja restricio a A é
a funcao geradora ¢ : A — Q4V. Este homomorfismo é sobrejectivo. Dizemos que pw. v (w)
é a projeccdo de u em Q4V. Na literatura é frequente o abuso de notacdao que consiste na
identificacdo de pw v(u) com wu. Por simplicidade vamos denotar psy por py.
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Teorema 1.44 ([AIm05D, Teorema 4.2]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Para
quaisquer u,v € Q4S a igualdade py(u) = py(v) verifica-se se e sd se todos os elementos de
V satisfazem a pseudoidentidade u = v.

Consideremos no alfabeto A = {aj,...,a,} com n elementos a ordem em que a; é
a i-6sima letra. Seja u € Q4V. Dado um semigrupo S pré-V, denotamos por ug a
operacgao n-aria de S que faz corresponder a cada elemento (si,...,s,) de S™ a imagem
de u pelo tinico homomorfismo continuo ¢ : Q4V — S tal que ¢(a;) = s;. Note-se que se
¥ S — T é um homomorfismo continuo entre semigrupos pré-V entao ¢ (ug(si,...,sn)) =
ur(¥(s1),...,1¥(sy)). Naauséncia de confusao omitimos a referéncia em indice do semigrupo,
escrevendo u($y,. .., Sy) no lugar de ug(si,...,Sy).

1.6.2 As pseudovariedades D e K

Para cada inteiro positivo n consideremos as seguintes pseudovariedades:
Dn - [[ymlxn :$1°"$n]], Kn - [[$1$ny=$1$n]]

Reparemos que D; C Dy C D3 C - e que Ky C Ky C K3z C---. Nao é dificil mostrar que
D=U,>1Dneque K=,>; Kn.

Consideremos um alfabeto finito A. Seja w uma palavra de A" e n um inteiro positivo.
Se |w| > n entdao definimos t,(w) (respectivamente i,(w)) como sendo o tnico sufixo
(respectivamente prefixo) de w de comprimento n; se |w| < n entdo definimos t,(w) =
ip(w) = w.

Lema 1.45. Sejan > 1. A identidade u = v € satisfeita por D,, (respectivamente K,,) se e
$6 se tp(u) =ty (v) (respectivamente ip(u) = ip(v)).

Como consequéncia do Lema [L40] e da definicao de Q4D,,, o semigrupo Q4D,, identifica-se
com o semigrupo sobre o conjunto das palavras de A™ de comprimento menor ou igual a n
munido da operagao (u,v) + t,(uv). Em particular, t, é um homomorfismo de A* em
Q4D,,. Como 4D, é denso em Q4D,, e como, por A ser finito, Q4D,, é um semigrupo
finito, temos Q4D,, = Q4D,,. Se V é uma pseudovariedade que contém D entdao Q4D,, € V e
Q4V = AT. Podemos entao considerar o tinico homomorfismo continuo tx :QaV — QuD,
que estende t,,. Entdo t¥ o py = t3, pois é claro que tY o py(a) = t2(a) para qualquer a € A.
Se u é uma palavra de AT de comprimento n e w € Q4V entdo tX(wu) = u, uma vez que
tal é obviamente verdade quando w € AT, e AT é denso em Q4V. Logo qualquer elemento
infinito 7 de Q4V tem tY (7) como tinico sufixo de comprimento n. Nao havendo confusio,
escrevemos t,, no lugar de tX. Consideracoes duais sao validas para K,, e i,. Estabelecemos
a convengao de que ig(w) = to(w) = 1.

Dados z € A%, k € Z e n > 0, denotamos por Tk ktn] sequéncia finita ;Tr11 ... Than-
A sequéncia infinita a direita zxzgi1... ¢ denotada por T 1o, € a sequéncia infinita a
esquerda ... Ty 1Tk POT T)_o k). Suponhamos que A é um alfabeto finito. Se considerarmos
em A a topologia discreta entdo, pelo Teorema de Tychonoff, AZ é um espaco compacto. A
topologia de A% é determinada pela métrica

0 se x =1,
d(fl'7y) - {Q—min{k>03x[k,k]?éy[k,k]} se 7& y. (14)
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A topologia de A% caracteriza-se pelo facto de que uma sucessao (a:(”))n de elementos de A%
converge para x se e s se, para qualquer inteiro positivo k, existe py tal que se n > pg entao

(@) oy = Tkh-
Consideragoes analogas podem ser feitas a respeito de AZ3 ¢ de AL,

Proposigao 1.46 ([ATm95l, Secgao 3.7]). Seja A um alfabeto finito. O semigrupo compacto
Q4K € (isomorfo ao) o tinico semigrupo compacto AY> definido no conjunto A+ U AZS com
as sequintes caracteristicas:

1. o conjunto A% munido da topologia produto é um subespaco topoldgico fechado de AT°;
2. o0s elementos de AT sdo pontos isolados de AT>;

~ +
3. uma sucessio (ug)i>1 de elementos de AT converge para um elemento x de A% se e
s6 se para todo o n existe p tal que se k > p entdo x|y, € um prefivo de uy;

4. o semigrupo AT é um subsemigrupo de AT;
+ . \
5. o0s elementos de A%0 sdo zeros & esquerda;

+ ~ 7
6. se x = zor1x2x3... € A% e u = uy---u, € AT, com x,u; € A, entao ur € a
SeqUENCIa Ul . . . UpTOT1TITS . . ..

O semigrupo compacto QD ¢é isomorfo ao tnico semigrupo compacto A~ definido no
conjunto AT U AL de modo dual & forma como foi definido AT,

Na verdade a condigdo () da Proposicao [[46 é redundante para definir a estrutura de
semigrupo compacto de AT, tendo em conta a condigao (@) e o facto de (T[0,n] Jn>0 convergir

+
para z em AT U A% .
A menor pseudovariedade de semigrupos que contém D e K é ZIl. Uma pseudovariedade
V nao estd contida em Z1 se e s6 se V contém algum mondide nao trivial.

Proposigao 1.47 ([AIm95l, Secgdo 3.7]). Seja A um alfabeto finito. O semigrupo compacto
Q4L é (isomorfo ao) o tnico semigrupo compacto A definido no conjunto ATUAZ" x AZg
com as sequintes caracteristicas:

1. o espago topoldgico A%~ x AL ¢ um subespaco fechado de A>°;
2. os elementos de AT sdo pontos isolados de A>;

3. uma sucessdo (uy)r>1 de elementos de A* converge para um elemento (x,y) de AZ™ x AZS
se e s0 se (ix(ug))p>1 converge para y em QaK e (tr(ug))k>1 converge para x em QaD;

4. o semigrupo AT é um subsemigrupo de A>;
5. para quaisquer w € AT, x, 2’ € AL ey,y € AZS temos

(IL’,y) W= (IL"LU,y), w - (IL’,y) = (.T,U)y), (‘T7y) ’ (x/7y/) = (IL’/,y).

A funcao
x: AL 5 AL x AL

2 = (Zmo0,-1) 20,400
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é um homeomorfismo de espacos topolégicos. Dado um elemento (z,y) de A%~ x A% , VaImos
denotar x~!(z,y) por z.y. De facto, vamos poder fazer um abuso de notacio identificando
z com x(z).

Se V é uma pseudovariedade contendo .ZI| entdo a projeccio de um elemento m de Q4V
em Q4.ZI serd denotada por 7; a projecciao em Q4K serd denotada por 7; e a projeccio
em Q4K serd denotada por 7. Reparemos que se 7 € Q4V \ At entdo 7™ = 7.7

Dada uma palavra u de AT, a sequéncia infinita a direita vuuuu . . . (que pode ser encarada
como um elemento de A% ) vai ser denotada por u">°. Dualmente, a sequéncia infinita
a esquerda ...uuuuu (encarada como um elemento de A% ) vai ser denotada por u~°.
Finalmente, ©>° denota u~>.u1>.

1.6.3 A pseudovariedade .ZS|

Os proximos resultados generalizam a forma como uma palavra aparece como factor de um
produto finito de palavras finitas.

Lema 1.48 (cf. [AVO6, Lema 8.2]). Seja V uma pseudovariedade que contém ZSl. Seja

X =A{x1,...,z,} um alfabeto com n elementos. Seja A também um alfabeto finito. Con-
sideremos elementos w € QxV e vi,...,v, € QaV. Suponhamos que u é um factor finito
de wﬁAv(Ul’ .oy Un). Entao u é um factor de algum dos elementos v; ou w tem um factor

TigTiy *** Tiy iy (com Ti; € X) tal que u factoriza-se como u = w;yv;, - - - vj,
¢ um sufivo de vy, e u;,_, € um prefivo de v;, ., .

Uiy, ONAE Uj,

Lema 1.49 (cf. [AVO6, Lema 7.1]). Seja V uma pseudovariedade que contém ZSI. Sejam w
um elemento de QaV e u um factor finito de w. Se ndo existe a € A tal que ua é um factor
de w entdo w = vu para algum v € (A4V)!; e se ndo existe a € A tal que au é um factor de
w entdo w = uv para algum v € QV.

Os dois lemas precedentes tém em [AV06] uma demonstracao para o caso em que V =S,
mas conforme também é observado em [AV06, Observacao 8.3], essa demonstragdo também
é valida para qualquer pseudovariedade que contém ZSl, gracas ao Teorema [[L33]

Corolario 1.50. Consideremos uma pseudovariedade \ contendo £SI. Sejam p,s, f € QaV
com f idempotente. Se u € um factor finito de pfs entao u é um factor de pf ou de fs.

Demonstragao. Basta no Lema [[48 tomar B = {z1, 22}, w = 129, v1 = pf e vo = fs. O

Proposi¢ao 1.51 ([Cos99, Proposigao 3.1] e [AIm95 Seccao 10.7]). Seja A um alfabeto
finito e sejam 7w, p € Qa.LS|. Entio ™= p se e sé se F(n)=F(p) e ™ =p.

1.7 Produtos semidirectos com D

1.7.1 Produto semidirecto de pseudovariedades

Exceptuando certos casos assinalados, os resultados mencionados nesta subseccao encontram-
-se presentes em [ATm95l Capitulo 10].

Sejam S e T dois semigrupos. Dado um elemento ¢y de T' e um elemento f do semigrupo
ST das funcoes de T em S, denotemos por ¥ f a funcao de T' em S definida pela regra

bft) = f(tto), teT
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. . 1 . ~ . s
Consideremos no conjunto S7 x T a seguinte operacdo bindria:

(f1,t1) - (f2,t2) = (f1 - " fa, tata).

Esta operacao ¢é associativa. O semigrupo definido por esta operacao designa-se produto em
coroa entre S e T', e denota-se por SoT.

Sejam V e W pseudovariedades de semigrupos. O produto semidirecto de V e W (denotado
por V x W) é a classe dos divisores dos semigrupos da forma SoT com S € Ve T € W.

Proposicao 1.52. Para quaisquer pseudovariedades V e W a classe VW é uma pseudova-
riedade. O produto semidirecto de pseudovariedades de semigrupos € associativo, tem | como
elemento neutro, e respeita a ordem de inclusdo.

Em geral V+W #= W % V. E imediato que VUW CVxW.

Lema 1.53. Seja W a unido de uma cadeia ascendente
W; CWy CW3C -

de pseudovariedades. Entdo W € uma pseudovariedade e para qualquer pseudovariedade V
temos
VW= JVsW,, WxV=|]W,x*V.

n>1 n>1

Proposigao 1.54. Sejam n e m inteiros positivos e V uma pseudovariedade de semigrupos.
Entao:

D,y % Dy = Dy
D,xD=D=xD,=Dx*xD =Dy
se V& L entio K, CV Dy
se V& Ll entio VD =V x* ZI;
Ll =ZL1xD.

Cuds oo~

Corolario 1.55. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. As seguintes condi¢oes sao
equivalentes:

1. V=V=xD;
2. V=V %D, para todo o inteiro positivo n;
3. V=V =xD, para algum inteiro positivo n.

Como D x* D = D, as solugoes da equacao V = V x D na varidvel V sdo precisamente
as pseudovariedades da forma V % D. Para qualquer pseudovariedade V de semigrupos ou
de mondides temos £V = (ZV)«D e VD C ZV. Sabe-se que Com x D # ZCom
(cf. Exemplo [[T2). A partir desse facto pode-se concluir facilmente que nao existe nenhuma
pseudovariedade V tal que Com x D = Z V.

1.7.2 Morfismos de sobreposicao

Dados um alfabeto finito A e um inteiro positivo k, consideremos o alfabeto A* cujas letras
sao as palavras de AT com comprimento k. Por uma questao de clareza, vamos representar
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um elemento wy - - - wy, de (A*)* (com w; € A¥) sob a forma (w1) - - - (w,). Para k > 0 vamos
denotar por ®; a funcao

AT = (Ak"'l)*

1 se n <k,
a/]. P an —
(ap k1) (0 kt2) (On—k—1,0—1])(Qn—t,n))  S€ 1>k,

ondea; € Ae a,j) = ai@iy1 - aj—105. Em geral ®; nao é um homomorfismo de semigrupos
(embora o seja quando k = 0). Podemos dizer que a funcao @y 1é da esquerda para a direita
os factores consecutivos sobrepostos de comprimento k + 1 de uma palavra. Vamos de
seguida proceder a uma abstracgao desta propriedade no contexto dos semigrupos profinitos
relativamente livres.

Seja V uma pseudovariedade que contém .ZI. Entao Q4V = A" e podemos definir em
Q4V as funcoes i, e t,. Sejam S um subsemigrupo de Q4V, 7 um semigrupo, e k um inteiro
nao negativo. Uma funcio 1 de S em T diz-se um morfismo de sobreposicao de janela k+ 1
se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

e Y(w)=1seeso6se|wl <k;
o Y(uv) = Y(u) - Y(tr(u)v) = P(uig(v)) - ¢¥(v), para quaisquer u,v € S.

Em geral 1) ndo é um homomorfismo de semigrupos (embora o seja quando k = 0). Con-
tudo, os morfismos de sobreposicao partilham algumas propriedades com os homomorfismos
de semigrupos:

Lema 1.56. Seja V uma pseudovariedade que contém L. Sejam S um subsemigrupo de
QaV, T um semigrupo e v : S — T um morfismo de sobreposi¢io de janela k + 1. Entdo:

1. Para qualquer K € {T,R,L} eu,v € S, se u <g v entao Y(u) < 1(v).
2. Se w € um elemento regular de S entdo ¥ (w) € um elemento reqular de T'.

3. Sew é um elemento limitado por idempotentes de S entdo 1(w) é um elemento limitado
por idempotentes de T

Demonstragdo. Suponhamos que v <7 v. Entdo u = xvy para alguns x,y € S'. Logo

Y(u) = P(av) - P(tar(v)y) = Y(zi2k(v)) - (V) - P(tar (zv)y).

Entao ¢¥(u) <7 ¢¥(v). A demonstragao para as relagoes R e L é similar.
Se w é um elemento regular de S entao w = wrw para algum x. Logo

Y(w) = P(wrw) = (w) - P(bor(w)rw) = P(w) - (b (w)z igp(w)) - Y(w),
o que mostra que ¥ (w) é regular. Como w ¢ AT, temos (w) # 1, ou seja, P(w) € T.
Sejam e e f idempotentes tais que w = ew f. Entao
Y(w) = Y(eigk(e)) - (w) - Y(bar (f) )3
Y(eia(e)) = (e - elarle)) = Y(eizn(e)) - Pleiu(e));
Utk (f)f) = V(bar(F)f - f) = P(baw(f)S) - (bar(f)f)-

Logo 1 (w) é limitada pelos idempotentes 1 (eisg(e)) e ¥(tax(f)f), que sao efectivamente
elementos de T" porque tanto eigg(e) como to(f)f tém comprimento infinito. O
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A funcao @, é um morfismo de sobreposigao de janela k+ 1. Em [ATm95l Lema 10.6.11] é
provado que existe uma tinica extensdo continua Q45 — (2 4x+15)! de @, a qual também é
denotada por ®;. Por continuidade, esta extensao também é um morfismo de sobreposicao
de janela k + 1.

A funcao ;. esta estreitamente relacionada com os produtos semidirectos com Dy, como
atestam os dois teoremas que se seguem.

Teorema 1.57 ([Sir&5); essencialmente com este enunciado em [BP91]). Seja V uma pseu-
dovariedade de semigrupos tal que V ¢ £1. Denotemos por V e por Wy as variedades
de linguagens que correspondem a V e V x Dy, respectivamente. Uma linguagem L de A™

pertence a Wi AT se e 56 se pertence ao fecho Booleano do conjunto de linguagens da forma
.1 (K), onde K € V(AMN)* ¢ da forma {u}, pA*, A*s, comu e Ak ep, s e AF.

A demonstracao da caracterizacao das linguagens localmente testaveis enunciada no Teo-
rema decompoe-se em duas partes. Numa parte aplica-se o Teorema [[O1 para provar
que as linguagens localmente testdaveis sao aquelas cujo semigrupo sintactico pertence a
Sl % D. Na outra parte demonstra-se que Sl D = ZSI. E desta segunda parte que surge o
algoritmo que decide se uma linguagem é localmente testavel ou nao, uma vez que se pode
decidir se um semigrupo pertence a ZS| ou nao.

Teorema 1.58 ([AIm95, Teorema 10.6.12]). Seja V uma pseudovariedade de semigrupos
tal que V€ L1 ouV = Z1. A pseudoidentidade uw = v € satisfeita por V x Dy se e sd se
ir(u) =ik (v), tx(u) = trp(v) eV satisfaz a pseudoidentidade ®p(u) = Py (v).

Em [AIm95, Teorema 10.6.12] nao ¢ considerado o caso V = Z| no Teorema [[58 mas
como £l = Z1 %D o resultado é valido nesse caso: com efeito a pseudoidentidade u = v é
satisfeita por Z| se e 86 se u e v sdo iguais ou se u e v sao pseudopalavras infinitas tais que
L und «—
uw="v.

Convém em seguida ter presentes as observagoes que se fizeram no paragrafo que se segue
ao Corolario [L5A] a respeito das pseudovariedades da forma V * D.

Proposigao 1.59. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos tal que L1 CV eV =V x*D.
A correspondéncia - -
®Y: QaV = (QuenaW)!

pv(u) = py(Pr(u)), u € QuS,
esta bem definida e € um morfismo continuo de sobreposicao de janela k + 1.

Demonstra¢ao. Suponhamos que py(u) = py(v). Tal significa que a pseudovariedade V
satisfaz a pseudoidentidade u = v, pelo Teorema [[Z4l Ora

V=V«D=V«xDxDp=V=xDy,

logo V satisfaz @ (u) = ®x(v), pelo Teorema Ou seja, py(Pr(u)) = pv(Px(v)). Isto
mostra que @X estd bem definida. Uma vez que <I>X opy = py o ;. é uma funcao continua,
pelo Teorema a fungao <I>>€/ é continua. O facto de que <I>X é um morfismo continuo
de sobreposicao de janela k + 1 é imediatamente herdado de ®;,, uma vez que A" é denso

em Q4S. O
Proposigao 1.60. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos tal que L1 CV eV =Vx*D.
Sejam 7, p € QaV e u,v € A" tais que ur = vp ou Tu = pv. Se |u| = |v| entdo T =p e
u=uv.
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Demonstragao. Suponhamos que um = vp e que |u| = |[v| = k. Entao
u = ig(ur) = ig(vp) = v.
Seja ¢ o tinico homomorfismo continuo de Q 411V em 24V que estende a funcao

Ak—i—l —~ A
w o~ ty(w).

Sejax =a1---x, € AT, com x; € Aen >k+ 1. Entao
Co®l(z) = C((xprr)Tpria)  (Tnttm1) Tpkn]) = TletLn]-

Logo Coq)X(uw) = w para qualquer w € AT. Como A1 é denso em Q4V e (o @X é continua,
segue que ( o @X(uw) = w para todo w € Q4V. Portanto,

7 = Co®Y(ur) = Co @Y (up) = p.
O caso mu = pv é analogo. O

Pode-se dizer que é no préximo lema que reside o amago da atencao que os elementos
limitados por idempotentes receberao ao longo de toda esta monografia, na medida em
que nos assegura que cortando prefixos ou sufixos finitos de uma pseudopalavra limitada por
idempotentes, o factor remanescente permanece na mesma J-classe. Conclui-se entao, tendo
em conta o Lema[[LZ7, que esta é mesmo uma propriedade que caracteriza as pseudopalavras
limitadas por idempotentes.

Lema 1.61. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos tal que L1 CV eV =V xD. Seja
m um elemento de QAV limitado por idempotentes. Seja p um elemento de QAV tal que
m = xpy para algumas palavras x,y de A*. Entao 7 e p sao J-equivalentes.

Demonstracdo. Queremos mostrar que m é um factor de p. Sejam e e f idempotentes de
QaV tais que 7 = erf. Como enf = xpy, temos i|z(e) = e t)(f) = y. Logo existem
elementos eg e fo de Q4V tais que e = zeg e f = foy, donde zegm foy = xpy. Logo eqmfo = p,
pela Proposicao O

O préximo lema é uma espécie de reciproco do Lema [CGIF acrescentado certos prefixos
ou sufixos nao saimos da J-classe.

Lema 1.62. Seja S um semigrupo. Seja m um elemento de S tal que m = emwf para alguns
idempotentes e e f de S. Se s € um sufixo de e e p € um prefizo de [ entdo ™ e swp sao
J -equivalentes.

Demonstracao. Queremos mostrar que smp é um factor de w. Sejam ey e fy tais que e = egs
e f =pfo. Entao m = eg(smp) fo. O
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos simbodlicos

2.1 Conceitos basicos

Seja A um alfabeto finito. A translacdo de sequéncias de letras de A indexadas por elementos
de Z é a funcio de A% em A% que envia (x;)iez em (x;11)icz. Esta funcio é denotada por
o4, ou simplesmente . A funcao o4 é um homeomorfismo. A relacao entre elementos de
A% definida por

Tr~eySIneEL i =0"(y).

é uma relacao de equivaléncia. A classe de equivaléncia de x relativamente a ~, denomina-
se orbita de xz, e é denotada por O(x).

Um sistema dindmico simbdlico (ou mais abreviadamente, um sistema simbélico) de A% é
um subespaco fechado nao vazio X de A% tal que o(X) C X e 071 (X) C X (ou dito de outro
modo, tal que X contém as 6rbitas dos seus elementos). O sistema é “dinadmico” porque é
descrito pela dinamica da translacao, e as letras de A sao os simbolos que justificam o uso
da designacao de sistema “simbdlico”.

Um sistema simbélico da forma A% é referido como sendo um sistema simbdlico pleno.

De agora em diante todos os alfabetos sao considerados como sendo finitos, a menos que
algo seja dito em sentido contrario.

2.1.1 Sistemas simbdlicos vistos como linguagens

Um subconjunto K de um semigrupo 7' diz-se factorial se K contém os factores dos seus
elementos. Uma linguagem L de AT diz-se prolongdvel se para qualquer u € L existem
a,b € A tais que au,ub € L.

A linguagem de um elemento z de A% é o conjunto L(x) = {Zppqn) : k € Z,n > 0}.
A linguagem de um subconjunto Y de A% é o conjunto L(Y) = (J,cy L(z). Observemos
que L(Y) = L(Y). Os elementos de L(x) e de L(Y) s@o os factores ou blocos de x e de
Y, respectivamente. Se n é um inteiro positivo entao L(Y) N A™ é denotado por L, (Y). O

conjunto L (Y') é referido como sendo o alfabeto de Y.

Proposicao 2.1 ([LM96, Teorema 6.1.21]). Um subconjunto X de A% é um sistema simbdlico
se e s6 se existe um subconjunto W de A" tal que L(X) = AT\ A*W A*.

A defini¢ao de sistema simbdlico que introduzimos é a que se encontra em [Béa93]. A
Proposigao EZTl fornece uma definigao alternativa, que é aquela que ¢ introduzida em [LNM96].
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Uma outra caracterizacao dos sistema simbdlico, que serd de importancia capital para
esta trabalho, consiste em encara-los de acordo com a seguinte proposi¢ao como linguagens
factoriais prolongaveis.

Proposicao 2.2 ([LM96, Proposicao 1.3.4]). Fizemos um alfabeto A. A correspondéncia
X — L(X) entre o conjunto dos sistemas simbdlicos de A% e o conjunto das linguagens
factoriais prolongdveis nao vazias de A* é uma bijeccio.

A Proposicao leva-nos a adoptar a seguinte convencao: dado um operador O definido
na classe das linguagens, usaremos a notacdo O(X) no lugar de O(L(X)). Assim, por
exemplo, o semigrupo sintactico de L(X) serd denotado por S(X), no lugar de S(L(X)), e
serd referido como sendo o semigrupo sintdctico de X'; e o homomorfismo 67,y serd denotado
mais simplesmente por dy.

Apresentamos de seguida um critério para a pertenca de uma sequéncia a um sistema
simbdlico.

Proposicao 2.3 ([LM96, Corolario 1.3.5]). Se X é um sistema simbdlico de A% entdo X =
{x € AZ . L(x) C L(X)}.

Coroldrio 2.4. Se X e Y sdo sistemas simbdlicos de AZ entdo X C Y se e s6 se L(X) C

L(Y).

A Proposicao I serve de motivacao para definir um sistema simbdlico X de A% como
sendo de tipo finito se existir um subconjunto finito W de A" tal que L(X) = AT\ A*TW A*.
Um sistema simbdlico diz-se sdfico se L(X') for racional. Os sistemas simbdlicos de tipo finito
sao portanto soficos. A proxima proposicao fornece uma outra caracterizacao dos sistemas
simbolicos de tipo finito (veja-se [LM90, Teorema 2.1.8] para uma demonstracao).

Proposicao 2.5 (Teorema 2.1.8). Um sistema simbolico X € de tipo finito se e so se existe
um inteiro positivo n tal que se uwv,vw € L(X) e |v| > n entdo uvw € L(X).

Uma linguagem L de A" diz-se irredutivel se para todo u,v € L existe w € A* tal
que uwv € L, e diz-se misturada se para quaisquer u,v € L existe um inteiro N tal
que se n > N entao existe w € A™ para o qual vwv € L. Um sistema simbdlico X de
A% diz-se irredutivel (respectivamente misturado) se L(X) for uma linguagem irredutivel
(respectivamente misturada).

Um sistema simbdlico X diz-se minimal se X for o tnico sistema simbdlico contido em X'.
Dado um sistema simbdlico Z, a intersec¢ao de uma cadeia de sistemas simbdlicos contidos
em Z ainda é um sistema simbdlico contido em Z. Entao pelo Lema de Zorn qualquer
sistema simbélico contém algum sistema simbdlico minimal.

Vamos de seguida expor a caracterizacao dos sistemas simbdlicos minimais por meio das
suas linguagens. Uma palavra u diz-se uniformemente recorrente em L se existir um inteiro
N tal que u é factor de qualquer palavra v de comprimento maior do que N pertencente
a L. Uma linguagem L diz-se uniformemente recorrente se todos os seus elementos forem
uniformemente recorrentes em L.

Proposigao 2.6 ([HM38, Teorema 7.2]@). Um sistema simbdlico X € minimal se e so se
L(X) € uniformemente recorrente.

Em particular, um sistema simbélico minimal é irredutivel.

"Em [AM38, Teorema 7.2] é utilizada a expressio “recorrente” no lugar de “uniformemente recorrente ”;
mais tarde estas expressoes adquiriram significados distintos (ver comentérios em [LM96], Secgao 13.7]).
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2.1.2 Codificagoes

Uma codificacido de um sistema simbélico X de A% num sistema simbélico ) de B% é uma,
funcdo continua G : X — Y tal que Goos = o o G. Os conjuntos G(X) e G~1()) sdo
sistemas simbdlicos. A codificacao G diz-se uma conjuga¢do se for um homeomorfismo; um
automorfismo de X é uma conjugacao de X em X. A identidade em X e a restricao de o4
a X sdo automorfismos de X'. A composta de codificacoes ainda é uma codificagao.

E claro que a inversa de uma conjugacao ainda é uma conjugacao. Dois sistemas simbdlicos
dizem-se conjugados se existir alguma conjugacao entre eles. As conjugacoes entre sistemas
simbdlicos sao precisamente aquelas fungoes que preservam as suas propriedades dinamico-
topologicas, pelo que a classificagao dos sistemas simbdlicos consiste em descrever as suas
classes de conjugacao.

A classe dos sistemas simboélicos de tipo finito é fechada para a conjugagao [LM96, Pro-
posigao 2.1.10]. A imagem de um sistema simbdlico irredutivel (respectivamente misturado)
por uma codificagdo é um sistema simbdlico irredutivel (respectivamente misturado).

Vamos agora apresentar uma caracterizacao muito 1util das codificacoes entre sistemas
simbolicos. Sejam A e B dois alfabetos, e sejam n,m dois inteiros tais que m +n > 0.
Consideremos uma funcio g : A"+ — B. Sejam X e ) sistemas simbélicos de AZ e de
BZ| respectivamente. Uma funcao G : X — Y é uma codificacdo por janela deslizante com
fungdo de blocos g, memdria m e antecipagao n se G(x); = g(T[i_m,i+n)) Para quaisquer
xr € X ei € Z. Nesse caso podemos denotar G por g[_m’”} : X — )Y, ou simplesmente
gl=™" quando nio houver necessidade que X e Y sejam explicitados. Reparemos que para
a descricao de G s6 é relevante o valor que g assume nos elementos de Ly, ,41(X). O ntimero
m +n + 1 é designado por janela de G. A figura ZJlilustra a accdo de uma codificacdo por
janela deslizante numa sequéncia x, transformando-a numa sequéncia y.

e T3 T2 T A1 TiTig 1 | Tig2Tig3 - -

o]

Vi1 | Yi Vi Y2 -

Figura 2.1: Codificacdo com funcao de blocos g, memoria 2 e antecipacao 1.

Teorema 2.7 ([Hed69]). As codificagies entre sistemas simbdlicos sao precisamente as
codificagoes por janela deslizante.

Diremos que uma codificacao entre dois sistemas simbdlicos é unitdria se for uma codifi-
cacao por janela deslizante com meméria e antecipagao zero.

Vamos agora observar como os morfismos de sobreposicao ®; nos permitem “recodificar”
o dominio de uma codificacdo de modo a transformarmo-la numa codificacdo unitaria.
Consideremos uma codificacao G : X — ), onde X e Y sao sistemas simbdlicos de AZ
e de BZ, respectivamente. Suponhamos que G tem uma funcio de blocos g com meméria m
e antecipacao n. Denotemos por X7 ¢ sistema simbélico de (A’”JF”J”L)Z que é a imagem

de X pela codificagao @L;_Tﬁ"} : AT — (Am+”+1)Z. Note-se que CIJL;JT,;”] ¢ injectiva. Como

G(z) = (9(@p—m,itn)) ez = (9@’[7;%”} (x[i_m’””})))iez’
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a funcao
G xlb=mnal oy
sl Gla), zeX.

m—+n

(2.1)

é uma codificacao unitaria tendo g como funcgao de blocos.

Proposigao 2.8. Para qualquer codificacio G : X — Y entre dois sistemas simbdlicos
existem codificagoes unitarias G e Gy tais que G1 € uma conjugacao e G = Gy o Gl_l.

Demonstracao. Seja g uma funcao de blocos de G, com memoéria m e antecipagao n. Conside-
remos a conjugacao canénica Go : X — X7 (ou seja, Go(z) = @L:EZL"] (x), para qualquer
x € X). Consideremos a codificagdo unitaria G’ definida em EZJl Entdo G = G’ o Gy. A

inversa de Gy é uma codificagdo unitaria; com efeito, a fungao
(T-mT_(m—1) -+ Tn_1Tp) = To, onde z; é uma letra do alfabeto de X,

¢ uma funcao de blocos de G ! com memoria e antecipacio zero. O

2.1.3 Conjugacao ulterior

Seja v, : AL — (A™M7 a funcdo definida por v,(r); = Tlin,ingn—1)- A funcdo 7, é um
homeomorfismo e satisfaz v, o 0’y = oan o 7y,. Em geral 7, nao é uma conjugacao. Se
X é um sistema simbélico de A% entdo v,(X) é um sistema simbélico de (A™)% [LMIG,
Proposigao 1.4.6], o qual é denotado por X" e designado como sendo a n-ésima poténcia de
X. Dois sistemas simbdlicos X e Y dizem-se ulteriormente conjugados se existir um inteiro
positivo k tal que para todo n > k os sistemas simbdlicos X" e V" sao conjugados. Dois
sistemas simbélicos conjugados sao obviamente ulteriormente conjugados, mas o reciproco
nao ¢ verdadeiro: Kim e Roush encontraram exemplos de sistemas simbélicos de tipo
finito ulteriormente conjugados mas nao conjugados [KR92, [KR99]. As classes de sistemas
simbdlicos habitualmente estudadas (sistemas simboélicos séficos, de tipo finito, irredutiveis,
ou misturados, por exemplo) sao fechadas para a conjugagao ulterior.

2.1.4 Conjugacao de codificacoes

Um morfismo entre duas codificagdes G : X — Y e H : Z — 7 é um par (@, 1) de codificagoes
p: X > Zet:Y —T tais que goG = o f, ou seja, tais que o seguinte diagrama comuta:

X 2=z

G H

y—w>T

Se além do mais ¢ e 1) forem conjugagoes entao dizemos que (p,) é um conjugacao de
codificacoes. Duas codificagoes dizem-se conjugadas se existir um conjugacao entre elas.
As codificacées G : X — Y e H : Z — T dizem-se ulteriormente conjugadas se existir
um inteiro positivo N tal que para todo n > N as codificagoes v, o G oy, 1 : A" —
Y'ey,oHonr,t: 2" — T" sdao conjugadas. Reparemos que se duas codificacoes sao
(ulteriormente) conjugadas entao os seus dominios sao (ulteriormente) conjugados, bem como
as suas imagens.



2.2 Sistemas simbodlicos soficos

Seja X um sistema simbdlico de tipo finito. Entao existe um subconjunto finito W de A™ tal
que L(X) = AT\ A*W A*. Existe um inteiro positivo n tal que todos os elementos de W tém
comprimento menor ou igual a n. Pela Proposicio B temos X = {z € A% : L, (z) C L(X)}.
Dizemos entao que X ¢é de tipo finito com passo n — 1.

Seja G um grafo. Um caminho bi-infinito de G é uma sequéncia (e;);cz tal que e; e e; 41
sao arestas consecutivas, para qualquer ¢ € Z. O conjunto dos caminhos bi-infinitos de G é
denotado por X(;E. Um grafo essencial nao vazio H possui caminhos bi-infinitos. O conjunto
Xy dos seus caminhos bi-infinitos é um sistema simbdlico de tipo finito com passo 1 de EI%.
Com efeito, se W for o conjunto {ef € Ejf : e, f € Eg e w(e) # a(f)} entdo L(Xg) é a
linguagem factorial prolongavel Eﬁ \ EfiW EY};. Grafos essenciais isomorfos definem sistemas
simbdlicos isomorfos. O sistema simbodlico Xq é o sistema simbdlico das arestas do grafo G.

A parte essencial de um grafo G é o maior subgrafo H de G que contém os vértices que
estdo na imagem de ambas as fungoes de incidéncia; observemos que Xg = Xqy.

Suponhamos que X é um sistema simbélico de A%. O grafo de De Bruijn de ordem n de
X é o grafo ¥,,(X) = (L, (X), Lpy1(X), o, w) tal que

alaiag...apaps1) = aiaz...a, € w(a1ag...0,0041) = a2 ...G0x004+1.

O grafo ¥, (&) é essencial.

Proposicao 2.9 (cf. [LM96, Teorema 2.3.2]). Se X € um sistema simbdlico de tipo finito
com passo n entio X101 = X5, (x)-

Demonstra¢do. Como X tem passo n, temos X = {x € A% : L,,1(z) € L(X)}. Por outro
lado, pela definigao de Xy, (x) temos Xy, (x) = @l?’"]({a; € A% : Loy (z) C L(X)}). O

Seja (G, A) um grafo etiquetado sobre o alfabeto A. Vamos denotar por A, a fungao de
Xqg em A% que envia uma sequéncia (e;);ez em (A(e;))iez. A funcdo A, é uma codificacio
unitéria (tendo A como funcao de blocos).

A proxima proposicao sintetiza alguns resultados elementares sobre sistemas simbélicos
séficos, que encontramos por exemplo dispersos pelas duas primeiras secgoes do terceiro
capitulo de [LM96]. A sua demonstracao ¢ incluida aqui por entendermos ser ttil ao bom
entendimento do conteiddo desta monografia.

Proposicao 2.10. Seja Y um sistema simbélico de AZ. As condi¢des sequintes sio equiva-
lentes:

1. o sistema simbalico Y € sdfico;

2. a linguagem L()) € reconhecida por um grafo etiquetado essencial;

3. o sistema simbdlico Y € a imagem de uma codificacio com dominio num sistema
simbdlico de tipo finito;

4. o sistema simbdlico Y € a imagem de uma codificacdo unitaria com dominio num
sistema simbdlico de tipo finito.

Demonstragao. [[)=®): Como ) é séfico, a linguagem L())) é reconhecida por algum
autémato A = (V, A, 7,1, F). Como L(Y) é factorial, entdo também é reconhecida por

2Poder-se-ia esperar que fosse escolhida a notacio X no lugar de Xq, mas decidimos seguir a convencio
adoptada em [LMO96)] e explicada no pardgrafo anterior ao Exemplo 1.2.2 desse livro.
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B = (V,A,1,V,V), o autémato que se obtém de 2 passando a considerar todos os estados
como finais e iniciais. Como L(Y) é prolongavel, também é reconhecido pela parte essencial
de B, a qual encaramos como um grafo etiquetado essencial.

@)= @): Se L(Y) é reconhecida pelo grafo etiquetado essencial (G, \) entdo L(A(Xg)) =
L(Y), donde A\ (Xg) = Y pela Proposigao

B)=@E): Seja ¥ : X — Y uma codificacao sobrejectiva tal que X' é um sistema simbolico
de tipo finito de B%Z. Pela Proposiciao L8, existe um sistema simbélico Z conjugado de X e
uma codificagdo unitdria sobrejectiva ¥/ : Z — Y. O sistema simbélico Z é de tipo finito,
uma vez que a classe dos sistemas simbdlicos de tipo finito é fechada para a conjugacao.

E)=(): Suponhamos que A : X — )Y é uma codificagdo unitaria sobrejectiva com
funcao de blocos A e tal que X' é um sistema simbélico de tipo finito com passo n. Pela
Proposicao 23 o grafo de De Bruijn de ordem n etiquetado pela funcao

X1+ TpZpse1 — A(z1), onde z; é uma letra do alfabeto de X,
reconhece L()), e é essencial. O

Uma apresentagdo de um sistema simbolico séfico Y é um grafo etiquetado (G, \) essencial
que reconhece L()); dizemos entao que (G, \) apresenta Y e que a codificacao Ay : Xg — Y
é uma cobertura de ).

2.2.1 As apresentagoes de Krieger e de Fischer

Seja X um sistema simbdlico séfico de AZ. Seja R o autémato minimal & direita de L(X),
conforme foi definido na Seccao Recordemos que se u € A* entao

R(u) ={w € A" |uw € L(X)}.
Se x € AZ” entdo
" C R(@[n-1,-1) € R(x[—p,—1) € C R(z—22-1) C R(z_1). (2.2)

Como X é séfico, o autémato R é finito, pelo que a cadeia (222) estabiliza. Para cada x € A%~
seja N, um inteiro positivo tal que

n > N, = R(m[—n,—l}) = R(IL’[_N%_”).

Denotemos por s(z) o estado R(z_p, —1)). Como R(u) C R(v) implica R(ua) C R(va),
concluimos que s(z) - a = s(za). Um K-estado de R é um estado da forma s(x) para algum
r € AZ”. Niao sabemos se a proposicio seguinte (de ficil demonstracio) foi alguma vez
mencionada na literatura.

Proposigao 2.11. Os K-estados de R sdo os estados descendentes em R dos elementos do
conjunto
I={R(1)-dx(u)|uec A" edx(u) é idempotente}.

Demonstracao. Seja u € A1 tal que dx(u) é idempotente. Entao
R(1) - bx(u) = R(1) - 0x(u)" = R(u")

para qualquer inteiro positivo n. Portanto s(u=%°) = R(1) - 0x(u). Logo os elementos de I
sao K-estados. Como s(x)-a = s(xa), os descendentes de K-estados também sao K-estados.
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Reciprocamente, seja z € AZ . Como S (X) ¢ finito, existem inteiros positivos n e m tais
que m >n > Ny e 6x(zj_p 1)) = 6x(T|_p,—1]). Como n > N, temos

s(x) = R(1) - 6x(T[—n,—1)) (2.3)

Seja t = dx(T|_m,—(nt1)]). Entdo dx(z_p 1)) =t dx(2[—p,_1]), Pelo que dx(2[_p 1)) =
t¥ - dx(T[—p,—1))- Logo, por 3]), temos

s(x) = (R(1) - 1) - 0x (2[n,—1))
Ora R(1) - t¥ € I, pelo que s(x) é descendente de um estado de I. O
O futuro em X de uma sequéncia z de A%~ é o conjunto
flx) ={y € A% zr.y € X}
Consideremos o grafo etiquetado resolvente e completo Fut(Xx') definido do seguinte modo:
e o conjunto de estados de Fut(X) é o conjunto {f(z) |z € AZ };
e f(2)-a = f(xa), para quaisquer = € A%, a € A.

Lema 2.12. Sejam x,y € A%. A sequinte condicdo é verdadeira:

f(z) € §(y) & s(x) S s(y).

Demonstragao. Suponhamos que f(z) C f(y). Seja u € s(x). Entao para todo o inteiro m
maior do que N, temos u € R(x[_y, _1]). Logo existem pm) e AZ” ¢ ¢(m) ¢ AZS tais que
2m) = p(m)m[_m_”.uq(m) € X. A sucessao (z(m))m tem alguma subsucessao convergente
para um elemento z de X. Ora, necessariamente z = x.ug para algum g € AZS . Como
f(x) C f(y), temos y.uq € AZ§ . Em particular, y_n, _yju € L(&X), ou seja, u € s(y). Logo
s(z) C s(y).

Reciprocamente, suponhamos que s(x) C s(y). Seja z € f(x). Entao, para todo o inteiro
positivo m temos z(_y, _1)2[0,m] € L(X), ou seja, 2[g ] € s(x). Por hipétese e pela defini¢io
de N, temos y(_, _1]2[0,m] € L(X) para todo o inteiro positivo n maior do que N,. Como
m é um inteiro positivo arbitrario, concluimos que y.z € X, pelo que z € f(y). O

Consequentemente, a seguinte correspondéncia

v Vawaxy — Ve
f(z) +— s(x), z€ A2,

é uma funco e é injectiva. Sejam x € A% e a € A. Seja N > max{N,q, N, + 1}. Entdo

P(i(2) - a) = P(f(xa)) = R((za)-n-1) = B2 (nv-1),-1) - @ = P(}(2)) - a.

Logo v define um homomorfismo de grafos etiquetados. Os K-estados sao precisamente
os elementos de 1(Vgu(x)). Seja fjut(X) o grafo etiquetado que se obtém de Fut(X) pela
eliminagao do estado (). Seja K(X) o grafo etiquetado que se obtém de R pela eliminacao
do estado ) e de todos os estados que nao sao K-estados. Como 9() = 0 e ¢ é um
homomorfismo injectivo de grafos etiquetados, concluimos que fut(X) e R(X) sao grafos
etiquetados isomorfos. O grafo etiquetado K(X') é a apresentacdo direita de Krieger de X.
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Em [Jon96d, Seccao 9] é afirmado que a cobertura direita de Krieger de um sistema séfico
X é o subgrafo etiquetado essencial maximal do autémato minimal de L(X'). Esta afirmagao
é falsa, e isso é atestado no exemplo no final da Sec¢ao 5 de [Nas&6].

Se X for um sistema simbélico séfico irredutivel de A%, entdo a apresentacao direita
de Krieger de X possui uma unica componente fortemente conexa terminal, a qual é uma
apresentacao de X, designada como a apresentacao direita de Fischer de X [Bea85, [Fis75]. E
claro que, reciprocamente, um sistema simbélico apresentado por um grafo fortemente conexo
é irredutivel. A apresentacao direita de Fischer de X' é o tnico grafo etiquetado resolvente,
fortemente conexo e reduzido que apresenta X [Fis7h]. As apresentacoes esquerdas de
Krieger e de Fischer de X definem-se dualmente. Elas sao respectivamente o reverso das
apresentacoes direitas de Krieger e de Fischer daquilo que a chamamos reverso de X, e que
é o sistema simbélico X7 = {(2;)icz | (x_i)iez € A%}. Reparemos que (Xg)? = Xqr, onde
G é um grafo etiquetado. Em geral, os duais dos resultados sobre as apresentagoes direitas
nao serao explicitados.

2.2.2 Semigrupo sintactico
Proposigao 2.13. Seja X um sistema simbdlico sdfico. Seja T o homomorfismo de transi¢do

de R(X). Entao a fungdo

©: S — 7(Ah)
dx(u) — 7(u), uec At

estd bem definida e € wm isomorfismo de semigrupos.

Demonstragao. Como &(X) é um subgrafo etiquetado de R(X), é claro que dx(u) = dx(v)
implica 7(u) = 7(v). Logo © é uma fungdo bem definida, e é claro que é um homomorfismo
sobrejectivo. Resta-nos mostrar que é injectivo. Suponhamos que 7(u) = 7(v). Seja w € A*.
Entao
z € R(wu) & wux € L(X)

e [Bpedl e AL pwu.zrq € X|

e [@pe Al e AL zq € f(pwu) € X]

e [@pe Al e AL zq € f(pwv) € X

& [Epe Al Je AL pwv.zq € X]

< wox € L(X)

&z € R(wv).

Logo R(w) - u = R(w) - v. Como w é arbitrério, concluimos que dx(u) = dx(v). O

Proposicao 2.14. Seja X um sistema simbdlico séfico irredutivel de AZ. Seja ¢ o homo-
morfismo de transi¢ao de F(X). Entao a func¢do

UioSu(X) — (A7)
dx(u) — ((u), ue AT

estd bem definida e € wm isomorfismo de semigrupos.
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Demonstragao. Temos que mostrar que ¥ é uma funcao injectiva. Suponhamos que ((u) =
C(v). Seja w € A*. Seja x € R(wu). Consideremos um elemento f de L(X) tal que R(f)
é um estado de F(X). Como X é irredutivel, existe uy € L(X) tal que fupwur € L(X).
Logo = € R(fupwu) = R(f) - upwu. Ora ((u) = ((v) implica {(upwu) = ((upwv), pelo que
R(f) - upwu = R(f) - upwv = R(fuowv). Logo fuowvx € L(X). Como L(X) é factorial,
temos entao wvr € L(X), ou seja x € R(wv). Portanto R(w) - u C R(w) - v. Por simetria,
concluimos que R(w) - u = R(w) - v. Logo dx(u) = dx(v). O

Viremos a nossa atengao para as propriedades algébricas do semigrupo sintactico de um
sistema simbdlico sofico. Vamos comegar com uma propriedade que vai mais além desse caso.

Proposicao 2.15. Consideremos um semigrupo 1. Se K ¢ um subconjunto factorial de T
entio St(K) € um semigrupo com zero. Se K #T ew € T entdo 6 r(w) =0 se e 50 se
wé¢ K.

Demonstragio. E claro que se Cxr(u) = 0 entdo u = 1-u-1 ¢ K. Reciprocamente,
suponhamos que u € T\ K. Como K ¢é factorial, para qualquer (z,y) € T' x T' temos
zuy ¢ K, pelo que (z,y) ¢ Ck r(u). Logo, para qualquer u € T temos

ué¢ K< Crr(u)=0.

Se K =T entao Sp(K) é o semigrupo trivial, e portanto é um semigrupo com zero. Vamos
portanto supor que K # T'. Entao podemos considerar um elemento v de 7'\ K. Novamente
por K ser factorial, para qualquer v € T' temos vu,uv ¢ K, pelo que Ck r(uv) = Cx r(vu) =
Ck,r(u) = 0. Portanto d0x 7(u)ox 7(v) = 017 (v)ok (u) = dx 1(u), para qualquer v € T.
Logo 6k r(u) é um zero de S7(K). Finalmente

5K7T(w) = 5K,T(u) -~ OK,T(’LU) = CK,T(U) s OK,T(’LU) =)ew §Lf K. O

De acordo com a Observagao feita na pagina Bl o semigrupo sintactico S+(X) pode
depender do alfabeto A: por exemplo, S+ (A%) é trivial, enquanto que se A ;Ct B entao
S B+(AZ) é o mondide 7 = {0,1}. Por outro lado, se X nao é um sistema simbdlico pleno
entdo S+ (X) = Sp+(X) para quaisquer alfabetos A e B tais que X C A e X C B%, por
causa da Proposicao Logo nesse caso nao hé qualquer ambiguidade na notacao S(X)
e a definicado de semigrupo sintactico de X nao depende do alfabeto.

Enquanto que a Proposicao reflecte a nivel sintdctico o cardcter factorial da linguagem
de um sistema simbdlico, o proximo lema reflecte o facto de ela ser prolongavel.

Lema 2.16 ([BHSA, Ton96d). Seja X um sistema simbélico de AZ. Se s € S+ (X) \ {0}
entdo existem r,t € Sy+(X) tais que rst # 0.

—~ ~—

X) \ {0} entao existe u € L(X) tal que dx(u) = s. Como L(X)
A tais que aub € L(X), pelo que dx(aub) # 0. Basta entao
. U

Demonstra¢do. Se s € S+
é prolongavel, existem a, b
tomar r =0y (a) e s = dx(b

m

~—

Uma J-classe J de um semigrupo S com zero diz-se 0-minimal se J C S\ {0} e se os
elementos de S\ {0} forem J-minimais entre os elementos de S\ {0}. Uma J-classe diz-se
0-minima se for a unica J-classe O-minimal.

Proposicao 2.17. Seja X um sistema simbdlico sdfico de A” diferente de AZ. As J-classes
0-minimais de S+ (X) sao limitadas por idempotentes.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que s é um elemento de uma J-classe O-minimal de S+ (X).
Entao existem r,t € S+ (X) tais que rst # 0. Logo rst € [s]7, uma vez que rst <7 s e [s]s
é 0-minimal. Portanto s € S+ (X)) rst Sy (X)) C Sy (X) sS4+ (X). Logo [s]7 é limitada
por idempotentes, pelos Lemas e O

Proposicao 2.18 ([BHSA)). Seja X um sistema simbélico de AZ diferente de AZ. O sistema
simbdlico X € irredutivel se e so se existe em Sp+(X) uma J-classe reqular 0-minima.

Portanto a classe dos sistemas simbolicos irredutiveis fica caracterizada pelo semigrupo
sintdctico dos seus elementos Se X nao é irredutivel, entao S(X') pode ou nao ter J-classes
O-minimas (cf. Figura Z2).

b
*bb
b
*a | ab c| cb
a c
ba | *bab bc | bcb
b
c
b *abch | abc
a cha *cc
b
ac | ach
bac | bach
*aba

Figura 2.2: Um sistema simbdlico e o diagrama de Green do seu semigrupo sintactico.
Dada uma linguagem L de AT, uma palavra v de A" é constante para L se
uv,vw € L = wvw € L para quaisquer v,w € A*.

Uma palavra diz-se sz'ncmmzanteﬁ para L se pertencer a L e for constante para L. A relacao
destas nogoes com as propriedades do semigrupo sintactico foram investigadas por N. Jonoska
em [Ton960, Tondah, Tonds).

O rank de uma funcao parcial é o cardinal da sua imagem. E bem conhecido que elementos
J-equivalentes de um semigrupo de funcoes parciais tém o mesmo rank.

Proposigao 2.19 (cf. [Ion98]). Sejam X um sistema simbdlico e v um elemento de L(X).
As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. v € sincronizante para L(X);
2. o rank de v na apresentacao de Krieger de X € 1;

3. o rank de v em qualquer subgrafo etiquetado da apresentacao de Krieger de X que
reconhega L(X) € 1.

SEm [CM96, Exercicio 3.3.4] é usada a designacdo intrinsecamente sincronizante.
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A equivaléncia entre as primeira e segunda condicoes na Proposicao EZT surge explici-
tamente em [Jon98], por exemplo, e a equivaléncia entre as primeira e terceira condigdes
obtém-se de forma inteiramente analoga.

Proposicao 2.20 ([LM96l, Proposigao 3.3.16]). Suponhamos que X € um sistema simbdlico
sdfico de AZ. Seu € L(X) entio existe v € A* tal que uv é sincronizante para L(X).

Proposicao 2.21 ([LMY6, Teorema 3.4.17]). Um sistema simbdlico irredutivel X € de tipo
finito se e so se existe um inteiro N tal que todas as palavras de L(X') de comprimento maior
do que N sdo sincronizantes para L(X).

Proposicao 2.22 (JLon98, Corolario 2.5]). Dado um sistema simbdlico séfico X, seja
I. = {ox(v)|v € constante para L(X)}.
Entao:

1. I. € um ideal aperiddico;
2. as J-classes 0-minimas de S(X) estao contidas em I;
3. uma J-classe de S(X) contida em I, € reqular se e sé se é J-mazximal em I..

O semigrupo sintéctico de (ab)™ é denotado por By. O semigrupo By também pode ser
definido com sendo o semigrupo de transicdo do autémato da Figura na pagina B
Mais geralmente, dado um inteiro n > 1, seja B,, o grafo com n vértices em cuja matriz de
adjacéncia as entradas da diagonal sao zero, e todas as outras sao iguais a um, e seja By o
grafo com um s vértice e lacete. O semigrupo de transicao de B,, é denotado por B,,. E um
facto do dominio do folklore que o semigrupo B,, pertence a pseudovariedade gerada por Bs.

Observacgao 2.23. Seja n um inteiro. Se G é um grafo fortemente conexo com n vértices
entao o semigrupo sintactico de X¢g é B,,.

Justificacao. As relagdes bindrias que constituem o semigrupo de transicao de G sao os
conjuntos da forma {(z,y)}, onde x e y sao vértices de G. Ora sao precisamente essas
relagoes que constituem o semigrupo de transicao de B,,. O

2.2.3 Sistemas simbdlicos de tipo quase finito

Um sistema simbdlico de tipo quase finito é um sistema simbdlico séfico irredutivel com uma
apresentacao bi-fechante. FExistem outras caracterizagoes equivalentes:

Teorema 2.24 ([Nas85, BKMSH| e [Béad3l Proposicao 2.16]). Um sistema simbdlico sdfico

irredutivel € de tipo quase finito se e s¢ se

1. a sua apresentacao direita de Fischer é co-fechante;

2. a sua apresentacdao esquerda de Fischer € fechante;

3. € conjugado com um sistema simbdlico sdfico com uma apresentacao fortemente conexa
bi-resolvente.

A classe dos sistemas simbdlicos de tipo quase finito é fechada para a conjugacao, o que
estd demonstrado em [Béa93l Proposicao 4.1]. Veremos mais & frente nesta monografia uma
demonstracao em que tal facto surge como consequéncia de um resultado mais geral.

Em [BKMSE] é provado que as coberturas associadas a duas quaisquer apresentagoes bi-
fechantes de um sistema simbdlico sofico sao conjugadas. Em particular, as coberturas de
Fischer esquerda e direita de um sistema simbdlico de tipo quase finito sdo conjugadas. As
coberturas de Krieger esquerda e direita de um sistema simbdlico de tipo quase finito nao
tém que ser conjugadas.
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2.3 Invariantes de conjugacao

2.3.1 Funcao zeta e entropia

Um elemento z de A% tem periodo n se 0™ (z) = x. Dado um sistema simbélico X, para
cada n > 1 seja p,(X) o nimero de elementos de X com periodo n. A sucessao (p, (X)), é
obviamente um invariante de conjugacao. A funcao zeta de X é a funcao

A informacao contida na funcao (y € precisamente a mesma que estd contida na sucessao
(P (X))

. NPy <~ (In|L,(X
Dado um sistema simbélico X', a sucessao (w

é convergente. O seu limite é a

chamada entropia de X, e é denotada por h(X). Se X fornum sistema simbdlico sofico entao
h(X) = limsup < Inp,(X). Portanto, a funcdo zeta determina a entropia no caso sistemas
séficos. Tal nao se passa em geral: por exemplo, existem sistemas simbodlicos minimais
infinitos com diferente entropia, mas tais sistemas tém todos fun¢ao zeta nula — isto é, nao
tém pontos periddicos [Fur67, [HK6T, [DS02).

Como |L,(v&(X))| = |Lnk(X)] € pn((X)) = pnr(X), a entropia e a funcao zeta sao
invariantes de conjugacao ulterior.

O conceito de entropia foi aplicado em [AV06] a pseudopalavras, com resultados expressi-
vos acerca da estrutura do semigrupo profinito livre. No Apéndice [A] exibimos uma seleccao
desses resultados, a titulo de exemplo das potencialidades da exploracao de ligagoes entre a
dindmica simbdlica e os semigrupos profinitos.

2.3.2 Forma de Jordan nao nula

Uma matriz finita diz-se essencial se for uma matriz sem linhas ou colunas nulas. Dado um
grafo finito essencial G = (V| F, o, w), vamos ordenar os n elementos de V, representando-os
por vi,...,v,. A matriz Mg é a matriz quadrada n xn tal que (Mg); ; é o nimero de arestas
que comecam em v; e acabam em v;. Trata-se de uma matriz essencial. Se H for isomorfo a
G entao Mqg e My sao conjugadas por uma matriz de permutacao. Reciprocamente, dada
uma matriz quadrada essencial M de inteiros nao negativos existe um tnico grafo essencial
G tal que M = Mg, a menos de isomorfismo preservando a ordenacao dos vértices de G.
Denotamos por X, o sistema simbdlico Xq,, (esta definigdo estd correcta na medida em
que se Mg = My entao entre X¢g e Xy existe uma conjugacao definida por um isomorfismo
entre G e H preservando a ordenacao dos vértices).

A forma de Jordan ndo nula de uma matriz M é a matriz que se obtém da forma de
Jordan de M eliminando as linhas e as colunas que correspondem ao valor préoprio zero.

Teorema 2.25 ([LM3I6, Teorema 7.4.10]). A forma de Jordan ndo nula de uma matriz
quadrada essencial M € um invariante de conjugacao ulterior de X ;.

Uma consequéncia imediata do teorema seguinte é que a forma de Jordan nao nula de M
determina a entropia e a funcao zeta de Xj;.

Teorema 2.26 ([LM96]: Teorema 6.4.6 e sua demonstragao, Teorema 4.4.4 e Lema 4.4.3).
Suponhamos que M € uma matriz v X r de inteiros ndo negativos. Seja I a matriz identidade
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rxr. Se A,..., A\ for uma lista de valores prdprios nao nulos de M contados com as
respectivas multiplicidades entdo

Cxar (1) = [det(T, — tM)] ™" = [Ty (1= Nit)]

e h(Xy) = ln<£?ax )\Z-).

Gragas a Proposicao B9 a classificagao das classes de conjugagao dos sistemas simbdlicos
de tipo finito reduz-se ao estudo dos sistemas simbodlicos da forma Xj;. Desde a década
de 1970 (e os Teoremas e sao disso exemplo) esta abordagem foi explorada de
forma intensiva e dominante, naturalmente com recurso a Algebra Linear e a Algebra
Comutativa. O confronto entre as relagoes de conjugacao e de conjugacao ulterior fez-se
fundamentalmente a este nivel matricial. Também no caso dos sistemas simbdlicos séficos
se pode de forma natural recorrer ao uso de matrizes (simbdlicas), com as quais se podem
calcular diversos invariantes (como a funcao zeta) e enquadrar devidamente diversas questoes
(como o confronto entre conjugagao e conjugagao ulterior): veja-se o Apéndice no final desta
monografia.

2.3.3 As coberturas de Krieger e de Fischer

Os teoremas seguintes sé por si justificam o interesse das coberturas de Krieger e de Fischer
de um sistema sofico.

Teorema 2.27 ([Kri84, [BKRR|). Sejam X e Y sistemas simbdlicos sdficos. Se X e ) forem
(ulteriormente) conjugados entdo as suas coberturas direitas de Krieger sao (ulteriormente)
conjugadas.

Teorema 2.28 ([Kri84l, BKMSH, [BKRR]). Sejam X e Y sistemas simbdlicos séficos irre-

dutiveis. Se X e Y forem (ulteriormente) conjugados, entao as suas coberturas direitas de
Fischer sao (ulteriormente) conjugadas.

Exemplo 2.29. Consideremos os sistemas simbdlicos X e ) com as seguintes apresentagoes:

Ambos os grafos etiquetados s@o resolventes, fortemente conexos e reduzidos, pelo que se
tratam das coberturas de Fischer de X e de ), respectivamente. Em particular, os dominios
das coberturas de Fischer de X e de ) sao iguais. A funcao zeta de X é igual a de ). As
apresentacoes de Krieger de X' e de ) sao, respectivamente, os seguintes grafos etiquetados:
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As funcoes zeta dos dominios das coberturas de Krieger de X e de ) também sao iguais,
mas as respectivas formas de Jordan nao nulas sao distintas:

-1 00 0 0o 1 [-100 o0 0 ]
010 0 0 011 0 0
001 0 0 001 0 0
000 U8 000 U5
1+v5 1+v5

L o000 o WA | o000 o (¥

Logo X e Y nao sado conjugados, pelo Teorema

2.3.4 O sistema simbdlico de multiplicidade

Dada uma codificacao G : X — ), consideremos o conjunto

M(G) ={z e X:|G'G(x)| > 1}.

E claro que o(M(G)) € M(G) e que o~ (M(G)) € M(G). Portanto M(G) é um sistema
simbolico, denominado sistema simbdlico de multiplicidade de G. A restricao de G a M(G)
é designada por cobertura de multiplicidade de G. Em geral M(G) nao é fechado. Por outro
lado se (H, \) for um grafo etiquetado bi-fechante entao M(\.) é fechado [BKRS].
Reparemos que se (p,1) é uma conjugagao entre duas codificacoes G e H, entdao o par

(w|m,w|G(m)) é uma conjugagao entre as codificacoes G : M(G) — G(M(G)) e

H : M(H) —>H<M(H)).

Teorema 2.30 ([BK8R, Teorema 2.8]). Suponhamos que Y1 e Yo sao sistemas simbdlicos
misturados de tipo quase finito. Para cada i € {1,2}, seja 7; : X; — Y; a cobertura direita de
Fischer de ;. Suponhamos que as coberturas de multiplicidade de m e de wo sao conjugadas,
e que X1 e Xy sao ulteriormente conjugados. Entdao Y1 e Vo sao ulteriormente conjugados.

Uma vez que a conjugacao ulterior é um invariante muito forte para a conjugacao de
sistemas simbdlicos soficos, se m : X — ) é a cobertura direita de Fischer de um sistema
simbdlico séfico entao a classe de conjugagao da cobertura de multiplicidade de 7 juntamente
com a classe de conjugacao ulterior de X formam um invariante de conjugacao, que é
particularmente forte quando ) é misturado e de tipo quase finito.

De seguida descrevemos um algoritmo para o calculo da cobertura de multiplicidade da
cobertura associada a um grafo etiquetado essencial. Este algoritmo tem similaridades com
o algoritmo que aparece em [B&a93] para decidir se um grafo etiquetado é fechante ou nao.
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Num grafo G, dizemos que uma aresta e de r em s é um descendente (respectivamente,
um ascendente) de um vértice p se existe em G um caminho de p a r (respectivamente, de
sap).

Supondo que (G, n) é um grafo etiquetado fiel, podemos denotar por (p, a, q) a tnica aresta
de p em q etiquetada a, se tal aresta existe. O n-quadrado de G é o grafo G cujos vértices
s@o os pares de vértices de G, e onde o conjunto de arestas comecando em (p, ) e acabando
em (q,s) é o conjunto dos triplos ((p,7),a,(q,s)) tais que (p,a,q) e (r,a,s) sdo arestas
de G. Um vértice diagonal de G" é um vértice da forma (p,p). As projeccoes definidas
pelas regras ((p,7),a,(q,s)) — (p,a,q) e ((p,7),a,(q,s)) — (r,a,s) sao denotadas por \ e p,
respectivamente.

Proposicao 2.31. Consideremos o grafo etiquetado fiel (G,n). Seja W o subconjunto de
Xan constituido pelos caminhos bi-infinitos em G" que passam por um vértice ndo diago-
nal. Entao M(n.) = A\(W). A linguagem L(M(n.)) € reconhecida pelo grafo etiquetado
obtido da parte essencial de (G",\) pela remocgao das arestas que nao sao ascendentes nem
descendentes de vértices ndao diagonais.

Demonstragao. Suponhamos que ¢ = (p;, a;, pit1)icz ¢ um elemento de M (7). Entdo existe
em X um elemento da forma (g;, a;, ¢;i11)iez distinto de c¢. Seja ¢ = ((ps, ¢i), i, (Pi+1, Git1))icz-
Entao ¢ € W e A\ (¢) = ¢, pelo que M(n,) C A (W). Reciprocamente, para qualquer ¢ € Xgn
temos 7. (A«(c)) = nx(p«(c)), e c € W se e 86 se A\i(c) # p«(c), donde A\ (W) C M(n,).

Num grafo essencial, uma aresta é ascendente ou descendente de um dado vértice se e
86 se pertence a um caminho bi-infinito passando em tal vértice. Portanto, pela primeira
parte da demonstragao, na parte essencial de (G", \) as etiquetas dos caminhos cujas arestas
sao ascendentes ou descendentes de vértices nao diagonais sao precisamente os elementos
de L(M(n.)) O

Uma vez que L(M(n.)) = L(M (77*)), a Proposicao 3T permite-nos calcular uma apre-

sentacao do sistema simbolico M (7).

Exemplo 2.32. Consideremos o seguinte grafo etiquetado (G, n):

De seguida exibimos uma apresentacao de G". As arestas a tracejado sao aquelas que nao
pertencem a parte essencial ou que nao sao ascendentes nem descendentes de vértices nao
diagonais.
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Eliminando as arestas a tracejado e etiquetando as restantes através da projeccao A
obtemos o seguinte grafo etiquetado H reconhecendo L(M(ny)):

@ (1,a,1) (2,/,2) (1,d,1) (3,d,3)

(2,b,1) (1,b,2)

Note-se que n(p,l,q) = I. A cobertura de multiplicidade de 7, é a cobertura definida pelo
grafo etiquetado (H, 7).

(2,a,1)

(3,d,3)
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Parte 11

Semigrupos e semigrupoides
profinitos relativamente livres
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Capitulo 3

Propriedades do fecho topolégico
da linguagem de um sistema
simbolico

Este capitulo esta dividido em quatro secgoes. O conteido original das duas primeiras foi
produzido em colaboracao com Almeida. O material de Almeida ja publicado encontra-se
devidamente referenciado. A duas ultimas secgoes baseiam-se essencialmente numa parte de
um artigo do autor [Cos06].

Na primeira seccdo averiguamos quando é que o fecho em 94V de uma linguagem factorial
de AT é um subconjunto factorial de Q4V. Veremos que tal acontece sempre que a variedade
de linguagens correspondente a V é fechada para a concatenacao (o que é equivalente a termos
V =A@ V). Este resultado serd aplicado vérias vezes nesta monografia.

Na segunda seccao sao estabelecidas diversas correspondéncias naturais entre os sistemas
simbélicos de A% e certos tipos de subconjuntos de Q4V, cujas propriedades descreve-
-mos. A caracterizacao dessas correspondéncias no caso dos sistemas minimais, demonstrada
em [ATm05al, é particularmente relevante para a compreensio da estrutura de Q4V. E feita
uma nova demonstracao dessa caracterizagao.

Nas duas ultimas seccoes investigamos como é que a aplicacao de morfismos de sobre-
posicao definidos por codificacées afecta o fecho topoldgico da linguagem de um sistema
simbdlico, deduzindo desse modo invariantes de conjugacao relacionados com a estrutura
de Q4V.

3.1 O fecho topolégico de uma linguagem factorial

Recordemos que se K é um subconjunto de Q4V entdo F(K) denota o conjunto dos factores
finitos dos elementos de K, quando V é uma pseudovariedade que contém N.

Comecamos por observar no préximo lema que o fecho topolégico em Q4V de uma qualquer
linguagem de AT nao altera o conjunto dos factores finitos, quando V contém .ZSlI.

Lema 3.1. Consideremos uma qualquer pseudovariedade de semigrupos V que contém ZSI.
Entao F(K) = F(K) para qualquer subconjunto K de Q4V.

Demonstragdo. Sejau € F(K). Entao existe m € K tal que 7 € (Q4V)'u(QaV)!. Seja (m,)n
uma sucessao de elementos de K convergente para m. Temos (Q4V)!u (QaV)! = A*ud*.
A linguagem A*uA* é V-reconhecivel, pois é localmente testdvel e .Z’SI C V. Logo A*uA*
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é uma vizinhanca aberta de m, pela Proposicao [L40. Assim, para n suficientemente grande
temos m, € A*uA*, e portanto u € F(m,) C F(K). O

Proposicao 3.2. Suponhamos que V é uma pseudovariedade de semigrupos que contém N.
Se L é uma linguagem V-reconhecivel factorial de A" entio L é um subconjunto factorial de
QaV.

Demonstragdo. Sejam u,v € QaV tais que uv € L. Sejam (un)n, (vn)n sequéncias de
elementos de AT convergindo para u e v, respectivamente. O conjunto L é uma vizinhanca
aberta de wv pela Proposicao [L40 Como (u,v,), converge para uv, existe k tal que se
n > k entdo u,v, € L N AT. Os elementos de A1 sdo pontos isolados de Q4V, pelo que

L NAT = L. Como L é factorial, se n > k entdo u,,v, € L, donde u,v € L. O

Proposicao 3.3. Eziste uma linguagem racional factorial prolongdvel L de AT cujo fecho
L em Q4ZS| nao € a uniao das J-classes dos seus elementos. Em particular, L nao é
factorial.

Demonstragao. Consideremos o alfabeto de quatro letras A = {a,b,¢,d}. Seja L a linguagem
reconhecida pelo seguinte grafo etiquetado:

A linguagem L é factorial e prolongdvel. Em Q4.2SL, a pseudopalavra v = a*ba“ca®
pertence a L. Como a“cv e v tém os mesmos factores finitos, 0os mesmos prefixos finitos e
0s mesmos sufixos finitos, resulta da Proposicao [CRIl que a“cv = v. Logo v e cv sdo J-
equivalentes. Suponhamos que cv € L. Entdo existe uma sucessio (u,), de elementos de L
convergindo para cv. Seja K = cA* N A*bA*N AT\ A*dA*. Entdao cv € K. Uma vez que K é
ZSl-reconhecivel, o conjunto K é aberto em Q4.ZSL. Logo, para n suficientemente grande
temos u, € K. Mas K N L = (). Portanto [v]7 N L # ) mas [v]7 ¢ L. Em particular L nio
é factorial. O

Seja ¥V uma variedade de linguagens. Dizemos que V é uma wariedade fechada para a
concatenacdo se para qualquer alfabeto finito A e para quaisquer L, K € VAT tivermos
LK € VAT. Para descrevermos as pseudovariedades correspondentes no sentido do Teorema,
de Eilenberg as variedades de linguagens fechadas para a concatenacao, é necessario introduzir
mais algumas nogoes, em relagao as quais indicamos [Pin97] como referéncia bibliogréfica.

Um morfismo relacional S — T entre dois semigrupos S e T' é uma funcao 7 : S —
P(T) \ {0} tal que 7(s1)7(s2) C 7(s152), para quaisquer s, so € S. Reparemos que se e é
um idempotente de T tal que 77 1(e) # 0 entdo 77 1(e) é um subsemigrupo de S. Dada uma
pseudovariedade de semigrupos W, um morfismo relacional S — T diz-se W-relacional se
771(e) € W para qualquer idempotente e de T tal que 71 (e) # (. O produto de Mal’cev de
duas pseudovariedades de semigrupos W e V, denotado por W (M V, é a classe dos semigrupos
finitos S para os quais existe um morfismo W-relacional S — T tal que T" € V. A classe

W @V é uma pseudovariedade de semigrupos. Facilmente se constata que W ™ V contém
W e V. Tem-se W@V =W @ (W @ V) [Ping6, Exercicio 5.10].
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As pseudovariedades correspondentes as variedades de linguagens fechadas para a conca-
tenacao sao precisamente as pseudovariedades da forma V = A@ V. Este resultado é uma
instancia particular de um resultado de [CPS00], o qual por sua vez generaliza um resultado
semelhante de [Sir79] obtido para pseudovariedades de mondides. As pseudovariedades da
forma V = A @ V sdo precisamente as pseudovariedades da forma A @ V.

Lema 3.4. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém N. A multiplicacao em
QaV € uma funcdo aberta se e sé se V=AM V.

Demonstracao. Seja V a variedade das linguagens reconhecidas por semigrupos de V. Entao
{L|L € VAT} é uma base de abertos da topologia de Q4V, pela Proposicao Logo o
conjunto {L x K |L,K € VAT} é uma base de abertos da topologia de 24V x Q4V. Para
quaisquer subconjuntos P e @ de AT temos P-Q = PQ. Logo a multiplicacdo em Q4V é uma
funcao aberta se e s6 se LK é um aberto para quaisquer L, K € VAT, Pela Proposicao [CZ0
o conjunto LK é aberto se e sé se LK € VAT. Logo a multiplicacdo em Q4V é uma funcao
aberta se e s6 se o conjunto VA" é fechado para a concatenacao. U

Se Q4V for finito entdo a multiplicacdo é obviamente uma funcao aberta. Ora Q4D,, é
finito, para qualquer alfabeto finito A e para qualquer inteiro positivo n, e no entanto a
variedade de linguagens correspondente a D, nao é fechada para a concatenacao. Logo a
condicdo N C V no Lema B4l ndo pode ser omitida.

Lema 3.5. Seja S um semigrupo topoldgico cuja topologia €é gerada por uma métrica.
Suponhamos que a multiplicacdo € wma funcao aberta. Sejam w,v € S. Suponhamos que
(wn)n € uma sucessdo de elementos de S convergente para uv. Entdo existe uma subsucessao
(wn,, )i € sucessoes (ug)k, (Vg)k tais que wy, = ukvg para todo o k, elimuy, = u e limvg, = v.

Demonstra¢ao. Vamos denotar por B(t,e) a bola aberta em S de centro ¢ e raio . Seja
k € Z*. Como a multiplicacdo é uma funcao aberta, o conjunto B(u, %)B(v, %) é uma
vizinhanca aberta de uv. Logo existe p tal que

nzpk:wn€B<u,%)B(v,%).

Seja ny, a sucessao de inteiros definida recursivamente do seguinte modo:
® N1 = P1;
e np =max{ng_1+ 1,pip} se k> 1.

A sucessao (ny) ¢ estritamente crescente. Para cada k € Z* existem wy € B(u, %) e
v, € B(v, %) tais que wy, = upvy. Temos lim d(uy, u) = limd(vg,v) = 0, ou seja limuy, = u
e limv, = v. ]

Proposigao 3.6. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Suponhamos queV =AM V.
Se L € uma linguagem factorial de A" entdo L é um subconjunto factorial de QaV.

Demonstragdo. Suponhamos que uv € L. Seja (w,), uma sucessio de elementos de L tal
que lim w, = uv. Pelo Lema[EHl existe uma subsucessao (wy, )i € sucessoes (uy)k, (Vg )i tais
que wy, = ugvy para todo k e limug = u e limvg, = v. Como wy,, € A", necessariamente
ug, v € AT. E como wp, € L e L é factorial em AT, temos uy, vy € L. Logo u,v € L. O
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Uma pseudovariedade V diz-se fracamente canceldvel se sempre que V satisfaz uma pseu-
doidentidade da forma uj#us = vi#v2 em que # é uma letra que nao é factor de nenhuma
das pseudopalavras uq,us,v1, v, entao V também satisfaz as pseudoidentidades w1 = vy e
uz = vg. Em [ACZ06] dao-se vérios exemplos de pseudovariedades fracamente canceldveis,
tais como R, J, A e G.

A pseudovariedade R contém N e estd estritamente contida em A. Logo R # A™mR.
Assim sendo, a proxima proposicao assegura-nos que existem situacoes que estao numa
posicao intermédia entre as Proposicoes e A caracterizagdo completa de tais situagoes
permanece por fazer.

Proposicao 3.7. Consideremos o alfabeto de quatro letras X = {a,b,c,d}. Sejam S e
T os semigrupos sintacticos das linguagens {ab} e {aa}, respectivamente. Se V € uma
pseudovariedade fracamente canceldvel que contém N e os semigrupos S* e T, entdo existe

uma linguagem factorial prolongdvel de X+ que ndo € racional e cujo fecho em QxV €
factorial.

Demonstragao. Seja Y = {c,d}. Consideremos os conjuntos My = Y, M; = Y*aY*,
My = Y*bY*, M3 = Y*aY*bY*. Entao o semigrupo sintactico de M3z é S', e o semigrupo
sintdctico de M; é um subsemigrupo de S'. Logo M; é V-reconhecivel. Consideremos o
conjunto

W ={we X : (avb é um factor de w) = (v = *d"* para algum k > 0)}.

Seja L = (Mo U M; UMy U Ms)NW. Entao L é uma linguagem factorial e prolongédvel, mas
pelo Lema do Bombeamento [Lal79, Proposigao 1.7] nao ¢ racional.

Sejam 7 € QxV e a, 3 € (QxV)! tais que ar € L. Vamos mostrar que 7 € L. Existe i
tal que a3 € M;. Como o conjunto M; é V-reconhecivel, pela Proposicio temos m € M;.
Uma vez que My U M; U My C L, ficamos reduzidos ao caso em que anf3,m € Ms. Entdo
existem p,q,r € (QyV)! tais que 7 = pagbr. Seja (uy), uma sucessio de elementos de L
convergindo para am(3. Como o conjunto M3 é aberto, tomando subsucessdes se necessario,
podemos supor que para qualquer n existem x,, yn, 2, € Y* tais que u,, = z,aypbz, € (Tn)n,
(Yn)n € (2,)n convergem para pseudopalavras z, y e z de Qy'V, respectivamente.

Suponhamos que alguma das letras a ou b é um factor de a ou de 3. Seja K = X*aX* a XU
X*bX*bX*. Entao anf € K. O semigrupo sintictico de X*aX*aX* e de X*bX*bX* é T'.
Logo a linguagem K é V-reconhecivel, pelo que o fecho K é um aberto de QxV. Entdo para
n suficientemente grande temos u,, € (K N X )N L. Logo u, € K N L, porque os elementos
de X sdo isolados em QxV, uma vez que N C V. Ora

KﬂLgKﬂ(M()UMlUMQUMg):@,

o que é contraditério. Logo a, 3 € Qy V.

Temos anf = apaqbrf = xaybz. Como V é fracamente cancelavel, temos ap = =,
g=yerlB ==z Sejam (pn)n € (ry)n sucessoes de palavras de Y* convergindo para p e r,
respectivamente. Entao (ppay,bry,), converge para paybr = m. Portanto m € Y*aybY*.
Como u, = xnpaypbz, € L, a palavra y, é igual a c*d* para algum inteiro k. Logo
Y*ay,bY* C L, donde se conclui que 7 € L. O

A pseudovariedade ZSl é a menor pseudovariedade V em que os conjuntos dos factores,
prefixos e sufixos finitos de uma pseudopalavra sdo V-reconheciveis (Teorema [[33)). Este
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facto é essencial para que posteriormente possamos ir mais longe no relacionamento dos siste-
mas dinamicos simbdlicos com os semigrupos profinitos relativamente livres. Por essa razao,
e tendo em conta as Proposicoes B2, e B seria desde j4 interessante dar exemplos de
pseudovariedades fracamente cancelaveis que contém ZSl e que estao estritamente contidas
em A. Tais exemplos podem ser fornecidos com a ajuda da préxima proposicao. Como para
ela nao encontramos qualquer referéncia bibliografica, incluimos aqui a sua demonstracao,
que é essencialmente uma mera aplicagdo do Teorema

Proposigao 3.8. Se V € uma pseudovariedade fracamente canceldvel que contém Sl entdo
V x D também € fracamente canceldvel.

Demonstracdo. Suponhamos que V *x D satisfaz a pseudoidentidade

T1#T2 = P1#£P2, (3-1)

onde # é uma letra que nao é factor de nenhuma das pseudopalavras 7; e p;. Comecemos por
supor que 7o é uma palavra finita de comprimento n. Como SI C V, temos .ZSI = Sl D C
V % D. Em particular, as pseudopalavras médulo V * D tém prefixos e sufixos finitos tnicos.
Logo, se ps é uma pseudopalavra infinita ou uma palavra finita de comprimento maior do
que n entao o seu sufixo de comprimento n+ 1 coincide com o sufixo de comprimento n+1 de
T Mo, que é #my. Mas tal contradiz a hipdtese de que # nao é um factor de po. Portanto po
é uma palavra finita de comprimento menor ou igual ao de my. Por simetria concluimos que
Ty € p2, tém o mesmo comprimento, donde 72 = po. Entao pela Proposicao concluimos
que V x D satisfaz as pseudoidentidades m; = p;, como queriamos mostrar.

Como os casos em que 71, p; ou ps é uma palavra finita sdo inteiramente andlogos,
resta-nos supor que my,mo, p1 € po sao pseudopalavras infinitas. Seja k um qualquer inteiro
positivo. Entao V x Dy, satisfaz a pseudoidentidade ([Bl), uma vez que V x Dy, C V x D. Pelo
Teorema a pseudovariedade V satisfaz a pseudoidentidade

Oy (mi#ma) = Pr(p1#p2)

g (mi#tma) = ik(p#p2),  te(m#me) = tr(pr#Ep2)- (3.2)
Temos as seguintes factorizacoes

Oy (mi#me) = Pp(m1) - Pr(tr(m1) #) - Pr(tp—1(m1) #m2),
Qi (p1#p2) = Prlp1) - Pr(tr(p1) #) - Pr(te—1(p1) #p2)- (3.3)

Como .ZSl satisfaz a pseudoidentidade ([Bl), a palavra ty(m;)# é o unico factor de com-
primento k& + 1 de m#my que tem # como sufixo (cf. Lema [[Z8). Do mesmo modo,
tx(p1) # € o tnico factor de comprimento k + 1 de p1#p2 que tem # como sufixo. Logo
tx(m1) # = tr(p1) #. Entdo, como V é fracamente cancelavel, de ([B3]) resulta que V satisfaz
a pseudoidentidade ®(m1) = Pr(p1). Como 71 e p; sdo pseudopalavras infinitas, de (B2
deduzimos que ig(m) = ix(p1), Por outro lado, acabamos de verificar que tg(m)# =
tx(p1) #, ou seja, que tip(m) = tx(p1). Entao pelo Teorema concluimos que V * Dy,
satisfaz as pseudoidentidade m = p;. Como k é arbitrario e V+D = J,~; V * Dy, concluimos
que V x D satisfaz a pseudoidentidade m = py. B
Dualmente, considerando as factorizacoes

Oy (m#me) = Pp(m1 #ig—1(m2)) - Pr(F#ix(m2)) - Pr(m2),
D (p1#p2) = Pr(p1 # ik—1(p2)) - Pi(F# ik (p2)) - Pr(p2),

concluimos que V x D satisfaz a pseudoidentidade 7wy = po. ]
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Por exemplo, como R é fracamente cancelavel e contém SI, a pseudovariedade R x D é
uma pseudovariedade fracamente canceldvel que contém ZSl e que estd estritamente contida
em A. Uma forma de verificar que R+ D esta estritamente contida em A é utilizar a igualdade
ZR = RxD, provada em [Eil76l, Capitulo V] e a conhecida e facil de provar igualdade A = LA
(donde A = A« D).

3.2 Algumas correspondéncias naturais

Ao longo desta secgao V é uma pseudovariedade de semigrupos que contém .Z’SI.

Na seccao Bl investigdmos em que circunstancias a propriedade factorial de uma lingua-
gem de A1 é herdada pelo seu fecho topolégico em Q4V. Como a linguagem de um sistema
simbolico é factorial e prolongavel, naturalmente impode-se fazer uma averiguacao analoga
para as linguagens prolongaveis. Comparando com a seccao Bl desta feita a situacao é
muito mais simples, como veremos de seguida.

Um subconjunto K de Q4V é prolongdvel se para qualquer u € K existem a,b € A tais
que au,ub € K.

Lema 3.9. Se K ¢ um subconjunto prolongdvel de QaV entio K € prolongdvel. Além disso,
para qualquer u € K existem pseudopalavras infinitas w,v € K tais que wu,uv € K.

Demonstragdo. Sejau € K e seja (uy, ), uma sucessao de elementos de K convergindo para .
Como K é prolongavel, para cada n existem letras a,, e b, tais que a,u,, u,b, € K. Uma vez
que existe um numero finito de letras a sucessao (an,by), tem uma subsucessdo constante
igual a (a,b). Entao au,ub € K.

Por inducao imediatamente se conclui que para qualquer inteiro positivo m existem pala-
VIas Wy, € vy, sobre A de comprimento m tais que w,u, uv, € K. Se (w,v) for um ponto
de acumulacdo da sucessao (W, Vm )m entdo wu, uv € K. O

Em particular, se L é uma linguagem prolongével de AT entdo o fecho de L em QqV é
prolongavel.

A préxima observacao, feita por Almeida, constitui uma importante motivacdo para o
estudo do fecho topoldgico em Q4V da linguagem de um sistema simbdlico.

Observagao 3.10. Se L é uma linguagem factorial prolongével de A™ entao F(Z\AJF) = L.

Justificacdo. Seja u € L. Pelo Lema existe v tal que uv € L\ A*. Portanto L C
F(L\ A"). A outra inclusdo resulta do Lema Bl O

Assim, um sistema simbdélico X de AZ fica completamente determinado pelo conjunto
L(X)\ A, pois se Y é um sistema simbélico de A% tal que L(X)\ AT = L())\ A" entdo
L(X) = L(Y), pela Observacao

3.2.1 Elementos J-minimais

O interesse nos elementos [J-minimais de L(X), onde X é um sistema simbdlico, é que eles
contém toda a informacao sobre X' (como veremos no Lema BT3 mais & frente). Comegamos
por verificar que tais elementos J-minimais existem de facto.

Lema 3.11. Seja S um semigrupo compacto. Se K € um subconjunto fechado nao vazio de
S entao K tem elementos <g-minimais.
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Demonstragao. Seja C uma < g-cadeia de elementos de K para a ordem parcial <z. A
identidade no conjunto parcialmente ordenado (C, > 7) define uma rede 7 de elementos de K.
Como K é compacto, existe uma sub-rede (7),)icz de 7 convergente para um elemento w
de K. Fixemos u € C. Paracada ¢ € Z tal que u > 7 \;, sejam z;,y; € ST tais que \; = zuy;.
Seja ig tal que u > 7 A;,. Como S'x St x St é compacto, a rede (x;, \;, y;i)i,<i admite alguma
sub-rede convergente para um elemento de S* x S* x S! da forma (z,w, y). Por continuidade,
w = zuy. Logo w <7 u para qualquer v € C. Portanto qualquer < s-cadeia de elementos
de K é minorada por um elemento de K. Logo K tem elementos J-minimais, pelo Lema de
Zorn. O

Corolario 3.12. Sejam S um semigrupo compacto e K um subconjunto fechado nao vazio
de S. Seu € K entao eziste em K um elemento J-minimal 7 tal que m <7 u.

Demonstragao. O conjunto K,, = {v € K|v <7 u} é fechado e nao vazio. Logo contém
algum elemento J-minimal 7. Suponhamos que p é um elemento de K tal que p <z 7.
Entao p € K,. Pela minimalidade de w temos p J w. Logo m é um elemento [J-minimal
de K. O

Dada uma linguagem nao vazia L de AT, vamos denotar por j(L) o conjunto dos elementos
J-minimais de L.

Lema 3.13. Se L € uma linguagem factorial nio vazia de Q4V entio F(i(L)) = L.

Demonstragao. Pelo Lema B temos F(j(L)) C L. Seja u € L. Aplicando o Corolario
ao conjunto L, concluimos que existe 7 € j(L) tal que u € F(r). O

Lema 3.14. Se w é um elemento de QaV limitado por idempotentes entdo F(w) é uma
linguagem factorial prolongdvel de AT .

Demonstragao. Apenas temos que mostrar que F'(w) é prolongavel. Seja u um elemento
de F(w). Se nio existe a € A tal que ua € F(w) entdo w = vu para algum v € Q4V,
pelo Lema Por hipétese, existe algum idempotente f € Q4V tal que w = wf. Seja
b=1;(f). Entao ub € F(w), o que é contraditério. Logo existe a € A tal que ua € F(w), e
dualmente existe a € A tal que au € F(w). O

Exemplo 3.15. Consideremos o alfabeto de trés letras A = {a,b,c}. Para cada inteiro
positivo n, consideremos as pseudopalavras u, = a*b@" D'e¥ e v, = a®b@gMcqv. A
linguagem L = (J,,~; (F(un) U F(vy,)) é factorial e prolongéavel, de acordo com o Lema B4l
Observemos que u,,v, € L. Seja w um elemento de L tal que w <7 u,. Seja (wg)g
uma sucessao de elementos de L convergente para w. Entao a partir de certa ordem temos
wy, € A*abD'gA* . Ora A*abP V' A* N L = aTb@D'at. Logo w € atb2~D'a+, pelo
que w J uy. Portanto u, € j(L). Se n # m entdo u, €7 u, uma vez que ab@m=Dlg nio é
factor de u,. Logo j(L) intersecta uma infinidade de J-classes.

As sucessoes (uy )n € (vp), convergem para u = a“b“a” e v = a“b“a*ca”, respectivamente.
As pseudopalavras u e v pertencem a L, u é factor de v, mas v ndo é factor de u. Logo
u ¢ [j(L)]7. Daqui se conclui que j(L) e [j(L)]7 nao sao conjuntos fechados.

Definigao 3.16. Consideremos o conjunto J(24V) dos subconjuntos K de Q4V que satis-
fazem as seguintes condigoes:

1. os elementos de K sao limitados por idempotentes;
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2. K C F(K);
3. para quaisquer u € K ev € K, se u <7 v entao u J v.

Lema 3.17. Se L ¢é uma linguagem prolongdvel ndo vazia de A* entdo j(L) € J(QaV).

Demonstragao. Pelo Lema Bl temos F(L) = L, pelo que é imediato que a Condigao 2 da
Definicao é satisfeita.

Seja L uma linguagem prolongavel de A*. Suponhamos que u € j(L). Pelo Lema B3,
existem a,b € A tais que aub € L. Como aub <7 u, da J-minimalidade de u resulta que
aub J u. Logo u € (Q4V)'aub(QaV)' C (QaV)u(Q4V). Pelo Lema [LZT, v é limitado por
idempotentes.

Sejam u € j(L) e v € j(L) tais que u <7 v. Como u € L, pelo Coroldrio existe um
elemento w de j(L) tal que w <7 u <7 v. Como w e v sdo elementos J-minimais de L

necessariamente w J u J v. O

Repare-se na analogia entre as demonstracoes do Lema BI1 e da Proposicao 2T

Proposigao 3.18. Seja FP(A™1) o conjunto das linguagens factoriais prolongdveis ndao vazias
de AT. Entdo a funcao

0: FP(AY) — {[K]s|K €J(QaV)}

L — ()]s
€ uma bijeccao, cuja inversa € a func¢ao

U {[K]7|K€J(QaV)} — FP(AY)

(K7 — F(K).
Demonstracdo. Reparemos primeiro que a funcao ¥ estd bem definida, pelo Lema Bl
pelo facto de que elementos J-equivalentes tém os mesmos factores, e porque F(K) é
efectivamente factorial e prolongavel de acordo com o LemaBT4l Além disso, pelo Lema B3],
temos W o ©(L) = L.

Seja K € J(QaV). Seja w € j(F(K)). Entdo existe uma sucessio (wy), de elementos de
F(K) convergente para w. Para cada n existe v, € K tal que v, <7 w,. A sucessao (v,)n
tem algum ponto aderente v em K. Como a relacio <7 é topologicamente fechada, temos
v <7 w. Pela Condigao B da Defini¢ao BI0, temos v € F(K). Logo v J w, pois w é um
elemento J-minimal de F(K). Portanto

w € j(F(K)) = [w]yNK #0. (3.4)

Suponhamos agora que u € j(F(K)). Seja (up), uma sucessao de elementos de j(F(K))
convergente para u. Por (B4, para cada n existe v, € [uy]7 NK. Seja v um ponto aderente
da sucessao (vy),. Por J ser uma relacio topologicamente fechada, temos v € [u]7 N K,
pelo que u € [K]7. Portanto

J(F(K)) C[K]g- (3.5)
Reciprocamente, seja u € K. Pela Condicao Bl da Definicao BI0 e pelo Corolario B2,
existe 7 € j(F(K)) tal que m <7 u. De acordo com (B, existe 7’ € K tal que 7’ J ,
donde 7' <7 u. Entao pela Condicao Bl da Definigao concluimos que © J u. Logo
u € [j(F(K))]y. Portanto K C [j(F(K))]7. Entdo, novamente por <; ser uma relacao
topologicamente fechada, temos K C [j(F(K))]7. Tendo em consideracio (B3), conclufmos
que [K]7 = [i(F(K))]s. Ouseja, © 0 W([K]7) = [K]7. O
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3.2.2 O caso das linguagens irredutiveis

Nesta subseccao vamos investigar a natureza da correspondéncia estabelecida na Proposi-
cao quando restrita ao universo das linguagens dos sistemas simbdlicos irredutiveis, em
especial os minimais.

Lema 3.19. Suponhamos que L é uma linguagem irredutivel de A*. Seu,v € L entdo existe
w € D4V tal que uvwv € L.

Demonstragao. Consideremos sucessoes (uy,) e (v,) de elementos de L convergentes para u
e v respectivamente. Como L é irredutivel, para cada n existe uma palavra w,, de L tal que
UpWwypv, € L. Seja w um ponto aderente da sucessao (wy,),. Entao uwv é um ponto aderente
da sucessao (u,wy,vy,)n, pelo que uwv € L. O

Lema 3.20. Seja L uma linguagem nao vazia de A*. Se L € irredutivel entdo o conjunto
i(L) estd contido numa J-classe regular.

Demonstra¢ao. Suponhamos que L é irredutivel. Sejam w,v € j(L). Entao pelo Lema
existe w € Q4V tal que vwv € L. Como vwv <7 u e uwv <7 v, e u e v sdo elementos
J-minimais de L, concluimos que uwv, u e v sdo J-equivalentes. Logo o conjunto j(L) estd
contido numa J-classe.

Se u € j(L) entdo, conforme ja observamos, existe w € Q4V tal que uwu J u. Logo
existem z,y € (Q4V)! tais que v = ruwuy. Entdo u = (ruw)"uy™ para todo o inteiro
positivo n, e portanto v = (zuw)uy”. Assim (zuy)” é um idempotente J-equivalente
a u. ]

No caso da pseudovariedade .ZSI podemos exibir uma linguagem factorial prolongavel
nao vazia para a qual nao se verifica a condigao reciproca do Lema Consideremos o
alfabeto de trés elementos A = {a,b,c} e o elemento e = a“bcba” de Q4.£Sl. Como os
mondides locais de Q4.ZS| sdao semi-reticulados e e pertence ao monéide local de Q4.ZS|
em a“, sabemos que e é um idempotente. Consideremos a linguagem factorial prolongavel
L = F(e). Temos

L = a*beba™ Ua*beUa*bU a* Uba™ U cba™ U {c}.
E claro que e € L e que
L = a*bcba* U a*be U a*b U a* U ba* U cba* U {c},

Conclui-se facilmente que todos os elementos de L sdo factores de e. Logo o conjunto j(L)
esta contido na J-classe de e, a qual é regular. Contudo L nao é uma linguagem irredutivel,
uma vez que A*bcA*cbA* N L = 0.

Proposigao 3.21. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AM V.
Seja L uma linguagem factorial ndo vazia de A*. Entdo L é irredutivel se e sé se j(L) é
uma J -classe regular.

Demonstragao. O conjunto j(L) é uma uniao de J-classes pela Proposicao B0l

Se L é irredutivel entao j(L) é uma J-classe regular pelo Lema

Reciprocamente, suponhamos que j(L) é uma J-classe regular. Seja e um idempotente de
j(L). Consideremos uma sucessao (e, ), de elementos de L convergente para e. Como e = e-e,
pelo Lema existe uma subsucessao (e, ) e sucessoes (fi)k, (gr)r tais que e,, = frgk
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para todo o k, lim f, = e e lim g, = e. Sejam u,v € L. Pelo Coroldrio B12, u e v sdo factores
de elementos de j(L). Como j(L) é uma J-classe, concluimos que e € (Q4V)'u(Q4V)!

(QAV)'0(Q4V)L. E como (Q4V) u(Q4V)E N (Q24V)0(Q4V)L é um aberto de Q4V, a partir
de certa ordem temos fi,gr € A*uA* N A*vA*; em particular, e,, = frgr € A*uA*vA*.
Portanto existe w € A* tal que uwv é um factor de e,,. Ora e, € L, pelo que uwv € L,
uma vez que L é factorial. Logo L é irredutivel. O

Dada uma linguagem irredutivel L, vamos denotar por J(L) a J-classe que contém o
conjunto j(L). Note-se que J(L) =j(L) se V=A@ V, pela Proposicao B0l

Proposigao 3.22. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AM V.
Seja FPI(A™) o conjunto das linguagens factoriais prolongdveis irredutiveis ndio vazias de
At Seja JI(Q4V) o conjunto cujos elementos sao as J -classes requlares K de Q4V tais que
K C F(K). Entdao a fungao

O: FPI(AY) — JI(Q4V)
L — J(L)
€ uma bijeccao, cuja inversa € a funcgao

U JI(QaV) — FPI(AT)

Demonstracao. Decorre imediatamente da Proposicao O

Dadas duas J-classes K; e Ky de um semigrupo S, escrevemos K; <7 Ky sempre que
existem elementos u; € Ky e ug € Ko tais que u; <7 ug. Deste modo fica definida uma
ordem parcial <7 no conjunto das J-classes de S.

Proposigao 3.23. Sejam Z e Y sistemas simbdlicos irredutiveis de AZ. Entio ZC Y se e
s6 se J(Y) <7 J(2).

Demonstragao. Temos Z C ) se e s6 se L(Z) C (y) Pela Proposicao B8 para qualquer
sistema simbélico Z de A% tem-se L(Z) = F(J(Z)). Logo se J() <7 J(Z) entdao L(Z) C
L(Y). Reciprocamente, se L(Z) C L(Y) entao ﬁ L(Y). Logo J(2) C L(Y). Pelo
Corolério BI2 a J-classe J()) estd J-abaixo de J(Z). O

Seja v um elemento de Q4V que é J-maximal entre as pseudopalavras infinitas de Q4V.
Entéao, pela Proposicao [CAIl u é J-equivalente a algum idempotente. As J-classes que
contenham elementos de Q4V que sdo J-maximais entre as pseudopalavras infinitas de Q4V
serao referidas como sendo J -classes mazimais de pseudopalavras infinitas. Estas J-classes
foram estudadas pela primeira vez de forma aprofundada por Almeida em [AIm05al, onde
sao designadas J -classes maximais requlares.

O préximo teorema ¢ o principal resultado desta sec¢ao. Estd demonstrado em [Alm05al,
Teorema 2.6], usando ideias substancialmente diferentes; ai opta-se pela utilizagdo da ca-
racterizacao enunciada na Proposicao ELfl, ao contrario da demonstracdo que aqui é feita.
Optamos por fazer uma demonstracao que surgisse como uma aplicacao dos resultados que
a precedem nesta seccao.
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Teorema 3.24. Se X ¢é um sistema simbolico minimal de A entio J(X) é uma J-classe
mazimal de pseudopalavras infinitas de Q4V. Reciprocamente, se J é uma J -classe mazimal
de pseudopalavras infinitas de QaV entdo existe um nico sistema simbdlico minimal X de
A% tal que J = J(X).

Demonstragdo. Consideremos um sistema simbolico minimal X. Seja u uma pseudopalavra
infinita de Q4V que estd J-acima dos elementos de J(X). Entdo u = zet para algumas
pseudopalavras z, e, t tais que e ¢ um idempotente, pela Proposicao [LZ1l E claro que F(e) C
F(3(X)). Pelo Lema BTl existe um sistema simbdlico Y tal que L()) = F(e). Pelo
Lema BT3 temos F(J(X)) = L(X). Portanto L(Y) C L(X), ou seja, Y C X. Logo Y = X,
pois X é minimal. Seja v um elemento de J(X). Entdo existe uma sucessao (vy), de
elementos de L(X) convergente para v. Ora L(X) = L(Y) = F(e), pelo que v é um factor de
e, e portanto também de u. Logo u € J(X), o que mostra que J(X) é uma J-classe maximal
de pseudopalavras infinitas.

Reciprocamente, suponhamos que J é uma J-classe maximal de pseudopalavras infinitas.
Como J é regular, de acordo com o Lema B4 existe um sistema simbdlico ) tal que L()) =

F(J). O sistema simbélico ) contém algum sistema simbdlico minimal X'. Entao L(X) C

F(J). Logo, se u € L(X) entao existe uma sucessao de factores dos elementos de J que
converge para u. Como a relagdo J é fechada, conclui-se que u é um factor dos elementos

de J. Pela maximalidade de J, todas as pseudopalavras infinitas de L(X’) pertencem a .J.
Logo J(X) = J. A unicidade do sistema simbdlico X" resulta do Lema O

Foi provado em [Cos01] que se |[A| > 1 entdo em Q4.ZS| existem 280 7-classes que nao
sao J-comparaveis entre si. Este facto é agora um corolario imediato do Teorema e da
existéncia de 280 sistemas simbélicos minimais de A% [[of02), Proposicio 2.1.18].

Ainda em [Cos0T] mostra-se que se |A| > 1 entdo Q24.#SI contém uma cadeia ascendente
para a relacio <7 com 20 elementos. Vamos apresentar uma nova demonstracio desta
propriedade, que consistirda na aplicacao da Proposicao e na observagao de que existe
uma cadeia para a inclusio com 280 sistemas simbdlicos irredutiveis de A% (cf. [WalS2)
Secgao 7.3, pag. 178 e 179]). Recordemos que quando nada dizemos em contrario, V é uma
pseudovariedade que contém ZSl.

Teorema 3.25. Se |A| > 1 entdo QaV contém uma cadeia ascendente para a relagio <7
com 280 elementos regulares.

Demonstracao. E claro que basta-nos supor que A tem apenas duas letras, que supomos
serem os inteiros 0 e 1. Denotemos por o a translagao de sequéncias de letras de A indexadas
por elementos de ZT, isto é, o, denota a funcao de AZ" em AZT que envia (z;);ez+ em
(Ti+1)iez+-

Ordenemos os elementos de AZ" com a ordem lexicografica: ou seja, dados dois elementos
distintos (z;);ez+ € (yi)iez+ de AL temos (2;)icz+ < (Yi)icz+ se € s6 se o menor inteiro
positivo j tal que x; # y; é tal que z; = 0.

Dado 3 €]1, 2], consideremos a expansio de 1 em poténcias de 371, isto é, 1 = o g
ondeag) = [l =1eag, = [ﬁ”—Z?:_ll agi3"""] quandon > 1. Temos sempre ag,, € {0,1}.
Seja ag = (ag,i)icz+- Usando argumentos indutivos rotineiros, prova-se que (o4)"(ag) < ag
para qualquer inteiro nao negativo n. Logo o seguinte conjunto é nao vazio:

Xg={ze€ AZT (04)"(z) < ag, para qualquer inteiro nao negativo n}.
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Seja 7 o conjunto dos nimeros transcendentes pertencentes ao intervalo ]1,2[. Vamos
supor que 3 € 7. Como 1 =3 > jag,B ", o conjunto {n € Zy : ag, = 1} é infinito, caso
constrario § seria um numero algébrico. Consideremos a seguinte linguagem:

Lg={ue At :u= T(;i+k), Para alguns x € Xg, i € 7t keZ§}.
Sejam u,v € Lg. Entao existem v',v" € Xz tais que
u = ur zon3 ... € X3z, v = vy1yays ... € X3z,

para alguns (z;);cz+ € AL e (y)icz+ € AZT. Como 8 ¢ transcendente, existe k > |u| tal
que ag = 1. Seja

w = uOkvylygyg e
Suponhamos que 0 < n < |u|. Entao o prefixo p,, de comprimento |u| —n de (o4)"(w) é o
prefixo de comprimento |u| —n de (o4)"(v'). Como (o4)"(u') < ag e ag = 1, para qualquer
(2i)icz+ € AL temos

pn0k212223 ... <ag.

Em particular, (o04)"(w) < ag. Se |u| <n < |u| + k entao
(040)"(w) = Ok_("_w)vylygyg ... < ag,
pois ag; = 1. Finalmente, se n > |u| + k entao
(04)"(w) = (04)" ") < ap.

Portanto w € Xg. Logo ulkv € Lg, o que mostra que Lg ¢ uma linguagem irredutivel. E
claro que Lg ¢ factorial. Uma linguagem irredutivel factorial também é prolongével. Logo
existe um tnico sistema simbdlico irredutivel X5 de AZ tal que L(X3) = Lg.

Em [Wal82] Seccao 7.3, pag. 178 e 179] mostra-se que a entropia de X ¢ igual a In(3)
(note-se que em [Wal82] nao se mostra que X3 é irredutivel). Logo a familia (Xg)ser tem
2% elementos. Ora a familia (Xj3)ger estd totalmente ordenada pela ordem de inclusio,
uma vez que a ordem lexicografica em AZ" & uma ordem total, e ag < a, implica Xg C X,.
Logo, pela Proposigao a familia (J(Xj5))ser é uma cadeia para a relagio <z com 2N
elementos. O

3.3 Codificagao de pseudopalavras infinitas

Até ao fim deste capitulo, V é uma pseudovariedade de semigrupos que contém .ZSl e tal
que V = V x D. Varias defini¢coes e notacoes que introduziremos sao relativas a V. Esta
dependéncia em geral nao serd explicitada, de modo a evitarmos uma notacao excessivamente
pesada.

3.3.1 A miragem

Dado um sistema simbélico X de A%, seja .#(X) o conjunto dos elementos de Q4V cujos
factores finitos pertencem a L(X). Designamos .# (X) por miragem de X em Q4V. Note-
se que . (X) é uma uniao de J-classes. Nao é surpreendente que para compreendermos
as mudangas em L(X)\ AT quando uma conjugacao é aplicada a X sejamos levados a
considerar o conjunto .Z(X): as funcoes de bloco operam “localmente” nos elementos de
A% ¢ a definicio de miragem reflecte essa “localidade”. Em geral os conjuntos .Z(X) e
L(X) nao coincidem.
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Exemplo 3.26. Consideremos o sistema simbdlico séfico Z com a seguinte apresentacao:

b

Consideremos uma pseudovariedade V que além de conter .ZSI também contém o semigrupo
de transicao desta apresentacdo. Consideremos também o elemento ab**'a de ﬁ{a,b}V. Os
seus factores finitos sdo a, ab™, b" e b"a, com n > 1 (cf. Lema [[AN). Logo ab**la € .4 (Z).
Sen > 2 entao ab™t'a ¢ L(Z) pois n!+1 é impar. Logo ab**'a ¢ L(Z) porque lim ab™*'a =
ab“*la e porque o conjunto L(Z) é aberto, pela Proposicio [CA10,

A sombra de X em Q4V é o conjunto . (X) = Uuew[u]j. Se L(X) é V-reconhecivel

ouseV =AMV entdao L(X) = . (X), pelas Proposigoes e B Em contrapartida, se
V = ZSl entao a Proposicao mostra-nos que é possivel termos L(X) # .7 (X).
Seja 4, (X) o conjunto das pseudopalavras cujos factores finitos de comprimento n

pertencem a L(X). Reparemos que .#(X) = (51 4 n(X). Temos a seguinte igualdade:

///n(X):ﬁAV\< U (ﬁAV)lw(ﬁAV)1>.

wEAM\L(X)

O conjunto (Q4V)'w(24V)! é um aberto de Q4V, uma vez que é o fecho em Q4V do conjunto
ZSl-reconhecivel A*wA*. Logo .# ,(X) é aberto-fechado e .#(X) é fechado. E claro que

L(X) C . #(X), pelo que L(X) C #(X), e L(X) C S (X) C #(X). Se X é um sistema
simbdlico de tipo finito entdao para n suficientemente grande temos L(X) = .#,,(X) N AT;

uma vez que A1 é denso em QaV e .#,(X) é aberto-fechado, isto implica que L(X) =
Mo (X) = A (X) para n suficientemente grande.

Proposicao 3.27. O conjunto .4 (X) € factorial e prolongdvel.

Demonstragao. Por definicdo, uma pseudopalavra médulo V pertence a .Z(X) se e sé se
todos os seus factores finitos pertencem a L(X). Daqui decorre imediatamente que .Z(X) é
factorial.

Seja u € A (X) e seja (ug)r>1 uma sucessao de elementos de AT convergente para u.
Consideremos um inteiro positivo n > 1. Uma vez que .#,(X) é uma vizinhanga aberta
de u, existe um inteiro p, tal que se k > p, entdo uy pertence a #,(X). Como L(X) é
prolongavel, para todo k > p,, existem letras a, j e by tais que a, pug, urby i € A n(X).
Uma vez que existe um ndmero finito de letras e .#,(X) é fechado, existem letras a, e
b, tais que anu,ub, € A ,(X). Aplicando o mesmo raciocinio, existem letras a, b e uma
subsucessao estritamente crescente de inteiros positivos (7, )m>1 tal que au,ub € A, (X)
para qualquer m > 1. O resultado segue agora da igualdade .#(X) =),,>1 #n,,(X). O

3.3.2 Morfismos de sobreposicao definidos por fungoes de blocos

Consideremos uma funcao ¢ : A¥ — B. Seja ¢ o tnico homomorfismo de mondides
de (V) em (QpV)! que estende g, e consideremos a fungio continua g = § o ®p_;.
A funcao g herda de ®,_; a propriedade de ser um morfismo de sobreposicao de janela k.
A funcao g mimetiza no contexto das pseudopalavras o processo subjacente & codificacao
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de sistemas simbdlicos. As seguintes propriedades também sao herdadas de ®;_1: temos
g(u) =1seesése |ul <k;seue AT e |u| >k entdo |g(u)| = |u| —k+1; e u € QaV\ AT
se e sése g(u) € UV \ BT.

Consideremos uma codificacao G = g[_k’” X C AZ Y C BZ entre dois sistemas
simboélicos. Dados n > 1 e m > k, consideremos a funcio h : A™+"*1 — B definida por

ha—ma—pmi1 - ap_1an) = gla_ga_gr1---a;_1a;), com a; € A.

Entao h é uma funcao de blocos de G com memoéria m e antecipagao n. Em particular,
para qualquer codificagao entre sistemas simbdlicos, podemos sempre escolher uma funcao
de blocos com memoria e antecipacao iguais. De agora em diante vamos quase sempre
usar este facto, pois a reducao dos parametros meméria e antecipacao num sé parametro é
uma simplificagdo vantajosa para varias demonstragoes. Compreende-se assim o interesse
da observacao seguinte.

Observacgao 3.28. Sejam S um subsemigrupo de Q4V, T um semigrupo e 1 : Q4V — T
um morfismo de sobreposicao de janela 2k + 1. Vamos adoptar a convencao de que ¢ envia
a palavra vazia no elemento neutro de 7. Entéo

Y(uv) = P (uig(v)) - Y(tr(u)v), para quaisquer u,v € S*.

Justificagdo. Com efeito, se |u| < k entao |uig(v)| < 2k, pelo que ¢ (uig(v)) =1 e P(uv) =
Y(tr(w)v) = P(uik(v)) - Y(tk(u)v). O caso |v] < k é andlogo. Finalmente, se u = ujus e
v = v1v9 com u;, v; € (QAV)! e |ug| = |v1| = k entdo

Y(uv) = Y(ur - ugv1v2)

Y (urior (uzv1v2)) - Y(ugv1v2)
= P(urugvr) - (b (u)v)

Y (uik(v)) - Y(tr(u)v),

como queriamos mostrar. O

Lema 3.29. Seja G = g[_k’k} X C AZ Y C BZ uma codificacao entre dois sistemas
stmbdlicos. Temos:

1. g(L,(X)) C Ly_ox(Y) para qualquer n > 2k;

QI

(
(L(X)) € L) U {1}
(7 (X)) € (V) u i1y
(

(

QI

QI

M (X)) C Mo (V) U{1} para qualquer n > 2k;

ARSI S
Q|

AM(X)) C A (V) U{L]

QI

Demonstra¢ao. Se u € L,(X) entdao u = T, para algum z € X. Se n < 2k + 1 entao
g(u) = 1. Sejay = G(z). Se n > 2k + 1 entao yp41,n—k = g(u), logo g(u) € Ly, 2x(Y). Isto
mostra o item ([Il), do qual se deduz o seguinte:

gLx) = a@n(x)C | Lo Uu{l} =L)u{1}.

n>1 n22k+l
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Entao (@) segue da continuidade de g, e ([Bl) segue de (@) e do Lema @m.

Seja x =x1 Ty € Mp(X) N AT, com z; € A. Se m < n entdo g(z) é uma palavra de
comprimento menor do que n — 2k. As palavras de tal comprimento pertencem ao conjunto
M p—2r(Y) U {1}. Suponhamos que m > n. Seja w um factor de comprimento n — 2k
de g(x). Entao g(z) = pwq para alguns p,q € B*. Sejam r e s os comprimentos de p e g,
respectivamente. Entao:

pwq = g(x) = §(@p261+]) " (@t 1,m—s]) " (@ [m—st1-2k,m])-

Uma vez que [g(Z( 2k4r))| = 7 € [9(@pm—sti—2k,m))| = 5, temos p = g(z(1,0k44), ¢ =
g(x[m—s—l—ﬂc,m}) ew = g(m[r+1,m—s})’ Logo ‘m[r+1,m—s}‘ = |w| + 2k = n e portanto
Tli1m—s] € Ln(X). Do item () segue que w € L, 2x(Y). Logo g(z) € M n—2x(Y). Isto

mostra que g(.#,(X) N AT) C Ao (Y) U{1}. Portanto g(A (X)) C M ok (V) U {1}
pois AT é denso no espaco compacto Q4V, e ., (X) e M 2 (YV)U{1} sdo aberto-fechados.
Do item (@) deduzimos o seguinte:

() C (G X)C (| Muan) U1} = (V) U{1},

n>1 n>2k+1
Isto mostra (). O

O lema seguinte e os seus dois corolarios sao cruciais uma vez que constituem ferramentas
bésicas a serem usadas nesta monografia.

Lema 3.30. Seja G : X C AZ Yy C BZ uma codificagcao entre dois sistemas simbdlicos.
Suponhamos que G = gg_k’k} = gg_l’” e que k > 1. Seja u um elemento de QaV de
comprimento maior ou igual a 2k + 1. Sejam r = ip_(g2(u)) e s = tp_i(g2(u)). Se

U € Mop1(X) entio ga(u) = rgi(u)s.

Demonstragdo. Se x € X entao g1((—i k) = g2(7[—yy)). Cada elemento de Logi1(X) é da
forma z|_, 3 para algum x € X'. Logo,

se pwq € Lok11(X) e |p| = |g| = k — 1 entao g1 (pwq) = g2(w). (3.6)

Uma vez que u pertence ao conjunto aberto .#o;4+1(X) e |u| > 2k + 1, existe uma sucessao
(un)n de elementos de AT N4 5511(X) convergente para u e tal que todos os seus elementos
tém comprimento maior do que 2k. Seja u, = z1 ...z, com z; € A. Entéao,

k1 t—k—l t—21
g2(un) = Hg2(z[i,i+2l}) H 92(2i,i121)) H 92(2}ii421))
=1 i=k—l+1 =t b 141
e sn
t—2k
=Tn H 92(z[i+k—l,i+k+l])5n
=1
t—2k
=rn [ 91Giiv2)sn  (por (BH))
=1
= Tngl(un)sn'

Temos 1, = ix—1(g2(un)) € sn = th—1(g2(un)). Logo ga(u) = rgi(u)s, pois ix_i, ty—; € g; sao
fungoes continuas. O
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Corolario 3.31. Seja G = gl=FH# . x Cc AZ — y C BZ uma conjugagao, e seja H = Rl=H
Y — X a sua tnversa. Consideremos um elemento u de Qf;V com comprimento maior ou
igual a 2k + 20 + 1. Se u € M op12141(X) entao u = iyi(u)hg(uw)tpr(u).

Demonstmg:do Seja f a fungao que associa a cada elemento de AZRF2HL 5 letra hg(u). Entdo
HoG = fl=ttDk+] — 1900 ¢ F = hg. O resultado segue da aplicacio do Lema B30 com
g1 = f[ (k‘H) k+l] e gy = Id[()’o]. O

Corolario 3.32. Seja G = gl=F# . x € AZ — Y C B% uma conjugacio e seja H = hl=H1
Y — X a sua inversa. Consideremos um elemento v de QAV. Se r e s sao palavras de
comprimento k + 1 tais que rvs € M op1o1+1(X) entdo v = hg(rvs).

Demonstragao. Pelo Corolario B3 temos rvs = rhg(rvs)s, donde v = hg(rvs) pelo Propo-
sicao ]

O lema seguinte fornece uma ferramenta para lidarmos com os elementos da miragem que
sao limitados por idempotentes.

Lema 3.33. Seja G = ¢l%% : X — Y uma conjugacio unitdria. Seja k > 0 tal que G tem
uma funcao de blocos com memdria e antecipacdo k. Consideremos idempotentes e e f de
M(X). Sejam e = g(e) e ¢ = g(f). Suponhamos que v € um elemento de A (Y) tal que

v =evp. Seja w = hftp(e)vig(p)]. Entdo w é um elemento de 4 (X) tal que g(w) = v e
w=ecewf.

Demonstracdo. A funcdo g é um homomorfismo, logo € e ¢ sdo idempotentes. Pelo Lema[[L62]
tr(e)vig(¢) é J-equivalente a v, e portanto também pertence a .#()). Logo w € #(X)
pelo LemaB29 Entao g(w) = v pelo Corolario B32 Temos a seguinte cadeia de igualdades:

tre(e)e - cvg - Pir()]
hltr(e) eir(e)] - hltr(e) evoir(9)] - b [t (9) ik (0)]
[te(e) ein(e)] - w- h[ti(¢) dir(e)].

||
>

1
>

Uma vez que g é um homomorfismo, temos

w = hgltr(e)eix(e)] - w - hg[tr(f)fir(f)]- (3.7)

Novamente pelo Lema[[[62 as pseudopalavras e e ty(e )61k(€) sao J-equivalentes, e portanto
elas estao ambas em Z(X). Pela mesma razao ti(f)f1i ( ) pertence a . (X). Temos
hglti(e)eir(e)] =e e hg[ti(f)fir(f)] = f pelo Coroldrio Logo por [BX) concluimos
que w = ewf. O

3.4 Um conjunto parcialmente ordenado definido pela mira-
gem

A expressao conjunto parcialmente ordenado serd abreviada pela sigla CPO. Seja S um
semigrupo. Se T é uma unido de J-classes de S entao denotamos por Tt o CPO definido do
seguinte modo: os elementos de T sdo as J-classes de S que contém elementos limitados
por idempotentes e que estdo contidas em T; a ordem parcial de TT é a ordem induzida
pela quasi-ordem <. Convém recordar que uma J-classe que contém elementos limitados
por idempotentes pode também ter elementos que nao sao limitados por idempotentes
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(Exemplo [L29)). Por outro lado, num semigrupo compacto uma J-classe contém elementos
limitados por idempotentes se e s6 se todos os seus elementos sao limitados por idempoten-
tes (Lema [[28]). Recordemos também que uma J-classe de um semigrupo compacto que
contém elementos limitados por idempotentes diz-se uma 7 -classe limitada por idempotentes.

Seja G uma codificacao de um sistema simbélico X de A% num sistema simbélico ) de BZ.
Seja g uma funcdo de blocos de G. Se J é uma J-classe de Q4V entdo todos os elementos
de g(J) pertencem & mesma J-classe de (Q25V)!, pelo Lema Além disso, se J estd
contida em .#(X) e é limitada por idempotentes, entao [g(J)]s também estd contida em
A (Y) e é limitada por idempotentes, pelos Lemas e Podemos portanto definir a
funcio GT de .#(X)' em .#(Y)! que envia J em [g(J)]7. A funcio GT preserva a ordem,
pelo Lema

Lema 3.34. A funcio G' ndo depende da escolha da funcdo de blocos de G.

Demonstra¢do. Suponhamos que G = gg_k’k] = gg_l’” e que k > [. Dado um elemento J

de A4 (X )T, seja v um elemento de J. Entao u é limitado por idempotentes, pela defini¢ao
de . (X)'. Logo ga(u) é limitado por idempotentes, pelo Lema Pelo Lema B30,
existem palavras r e s de comprimento k — [ tais que ga(u) = rg1(u)s. Pelo Lema [[GI] as
pseudopalavras g;(u) e ga(u) sdo J-equivalentes. O

Proposigcao 3.35. Sejam G: X — Y e H : Y — Z codificagoes entre sistemas simbaolicos.
Entio H' o Gt = (H o G)T. Além disso, (Idx)" = Id ()i -

Demonstragio. E claro que (Idy)t = Id 2yt

Sejam G = g["Fk . ¥ — Yy e H = ¢gl7tll . Yy — Z codificacdes em que X C A%, Y C BZ
e Z C C%. Seja f a funcio que a cada elemento u de AZ*+2+1 associa a letra hg(u). Entdo
flERADA+] ¢ yma funcao de blocos de H o G com memdria e antecipacio k+1, e f = hog.
Portanto se J é uma J-classe limitada por idempotentes que esté contida em .# (X') entao

HY(GY())) = H([9()))7) = [Mg(I)]s = [[(I)]g = (H o G)I(J).
Logo HT o Gt = (H o G)T. O
Corolario 3.36. Os CPO .4 (X)" e .7 (X)! sdo invariantes de conjugagdo.

Demonstragdo. Para qualquer codificacio G : X — Y temos GT(.Z(X)) C .Z ()T, pelo
Lema Pela Proposicao se G é uma conjugacdo entdo G é um isomorfismo de
CPO (com (GT)~! = (G=1H)T). O

Reparemos que .Z(X)T = (#(X)\ AT, uma vez que as pseudopalavras médulo V
que sao limitadas por idempotentes de 24V sdo infinitas. Reparemos também que se X é
minimal entdo .7 (X) tem um tnico elemento, pelo Teorema Veremos mais tarde que
(X)) = . #(X)" quando X é minimal (Teorema B3Il na pagina [C3).

Exemplo 3.37. Consideremos os seguintes sistemas simbdlicos:

a b a b
c oIy
X YV
d
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Como em cada um dos grafos cada etiqueta aparece uma unica vez, X' e ) sdo sistemas
simbdlicos de arestas, logo de tipo finito. Portanto .#(X) = L(X) e #(Y) = L(Y). Os
CPO .#(X)" e . (V) tém a seguinte representacio:

Logo X e Y nao sao conjugados, uma vez que .4 (X )Jr /4 (y)T nao sao isomorfos. Reparemos
que X e ) tém o mesmo conjunto de pontos periddicos, que sao os pontos fixos. Em [LM9I6,
Secgao 7.4] encontra-se definido um invariante de conjugagao ulterior de sistemas simbdélicos
de tipo quase finito designado grupo de Bowen-Franks. Por célculo directo, podemos verificar
que X e ) nao tém grupos de Bowen-Franks distintos.

O Exemplo B30 é atipico. De acordo com a Proposicio B2, o CPO .#(X)' é pelo menos
tao intrincado como o CPO dos sistemas simbdlicos irredutiveis nele contidos. Por exem-
plo, os sistemas soéficos de entropia positiva contém uma infinidade de sistemas simbdlicos
minimais finitos (cf. [LM96, Exercicios 4.4.3 e 6.3.1]).

Um CPO compacto ¢ um CPO munido de uma topologia compacta para a qual a relacao
de ordem é topologicamente fechada. Um CPO profinito é um CPO compacto C tal que para

qualquer par de elementos distintos u e v de C, existe um homomorfismo de CPO continuo
¢ de C num CPO finito F' tal que p(u) # p(v).

Proposicao 3.38. O CPO Q4V/J ¢é profinito.

Demonstracdo. Como a relaciao J é fechada em Q4V, o espaco quociente Q4V/J é com-
pacto, pela Proposicao [L4

Suponhamos que JU) e J2) sio duas J-classes distintas de Q4V /J. De acordo com [ATm95),
Corolario 5.6.2], dois elementos u e v de 24V sdo J-equivalentes se e s6 se, para todo o
homomorfismo continuo sobrejectivo 1 entre 24V e um semigrupo de V, as imagens 1 (u)
e ¥(v) sao J-equivalentes. Entao, dados uy € J M) e uy € J?, existe um homomorfismo
continuo sobrejectivo ¢ entre 24V e um semigrupo finito S tal que ¢(u;) e ¢(uz) ndo sio
J-equivalentes. Como os homomorfismos de semigrupos preservam a J-ordem, a funcao

o QuV/T — S/T
J = e(I)]g.

é um homomorfismo bem definido de CPO tal que ¢'(JM) # ¢'(JP?)). Resta-nos verifi-
car que ¢’ é uma fungao continua. O Diagrama ([BX) é comutativo, onde [-]7 denota as
correspondentes fungoes quocientes.

Q) ——>5 (3.8)
[l [lr
QuV/J ——=S/T

Como as referidas fungoes quocientes e  sao continuas, conclui-se pelo Teorema que ¢’
é continua. O
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Corolario 3.39. O CPO . (X)' ¢ profinito.

Demonstragio. O CPO .Z (X )T é um subconjunto de 24V /7 munido da restricio da ordem
parcial de Q4V/J. Como Q4V/J é um CPO profinito, apenas temos que verificar que
A (X)T é compacto. Ora . (X) é a imagem do conjunto

F=.#(X)N{u € QaV|u é limitado por idempotentes}

pela funcdo quociente Q4V — Q4V/J, a qual é continua. Ora F é fechado. O

Os grupos de Schiitzenberger na miragem

Proposicao 3.40. Sejam X e ) sistemas simbolicos de A% e BZ, respectivamente. Seja
G = g0 . ¥ — Y uma codificacio unitdria. Seja U uma H-classe limitada por idempotentes
de QaV e contida em .4 (X). Consideremos a H-classe V de QpV que contém g(U). Entdo
0s grupos de Schiitzenberger de U e de V' sao grupos compactos isomorfos.

Demonstragdo. O leitor deve ter presente ao longo da demonstracao que g é um homomor-
fismo. Sejan:U — V a restricao de g a U. Vamos mostrar que 1 é um isomorfismo.

Fixemos um elemento v de U, e sejam e e f idempotentes de Q4V tais que u = euf. Seja
h uma funcao de blocos tal que G~ = hl=Fk Se w é um elemento de U entdo w = ewf e
portanto w = i, (e)hg(w)ty(f), pelo Corolario B3Il Logo 7 é injectiva.

Seja v € V. Entdo existe y € QpV tal que v = g(u)y e y = g(f) y g(f). Como u € .4 (X),
temos g(u) € .#()) pelo Lema Logo v,y € .#(Y), uma vez que v e y sao factores
de g(u). Pelo Lema B33 existe ©x € .#(X) tal que g(z) =y e x = fxf. Logo g(ux) = v,
e ur € M (X) pelo Coroldrio Dualmente, existe 2’ tal que 2/ = ex’e, 2'u € A (X)
e g(2'u) = v. Como ux e z'u sdo limitados pelos idempotentes e e f, pelo Coroldrio B3]
temos

uz = ir(e)hg(ux)ty(f) = ir(e)h(v)te(f) = ik(e)hg(z"u)te (f) = 2"u.
Temos G'[uz]s = [v]7y = G'[u]s. Portanto uzx e u sio J-equivalentes, uma vez que G'
é uma funcio bijectiva. Além disso, uz e u sdo H-equivalentes porque Q4V é estével e
ur = x'u. Logo ux € U. Isto mostra que n(U) = V, pelo que n é um isomorfismo entre U
eV.

Nos termos da notacao introduzida na Seccao [[4], a correspondéncia

¥ :D(U) — (V)
Eu(z) = &vlg(e)l, « € T(U).

é uma funcao bem definida. Seja y um qualquer elemento de T'(V). Uma vez que n é
sobrejectiva existe z € T'(U) tal que g(u)y = g(uz). Portanto &y (y) = &v[g(z)], pelo que ¢
é sobrejectiva. A injectividade de ¢ também segue facilmente da injectividade de 7. O

Um CPO etiquetado é um CPO em que cada elemento é etiquetado por um elemento de
uma certa classe. Um morfismo entre dois CPO etiquetados &7 ¢ % é uma funcao ¢ : &7 — A
que preserva a ordem e deixa as etiquetas inalteradas.

Para uma J-classe J de um semigrupo compacto S definimos o par ordenado (e;,%;) do
modo que segue: o simbolo €5 é igual a 1 se J é regular, e é igual a 0 caso contrario; em
ambos os casos ¥; é a classe de isomorfismo (no sentido algébrico-topolégico) do grupo de
Schiitzenberger de J. Se T' é uma uniao de J-classes de S entdo denotamos por Tl o CPO
etiquetado que resulta de T pela atribuicdo da etiqueta (e7,9) a cada J-classe J que seja
elemento de 7T'.
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Teorema 3.41. Os CPO etiquetados .4 (X)!, e .7 (X)\ sio invariantes de conjugacio.

X X

Demonstracao. Seja G : X — )Y uma conjugacao entre sistemas simbolicos. Pela Pro-
posicio B3, a funcio Gf : #(X)! — .#(Y)" é um isomorfismo de CPO. Além disso,
GH(.Z(X)) = .Z(Y). Falta mostrar que GT preserva as etiquetas.

Pelo Lema [[FA as fungoes GT e (G™1)T enviam J-classes regulares em [J-classes regulares.
Além disso, (G~ = (GN~!, pela Proposicao Portanto G' envia J-classes néo
regulares em J-classes nao regulares. Logo GT preserva as etiquetas €.

Pela Proposicao existem conjugacoes unitarias GG1 e Go tais que G = G4 o Gl_l. Seja
K um elemento de . (X)!. Pela Proposicao B4 o grupo de Schiitzenberger de (G )T(K)
¢ isomorfo aos grupos de Schiitzenberger de GJ{ o (GTHI(K) e de G; o (GTH(K). Pela
Proposicao B3H, temos G| o (GTH)T(K) = K e GI o (GTY)(K) = GH(K). O

Corolario 3.42. Se X € um sistema simbdlico irredutivel entdo o grupo de Schiitzenberger
de J(X) é um invariante de conjugacao algébrico-topoldgico.

Em [AIm05a] o grupo de Schiitzenberger de J(X) foi calculado para diversas classes de
sistemas minimais. A titulo exemplificativo, vamos mencionar alguns desses resultados. Mas
antes vamos considerar o caso mais simples dos sistemas minimais com um nimero finito de
elementos. Um sistema simbdlico é minimal e com um ndmero finito de elementos se e sé se
¢ a 6rbita de uma sequéncia da forma u* com u uma palavra primitiva de AT (uma palavra
v é primitiva se v = w"™ = n = 1). Nesse caso, J(O(u>)) é a J-classe de u“. O grupo
de Schiitzenberger de u* é gerado por u“™! e ¢ isomorfo ao ideal minimo de 2,V (JAVO6,
Teorema 7.5] e sua demonstracao).

Passemos aos sistemas simbdlicos minimais com um ntimero infinito de elementos; note-se
que tais sistemas nao contém Orbitas periédicas. Para um enquadramento sobre sistemas
minimais, e em especial sobre aqueles que vamos mencionar, remetemos para a sintese [LM96],
Secgao 13.7] e para [Lof(02, [BEMSOT]. Dado um sistema simbdélico X', um elemento u de L(X)
diz-se um factor especial a direita (com grau k) se uAN L(X') tiver mais do que um elemento
(tiver k elementos). Define-se dualmente a nogao de factor especial a direita (com grau k).
Um sistema de Arnouz-Rauzy de grau k é um sistema simbélico X de A%, com |A| = k,
tal que L,(X), para qualquer n, tem exactamente um factor especial & direita, e um factor
especial a esquerda, ambos de grau |A|. Um sistema de Arnoux-Rauzy de grau dois diz-se
Sturmiano. A classe dos sistemas Sturmianos tem merecido uma especial atengao.

Teorema 3.43 ([AIm05al]). Consideremos a pseudovariedade S dos semigrupos finitos. Se
X € um sistema de Arnoux-Rauzy de grau n entdo o grupo de Schiitzenberger de J(X) é
isomorfo a Q,G.

Um endomorfismo de AT fica completamente determinado pelo sua restricio a A. Se
ai,...,ap forem as letras de A, entao ¢ = [uq, ..., u,] significa que p(a;) = u;, 7 € {1,...,n}.
Em geral usa-se a ordem alfabética. Por exemplo, 1) = [ab,a] significa que (a) = ab e
(b) = a. Na literatura sobre sistemas simbdlicos, os endomorfismos de AT denominam-
se habitualmente substitui¢oes em A. Por exemplo, [ab,a] é conhecida como substituicdo
de Fibonacci. Uma substituigdo ¢ em A diz-se primitiva se p(A) € A e se existir algum
inteiro positivo n tal que Li(¢"(a)) = A para qualquer a € A. Por exemplo, ¢ = [ab,a] é
uma substituicdo primitiva, pois L1(y%(a)) = L1(¥?(b)) = {a,b}. Se ¢ é uma substituicio
primitiva, entdo o conjunto J,~; L(¢"(a)) nao depende da letra a e é uniformemente
recorrente, definindo-se deste modo um sistema simbélico minimal X,. O sistema X, tem
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entropia nula. O sistema A, é Sturmiano se e s6 se ¢(A) for um conjunto gerador do grupo
Q4G. Por exemplo, X|g 42y € Sturmiano, porque a = (a®b)(ab)~! e b = a~*(ab). Logo o
grupo de Schiitzenberger de J( X4 424)) ¢ isomorfo a Q4G, pelo Teorema

Proposigao 3.44 ([AIm05al). Consideremos a pseudovariedade S dos semigrupos finitos. O
grupo de Schiitzenberger de 3(X[ab,a3b}) € algébrica-topologicamente gerado por dois elementos,
mas nao € isomorfo a Q,G, para qualquer inteiro positivo n.
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Capitulo 4

Semigrupodides profinitos
relativamente livres

Num artigo de importancia capital [T187], Tilson defendeu de forma absolutamente con-
vincente que se deveriam encarar as categorias (pequenas) de um ponto de vista algébrico,
como generalizagoes de mondides, e utilizar este ponto de vista para resolver questoes do
ambito da teoria dos semigrupos finitos. Paralelamente propos a nocao de semigrupdide
(grosso modo uma categoria sem identidades) como a generalizagao correspondente para os
semigrupos. Nesse artigo, Tilson desenvolveu as bases de uma teoria consistente e varias
ferramentas uteis. De entre estas, a que talvez mereca mais destaque seja a nocao de
categoria derivada, que se constatou ser fundamental para o estudo do produto semi-directo
de pseudovariedades de semigrupos ou de mondides. A nocao de categoria derivada em tal
contexto remete para a nocao de divisao de categorias e de pseudovariedade de categorias,
que fazem parte da teoria desenvolvida em [T187]. No entanto em [TiI87] ainda nao é feita
qualquer referéncia a categorias profinitas relativamente livres, nem sequer a qualquer tipo
de categorias topoldgicas.

Cerca de uma década mais tarde, de forma independente, Jones por um lado [lon96al,
Almeida e Weil por outro [AW9S], haveriam de generalizar os fundamentos da teoria dos mo-
néides/semigrupos profinitos para categorias/semigrupdides profinitos, com destaque para os
relativamente livres. Em [AW9§] esta teoria encontrou uma aplica¢ao importante, o chamado
“Teorema da Base”. Na verdade, constatou-se mais tarde que a sua demonstracao continha
um erro. Expurgando a demonstracao desse erro, ainda assim obtém-se um resultado de
grande alcance. A versao que inicialmente se julgava demonstrada permanece como um
problema em aberto; se for verdadeira podera ser essencial para a resolucao do problema da
complexidade de Krohn-Rhodes, um dos mais famosos da drea dos semigrupos finitos (ver
Apéndice ). Veja-se [Wel2] ou [AIm05D] para uma exposigdo sobre a complexidade de
Krohn-Rhodes e a sua ligacao com o “Teorema da Base”.

Em [Jon96al, Jones concentrou a sua atencao em categorias e semigrupdides com um
ntumero finito de vértices. Em [AWOg], Almeida e Weil procuraram evitar qualquer restricao
sobre o nimero de vértices, tendo introduzido uma nog¢ao de semigrupéide relativamente livre
gerado por um grafo profinito com um nimero de vértices eventualmente infinito. Contudo
o autor deste trabalho detectou deficiéncias nessa no¢ao (que sao irrelevantes para os casos
em que o numero de vértices é finito), especialmente quando dela deriva a assumpcao de
que o semigrupdide livre gerado por um grafo profinito é denso no respectivo semigrupoide
profinito livre. Com efeito, o autor descobriu um exemplo de um grafo profinito que gera
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um semigrupoéide livre que nao é denso em qualquer semigrupdide compacto que o contenha.
Esse grafo é o grafo das érbitas de um sistema simbdlico bastante simples. Reside aqui
a diferenca crucial com o caso em que o ntmero de vértices é finito: enquanto que num
semigrupodide com um numero finito de vértices o fecho topolégico de um subsemigrupdide
gerado por um grafo é ele préprio um subsemigrupdide, tal ndo tem que acontecer quando
o numero de vértices é infinito. Outra dificuldade importante que escapou em [AWOR| a
atencao dos seus autores consiste em que a imagem homomorfa de um subsemigrupdide nao
tem que ser um subsemigrupédide, e que portanto por essa via nao é possivel garantir que
um semigrupoide profinito com um ndmero infinito de vértices seja um limite projectivo de
semigrupéides finitos (ver Subsecgao EEZ2).

Neste capitulo recapitulamos a definicao de semigrupdide profinito relativamente livre
gerado por um grafo com um numero finito de vértices; em seguida, motivados pelo exemplo
de um grafo das d6rbitas de um sistema simbdlico, construimos uma boa definicao de semigru-
péide profinito relativamente livre gerado por um grafo profinito com um nimero de vértices
nao necessariamente finito. Uma tarefa que esta monografia deixa como heranga consistira
em avaliar o impacto desta nova definicao, e dos problemas da definicao anterior, nos artigos
onde se obtém resultados sobre semigrupos profinitos e pseudovariedades de semigrupos
utilizando semigrupdides profinitos relativamente livres gerados por grafos profinitos com
um nimero infinito de vértices; como exemplos de tais artigos, temos [AW9R, [AT0T], [RS02].

As referéncias principais sobre semigrupdides e categorias que sustentam as afirmacoes e
resultados nao originais deste capitulo sao [lon96al [AWSS]. Em [Ion96a] a énfase é posta nas
categorias, mas conforme é ai assinalado, mutatis mutandis a quase totalidade dos resultados
podem ser traduzidos para o universo dos semigrupdides. Os resultados originais foram
obtidos em colaboragao com Almeida.

4.1 Semigrupdides

Seja S um grafo nao vazio. Consideremos o conjunto Dg = {(s,t) € Es x Eg|w(s) = a(t)}
dos pares de arestas consecutivas de S. Dizemos que S é um semigrupdide se o conjunto de
arestas de S estiver munido de uma operagao bindria parcial (frequentemente denominada
composi¢ao) com as seguintes propriedades:

1. para quaisquer arestas s e t, o produto s - ¢ esta definido se e s6 se (s,t) € Dg;
2. se (s,t) € Dg entao a(s-t) = a(s) e w(s-t) = w(t);
3. se (s,t) € Dg e (t,r) € Dsentao (s-t)-r=s-(t-7).

Um subgrafo 7' de um semigrupdide S é um subsemigrupdide de S se T for um semi-
grupoide cuja composicao é a restricao da operacao de S. Dado um subgrafo nao vazio
X do semigrupdide S, a interseccao de todos os subsemigrupdides de S que contém X é
um semigrupdide, denominado subsemigrupdide de S gerado por X, e denotado por (X).
Reparemos que Vixy = Vx e que

Eixy = U {8182 Sp—1"8n|S1,52,---,8n—1,Sp SA0 arestas consecutivas de X}. (4.1)
n>1

Dados dois semigrupdides S e T', um homomorfismo de semigrupoides de S em T é um
homomorfismo de grafos ¢ : § — T tal que ¢(s-t) = ¢(s)-p(t) para qualquer (s,t) € Dg. Se
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a restricao ¢ ao conjunto dos vértices de S for injectiva entao para qualquer subsemigrupéide
R de S o conjunto ¢(R) é um subsemigrupéide de 7. No entanto, em geral ¢(S) nao é um
subsemigrupdide de T'.

Exemplo 4.1. Consideremos os grafos S e T' com as seguintes representacoes graficas:

Cc1 C9 d1 d2

ds
S T: (= z
O conjunto Dg ¢é vazio, logo S é um semigrupdide para a operacao binaria vazia. Por outro
lado, Dy = {(d1,d2)} e T é um semigrupdide para a operacgao (di,ds) — ds. Como Dg = ),
qualquer homomorfismo de grafos entre S e T' é um homomorfismo de semigrupdides. Por
exemplo, a funcao ¢ : S — T definida pela tabela

S || |Y1|Y2]2]C | C2
o) ||z|y |y |z|di|da

é um homomorfismo de semigrupédides. O grafo ¢(S) ndao é um subsemigrupédide de T', pois
pler) - ple2) = dy - dy = d3 & o(5).

Segue-se um exemplo mais interessante, em que em ambos os semigrupdides existem
arestas consecutivas.

Exemplo 4.2. Consideremos os grafos S e T' com as seguintes representacoes graficas:

do

Consideremos em S a funcao (s,t) € Dg +— s-t € Eg descrita pela seguinte tabela:

(s,t) || (e,d) | (c,v) | (d,e) | (u,e)
s-t U f v f

O tnico caminho de comprimento trés de S é cde. Ora (¢-d)-e= f =c-(d-e), pelo que a
operagao - confere a S uma estrutura de semigrupéide. Dados 7,5 € {0, 1}, seja

[ sela) =
("”‘{o se (1.4) # (1,1

Consideremos em 7' a funcao (s,t) € Dy — s-t € Ep descrita pela seguinte tabela (onde
i,j € {0,1}):

(s5,t) || (ci,do) | (do,do) | (do,e;) | (ci,¢€ )
s-t co do eo Jei)
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Analisando os caminhos de comprimento trés de T, verificamos que a operacao - confere a
T uma estrutura de semigrupéide. Consideremos a fungao ¢ : S — T definida pela seguinte
tabela:

s |lzlyi|ly2lz|lc|d]e|lul|v]|f
o) [z y |y |z|c|do|er|co|en] fo

Facilmente podemos verificar que ¢ é um homomorfismo de semigrupéides. O grafo ¢(.5)
nao é um subsemigrupédide de T', pois ¢(c) - p(e) = c1 - e1 = f1 & ©(9).

Adoptaremos algumas simplificacbes. Assim, por exemplo, o produto s -t entre duas
arestas consecutivas de um semigrupéide serd denotado por st, sempre que ficar claro que
nao nos estamos a referir ao caminho constituido por s e t. Nao havendo confusao, um
homomorfismo de semigrupdides podera ser designado simplesmente por homomorfismo.

Dado um conjunto C', ser-nos-a conveniente identificar C' com o grafo G(C') que tem um
tinico vértice z, o qual nao pertence a C, e para o qual se tem Eg (x,z) = C. Desta forma,
se H for um grafo, um homomorfismo de grafos de H em C' serd entendido como uma fungao
de Fg em C. Do mesmo modo, um semigrupo S serd identificado com o semigrupdide
tendo G(S) como grafo subjacente e cuja composigao coincide com a multiplicacdo de S.
Reciprocamente, se T é um semigrupéide e se Ep(x,x) # 0, entdao Ep(x,x) é um semigrupo
para a operacao de composicao, denominado semigrupdide local de T em .

Seja I' um grafo. O grafo I'" é o grafo que tem os mesmos vértices que I' e onde as
arestas que comecam num vértice z e acabam num vértice y sao os caminhos de I' que
comecam em z e acabam em y. Reparemos que I' é um subgrafo de I'". O grafo I'" ¢
um semigrupdide para a operacao de concatenacao de caminhos consecutivos. Dado um
homomorfismo ¢ de grafos entre I' e um semigrupéide S, denotamos por ¢ a funcio entre
' e S definida do seguinte modo: a restricio de ' a Vit coincide com a restricao de ¢ a
Vr; um caminho ejes ... e,_1e, sobre ', em que e, ..., e, sao arestas consecutivas, é enviado
em p(e1)p(ea) - plen—1)plen). A fungao ¢ é um homomorfismo de semigrupdides, e é o
tinico homomorfismo de semigrupdides entre I'" e S que estende ¢. O semigrupdide I'"
denomina-se semigrupdide livre gerado por T'. Se I' é um conjunto entao I'™ é o semigrupo
livre gerado por I', pelo que estas definicoes nao sao ambiguas.

Uma congruéncia sobre um semigrupoide S é uma relagao de equivaléncia 8 em S tal que,

1. se x é um vértice de S entao [z]p = {x}.

2. para quaisquer arestas s e t de S, se s 6 t entao s e t sao arestas co-terminais;
3. para quaisquer arestas s, t e r de S, se s 6t e w(r) = a(s) entao rt 0 rt;

4. para quaisquer arestas s, t e r de S, se s 0t e w(s) = a(r) entao sr 0 tr.

Apenas as arestas interessam para a descricao de uma congruéncia. A relacao que identifica
entre si duas arestas precisamente quando elas sao co-terminais define uma congruéncia,
denominada congruéncia de co-terminalidade.

Se 6 é uma congruéncia sobre o semigrupdide S entao o quociente S/ fica naturalmente
munido de uma estrutura de semigrupdide para a qual a funcao

gp: S — S/
s +— [s]g
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é um homomorfismo quociente de semigrupdides. O nucleo de g9 é 0. Se ¢ : S — T é
um homomorfismo quociente de semigrupéides entao Ker ¢ é uma congruéncia sobre S e a
funcao
S/Kerop — T
[slKerp +—  ©(5)
estd bem definida e é um isomorfismo de semigrupdides. Se 6 e p sao congruéncias sobre o
semigrupdide S tais que 6 C p entao a funcao

Q,p: S/0 — S/p
[sle = [slo

estd bem definida e é um homomorfismo sobrejectivo.

Um grafo topoldgico (compacto) é um grafo G munido de uma topologia Hausdorff (com-
pacta) para a qual ag e wg sao funcoes continuas, e Vg e Eg sdo fechados. Note-se que
entao Vg e Eg também sao abertos, pois G é a uniao disjunta de Vg e Eqg.

Observagao 4.3. Suponhamos que G é um grafo topoldgico. Entao, para quaisquer =,y €
Vg, o conjunto Eg(z,y) é fechado; o conjunto Dg também é fechado. Se a topologia de Vg
é a topologia discreta entao Fg(x,y) e Dg sao abertos.

Como habitualmente, se algum dos conjuntos Vg, Fq ou G for finito entao consideramo-lo
munido da topologia discreta.

Um semigrupdide topoldgico (compacto) é um semigrupédide S cujo grafo subjacente é um
grafo topoldgico (compacto) tal que a operacao de semigrupdide de S é continua: isto é, se
(Siyti)ier € uma rede de elementos de Dg convergente para (s,t), entdo (s;t;);c; converge
para st (note-se que (s,t) pertence a Dg porque Dg é fechado).

Suponhamos que (S;);e; ¢ uma familia de grafos topolégicos. Entao [[;.;S; é um grafo
topoldgico, considerando a topologia produto.

Se (S;)icr ¢ uma familia de grafos semigrupdides topoldgicos entao [[;.;S; é um se-
migrupdide topoldgico, considerando a topologia produto e a composicao de arestas feita
componente a componente.

O limite projectivo de uma familia de homomorfismos de grafos (semigrupéides) topolé-
gicos é um subgrafo (subsemigrupéide) fechado de [[,c; S;i (se nao for o conjunto vazio).

4.1.1 O subsemigrupdide fechado gerado por um conjunto

Sejam R um semigrupéide topoldgico e X um subgrafo nao vazio de R. Consideremos o
seguinte conjunto:

2 ={Q]| Q é um subsemigrupdéide fechado de R que contém X}.

O conjunto 2 é nao vazio, pois é claro que R € 2. Denotemos por [X ]| a intersecgao dos
elementos de 2. Entao [X] € 2. Dizemos que [X]| é o subsemigrupdide fechado de R
gerado por X.

Observagao 4.4. Se Dp for aberto entdo [X] = (X).

Justificacao. Consideremos duas arestas consecutivas s e t pertencentes a m Entao existe
uma rede (s;,t;)icr de elementos de (X) x (X) convergente para (s,t). Como (s,t) € Dg
e Dg é aberto, a rede (s;,1;)iesr tem alguma sub-rede (sy(;),tx(j))jes de elementos de Dg.
Entao (sy(j) - ta(j))jes € uma rede de elementos de (X) convergente para st. O
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Em particular, se R tiver um ntmero finito de vértices entdo [X] = (X). Para vermos
um exemplo em que ndo se verifica a igualdade [X] = (X), vamos regressar aos sistemas
dindmicos simbdlicos.

Seja X um sistema simbdélico de A%. Vamos designar por grafo das drbitas de wm sistema
simbdlico o grafo X(X) que tem X como conjunto de vértices e {(x,0(z)) € X x X |z €
X} como conjunto de arestas, e onde a aresta (z,o(x)) comeca em z e acaba em o(z).
Considerando em FEy,y) a topologia induzida da topologia produto de X x X, as fungoes
e w sdo continuas, pelo que X(X) fica com uma estrutura de grafo topoldgico determinada
pela topologia de X'. Dois sistemas simbdlicos X e ) sao conjugados se e s6 se L(X) e X())

sao grafos topoldgicos isomorfos.

Proposicao 4.5. Consideremos o alfabeto com duas letras {a,b} e o sistema simbdlico séfico
Z de {a,b}” com a sequinte apresenta¢do:

al Oo—2—c( b b b——qb )a

Suponhamos que Y(Z)T é um subsemigrupdide de um semigrupdide compacto S tal que Z ¢é
um subespago topologico de Vg. Entao X(Z)T nao é um subsemigrupdide de S.

Demonstragao. Para cada inteiro positivo n, seja s, a unica aresta de X(Z)" que comega
em a~ .07 e acaba em 0" (a">°.b7>°), e seja t,, a Unica aresta de X(Z)T que comega em
o "(b~>.aT>) e acaba em b=>®.a**>°. Como S ¢ um semigrupdide compacto, as sucessoes
($n)n € (tn)n tém pontos de acumulacao s e t em S, respectivamente. Pela continuidade das
funcgoes a e w, temos

a(s) =a" 20T, w(s) =b* =a(t), w(t)=>b .a">.

Como s e t sao arestas consecutivas, existe o produto s - t.

Suponhamos que X(Z)* é um subsemigrupéide de S. Entao, como s,t € (Z)*, temos
s-t € X(Z)*. Logo, existe uma rede (e;);c; de arestas de ¥(Z)* convergente para s - t.
Pela continuidade de a e de w, as redes (a(e;))ier e (w(e;))ier convergem para a~.b+T>
e b=°.a™>°, respectivamente. Ora a=*°.bT>® e b~>°.a™> sdo elementos isolados de Z, pelo
que existe i € I tal que a(e;) = a= .07 e w(e;) = b~ >.a™>. Mas em X(2)" nao existem
arestas entre a=°.b7> e b=>°.aT>°. Chegamos a uma contradicao. U

A Proposicao dé-nos o nosso almejado exemplo, uma vez que se o semigrupéide ¥(Z)"
mergulha num semigrupdide S, entao X(Z)* é o subsemigrupdide de S gerado por X(Z)™.
Ha ainda um detalhe a considerar: é preciso mostrar que existe de facto um semigrupoide
compacto S que satisfaca as condigoes da Proposicao Essa demonstragao fica adiada
para uma secgao posterior (cf. Corolario ([E30)).

Voltando a uma situacao totalmente abstracta, consideremos entao um subgrafo nao vazio
X de um semigrupédide topolégico R. Facamos a seguinte definicao recursiva de conjuntos
denotados por [ X3, onde 8 é um ordinaﬁ

® (X—|0 = X;
e para qualquer ordinal /3, o conjunto [X] g+ € o fecho em R do subsemigrupdide gerado
por [X]g.
'Para uma consulta sobre ordinais e tépicos relacionados, veja-se por exemplo [KunS0, Capitulo 1] e
[Hal74].
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e se (3 é um ordinal limite entao [ X5 =, c5/X 5.

Note-se desde logo que X C [X]3 C [X ] para todo o ordinal 3, o que facilmente se prova
por indugao transfinita.
Por comodidade, no que segue o conjunto [ X |3 é abreviadamente denotado por yg.

Lema 4.6. Seja By um ordinal tal que Ygi = Yso- Entao [X] = yg,

Demonstragao. Temos (yg,) < (ys,) = Yg,, pelo que yg, € £. Por outro lado yg, € [X].
Logo [X| = yg,- O

Lema 4.7. Se d é um cardinal maior do que o cardinal de [X] entao existe um ordinal [y
pertencente a 0 tal que Yo+ =Yg,

Demonstracdo. Sejam [ e « ordinais distintos. Entao 8 € v ou v € (3. Suponhamos que
B € ~. Entao BT C ~. Facilmente se mostra por inducao transfinita que o operador y
preserva a ordem, pelo que yg+ C y,. Do mesmo modo, se v € 3 entao y,+ C yg. Em
qualquer dos casos, temos (yg+ \ ¥3) N (Y4+ \ ¥y) = 0. Portanto a seguinte correspondéncia
é uma funcao bem definida:

. . B sefBevexcys \ys
0 caso contrario.
Temos yg C ys+, para todo o B € 9. Suponhamos que o lema ¢ falso; entao, pelo Lema EG,
para todo o ordinal 3 pertencente a 0, existe algum elemento z3 de yg+ \ y3. Ora xg € [X],
pois y, C [X] para qualquer ordinal 4. Portanto § = f(xg), para qualquer ordinal 3
pertencente a 0. Logo a fungdo f é sobrejectiva, pelo que ? < |[X]|. Por outro lado
|[X]| <0, por hipdtese. Isto é uma contradicao. O

Pelos Lemas B0 e 21 o conjunto de ordinais
{8 B¢ um ordinal, 8] < |[X]], [X]5 = [X]}.
é nao vazio. O seu infimo é denotado por o(X).

Lema 4.8. Sejam R e S semigrupdides topolégicos. Consideremos um subgrafo nao vazio
X de R tal que R = [X]. Sejam 1 e n homomorfismos continuos de semigrupdides de R
em S. Se ¥|x =n|x entao Y =1.

Demonstracdo. Pelos Lemas BT e LBl basta-nos mostrar por inducao transfinita que T/J‘yg =
17|yﬁ para qualquer ordinal 3. O passo inicial é trivial, pois yy = X.

Vejamos o caso sucessor do passo indutivo. Seja § um ordinal tal que 9[,, = n[,,. Entao
¢|<y5> = 17|<yﬁ>, porque 9 e 1 sao homomorfismos de semigrupédides. E ¢|@ = n|@, porque

¥ e 1 sao fungdes continuas. Ora yg+ = (yg).
Vejamos o caso limite do passo indutivo. Seja 8 um ordinal limite tal que |, = 7]y,
para todo o v € . Como yg = Uweﬁ Yy, segue imediatamente que |, = 1|y, O
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4.2 Pseudovariedades de semigrupdides

Dizemos que um semigrupdide S é um divisor de um semigrupdide T se existir um semigru-
poide R para o qual existe um homomorfismo fiel ¢ : R — T e um homomorfismo quociente
@ : R — S. No caso dos semigrupos esta nogao coincide com a nogao de divisor introduzida
na Secgao

Um semigrupoéide diz-se trivial se nao possuir pares de arestas que sejam simultaneamente
co-terminais e distintas. Entre um semigrupdide trivial e o semigrupo trivial existe um tnico
homomorfismo de semigrupdides; esse homomorfismo é fiel, pelo que os semigrupdides triviais
sao divisores do semigrupo trivial.

Uma pseudovariedade de semigrupdides é uma classe de semigrupdides finitos que contém o
semigrupo trivial e que contém os divisores e os produtos directos finitos dos seus elementos H

A interseccao de pseudovariedades de semigrupédides também é uma pseudovariedade de
semigrupdides. A pseudovariedade de semigrupdides gerada por uma classe ¢ de semigru-
péides finitos é a interseccao das pseudovariedades de semigrupdides que contém % .

Teorema 4.9 (cf. [AWIS, Seccao 2]). A pseudovariedade de semigrupdides gerada por € é
a classe dos divisores de produtos directos finitos de elementos de € .

A pseudovariedade de semigrupdides gerada por uma pseudovariedade V de semigrupos
designa-se global de V, e é denotada por gV. A classe dos semigrupdides finitos triviais é
uma pseudovariedade de semigrupdides; e como os semigrupédides triviais sao divisores do
semigrupo trivial, essa pseudovariedade é precisamente gl. Note-se que a pseudovariedade gl
estd contida em todas as pseudovariedades de semigrupodides.

A nocao de semigrupdide profinito, e mais particularmente de semigrupdide pro-V, é
inteiramente andloga a correspondente nocao para semigrupos.

Lema 4.10 (cf. [Jon96al, pédg. 66]). Seja S um semigrupdide compacto com uwm nimero
finito de vértices. Suponhamos que @ é um homomorfismo continuo de S num semigru-
pdide finito F. Entdo existem homomorfismos continuos de semigrupdides ¢ : S — F’ e
o 1 F' — F tais que @1 € quociente, F' € finito, po € fiel e o = o 0 1.

Note-se que no enunciado do Lema o semigrupdide F’ é um divisor de F, pelo que se
V é uma pseudovariedade de semigrupdides entao F’ € V sempre que F € V. Portanto, no
universo dos semigrupéides com um numero finito de vértices, os homomorfismos quocientes
sao suficientes para a caracterizagao dos semigrupoides pré-V.

Vamos designar por sistema dirigido quociente um sistema dirigido de homomorfismos
quocientes de semigrupdides.

2 Na definicio original de Tilson [TiR7], que nunca até agora vimos alterada, uma pseudovariedade de
semigrupdides também tem que ser fechada para a unido disjunta (ou mais formalmente, para o co-produto).
Isto tem a ver com a forma como se desenvolve uma teoria equacional para pseudovariedades de semigrupdides.
Numa tal teoria, o papel que é desempenhado pelos alfabetos finitos na teoria equacional das pseudovariedades
de semigrupos, passa a ser desempenhado por grafos finitos. Na teoria equacional de Tilson [Til87] opta-se
preferencialmente por grafos finitos conexos, o que leva a que a definicdo de pseudovariedade de semigrupdides
deva incluir a mencionada condi¢io sobre unides disjuntas. J4 em [AWOS] ndo é imposta qualquer restrigao
sobre quais os grafos finitos a considerar. No entanto no mesmo artigo a definicdo de pseudovariedade de
semigrupéides que é dada é a de Tilson. Parece-nos que a defini¢do foi mantida por um fenémeno de inércia,
pois a hipétese adicional de Tilson nunca é relevante nesse artigo. Esse efeito de inércia das opcoes de Tilson
reflecte-se também na demonstragao do Teorema 2.7 de [AWOS]: por exemplo, onde estd “let A be a subgraph
of C' generating C” devia estar “let Ai,..., A, be subgraphs of C generating the connected components
Ci,...,Cy of C, respectively”, uma vez que nao se assume que C' seja conexo. Seja como for, optar ou nao
pela definigdo de Tilson de pseudovariedade de semigrupédides é irrelevante para a nossa exposicao.
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Teorema 4.11 (cf. [Jon96al, Teorema 4.1]). Consideremos uma pseudovariedade V de se-
migrupoides. Seja S um semigrupdide topoldgico com um mumero finito de vértices. As
sequintes condicoes sao equivalentes:

1. S € pro-V;

2. S € isomorfo a um limite projectivo de um sistema dirigido quociente de semigrupdides
de V;

3. S € isomorfo a um limite projectivo de um sistema dirigido de semigrupoides de V.

4.2.1 O consolidado de um semigrupdide

O consolidado de um semigrupéide S é o semigrupo S.; definido do seguinte modo: o
conjunto subjacente é constituido pelas arestas de S e, apenas no caso de S ter pares de
arestas nao consecutivas, por um elemento extra 0; o produto em S, de arestas consecutivas
coincide com a composicao em S, o produto de arestas nao consecutivas é¢ 0, e 0 é um
zero de S.q. Se S é um semigrupdide topoldgico entao atribuimos a S.; a topologia de Eg
acrescentando-lhe 0 como ponto isolado, no caso de 0 pertencer a S.q.

Observagao 4.12. Dado um semigrupéide topologico S, se Dg é aberto entdao S.q ¢ um
semigrupo topoldgico.

Justificagdo. Seja (s;,t;)ier uma rede de pares de elementos de S.q convergente para (s, t).
Se st = 0 entao (s,t) ¢ Dg. Como Dg é fechado e 0 é um ponto isolado, o conjunto

U= (Es x Es)\ Ds U{Es} x {0} U{0} x {Es}U{(0,0)}

¢ uma vizinhanca aberta de (s,t) em S.q X S.q. Logo existe ig € I tal que se i < iy entao
(siyt;) € U, donde s;t; = 0. Logo a rede (s;t;);e; converge para st.

Se st # 0 entao (s,t) € Dg. Como Dg é aberto, existe ig € I tal que se i < ip entdo
(siyt;) € Dg, donde s;t; € Eg. Pela definicao de semigrupdide topoldgico, concluimos que
em S.q a rede (s;t;);cr converge para st. O

Suponhamos que ¢ : S — T é um homomorfismo quociente continuo de semigrupdides
topologicos. E claro que 0 € S.4 se e sé se 0 €T,y Consideremos a funcao w.q : Scq — T
tal que ¢qq(s) = ¢(s) para qualquer s € Eg, e ¢4(0) = 0 se 0 € Seg. Entao ¢qq é um
homomorfismo continuo.

Proposicao 4.13. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém Bsy. Seja S um
semigrupdide finito. Entdo S € gV se e s se Sgq € V.

Veja-se [AW9IS] Corolério 7.7] para uma demonstragao da Proposigao Da Proposicao
decorre imediatamente que gS é a pseudovariedade de todos os semigrupéides finitos.

Corolario 4.14. Seja V uma pseudovariedade de semigrupos que contém Bs. Seja S um
semigrupdide compacto com wm numero finito de vértices. Entao S € pré-gV se e s6 se Sqq
€ pro-V.

Demonstracao. Suponhamos que S é pré-gV. Entao para quaisquer dois elementos distintos
setde S\ {0}, existem um semigrupdide F' de gV e um homomorfismo quociente continuo

S — F tais que ps4(s) # @s(t), ou seja, (pst).4(8) # (0st)q(t). Se 0 € Seq, entao
(©s,t)oq(8) # (Ps,t).4(0) para quaisquer s,t € Es. Em resumo, para quaisquer u,v € Seg
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existe um homomorfismo continuo ¢ : S.q — Fq tal que 1(u) # ¥ (v). Pela Proposicao
temos F.q € V, logo S.q é pro-V.

Reciprocamente, suponhamos que S.q é pré-V. Sejam s e t arestas distintas de S. Entao
existe um homomorfismo continuo ¥ de S.q num semigrupo 7" de V tal que ¥ (s) # 1(t). Seja
v : 8 — S.g o homomorfismo de semigrupoides cuja restricao a Eg é a identidade. Entao
1 oy é um homomorfismo continuo de semigrupdides tal que 1 o y(s) # ¥ o y(t). O

4.3 Semigrupoéides profinitos relativamente livres gerados por
grafos com um numero finito de vértices

Consideremos um grafo I' com um ntumero finito de vértices, e uma pseudovariedade V de
semigrupdides. Seja ConrV o conjunto das congruéncias 6 sobre I'" tais que I'" /0 pertence
a V. O conjunto ConrV é nao vazio: se ¥ for a congruéncia de co-terminalidade em I'"
entao I'" /1 é um semigrupdide trivial, pelo que ¥ € ConrV. A intersecgao de congruéncias
sobre um mesmo semigrupdide ainda é uma congruéncia sobre esse semigrupoide. Logo o
conjunto C'onrV munido da ordem parcial O é um conjunto dirigido. A familia

{40, :T%/0 —T"/p|p,0 € ConrV,p 2 0}

é um sistema dirigido de homomorfismos quocientes. O seu limite projectivo é um semigru-
poide pré-V, denotado por QrV. Se o grafo I' for finito entdio ConrV é numeravel, pelo que
o espaco topoldgico QrV é gerado por uma métrica [Wil70l, Teorema 22.3].

Seja ¢ : T' — QrV a funcio definida por t(a) = ([ao)oeconyv- O subsemigrupdide de QrV
gerado por ¢(T") é o conjunto +(I'"), denotado por QrV.

Uma funcgao v entre um grafo nao vazio X e um semigrupdide topologico S diz-se uma fun-
¢ao geradora de S se [¢(X)] = S. Recordemos que, nesse caso, se S tiver um nimero finito
de vértices entao (¢(X)) = S. Este facto e o Teorema ETT] sdo cruciais para que possamos
dizer que a demonstragao do préximo teorema é inteiramente andloga a do Teorema

Teorema 4.15 (cf. [Jon96al, Teorema 6.3]). Sejam V uma pseudovariedade de semigrupdides
e I' um grafo com um nidmero finito de vértices.

1. A funcdo v é uma funcao geradora do semigrupdide compacto QpV.

2. Para todo o semigrupdide S pro-V com um niumero finito de vértices e para todo o
homomorfismo de grafos ¢ : I' — S existe um unico homomorfismo de semigrupdides
continuo ¢ : QrV — S tal que p o = ¢, ou seja, ¢ € tal que o sequinte diagrama é
comutativo:

F—L>§FV
|
|
A

N

S

3. Suponhamos que A é um grafo isomorfo a I'. Seja T um semigrupdide pré-V com um
numero finito de vértices e com uma funcdao geradora k : A — T tal que, para qualquer
semigrupdide S de V e para qualquer homomorfismo de grafos ¢ : A — S, existe um
homomorfismo de semigrupdides continuo o : T — S tal que pr ok = . Entao T €
um semigrupdide compacto isomorfo a QrV.
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Corolario 4.16. Sejam I' e A grafos com um nimero finito de vértices. Se I’ e A sdo grafos
1somorfos entao QrV e QAV sdo semigrupoides compactos isomorfos.

Dado um grafo I' com um ntmero finito de vértices, o semigrupéide QrV denomina-se
semigrupo profinito livre gerado por I' relativamente a pseudovariedade V, ou simplesmente
semigrupo pro-V livre gerado por T.

Lema 4.17. Seja I" um grafo. Fizemos um caminho u sobre I'. Entdo existe um semigrupo S
pertencente a N e um homomorfismo de semigrupdides p, : T — S tal que o, o, (u) = {u}.

Demonstra¢do. Consideremos o conjunto A das arestas de [' que sao factores de u. Seja F
o conjunto dos elementos de AT que tém comprimento menor ou igual ao comprimento de
u. O conjunto I = Eff \ F' é um ideal de Eff O quociente de Rees S = EIJF/I é finito, pois
F é finito. O ideal I é um zero de S. Logo S € N. Sejam ¢ o homomorfismo candnico de
semigrupos entre E;f e Eff /I, e j o homomorfismo candnico de semigrupdides entre I'" e
Ef. Sew € F entdo poj(w) = o(w) = {w} # I; se w € I entdo go j(w) = o(w) = I. Como
u € F', o homomorfismo de semigrupdides g o j estd nas condicoes pretendidas. ]

Proposicao 4.18. Sejam V uma pseudovariedade de semigrupdides e I' um grafo com um
numero finito de vértices. Se V contém semigrupos nao triviais entdo v : I' — QpV € um
mergulho. Suponhamos que\V contém N. Entdo 1™ é um isomorfismo de semigrupdides entre
I't e QrV, e os elementos de QrV sdo pontos isolados de QrV.

Demonstracao. Sejam u e v e arestas distintas de I'. Suponhamos que V contém um
semigrupo S com pelo menos dois elementos. Entao existe uma funcao ¢ : I' — S tal
que ¥(u) # ¥(v). Qualquer fungao entre um grafo e um conjunto é um homomorfismo
de grafos. Logo existe um tinico homomorfismo de grafos continuo zﬁ : QrV — S tal que
¥ o1 = 1. Necessariamente (u) # (v). Logo ¢ é um mergulho.

Suponhamos que V contém N. A funcao ¢ : I'" — QpV é um homomorfismo quociente
de semigrupdides. Queremos mostrar que é uma funcao injectiva. Suponhamos que u e v
sao arestas distintas de I't. Pelo Lema BT existem um semigrupo S pertencente a N e
um homomorfismo de semigrupéides ¢, : T — S tal que ¢, p,(u) = {u}. Em particular,
ou(u) # pyu(v). Como N C V, existe um tinico homomorfismo de semigrupdéides continuo @,
entre QrV e S tal que ¢, 0t = Yulr. Se w = wy ... wy, é um caminho de I" onde wy, ..., w,
sao arestas de I', entao

@u(ﬁ(w)) = Pult(w1)) ... Pult(wn)) = pu(wr) ... pu(wn) = pu(w).

Ou seja, Py o tT = py. Logo @u(tt(u)) # @u(tt(v)), donde t*(u) # ¢ (v). Portanto ¢ é
um isomorfismo. Sendo assim, por simplicidade, identificamos I'" com QrV, considerando
1™ como a identidade.

Seja w uma aresta de I't. Seja (w,);c7 uma rede de arestas de I'" convergente para w.
Como ¢, é uma funcao continua e a sua restricio a I'" coincide com ¢, existe 79 € T
tal que se 79 < T entdo @y (w,) = @w(w). Logo, como ¢y, (w) = {w}, se 79 < T entdo

w; = w. Uma vez que I'" ¢ denso em QrV, isto mostra que os elementos de I'" sao pontos
isolados de QrV. O
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4.4 Semigrupodides profinitos relativamente livres gerados por
grafos profinitos

A nocao de grafo profinito é inteiramente analoga as de semigrupo profinito e de semigrupéide
profinito. De facto, poderfamos desde logo abstrair uma nogao abrangente de estruturas
profinitas que englobasse todos estes casos [AIm03]. Um grafo é profinito se e s se for o
limite projectivo de um sistema dirigido sobrejectivo de grafos finitos.

Exemplifiquemos com uma classe de grafos profinitos que nos ajudard a compreender
melhor o universo dos semigrupdides profinitos com um nimero infinito de vértices: a classe
dos grafos de transicdo de um sistema simbdlico. Seja X um sistema simbdlico. Na Secgao B2
definimos o grafo 3;(X), o grafo de De Bruijn de ordem k de X. Consideremos inteiros
positivos n e m tais que m > n. Seja m,, , a seguinte funcao:

YSom(X) — Xon(X)

T_mm—1) € Lam(X) = Z_pp-q) € Lon(X), zE€X.
T_mm) € Lom+1(X) = 2_ny € Lont1(X), z€X,

A funcao m,, ¢ um homomorfismo sobrejectivo de grafos. A familia de homomorfismos
de grafos {m,,|n < m}, indexada pelo conjunto dos inteiros positivos munido da ordem
habitual, é um sistema dirigido sobrejectivo. O seu limite projectivo e ¥(X) vao a partir de
agora ser identificados, na medida em que a funcao

S(X) — limEs,(X)

T = (x[—n,n—l})n
(z,0(x)) = (T—pn)n reX.

é um isomorfismo de grafos topoldgicos. O grafo X (X') é portanto um grafo profinito. A
projeccao canénica X (X) — o, (X) é denotada por m,.

Um grafo profinito é aproximado por grafos finitos no sentido em que é um limite projectivo
sobrejectivo de grafos finitos. E de esperar que essa aproximacao nos permita definir
semigrupoides profinitos livres sobre grafos profinitos, ja que vimos que tal é possivel para
grafos finitos. E a esta questao que esta seccao é dedicada.

Na verdade ser-nos-a possivel tratar a situacao mais geral dos grafos topoldgicos que sao
um limite projectivo sobrejectivo de grafos compactos com um nimero finito de vértices.
Tais limites projectivos serao designados grafos v-profinitos.

Consideremos um grafo I' v-profinito. Entao I" é o limite projectivo de um sistema dirigido
sobrejectivo

{60 : Ty = Tili,j € 1,i < j} (4.2)

de homomorfismos continuos entre grafos compactos com um nimero finito de vértices. A
projeccao canodnica I' — I'; serd denotada por d;.
Para cada homomorfismo de grafos ¢ de dominio I', consideremos o seguinte conjunto:

I, ={i€I|Vr,y €T, di(x) = di(y) = p(z) = p(y)}-

Lema 4.19. Se ¢ € um homomorfismo de grafos continuo entre I' e um grafo finito S
entao I, # 0.
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Demonstragao. Suponhamos que I, = (). Entao para qualquer i € I existem z;,y; € I' tais
que 0;(z;) = 0;(yi) e ¢(x;) # ¢(yi). Uma vez que I' é um grafo compacto, as redes (x;)icr
e (yi)ier tém sub-redes (7(;))jes € (Ya(j))jes convergentes para alguns elementos = e y de
I', respectivamente. Como ¢ é uma fungao continua e S é finito, p(z) # ¢(y). Logo = # y.
Entao existe k € I tal que dx(z) # ox(y). O conjunto {(u,v) € T'y x 'y |u = v} é um fechado
de I'y x I'y,. Logo, como

yg}@k(@(g‘))ﬁk(yx(j))) = (6k(2), 0k (v)),

existe jo € J tal que se jo < j entdo 0k (7)) # Ok (ya(j)). Ora existe j; € J tal que jo < ji
e k < A(j1). Sejal = A(j1). Entao

o1k (01(21)) = k(1) # O (wi) = 61k (01 (wr))-

Mas tal contradiz a igualdade 0;(z;) = 0;(y;)- O

Lema 4.20. Seja ¢ um homomorfismo de grafos continuo entre I' e um grafo finito S. Entao
existe i € I para o qual existe um unico homomorfismo de grafos continuo ¢; : I'; — S tal

que p; 0 0; = Q.

Demonstracao. Pelo Lema o conjunto I, tem algum elemento i. Pela definicao de I, e
por 0; ser uma funcao sobrejectiva, a correspondéncia

it ri — S
di(z) — p(z)

é uma fungao bem definida, e é claramente a tnica funcao cuja composta com ¢; é . Como
0; e v sao homomorfismos de grafos, para qualquer aresta z de I' temos

pila(di(x))] = @ildi(a(x))] = pla(r)) = ale(z)) = afpi(6i(z))]-

Logo ¢i(a(y)) = a(vi(y)) para qualquer aresta y de I';. Analogamente, p;(w(y)) = w(vi(y)),
pelo que ¢; é um homomorfismo de grafos. A continuidade de ; resulta do Teorema[Cd. [

Até agora a suposicao de que os grafos I'; tém um nitimero finito de vértices podia ter sido
dispensada. A partir de agora precisamos de a utilizar, porque vamos invocar o Teorema EET0l

Se i e j sao elementos de I tais que 7 < j entdo, pelo Teorema ELTH, existe um tnico
homomorfismo de semigrupdides continuo 332 que torna o seguinte diagrama comutativo,
onde ¢, designa a funcao geradora de ﬁka:

p1
<

.LQF]‘V

g
-
B

—
2l

A familia
{SM :Or,V—QrVl|i,jeli<j}
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é portanto um sistema dirigido de homomorfismos continuos de semigrupdides compactos.
Vamos denotar por §; a projecgao candnica de limjE s Qp;V em Qr,V, e por ¢ a fungao de T’

em liinjef Qr,V definida por t(z) = (1; 0 §;(x))ier. O seguinte diagrama ¢ comutativo:

T v liﬂljeIQFjV

% la

Lg =

r, ———QrV

Lema 4.21. Seja ¢ um homomorfismo de grafos continuo entre I' e um semigrupdide finito
S. Entdo existe um homomorfismo de semigrupdides continuo @ de liinjef Qp,V em S tal

que po L= .

Demonstracdao. Pelo Lema existe ¢ € I para o qual existe um tinico homomorfismo de
grafos ¢; : I'; — S tal que ¢; 0 §; = ¢. Pelo Teorema existe um tnico homomorfismo
de semigrupéides continuo ¢; de Qr,V em S tal que @; o 1; = ;. O seguinte diagrama é
comutativo:

lim, 8,V

Basta-nos portanto tomar ¢ = ¢; o 52 O

O Lema EZT] assegura-nos a existéncia de um homomorfismo com determinadas proprie-
dades. Resta-nos mostrar a unicidade.

Teorema 4.22. Seja ¢ um homomorfismo de grafos continuo entre I' e um semigrupoide
S de V. Entao do subsemigrupdide fechado de liﬂljel Qr;V gerado por «(I') em S existe um

unico homomorfismo de semigrupdides continuo ¢ tal que p oL = .

Demonstra¢ao. Pelo Lema EZT] existe um homomorfismo de semigrupdides continuo ¢ de
@jel Qr,V em S tal que p or = . Seja $ a restricio de @ a I Entdo [«(I')] é um
homomorfismo de semigrupéides continuo de [+(I")] em S tal que por = ¢. A sua unicidade
resulta do Lema O

Pelos Teoremas e 2 se I' é um grafo com um nimero finito de vértices entdo QrV
e o subsemigrupdide [¢(T")] de @je ;§ir;V sao semigrupdides compactos isomorfos. Por essa

razao, nao ha qualquer ambiguidade se denotarmos [+(T")] por QrV quando T' é um grafo
profinito. Também vamos denotar por QrV o subsemigrupéide de QrV gerado por «(T).

Teorema 4.23. Sejam V uma pseudovariedade de semigrupdides e I' um grafo v-profinito.

1. Para todo o semigrupdide S prdé-V e para todo o homomorfismo de grafos ¢ : ' — S
existe um unico homomorfismo de semigrupdides continuo ¢ : QrV — S tal que
poL=, ou seja, p € tal que o sequinte diagrama é comutativo:
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2. Suponhamos que A € um grafo isomorfo a I'. Seja T um semigrupdide pro-V com
funcao geradora k : A — T. Suponhamos que para qualquer semigrupoide S de V
e para qualquer homomorfismo de grafos ¢ : A — S existe um homomorfismo de
semigrupoides continuo o : T — S tal que o1 ok = @. Entao T é um semigrupoide
compacto isomorfo a QrV.

Para a demonstracao do Teorema sa0 necessérios alguns resultados auxiliares.

Lema 4.24. Se S € um semigrupdide pro-V entdao existem uma familia ¥ de semigrupdides
de V e um mergulho continuo ¥ : S — [[pcz F.

Demonstragao. Denotemos por P2(S) o conjunto dos subconjunto de S com dois elemen-
tos. Como S é pré-V, para cada elemento {u,v} de Py(S) existe um homomorfismo de
semigrupdides continuo ¢y, .} de S num semigrupéide Fy, . de V. A seguinte fungao ¢ um
homomorfismo continuo de semigrupdides:

U: S = Ilsnerss) Fruo
s — (w{u,v}(s)){u,v}EPQ(S)‘

Se s e t sdo elementos distintos de S entdao ¢, 11(s) # 1y (t), pelo que ¥(s) # ¥(t). Ou
seja, ¥ é um mergulho. O

Lema 4.25. Seja i : S — T um homomorfismo continuo de semigrupoides compactos. Seja
X wum subgrafo nao vazio de S. Entao

([X15) € [0(X)], Y (([X15)) S ([¥(X)]5), (4.3)
para qualquer ordinal 3. Se |y, for injectiva entio
P([X71) = [X)], »({[XTg)) = ([$(X)]p)- (4.4)
Demonstragio. Comecemos por mostrar por indugao transfinita sobre 4 a condigio
¥([X1p) € [¥(X)]5, (4.5)

O caso = 0 ¢ trivial. Vejamos o caso sucessor do passo indutivo. Suponhamos que se
verifica (EZ0)). Como 7 é uma fungao continua, temos

(1X15+) = v (TXTa)) = 0 ((TXT9)) (4.6)

Como v é um homomorfismo de semigrupdides, de acordo com a igualdade [l (pagina B4
temos

Y(([X15)) < (¥ ([XT5))- (4.7)
Entao, de ([0) e ([EH) resulta o seguinte

([X1g+) € (([X15)) S {[V(X)]5) = [¥(X)] 5+
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O caso limite do passo indutivo é imediato.
Por (LX) e (), para qualquer ordinal 3 temos

»(([X18)) € (P([XT5)) S ([%(X)]15),

o que conclui a demonstragao das condigoes (E3]).

No caso em que 9|y, € injectiva, a demonstracao das condicoes () é semelhante a das
condigoes ([E3): a diferenca estd em que, como 1|y, é injectiva, em () passamos a ter uma
igualdade. ]

Corolario 4.26. Seja v : S — T um homomorfismo continuo de semigrupdides compactos.
Seja X wm subgrafo ndao vazio de S. Entio ¢([X]) C [¢(X)]. Se ¥|vy for injectiva entio

P([X7) = [w(X)].

Demonstragao do Teorema [{.23 Seja S um semigrupéide pré-V. Entao, de acordo com o
Lema EE24] existe uma familia .# de semigrupéides de V e um mergulho continuo ¥ : § —
[Ircz F. Para cada T' € .7, seja pr a projeccao canénica [[pcz F — T.

Consideremos um qualquer homomorfismo de grafos ¢ : I' — 5. Pelo Teorema para
cada T € Z existe um tinico homomorfismo continuo (r de QrV em T tal que (7 ot =
pr o Vo . Consideremos a funcdo ¢ : QpV — [[pe s F tal que ((u) = ((p(w)res-

r : QrVv (4.8)
| e
S v HFeﬁf F or T

Como

proCor=C(rot=proVYoyp, VIe.ZF,

concluimos que ( ot = W o ¢, e portanto o Diagrama (L8) é comutativo. Entao, aplicando

o Corolério E2Z0]

Iy
—
)
=
<
~
I
I
—~
-
~
—~
=
S~—
—
~—
N
-
Iy
—
~
—
=
~
S~—
—
I

[W(p@)] S [T(S)] = ¥(S).

Logo, podemos considerar a funcio ¢ = ¥~ o(, que é um homomorfismo continuo de semi-
grupéides compactos de QrV em S. Temos entdo ¢ ot = ¢. A unicidade do homomorfismo
¢ resulta do Lema

A segunda parte do teorema demonstra-se exactamente da mesma forma como nos Teo-
remas e ETH, com a ressalva de que é preciso invocar o Lema O

Corolario 4.27. SeT e A sdo grafos v-profinitos isomorfos entio QrV e QaV sdo semigru-
poides compactos isomorfos.

Naturalmente, dado um grafo v-profinito I', o semigrupéide QrV denomina-se semigrupo

profinito livre gerado por I' relativamente a pseudovariedade V, ou simplesmente semigrupo
pro-V livre gerado por T'.
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4.4.1 Pseudovariedades contendo os semigrupos finitos nilpotentes

Vamos usar as hipdteses e notacoes para I' e para os objectos que lhe estao relacionados tal
como foram introduzidas no inicio desta seccao. Se i < j, consideremos o tinico homomor-
fismo de semigrupodides 5]-71'* que torna o seguinte diagrama comutativo:

s rj*

éj’ll l%i*

I——=T;

A familia
{0717 = Tf|i,jel,i<j}

¢ um sistema dirigido de homomorfismos de semigrupéides. Vamos denotar por §;1 a
projeccao canénica de lim.  I'f em I'. O grafo I é um subgrafo de lim _ T'F.
—jel " J ) —jel " J

Lema 4.28. Os semigrupdides 't e @iel I‘f podem ser identificados na medida em que o

tnico homomorfismo 3 de semigrupdides entre I'T e limZE s Fj que estende a inclusao é um
1somorfismo.

Demonstra¢do. E claro que j é uma bijeccao entre os respectivos conjuntos de vértices. Seja
w = wi ---wg um caminho de T', onde wy,...,w; sao arestas de I'. Dado i € I, temos a
seguinte igualdade:

Suponhamos que u = uy -+ - U, € v = vy - - - Uy, sa80 caminhos de I'; onde uy, ..., Uy, V1, ..., Un
sao arestas de I'. Se j(u) = j(v), entao de [EH) deduzimos a seguinte igualdade entre
elementos de F;r:

0i(ur) -+ 6i(un) = 6i(v1) - -+ 6i(vm)

Logo n = m e & (w) = 6 (v;), para qualquer [ € {1,...,n}. Como i é arbitrario,
concluimos que u; = vy, para qualquer [ € {1,...,n}. Ou seja, u = v.
Por outro lado, seja ¢ um elemento de @ie ; Fj. Uma vez que o sistema dirigido que

define I' é sobrejectivo, para cada i € [ existem gi1,...,¢in, € I tais que §,7(q) =
8i(gin) - 0i(qim,). Se i < j entdo, como §;T = d;; 1 0d;*, temos

0i(qin) -+ 6i(qim,) = 6iaj1) - 85 (qjn;)

Logo
J]>1= (’I’Lj =n; € 51(%’71) = 51'((]]'71) Vi € {1, R ,nz}) (4.10)

Em particular, se ¢; e iy sao elementos quaisquer de I, entao n;, = n;, = n;, para qualquer
[ tal que i1y <1l e iy <I. Como I é dirigido, um tal [ existe sempre, pelo que a rede (n;);cs
tem valor constante n. Seja F' um subconjunto finito de I. Entao existe k € I tal que i < k
para qualquer i € F. De acordo com a condicao ([EI0), temos

i € () 07 6i(gi)-
icF
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O conjunto 6, léi(qi,l) é fechado para qualquer ¢ € I. Entao, uma vez que I' é compacto e
Nicr 0; '0i(qi1) # 0 para qualquer subconjunto finito F de I, o conjunto (;c; 6; '6;(giy) ¢
nao vazio. Seja ¢; um seu elemento. Supondo que [ < n, temos

w(a) = W(0i(@)))ier = W(0i(qi1)))ier = ((di(gii+1)))ier = ((di(@+1)))ier = (qi+1)-

Como qi,...,q, s@o arestas consecutivas, podemos considerar o elemento j(q;---¢q,) da
imagem de j. Entao

5?(](% o)) = 0i(q1) - -+ 6i(gn) = 5i(Qi,1) T 5i(Qz’,n) = 5i+(Q)~
Como i é arbitrario, concluimos que ¢ = (g1 - - - ¢»). Logo 7 é sobrejectiva. O

Proposigao 4.29. Sejam V uma pseudovariedade de semigrupdides e I' um grafo v-profinito.
Se V contém semigrupos nao triviais entao ¢ : I' — QrV € um mergulho. Suponhamos que V
contém N. Entdo v € um isomorfismo de semigrupdides entre I e QrV. Os elementos de
QrV sdo pontos isolados do fecho de QrV em QrV.

Demonstra¢cao. Vamos continuar com as mesmas notacoes para I' e para os objectos que lhe
estao relacionados que tém sido usados ao longo desta seccao.

Comecemos por supor que V contém semigrupos nao triviais. Sejam u e v elementos
distintos de I". Entao existe i € I tal que d;(u) # d;(v). O homomorfismo de grafos ¢; é um
mergulho, pela Proposicao ET8 Logo ¢;(6;(w)) # ¢i(6;(v)). Como ¢(w) = (¢ 0 6;(w))ier, isto
mostra que ¢ é um mergulho.

Suponhamos que V contém N. A funcao ¢ : I'" — QpV é um homomorfismo quociente
de semigrupdides. Queremos mostrar que é uma fun¢ao injectiva. Seja w = wy ... w, um
caminho de T', onde wy, ..., w, sao arestas consecutivas de I'. Entao, para qualquer ¢ € I,

0i(t T (w)) = di(t(wr)) -+ i (e(wn)) = 1i(S;(wr)) -+ 15(J; (wn)) = 13 (6 (w)). (4.11)

Sejam u e v arestas de I'". Suponhamos que ¢*(u) = (" (v). Entao por @II) temos
LT (6T (w) = 4;7(6; 7 (v)) para qualquer ¢ € I. Da Proposigao deduzimos que §; 1 (u) =
8; T (v) para qualquer i € I. Entao u = v pelo Lema

A demonstracdo de que os elementos de QrV sdo pontos isolados em QrV é totalmente
decalcada do dltimo pardgrafo da demonstracao da Proposicao 229, com a diferenca de que
no lugar de QrV devemos considerar QrV. O

Em conformidade com a Proposicao 229, vamos considerar I'" como um subsemigrupéide
de QrV.

Corolario 4.30. Para qualquer pseudovariedade de semigrupdides V que contém N, existem
grafos profinitos I' tais que QrV nao € denso em QrV.

Demonstragao. Basta considerar o grafo 3(Z) da Proposicao EE0 e aplicar as Proposigoes
e O

4.4.2 Problemas

Problema 4.31. FEuxiste algum grafo v-profinito I' = @iel T; tal que QrV # lillz‘el Qr,V?
— onde liinie s I'; simboliza um sistema projectivo sobrejectivo de grafos compactos com um
numero finito de vértices.
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Problema 4.32. Consideremos uma pseudovariedade V de semigrupdides finitos. Um
semigrupdide pro-V € um limite projectivo de semigrupdides de V? Em que medida se pode
generalizar o Teorema [{.11)?

Sem entrar em muitos detalhes, se quisermos generalizar as demonstragoes que o autor co-
nhece do Teorema LTI ou do Teorema[[34 (ver por exemplo [AIm02d, Secgao 4]), depardmo-
nos com um obstaculo: a imagem de um subsemigrupdide por um homomorfismo continuo
entre semigrupdides compactos nao é necessariamente um subsemigrupodide do conjunto de
chegada (Exemplos Bl e ). No que diz respeito ao Teorema EETT] esse problema é contor-
nado devido ao facto de que, gragas ao Lema ELI0l é suficiente considerar homomorfismos
quocientes nesses casos. A proposicao seguinte é o melhor que o autor conseguiu até ao
momento, combinando os métodos conhecidos com o Corolario Dispensdamo-nos de
exibir a demonstracao.

Proposigao 4.33. Consideremos uma pseudovariedade V de semigrupdides finitos. Seja S
um semigrupoide topoldgico. As sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. S € pro-V;
2. S € um subsemigrupoide fechado de uwm limite projectivo de semigrupdides de V.
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Capitulo 5

O semigrupodide profinito livre
assoclado a um sistema simbolico

Este capitulo é constituido apenas por resultados originais obtidos em colaboracao com
Almeida. Nele vamos investigar os semigrupdides profinitos gerados pelos grafos das érbitas
de sistemas simbdlicos. Tais grafos em geral sao infinitos, pelo que esta investigacao pode
ajudar a responder a varias questoes sobre o que foi exposto no capitulo anterior. Por
exemplo, vamos desse modo mostrar que o ordinal o(X) definido na pagina [@d pode ser um
ordinal numerével arbitrariamente grande; que pode ser igual a 2; e que se o grafo gerador
é o grafo das dérbitas de um sistema simbdlico minimal entao é igual a 1.

Ao longo deste capitulo, X designa um sistema simbélico genérico de A%, e V uma
pseudovariedade de semigrupos que contém Zl. Isto permite-nos considerar as funcoes
t,, e i, com dominio em Q4V, para qualquer inteiro nao negativo n.

Para cada grafo profinito I' vamos denotar por I' o semigrupéide QrgV. Como gV
contém N, podemos considerar I'" como sendo um subgrafo de f, pela Proposicao

Como a estrutura de X(X) define um invariante de conjugacado completo, também a
estrutura de f)(X ) é um invariante de conjugagao completo, o que constitui uma moti-
vagao adicional para estudar X(X). A propdsito, iremos deduzir desse estudo uma nova
demonstracao do Corolario para o caso em que V = A@ V. Teremos oportunidade
ao longo deste capitulo de apreciar por diversas vezes a utilidade da Proposicao sobre
pseudovariedades da forma V. =A@ V.

Relacionada com a questao sobre o valor que o ordinal o(X(X)) pode assumir, estd a
questdo de saber como é que os grafos S(X), S(X) e lim Son(X) se relacionam entre si. De

acordo com a Proposicio B, existe um sistema simbélico séfico Z tal que S(Z)' # S(2).
Essa situacao contrasta com a proxima proposicao.

Proposicao 5.1. Se X é um sistema simbdlico de tipo finito entdao @ign(éf) = f](X) =
»(X)T.

Demonstracao. Suponhamos que X é de tipo finito com passo N. Entao X é de tipo finito
com passo n para qualquer inteiro n maior do que N. Seja n tal que 2n > N. Consideremos
um caminho ¢ = ¢ - - - g sobre X9, (X), onde qi,..., g, sdo arestas consecutivas de X, (X).
Pela Proposicao existe x € X tal que

q1 = T[—nn]y 92 = L[—n+1n+1]s -+ dk—1 = T[—n+k—2n+k—2)) 9k = L[—n+k—1n+k—1]-

Seja p o tnico caminho de ¥ (X) que comeca em x e acaba em o”(z). Temos 7o, (p) =
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g. Portanto, an(2(X)F) = Do, (X)*, donde 7oy (E(X)+) = Ton(X)T. Ora Ton(X)F =

f)gn(X ), pelo Teorema ELTH, pois Yo, (X) é um grafo finito. O resultado segue entdao da
Proposicao 0

5.1 Etiquetagem

Vamos denotar por p o homomorfismo de grafos continuo de 3(X) em A que associa a
cada aresta (z,o0(x)) de X(&X) a letra zg, e por p, o homomorfismo de ¥, (X) em A que
associa a cada aresta T[] de X9, (X) a letra xg. Temos p, o m, = p, e se n < m entao
Hn © Tmn = Hm.

Como Q4V é um semigrupo pré-V, pelo Teorema existe um unico homomorfismo
continuo de semigrupéides fi,, de X, (A%) em ﬁA\i e tal que a restricio de fi, a Yo, (A%) é
igual a j1,. A imagem por ji,, de uma aresta q de ¥, (A%) é referida como sendo a etiqueta
de q.

22?1 (AZ) — §2n (-AZ)

I
x \llun

QaV

Se n < m entao fiy, o Ty, ¢ um homomorfismo continuo de semigrupdides cuja restricao a
Z . . ~ ~ A ~
Yom (A”) coincide com i, pelo que fi, © Ty = fip,. Entao

flm © Tty = (ﬂl © 'ﬁ'm,l) O My = fI1 © (ﬁm,l o ﬁm) = [i1 o 1.

Dai resulta que se ¢ € liﬂlign(/lz) entdo a sucessao (fin(mp(q))), tem um valor constante,
designado etiqueta de q e denotado por fi(q). A funcao ji assim definida é um homomorfismo
continuo de semigrupdides de @ign(/lz) em Q4V.

Reparemos que os semigrupéides f]gn(X ) e lim f]gn(X ) sao subsemigrupdides fechados de
Son(AZ) e liinflgn(.AZ), respectivamente, pois $(X) C X(A%). Pelo Lema a restrigao
de [1 a f)(/l’ ) é o tnico homomorfismo continuo de semigrupdides de i(X ) em QaV cuja
restricao a X(X) é igual a p.

Os conjuntos da forma .#9,11(X) s6 foram definidos relativamente a pseudovariedades
que contém ZSl. Independentemente de qual é a pseudovariedade V que contém ZSl, o
conjunto .# 9,1(X) N AT é sempre o mesmo subconjunto de AT, pelo que na proposi¢ao
seguinte basta-nos supor que N C V (o que garante que os elementos de AT estdao contidos
em Q4V e sdo elementos isolados de Q4V).

Proposicao 5.2. Os conjuntos A 2,+1(X) N AY e f1,(Z2, (X)) sao iguais.

Demonstragao. Seja v um elemento do conjunto .# 9, 1(X)NAT. Uma vez que tal conjunto
é prolongdvel, existe z € A% tal que T ju|—1] = U € Lopy1(7) € L(X). Entao podemos
considerar o seguinte caminho de X, (X)™:

T[—n,n)

Tl—n41,n+1] Tlu|—1—n,|u|—14n]

T[—n42,n+1] Tlu|—n,|u|—14n]

A sua etiqueta é u. Logo # 9,41(X) N AT C f1,(Z2,(X)).
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Reciprocamente, se ¢ ¢ um caminho de ¥, (X) de comprimento 2n + 1, entdo a (n + 1)-
ésima aresta de ¢ é fi,(q). Logo fin(q) € L(X). E como X9,(X) é um grafo essencial, se
g ¢ um caminho de comprimento menor ou igual a 2n + 1 entao g é factor de um caminho
p de comprimento 2n 4+ 1. Logo fi,(q) € L(X), uma vez que fi,(q) é factor de fi,(p).
Também é claro que qualquer factor de comprimento 2n + 1 da etiqueta de um caminho ¢
sobre Yo, (X) é da forma f[i,(p), para algum factor p de ¢ com comprimento 2n + 1. Logo
ﬂn(z%(‘){)—i_) C Mons1(X). O

Lema 5.3. Consideremos uma aresta q : T|_p n_1] — Y[—nn—1] d€ 1&11 f]gn(X), ondez,y € X.
Seja u = [i(q). Se k =min{|ul,n} entdo (g1 = ix(u) € y_g,—1] = tr(u).

Demonstragao. O resultado é obviamente verdadeiro se g € 2o, (X)T.

O caso geral segue entdo quase imediatamente da densidade de g, (X)" em f)gn(X )
decorrente de g, (X) ser um grafo finito e do Teorema Com efeito, por essa razao
existe uma sucessao (g;); de elementos de X, (X)) convergente para q. Se u; = fi(q;) entao,
pela continuidade das vérias funcoes envolvidas, a partir de certa ordem temos

a(q) = T—np-1, @) = Y—nn-1];
ir(w) = ik(u), tr(w) = ig(u),
min{|u|,n} = min{|u|,n} = k.

Ora de acordo com a observagao inicial sobre o caso dos elementos de Yo, (X)), temos
T k—1] = k(W) € Y—x,—1) = tx(w), para [ suficientemente grande. O

Lema 5.4. Seja q : ©* — y uma aresta de @ign(X) Seja u = fi(q). Seu € QuV\ AT
entdo U = 10, 4oof © W = Y—oo,—1]- Se u € AT entdo q € a tnica aresta de N(X)T que
comeca em x e acaba em o"l(z).

Demonstragdo. Seja n um inteiro positivo. Temos a(7,(q)) = 7n(a(q)) = T|—pn—1)- Do
mesmo modo, w(7,(q)) = Y—pn_1]- Seja k = min{|u[,n}. Como fi,(7.(q)) = u, pelo
Lema B3 temos (g 1) = ix(u) e yj_g,—1) = t(u).

Suponhamos que u ¢ A*. Entdo k = n. Sendo n arbitrario, concluimos que o = T[0, 400
e = Y)—o00,—1]

Suponhamos que u € A*. Seja (g;); uma sucessao de elementos de Yo, (X)" convergente
para 7,(q). Entao a partir de certa ordem temos fi,(¢;) = u. Logo, considerando uma
subsucessao se necessario, podemos supor que |g|; é constante igual a |u|. Como existe
um nimero finito de elementos de Yo, (X)" com comprimento |u|, deduzimos que 7,(q) €
Yon(X)T. Logo q € (X)), uma vez que n é arbitrério (cf. Lema EE28). Evidentemente g é
a tinica aresta de (X))t que comeca em z e acaba em ol (z). Ora |¢| = |i(q)] = |ul. O

Note-se que a topologia de lim ign(.)( ) é induzida por uma métrica, uma vez que se trata
de um limite projectivo de uma quantidade numerdvel de espagos métricos [Wil70l, Teorema
22.3]. Gragas a este facto, na demonstragao do préximo lema podemos utilizar sucessoes no
lugar de redes.

Lema 5.5. Os conjuntos L(X) e ,&(E(X)JF) $G0 1guais.

Demonstragao. Se v € L(X) entao existe x € X tal que Ty, |v|—1] = U, € v € a etiqueta do inico

caminho sobre ¥(X) que vai de = a o//(z). Logo, se u € L(X) entdo existe uma sucessio
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(qr)r de caminhos de ¥(X) tal que (fi(qx))r converge para u. Como X(X)" é compacto,
a sucessao (qg)r tem alguma subsucessdo convergente para uma aresta ¢ de L(X)". Pela
continuidade de fi, temos fi(q) = u.

Reciprocamente, ¢ claro que i(3(X)") C L(X), donde ﬂ(Z(X)JF) C L(X). O

A medida que avancamos, torna-se necessario enriquecer a pseudovariedade V. Na pré-
xima Proposicdo é necessario supor que V contém .ZSl para que se possa considerar o
conjunto .#(X) de forma conveniente, isto é, como a intersecgdo dos aberto-fechados da

forma A, (X).

Proposicao 5.6. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém ZSl.
Os conguntos M (X) e [L(lin Zgn(X)) $G0 1guais.

Demonstra¢do. Comecemos por supor que ¢ é uma aresta de @ign(/l’) Seja u = fi(q).
Consideremos um qualquer inteiro positivo n. Entao u = fi,(m,(q)). Ora fi,(32,(X)) C
M on+1(X), de acordo com a Proposicao Como Yo, (X)t = X9, (X), iy é continua e
M 2n+1(X) é fechado, concluimos que u € A 9,41(X). Logo u € (51 M oms1(X) = A (X).

Reciprocamente, suponhamos que u é um elemento de .# (X). Se u € AT entdo u € L(X),
bastando-nos entao invocar o Lema Suponhamos que u ¢ A'. A Proposigao
diz-nos que .#(X) é prolongavel. Entao, como .Z(X) é fechado, pelo Lema existem
v,w € QaV \ AT tais que vuw € . (X). Sejam (vi)r, (ur)r e (wi)x sucessdes de elementos
de At convergentes para v, u e w, respectivamente. Para cada k, existem no grafo ©(A%)
caminhos consecutivos pg, qr e i tais que fi(px) = vk, fi(qr) = uk e a(ry) = wg. Seja n
um qualquer inteiro positivo. Como vuw € M 9,11(X) € M 2p+1(X) é aberto, e como u,
v e w tém comprimento infinito, existe N tal que se k > N entao vyupwy € M op+1(X) €
Vg, up € wg tém comprimento maior do que n. Entao todas as arestas que constituem o
caminho 7, (qx) sao elementos de Lo,.1(X). Logo 7, (qx) € Bon(X)T. Seja ¢ um ponto de
acumulagdo da sucessao (gx)k. Entdo 7,(q) € f)gn(X ), para qualquer inteiro positivo n. Ou
seja, q € lim X, (X). Ora fi(q) = u. O

5.2 Fidelidade

Duas arestas co-terminais de ¥(X)" com a mesma etiqueta sao iguais (de facto basta supor
que ambas as arestas tém o mesmo comprimento, de acordo com o Lema B4). Vamos em
seguida mostrar que, sob certas condiges, esse fenémeno também ocorre com as arestas
infinitas de lim g, (X).

Proposigao 5.7. Seja V uma pseudovgriedade de semigrupos que contém Bo e tal que
V =V xD. Entao o homomorfismo fi, : Egn(.AZ) — QuV € fiel.

Demonstra¢ao. Como ign(.ﬁlz) tem um ntmero finito de vértices, podemos considerar o
semigrupo topolégico T = (2, (A%))cq (cf. Observacio EEIZ). Pelo Coroldrio EET4, sabemos
que T é pré-V. Logo existe um tinico homomorfismo continuo © : Q 42,41V — T tal que
O(u) = u para qualquer u € A"t = Eign(AZ)‘ Como V = V % D, de acordo com a

Proposicao [LAA o homomorfismo de grafos ¥ : ign(.AZ) — Q 42011V que faz corresponder a
cada aresta q de 2, (A%) a pseudopalavra @Y [i,(a(q)) - fin(q) - tn(w(q))] estd bem definido
e é continuo. Facilmente se verifica por inducao sobre o comprimento de ¢ que ©(¥(q)) = ¢,
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para qualquer ¢ € Ex, (4z)+. Como ¥ é uma funcao continua e Yon(AL)T = ign(.AZ),
concluimos que ©(¥(q)) = ¢, para qualquer ¢ € By (AZ)" E claro que se g1 e ¢o sdo arestas
co-terminais com a mesma etiqueta, entao ¥(q1) = ¥(g2), e portanto ¢; = ¢a. O

Corolario 5.8. Seja V uma pseudoval’z'edade de semigrupos que contém Bs e tal que V =
V xD. Entdo o homomorfismo fi : @Zgn(AZ) — QaV € fiel.

Note-se que a hipotese By € V é redundante no que diz respeito a parte mais significativa
das pseudovariedades que surgem neste capitulo, pois By € ZSl.

Ser-nos-a til fazer representagoes esquemadticas das arestas de liﬂlign(}( ). Uma aresta
entre dois vértices x e y etiquetada u serd representada por:

o qlu @
No lugar de g|u poderemos escrever simplesmente u, ficando a representacao resumida a
Na verdade, se estivermos a considerar uma pseudovariedade V tal que V=V xD e By € V
entao nao se perdeu informacao, pois f é fiel.

5.3 Factorizacoes boas

Consideremos uma aresta ¢ de 1&11 Yon(X). Suponhamos que qi, ..., g, sdo arestas consecu-

tivas de l&nign(X) tais que ¢ = q1 -+ - ¢ Seja u; = fi(q;). Fazendo xo = a(q1) e x; = w(q;),
para 1 < ¢ < n, dizemos entao que a aresta ¢ é factorizada de acordo com o seguinte esquema:

o2y L el gy Wy (6)

Consideremos um subgrafo G de lim f]gn(X ). Se o conjunto de factores de ¢

{Hé:in|1§k§l§n}

estiver contido em FEg entdao dizemos que ¢ ---¢q, é uma factorizacdo boa de q em G, ou
que ¢ tem uma factoriza¢io boa em G segundo o esquema (BJ]). Note-se que se ¢ tem uma
factorizacao boa em G entao em particular ¢ € G.

Lema 5.9. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=A™ V. Sejam
u,v,w,t € QaV tais que uv = wt. Entdo existe z € (QaV)! para o qual se verifica pelo
menos uma das sequintes condigoes:

1. u=wz ezv=t,
2. uz=w ev =zt.

Demonstracao. Consideremos sucessoes (uy, ), € (vp,)n de elementos de AT convergentes para
u e v, respectivamente. A sucessao (u,vy, ), converge para wt. Entdo, pelos Lemas B4l e BX,
existe uma subsucessao (uy, vn, )k € sucessoes (wy,), e (t,), de elementos de AT tais que
Up, V), = Witk, € limw, = w e limt;, = t. E claro que para cada k existe z, € A* tal que
pelo menos uma das seguintes condicoes se verifica:

1. Uy, = wizg € zEvp, = g,
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2. Upy 2 = W € Uy, = Zgtg.
Pelo menos um dos conjuntos
P=A{k : up, = w2z € zpvy, =1}, Q=A{k: uy 21 = wi € vy, = 2xty},

¢ infinito. Suponhamos que P ¢é infinito. Seja z um ponto aderente da subsucessao (zx)rep-
Entdo u = wz e zv = t. Do mesmo modo, se @ for infinito entdo existe z € (Q4V)! tal que
uz =wev = zt. ]

Proposigao 5.10. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AM V.
Seja q € linflgn(ﬁ,’) Suponhamos que ji(q) = ui---uy,, onde u; € QaV. Dado um
ordinal 3, seja G qualquer um dos grafos [S(X)]g ou ([E(X)]s). Seq € G entdo existe uma
factorizagao q = q1 -+ qn que € boa em G e tal que [i(q;) = u;, para qualquer i € {1,...,n}.

Demonstracao. Consideremos as seguintes condigoes:

P(G,q,n): “Suponhamos que ji(q) = uy ---up, onde u; € QaV. Entdo existe uma factori-
2a¢G0 ¢ = q1 - Gn que € boa em G e tal que [i(q;) = u;, para qualqueri € {1,...,n}.”

R(0): Vg € [5(X)]p,Vn, P([E(X)]g,q,n).
S(B): Vg € ([5(X)]p), Y, P([X(X)]5), ¢,n)-

Queremos mostrar que a condigdo R(S3) A S(B) é verdadeira para qualquer ordinal 3. Vamos
fazé-lo por inducao transfinita sobre 3.

O caso =0 é trivial e o caso limite do passo indutivo também nao oferece dificuldades.

Vejamos o caso sucessor do passo indutivo. Seja f um ordinal tal que a condicao R(3) A
S(B) é verdadeira. Suponhamos que ¢ € [X(X)]|g+ e que fi(q) = ur---up, onde u; €
Q4V. Entao existe uma sucessao (gx)x de elementos de ([X(X)]3) convergente para q. Pelo
Lema[ET] existe uma subsucessao (gx, ); e sucessoes (u;;); de elementos de 24V convergentes
para u; tais que fi(qr,) = uj U2 Up—1,Up . Como S(F) é uma condicao verdadeira,
existe uma factorizacdo ¢ = qi;---¢n; que é boa em ([X(X)]3) e tal que fi(gi1) = wiy,
para qualquer ¢ € {1,...,n}. Como ([X(X)]s) é compacto, a sucessao (qi;---,qnk)k

tem alguma subsucessao convergente para um n-uplo (qi,...,q,) de arestas consecutivas de
([2(X)]p). E claro que g - - - g,, é uma factorizagiio de ¢ boa em [2(X)]5+ e que fi(q;) = u;
para todo i € {1,...,}. Logo R(") é uma condi¢ao verdadeira.

Suponhamos agora que g € ([3(X)] @+>. Entao existem arestas consecutivas qi,...,q

de [X(X)]g+ tais que ¢ = q1---q. Seja A(g) o menor valor possivel para [. Vamos provar
P(([X(X)]+),q,n) por indugao sobre A(¢q)+n. Se A(g) = 1 entdo ¢ € [X(X)]+, e portanto
P(([X(X)]4+),q,n) é verdadeira para qualquer n, simplesmente porque R(3") é verdadeira.
Por outro lado, a condigao P({[X(X)]z+),q,1) é obviamente verdadeira, para qualquer valor
de A(q). Logo a condicao P({[X(X)]g+),q,n) é verdadeira quando A(¢q) +n < 3. Seja k > 4.
Suponhamos que P({[3(X)]3+),q,n) é verdadeira quando A(q) +n < k. Sejam ¢ e n tais
que A(q) +n =k e A(q),n > 1. Suponhamos que fi(q) = uj - - - u,, onde u; € Q4V. Sejam
q1, - - -5 qx(q) arestas consecutivas de [E(X)] 5+ tais queq =gy - - dx(q)- Consideremos a aresta
¢ = q- qrg-1- Como fi(¢')ii(qrg)) = (u1- - Un—1)un, pelo Lema BT existe z € (Q4V)!
tal que pelo menos uma das seguintes condicoes se verifica:

Lo (") = u1 - up—12 € zfi(qr(g)) = Un,
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2. o(q)z=u1---up_1 e ﬂ((b\(q)) = ZUp.

Suponhamos que se verifica a primeira condigao. Como A(¢') +n < A(q) +n, por hipétese
indutiva existe uma factorizacao boa sy - - - s,_1t de ¢’ em ([X(X)]+) para a qual fi(s;) = u;
set €{1,...,n—1} e i(t) = z (se z = 1 ent@o consideramos ¢t como sendo um caminho vazio).
Seja sn = tqy(q)- Entdo s1---s,-15, é uma factorizagao boa de ¢'qyg) = ¢ em ([X(X)]g+).
Como fi(s;) = u; para qualquer i € {1,...,n}, fica provado P({[X(X)]+),q,n).

Suponhamos que se verifica a segunda condigao. Como R(3") é uma condigao verdadeira,
existem arestas r,t € [S(X)]g+ tais que g\ = 71, fi(r) = z e i(t) = u, (se z = 1 entdo
consideramos r como sendo um caminho vazio). Temos A(¢'r) < A(¢') + 1 < A(g), donde
A¢'r)+ (n—1) < Mq) +n. Como fi(q'r) = uy---up—1, por hipétese indutiva existe uma
factorizagao boa s1---s,-1 de ¢'r em ([X(X)]g+) para a qual fi(s;) = u;, para qualquer
i€ {l,...,n—1}. Logo s1---s,—1t é uma factorizacdo boa de ¢ tal que a etiqueta do
i-ésimo factor é u;. Também neste caso fica provado P({[X(X)]s+),q,n), o que conclui o
passo indutivo sobre A(¢) + n. Logo a condigao S(81) é verdadeira.

Ou seja, mostramos que R(87) A S(BT) é verdadeira, concluindo a demonstragao do caso
sucessor do passo indutivo da inducao sobre (. O

Corolério 5.11. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=A@V =
V « D. Dado um ordinal 3, seja G qualquer um dos grafos [E(X)]g ou ([E(X)]g). Sejam
D, q,r E @Zgn(X) tais que p = qr. Se p € G entdo q,r € G.

Demonstracdo. Se p € G entdo existe uma factorizacao p = ¢'r’ que é boa em G e tal que
i(q) = (") e p(r) = a(r'). Pelo Lema B4 ¢ e ¢’ sdo co-terminais, e 7 e r’ também sao
co-terminais. Logo ¢ = ¢ e r = 7/, uma vez que i é fiel pelo Corolario O
Coroléario 5.12. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=A@ V.
Suponhamos que uy ---u, € L(X), onde u; € QaV. Suponhamos também que ui,u, ¢ A*.
Para cada i € {1,...,n—1} sejam v; = uy -+ - u; e w; = Ujt1 - Uy. Entdo existe uma aresta
q com uma factorizagio boa em X(X)t sequndo o sequinte esquema:

qlul = @luz —— @lus Gn-1|tUn-1 ——— ultn

Demonstragao. Existe uma aresta g em X (X)T cuja etiqueta é uj - - - uy,, pelo LemaBdl Ora
Y(X)t = [2(X)];. Basta entao aplicar a Proposicao Il e o Lema B2 O

No Apéndice [0 dao-se exemplos de solugdes da cadeia de equagdes V=AMV =V xD na
variavel V, e de solugoes da equacao V = A (@ V que nao sao solugoes da equagao V =V xD.

5.4 O ordinal o(3(X))
Como X (X) é um invariante de conjugacao, o ordinal
o(S(X)) = imf{F : § & um ordinal, [5] < [[S(X)]], [S(X)], = [S(X)]}

também é um invariante de conjugacao. De acordo com a Proposicao Bl se X' é um sistema
simbdlico de tipo finito entao o(X(X)) = 1. Na Proposicao B vimos o exemplo de um
sistema simbdlico séfico Z tal que o(X(X)) > 1. Vamos procurar calcular o(X(X')) para
alguns casos, ou pelo menos encontrar majorantes e minorantes para o(X(X)).
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5.4.1 O ordinal o(3(X)) pode ser muito grande

Lema 5.13. Sejam u,v,z € A% tais que 2%u = v2% e |u| < |z|. Se o comprimento de z é

um nimero primo entdo z € a™ para algum a € A.

Demonstracdo. Como z?u = vz?, a palavra zu tem z como sufixo. Ou seja, existe v/ € A*

tal que zu = v'z. Note-se que |v'| = |u|. Logo v’ é o prefixo de z de comprimento |ul,
uma vez que |u| < |z|. Como z?u = vz?, a palavra v é um prefixo de z de comprimento
|u|, donde v' = v. Logo vz? = 2%u = zvz, donde vz = zv. Por [Lal79, Coroldrio 5.3], a
igualdade vz = zv implica a existéncia de w € AT e de k,1 > 0 tais que z = w* e v = w'.
Como |z| = k|w| e |z| é primo, concluimos que k = 1 ou |w| =1. Se k =1 entdo z = w e
|v| = l|lw| > |z|, o que é contraditério. Logo w € A. O

Um subconjunto C' de AT é um cddigo circular [BPS85] se para quaisquer inteiros n,m > 1
e palavras c1,...,¢n,d1,...,dn € C,p € A¥ e s € AT, as igualdades sca - - - ¢c,p = dido - - - d,,
e ps = ¢q implicam n =m, p=1e ¢; = d; para todo o i € {1,...,n}.

Lema 5.14. Consideremos uma palavra z de AT de comprimento primo tal que z nao é
uma poténcia de um elemento de A. Se k > 4 entdo Az* é um cddigo circular.

Demonstracdo. Sejam n,m > 1 e at,...,a,,b1,...,b,, € A, p € A*, s € AT tais que

ps =a12" e

sank e anzkp = blzk e bmzk.

Suponhamos que p # 1. Entdo p = a12'p’ e s = s'27 para alguns p/,s' € A*, i,j > 0 tais que
p's’ =z e |p| <|z|]. Note-se que i +j +1=F.

Suponhamos que p’ = 1. Entdo s = 271!, pelo que, mesmo que n = 1, temos a garantia de
que 2/ *la; 2% 6 um sufixo de by 2¥ - - - b, 2*. Ora |27 a12| = [b,, 2|, donde 27Fta; 2 = b, 2.
Logo #/tla; = b,2¥7*. Como i < k, entdo za; = cz, para algum ¢ € A, o que implica
z = a;*l = ¢l (cf. [Cal79, Lema 5.1]). Tal contraria uma das hipéteses do enunciado. Logo
p#L

Suponhamos que i > 2. Entao 2%p’ é um sufixo de b,,2*, pelo que 22p’ = ¢z2 para algum
g € AIP'l. Mas tal ndo é possivel, pelo Lema Logo i < 1.

Suponhamos que i = 0. Como z%p é um sufixo de 2% e p = a1p/, existe r € Alar?'l ga] que

22a1p’ = rz?. Temos |a1p’| < |z|. Mas pelo Lema T3 s6 podemos ter |a1p’| = |z|. Entdo
/
a1p’ = z = p's’, pelo que p' = a‘f', donde z = a‘f‘, o que nao é possivel. Logo i = 1 e

portanto j =k — 2.
A palavra say = 5’2" 2ay (ou s'22a1, se n = 1) é um prefixo de by z¥. Suponhamos que
s’ = 1. Entdo, como k — 2 > 1, temos b1z € zA. Mas tal implica z = b1, Logo ¢’ = 1.
Suponhamos que s’ € A. Entdo [p/| = |z| — 1. Ora p = a12p/, e |a12p/| = |2%]. Logo
ar1zp’ = 22, donde dp’ = z = p's, para algum d € A. Mas entdo p’ = dI*I=1, donde z = d/*,
0 que nao é possivel. Portanto s’ = es” para alguns e € A e s” € A*. Como 5”2 2ay é um
prefixo de zF e k — 2 > 2, temos 5”22 € 2245"]. Mas tal nio é possivel, pelo Lema
Esgotadas todas as possibilidades, concluimos que p = 1. Como os elementos de Az* tém
todos 0 mesmo comprimento, deduzimos que n = m e a; = b; para todo o i € {1,...,n}.
O

Portanto Az* é um cédigo circular.

k—2

Corolario 5.15. Consideremos uma palavra z de At de comprimento primo tal que z nao
é wma poténcia de um elemento de A. Seja k > 4. Sejam ai,as,b1,ba,bg3 € A eu € AT,
w € A* tais que a12FaszF = wbezFu, w é um sufivo de bi1zF e uw é um prefizo de bsz*. Entdo

w=1eu=ayzk = b3z~
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Demonstracdo. Como u # 1, existem i > 0 e u/ € A* para os quais u = bgz’v/ e v/ é um
prefixo de z tal que 0 < |v/| < |z|. Como |u| + |w| = k|z| + 1 e u # 1, tem-se |w| < k|z| + 1.
Logo existem j > 0 e w' € A* para os quais w = w'z/ e w' é um sufixo de z tal que
0 < |w'| < |z|. Temos

klz| = |ul + [w] = 1= (L+ iz + [u/]) + (Jw'] + jlz]) = 1 = (i + j)lz] + '] + '],
pelo que |[v/| + |w'| é um multiplo de |z|. Como [v/| + |w'| < |z]| + |z| = |22]|, resulta que
|u'w'| = |z| ou [W/w'| = 0. Sendo v’ um prefixo de z e w’ um sufixo de z, conclui-se que
u'w' =z ouv'w' = 1. Logo uw = b3z'u'w'z7 € bgz*. Como |uw| = k|z|+1, temos uw € AzF.
Entao w = 1 pelo Lema BEI4 U

Dado v € A, denotamos por 1, a funcio de A% em A definida pela seguinte correspon-
déncia:
e LT 1. 012X ... = L.V 2V _10.20VT10VT20X3D . ...

Naturalmente, ¢; define-se como sendo a identidade em A%. Note-se que ¢, 00 = ol?IT1o,.
O conjunto

Xv = U O(va(x))

TeEX

estd contido em todos os sistemas simbdlicos que contém ), (X).
Observagao 5.16. O conjunto &), é um sistema simbdlico.

Jusificacao. Como X, é uma uniao de orbitas, apenas temos que verificar que X, é fechado.
Seja (y¥);, uma sucessio de elementos de X, convergente para y. Temos y*) = g™ (1, (2(F)))
para alguns z®¥) € X e n; € Z. Como ¢, o 0 = ol!l1 0 ¢}, podemos escolher z*) de
modo a que 0 < ni < |v] + 1. Como a sucess@o (ng); é limitada, tem alguma sub-
sucessao (ny,); de valor constante C. Como X é compacto, considerando subsucessoes
se necessario, podemos supor que (m(kl))l converge para um elemento r de X. Entao
O () = Ty oo N ((2%));) = y. Logo y € X, O

Lema 5.17. Suponhamos que z é uma palavra de A* de comprimento primo tal que z nao
€ uma poténcia de um elemento de A. Seja k > 4. Se x,y € X en € 7Z sao tais que
Yo (y) = 0" (Y (x)) entdo n € um maltiplo de k|z| + 1.

Demonstragao. Existem q,r € Z tais que n = q(k|z|+ 1) +r e 0 <r < k|z| + 1.
(o (y) =o"o (L (l‘) =00 O.q(k|z|+1) 0 Pk (.’L‘) =00 (LS O-q(x)'
Se y = (a;)icz € 09(x) = (b;)icz entao

Yok ((a;)icz) = coca—sZFa_sZFa_12F.ap a1 R aszFas kL =

o ok ((b)iez) = .. b_32%b_92Fb_q 2P uwby 2P 2P L

onde u, v sdo elementos de A™ tais que b_12¥ = wv e |u| = r. Se w for o sufixo de comprimento
klz| +1 =7 de b_ozF entdo a_g2*a_1 2% = wb_12Fu. Suponhamos que u # 1. Entdao w = 1,
pelo Coroléario BIH, donde k|z|+1—17 = 0, o que é absurdo porque r < k|z|+ 1. Logo u = 1,

ou seja, r = 0. O
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Lema 5.18. Suponhamos que z é uma palavra de AT de comprimento primo tal que z
nao € uma poténcia de um elemento de A. Seja k > 4. Seja x € X. Se (y(”))n € uma
sucessdo de elementos de X, convergente para . () entdo existe uma sucessio (x(™),, de
elementos de X convergente para x e uma subsucessio (y"m)),, tal que y™m) = op_i(x(™),
para qualquer m.

Demonstracdo. Como y™ € Xk, existem 2™ ¢ X e um inteiro 7, tais que y™ =

o) (z™) e 0 < 7, < klz| + 1. A sucessio (), tem alguma subsucessio (z(™));
convergente para um elemento ' de X. Como (ry,); é uma sucessdo limitada, tem alguma
subsucessao (Tni]. );j de valor constante C'. Entao

%P (@) = lim o%Pu(z")) = lim y") =4 ().

]—>+oo ]—>+oo

Logo C = 0, pelo Lema BET7 Portanto 1.« (2") = ¥« (2). Como 1,k é injectiva, concluimos

que 2’ = z. Portanto a sucessdo (x j))j converge para T € .k (a;(nij)) =y para
qualquer j. O

Sejam v € AT ez € X. De acordo com o Lema Bl existe um tinico caminho de 3(X,)" de
comprimento |v|+ 1 que comeca em 1, () e acaba em ¢!’ (¢, (x)) = 1, (0 (x)). Denotemos
por (¢y(z),¢y(o(x))) esse caminho tnico. Consideremos a seguinte fungao:

v, : (X)) — B(X,)T"

T — zpv(x)
(:L‘,U(:L‘)) = (¢v($)a¢v(0($))), T e X.

E claro que ¥, é um homomorfismo de grafos. Seja ¥, 0 tnico homomorfismo continuo de
semigrupdides compactos de X(X) em X(X,) cuja restrigao a 3(X) é U,,.

Observagao 5.19. Para qualquer ordinal 3 tem-se

Uy (Ersay, (@,9)) € Erser,), (@o(@), (),
B (B, (@) € B, @o(@), ¥u(y)),

para quaisquer z,y € X.

A

Justificacio. Tem-se ,([S(X)]5) € [T,(S(X))]5 e Bl ([E(X)]5)) € {[WL(E(X))] ), pelo
Lema O

Proposigao 5.20. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AM V.
Suponhamos que z € uma palavra de AT de comprimento primo tal que z nao é uma poténcia
de um elemento de A. Seja k > 4. Para qualquer ordinal B tem-se

@zk(E(E(X)]ﬁ(xvy)) = Ersan, @ar (@), 20 (1)),

Wk (a0 (@ 9)) = Bqsia ) ) (o (@), 42k (y)),

para quaisquer T,y € X.
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Demonstragao. De acordo com a Observagao B9, falta-nos mostrar a seguinte conjungao
de condicoes:

P(ﬂ) Vr,y € X, E (%k( )71/}zk(y)) - \ilzk(EfE(X)]ﬁ(m7y))7

Q(B) : Vr,y € X, E([E(sz)]ﬁ>(¢zk (@), V.1 (y)) € Vi (Eirsa) ) (@,9))-

Vamos provar P(3) A Q(3) por indugao transfinita sobre [3.

Pelo Lema BT, temos 9.« (y) # o(¢,x(x)), logo Exyx) (¥4 (), 1.1 (y)) = 0, o que mos-
tra a proposicao P(0). Suponhamos que s € Ey x k)+(1[)zk (2),Y.x(y)). Entao .x(y) =

ol¥1(1,1(2)). Pelo Lema [EI7, existe um inteiro positivo n tal que |s| = n(k|z| + 1). Entao
Uo(y) = Yr(0™(x)). Como v, é injectiva, segue-se que y = o"(x). Logo EE(X)+(:E,y)
tem um elemento s’ de comprimento n. O comprimento de ¥, (s') é igual a |s'|(k|z| 4 1),
pela defini¢ao de V.. Logo s e ¥,k (s’) sao elementos de By y+ (or(@), ¥ (y)), com o

mesmo comprimento, pelo que s = W_(s') (cf. Lema BA). Fica assim provada a conjuncao
P(0) A Q(0).

Suponhamos que a proposicao P(3) A Q() é verdadeira. Consideremos um elemento s
de Ersx gt (Y1 (2), 9.1 (y)). Entao existe uma sucessao (sy), de elementos de ([3(X)]4)

convergente para s. As sucessoes (a(Sy))n € (w(sy))n convergem respectivamente para 1, (z)
e Y,x(y). Pelo Lema I8 considerando subsucessoes se necessario, podemos supor que
a(s,) = Y (™) e w(s,) = ¥ (y™) para qualquer n, para algumas sucessoes (™), e
(y™),, de elementos de X convergentes para z e y, respectivamente. Como Q(f) é uma
proposicao verdadeira, para cada n existe s/, € qu(x)]ﬁ)(m(”),y(")) tal que s, = W, (s,).
Seja s’ um ponto aderente da sucessao (s}),. Temos s’ € Ers 0 (z,y) e U_i(s) =
lim,, .o S, = 8, 0 que mostra a proposi¢ao P(31).

Para cada inteiro positivo [ seja ([E(Ax)] 54+ ) 0 conjunto das arestas de $(X) da forma
q1---q,onde qi,...,q sao arestas consecutlvas de [X(X,x)] G+ Note-se que

(M) ge) = JIEE) 500

>1

Logo Q(f) ficara provada se mostrarmos por indugao sobre [ a seguinte proposigao:
Q(B,1) : Va,y € Xy Eqsa 1)) 0 (Vak (1), () © ‘i’zk(E((z(X)1ﬁ+>l($,y))-

O passo inicial [ = 1 corresponde & Proposicao P(87), que sabemos ser verdadeira. Supo-
nhamos agora que [ > 1 e que Q(3,1') é verdadeira quando I’ < [. Seja r um elemento de
Eirsx, Mo ), (2 (@), 1. (y)). Entdo existem arestas consecutivas ri,... 7 de [S(X)] 5+

tais que = 71 ---7;. Como a proposicao Q(0) é verdadeira, podemos supor que 7 ¢ L(X)7.
Entdo existe i € {1,...,1} tal que r; ¢ X(X)T. Como Il > 1, temos i < [ ou i > 1.
Vamos supor que i < [ (o caso i > 1 é andlogo). Existe um inteiro positivo m tal que
w(ri) = o™k (2')) para algum 2/ € X. Seja u = t,, (fi(r;)). Como r; ¢ (X)), a palavra u
tem comprimento m. Sejam (pn)n € (gn)n sucessoes de elementos de ([X(X)] ) convergentes
para r; e ri11, respectivamente. Como (24V)u é aberto, podemos supor que para qualquer
n existe w, € QaV tal que fi(p,) = wyu. Pela Proposicio BI0, existem arestas p!, e p!!
pertencentes a ([Z(Xﬂﬁ> tais que p, = plpll, i(pl) = w, e f(pl)) = u. Para cada n, seja ¢,
a tnica aresta de X(X)" que comeca em o~™(a(qy)) e acaba em a(g,). Seja (p/,p",¢') um
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ponto aderente da sucessao (pl,, pl, ), )n. Como (|¢,|)n é a sucessao constante de valor m, e
apenas existe um nimero finito de caminhos de ¥(X’) de comprimento m, conclui-se que ¢’
¢ um caminho de X(X') que comeca em 0~ " (w(q’)) e acaba em w(¢’). Por outro lado, como
a(p”) = u e AT, pelo Lema B sabemos que p” é o tinico caminho de X(X) que comega em
o ™ (w(p")) e acaba em w(p”). Como

w(p') = w(ri) = a(rip) = lim w(gy) = w(q),
conclui-se que p” = ¢'. Portanto

r=(ry- i) (¢ rig1)riee - 11).

Note-se que p’ € [E(X)]5+ e que

w(p') = a@”) = o7 (wp") = o " (w(r:)) = ok (a),
donde
Ty Ti—lp, € E<’—E(sz)-|ﬁ+>i (szk (.’E), %k (x/))

Por outro lado, como ¢;,g;, € ([S(X)]5) e ¢'ri+1 ¢ um ponto de aderente da sucessao (g,4;, )n

tem-se ¢'ri1 € [X(X)]5+. Logo
(q'rig1)rive -1 € E((Z(sz)]ﬁ+>l,i(¢zk ('), 9.k (y))

Como as proposigoes Q(3,17) e Q(3,1—1) sdo verdadeiras por hipétese de indugao, concluimos
que

rieeeriap € ‘i’zk(qu(xﬂﬁgi(%l’,))’ (@rix1)rive---m € i’zk(E((z(X)]W)l_i(l’/ay)),
donde
i € W (Eirs@)1,.0 (@, 9)-
Fica assim provada a proposi¢ao Q(3,1). Logo Q(31) é um proposicao verdadeira.

Mostramos o caso sucessor do passo indutivo na demonstracao da conjungao P(8) A Q(f3).
O caso limite do passo indutivo é trivial. O

Lema 5.21. Seja z uma palavra de AT que ndo é poténcia de um elemento de A. Sejam
k el inteiros positivos tais que k <1, e k|z| + 1 e l|z| + 1 sdo primos entre si. Existe um
inteiro positivo ng tal que se n > ng entdo Ly, ((AZ)_x) N Ly, ((A%) ) = 0.

Demonstragio. O que queremos mostrar pode ser reformulado como (AZ) ., N (A%), =
(a formulacao adoptada sera posteriormente mais conveniente). Suponhamos que (A%)_x N
(AZ) , # (). Entdo existem sucessdes (a;)i>1 e (b;)i>1 de elementos de A tais que

zkalzkagzkagzkm - vzlblzlbguzlbgzllu S

para algum v € AT. Como k|z| + 1 e l|z] + 1 sao primos entre si, existem inteiros r,s > 1
tais que r(k|z| + 1) — s(l|z] + 1) = |v|. Logo
|ZFa12Fassh a1 2K = r(klz] +1) — 1= v + s(l|z| + 1) — 1 = |v2lb12be2t - - be_1 2!,

donde
zkalzkagzk e a,n_lzk = vzlblzlbgzl e bs_lzl.

Como 0 < k < [, existe ¢ € A tal que za,_1 = cz. Mas entdao z = ¢/, 0 que contradiz a
hipdétese do enunciado. O
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Lema 5.22. Seja z uma palavra de A* que ndo € poténcia de um elemento de A. Para
qualquer k > 0, existe ng > 0 tal que se n > ng entao Ln((AZ)Zk) N L,(2*) =0.

Demonstragao. Suponhamos que o lema é falso. Entao existe uma sucessdo (a;)i>1 de
elementos de A tal que
zkalzkagzkagzkm .= VZZZZZ ...

para algum v € A*. Como k|z|+ 1 e |z| sdo primos entre si, existem inteiros r, s > 0 tais que
r(k|z| + 1) — s|z| = |v|. Logo

k

|zka1z asz® - - ar_lzkar\ =r(k|lz| + 1) = |v| + s|z| = |v2?],

donde
2FayFas2k - ap_12Fa, = v2t.

Como k e s sdo positivos, existe ¢ € A tal que za, = c¢z. Mas entdo z = cl*l, o que contradiz
a hipdtese do enunciado. ]

Teorema 5.23. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V. =AM V.
Suponhamos que A € o alfabeto de duas letras {a,b}. Se [ € um ordinal numerdvel entao
existe um sistema simbdlico numerdvel X de A% tal que o(3(X)) > f3.

Demonstragao. Consideremos a seguinte proposicao:

Q(B, X, Y, Z,¢): se B éum ordinal numerdvel, e X, Y, Z sao sistemas simbdlicos, e c € AT,
entao

YUZCX, YNZ=0¢eX € numerdvel;

a® eV, b*eX ec™®eZ;

os grafos [E(Y)], e [E(Z2)], sdo fortemente conezos;

e e =

o conjunto {s € Ers@,4) a(s) € Y ew(s) € Z}, o qual denotamos por

E3(X,Y, 2), € nao vazio;
5. Eg(X, ¥, Z) N ([E(X)]5) = 0.

Seja P(B) a proposigao
X3y 3IZ3ec QB X, Y, Z,¢).

Se Q(B,X,Y, Z,¢) é uma proposigao verdadeira entao X é um sistema simbdélico numerével
de A% tal que o(X(X)) > (. Portanto o teorema ficard demonstrado se provarmos por
indugao transfinita a proposicao P(f3), o que faremos.

Verifiquemos o passo inicial 5 = 0. Consideremos os sistemas simbélicos V) = {a*},
Z={b*}eX = O(a=>.b7>). O conjunto das arestas que comegam em a° e acabam em b>
nao contém nenhum elemento de X(X)" = ([X(X)],), donde Eo(X,Y, Z) N {([Z(X)],) = 0.
Por outro lado, denotando por ¢, o tinico caminho de X(X)* que comeca em o~ " (a~>.b"7>)
e acaba em ¢"(a~>.b7>), se ¢ for um ponto de acumulagao de (q,), entao g é um elemento
de Ey(X,Y, Z). Portanto P(0) é uma proposicao verdadeira.

Suponhamos que P(f) é uma proposigao verdadeira. Consideremos sistemas simbdlicos
X, Y, Z e uma palavra c de A™ tal que Q(8,X,), Z,¢) é uma proposicao verdadeira. Como
X # A” (pois |X| < |A?]), existe z € AT\ L(X). Se necessario prolongando z, podemos
supor que |z| é um ntmero primo. Pelo teorema de Dirichlet [[R82, Capitulo 16, Seccao 1],
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a sucessao (n|z| + 1), tem uma infinidade de niimeros primos. Para cada inteiro positivo k,
seja ey, 0 k-ésimo inteiro positivo maior do que 3 tal que eg|z| + 1 é primo. Definimos ey = 0.
Sejam h > 0ecq,...,c, € A tais que ¢ = ¢1 - - - ¢,. Para cada inteiro nao negativo k, seja

th = Vzer (€)]—o0,—1]-Per+1 (a7 ) [0,4-00]

= . ..c12%coz% .. cp_12%Fepzthe1 2% eaz® L ep_12%F cp 2R azf R a SR LR L

Denotemos por Z’ o sistema simbélico [UUGA:CEA*UA* O(z~®.uzt)| U O(2*°). O menor

sistema simbdlico X’ que contém | Jj,~o(Xzer U {tx}) é o conjunto

X = [lyo(xzek O] Uz

Observemos que YU Z' C X/, YN Z' = () e que [X(Z')], é fortemente conexo. Acresce
que X’ é numerdvel. Estas observacoes constituem os primeiros passos para mostrarmos que
Q(Bt, X', Y, Z', z) é uma proposigao verdadeira.

Para cada k > 0 e n > 0, seja g, 0 Unico caminho de L(X’)* com origem em o~ ()
e término em o"(t,). Seja g um ponto de acumulacdo da sucessdao (qxn)n. Entao gy
tem origem num elemento da 6rbita de 1, (¢*°), e término num elemento da 6rbita de
,ens1(a™). Note-se que g € [E(X7)];.

De acordo com os itens (@) e @) da hipétese P(3), existe uma aresta so de ([X(X)]5+) que
comeca num elemento de ) e acaba em a(qp). Pelos mesmos itens e pela Observagao B9,
para cada k > 1, existe uma aresta si de ([X(X))]z+) que comeca em w(gx—1) e acaba em
a(qg) (ver Figura BJ)). Para cada k, a sequéncia spqos1q152q2 - - - Skqr ¢ um elemento de
<(Z(X)]ﬁ+>. Seja ¢ um ponto de acumulacao da sucessao (Spqos1G15292 - - - Skqk)k. Entao
w(q) € Z" e q pertence a [S(X")] 51+, e portanto Eg+ (X7, Y, Z') ndo ¢ vazio.

Suponhamos que existe um elemento de Eg+ (X”, Y, Z') pertencente a ([X(X)]4+). Entao
esse elemento tem algum factor p pertencente a [X(X)] g+ que comega num elemento de
X'\ Z’ e acaba num elemento de Z’. Logo existe k > 0 tal que a(p) € U = O(tj_1)UX,e, U
O(tx), onde O(t_1) designa o conjunto vazio (para o caso em que k = 0). Pelos Lemas .21
eBZA se k # | entao Xyer N Xoer =0, € Xyep, N Z' = (), para quaisquer k,l > 0. Portanto, na
topologia de X', os conjuntos U}, e

Vi, = {7«2%4(&” vo)| vz,

sao vizinhangas abertas de a(p) e w(p), respectivamente. Seja (p,), uma sucessao de
arestas de ([X(X)] ﬁ> convergente para p. Como a e w s@o funcoes continuas, existe N
tal que se n > N entao a(py) € Ui e w(py) € Vi. Se necessario mudando o valor de k,
acrescentando-lhe uma unidade, podemos supor que

alpy) € O(tg_1) UX,er, e w(py) € Xoer UO(t,) U Z/,

para algum r > k + 3.

Comecemos por supor que k > 0. Seja m um qualquer inteiro positivo. Uma vez que
a(pn) € O(tg_1) U X,er, qualquer prefixo finito de fi(py) de comprimento suficientemente
grande tem algum factor pertencente a (Az°)™. E como

A* (A )M AT = (A" (AzF)™) (A" \ AzFAY),
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Figura 5.1: Um passo na demonstracao do Teorema B2

existe uma factorizagao fi(pn) = pmVm tal que
pm € (QAS)(Az)™ e vy € (Q4S)H\ Az (Q4S) .

Note-se que se m > n entio p, € (24S)(A2°)™. Sejam p e v pontos aderentes das sucessoes
(pm)m € (Vm)m. Entao

pe [ (QuS)(Az)" e v e (QaS)'\ Az (QaS)".

n>1

E imediato que u é uma pseudopalavra infinita. Se v é uma palavra finita, entdo pr =
W(PN)|—c0,—1] € Xzer UO(t,) U Z’. Entéo

(Az%)" C L,,((A%),) qualquer n > 1,

ou
(Az%)" C L,(Z') qualquer n > 1,
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0 que no primeiro caso contradiz o Lema B2l e no segundo caso contradiz o Lema (22
Logo v é uma pseudopalavra infinita.
Seja x = p. 7. Como ji(pn) € .#(X') pela Proposicao 6l sabemos que z € X’. Temos

T)oo,—1] = .- @42Fa_32%a_o2%a_12°%, paraalguns a_i,a 2,a_3,... € A, (5.2)

T[0,ex|2l] & A2 (5.3)

De (&2) e do Lema B2 deduzimos que z ¢ Z’.
Suponhamos que existe [ > 0 tal que z € X,¢,. Entao, por (B2),

(Az)" N L(Xyer) #0, VYn > 1. (5.4)

Logo k = [, pelo Lema (2Tl Portanto, existe uma sucessao (b;);cz de elementos de A e
palavras u,v € A* tais que uv = byz° e

T=...b_32%b_0z%b_12%u.vb1 2% by 2% b32% . ..

Por (£3), temos
0 < |u| < eglz| + 1. (5.5)

Por (22), existe um sufixo w de b_52% tal que
wb_12%u = a_y2%a_12°. (5.6)

Entao, como u # 1 e e > 4, do Corolario resulta que u = a, z° que contradiz [&3). O
absurdo surgiu de supormos que x € X.¢; para algum [ > 0.

Portanto x € O(t;), para algum [ > 0. Entao gracas a (i2) da-se (B4), e portanto k = I,
pelo Lema BZ2T1

Até agora supusemos que k > 0. Suponhamos que £ = 0. Entéo z nao é um factor
de a(pn). Como w(pN)|—oo,—1] tem z como factor, e A*zA* = (AT \ A*2A*)zA*, existem
pseudopalavras p € 245\ (245)12(Q45)! e v € 2(24S)! tais que i(py) = pr. Uma vez que
a(py) € X, a palavra z nao é factor de nenhum prefixo de p. Logo p é infinita. Se v fosse
finita, entao o factor z apareceria apenas um numero finito de vezes em w(pN)]_oq_l], 0 que
nao é possivel. Logo v é infinita. Como z é factor de .7 mas nao de p, necessariamente
$7 S O(to).

Em qualquer dos casos, £ = 0 ou k > 0, existem pseudopalavras infinitas p,v tais que
flpn) = pv e p. v € O(ty). Logo o idempotente f = (az®+1)¥ é um factor de v, pelo
que f(py) = p' fv/ para algumas pseudopalavras p’ e /. Pela Proposi¢ao B0, existe uma
factorizacao py = s1s2 que é boa em <E[E(X)]ﬁ> e tal que fi(s1) = p'f, fi(s2) = fr/. Entao

—
C!(SQ) == f == 71)261“.1 (CZOO) S Xzek+1.
Aplicando a sg os argumentos que foram aplicados a py, concluimos que fi(s2) = p"v"”
— —

para algumas pseudopalavras p” e v/ tais que p".v" € O(t41). O idempotente
g = (Clzek+1c2zek+l A ch_125k+1chzek+1 )w

¢ um factor de p”. Logo, aplicando novamente a Proposicao BT, deduz-se que existe uma
factorizagao so = s} s, que é boa em (Ers(x)),) e tal que w(s)) =g = 1,ers1 (c™). Portanto
s} é um elemento de E("E(X)'|5>(Qz)zek+1 (@), er+1 (™). Logo E((E(Xﬂm(aoo, c>®) #£ (), pela
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Proposicao Mas tal contradiz o item (H) da proposicao P(3). O absurdo a que chegdmos
deve-se a termos suposto que Eg(X’, ¥, Z')N([%(X)]5) # 0. Logo Q(67, X", ¥, Z', 2) é uma
proposigao verdadeira. Conclui-se assim que a proposigao P(871) é verdadeira.

Suponhamos agora que (3 é um ordinal limite numeravel e que P(y) é uma proposicao
verdadeira para qualquer ordinal v € 3. Para cada v € (3, sejam X, ),, Z, sistemas
simbdlicos e ¢, € AT tais que Q(8, Xy, Yy, Z,,cy) é uma proposicao verdadeira. Como (3 é
numeravel, o conjunto

x=Jx

vEB

¢ numeravel. Logo existe z € A" tal que 2 ¢ L(X) e |z| é primo. Tal como fizemos no
decorrer da demonstracao do caso sucessor do passo indutivo, definimos a sucessao (eg); do
seguinte modo: ey = 0 e se k > 0 entao e é o k-ésimo inteiro positivo maior do que 3 tal que
erlz| + 1 é primo. Consideremos uma enumeragao 7i,7y2,7s, ... dos elementos de 3. Para
cada inteiro nao negativo k, seja

by = Yzer (C'yk)]—oo,—l]'z/}zek+l (aoo)[o,+oo[-

Seja Z3 o sistema simbdlico [UUGA:CEA*UA* O(z_oo.uz+°°)] UO(2*°). Consideremos o sistema
simbodlico numeravel

%= | U (%) LOW)| U Z5.
k>0

Entao a proposicao Q(5, X3,), Z3, ) é verdadeira, o que se mostra de forma semelhante ao
que foi feito para o caso sucessor do passo indutivo.
Portanto P(3) é uma proposicao verdadeira, qualquer que seja o ordinal (3. ]

5.4.2 Condigoes para majorar o(X(X))

Vamos agora procurar condi¢oes que nos permitam indicar um majorante de o(X(X)).
Note-se desde logo que o(X(X)) < [[E(X)]] < 2o, Vamos atacar este problema tendo
por base a observagao trivial de que se [S(X)]5 = lim ¥o,,(X) entao [S(X)] = lim 39, (X)
e o(X(X)) < p.

Proposigao 5.24. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal queV =A@V =
V«D. Seja G um subgrafo de lim X9, (X) da forma [E(X)]g ou da forma ([3(X)]s), para

algum ordinal 3. Se i(G) = A (X) entao G = linflgn()()

Demonstragao. Suponhamos que i(G) = .#(X). Consideremos uma aresta ¢ : © — y de
@iQn(X). Seja u = ji(q). Entao u € 4 (X), pela Proposigao Queremos mostrar que
q € G. Temos (X)) C G, uma vez que (X(X)) = L1(X) # #(X). Por isso podemos
desde j& supor que ¢ ¢ X(X)T. Logo u ¢ A", pelo Lema B4 Sejam v e w pontos de
acumulacao em Q4V das sucessoes (T[—n,—1])n € (Yjo,n])n, Tespectivamente. Entao vuw €
A (X). Por hipétese, existe uma aresta p de G tal que ji(p) = vuw. Pela Proposicao BEI0,
existe uma factorizagdo p = pipaps que é boa em G e tal que fi(p1) = v, fi(p2) = u e
fi(p3) = w. Pelo Lema B4 temos a(pz) = 0.0 =z e w(ps) = w. W = y. Logo pz = ¢, uma
vez que [i é fiel. Portanto ¢ € G. O

Seria interessante procurar saber se existe algum sistema simbdlico X' tal que [X(X)] #
}iLnZgn(X ), porque a sua existéncia resolveria o Problema EE3Il Um tal sistema simbdlico
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seria assaz curioso, especialmente se estivermos a considerar pseudovariedades V tais que
V=AMV = VxD: como i(X9,(X)) = #(X), pela Proposicao terfamos entao
pseudopalavras de .# (X') bastante “afastadas” de L(X'), no sentido em que nao pertenceriam
a i([E(X)]5), para qualquer ordinal j3.

Lema 5.25. Seja (f(k))r uma sucessao limitada de inteiros maiores do que um. Consi-
deremos uma sucessao (U1, Uk2,** > Uk, f(k)—1> Uk, f(k))k de tuplos de elementos de AT tal
que

1. limp oo min{|ug ;| © 1 <i < f(k)} = +o0,
2. up Uk i1 € L(X), para qualqueri € {1,..., f(k) —1}.

Entao os pontos de acumula¢do da sucessao (ug 1ugz2 - - - uk,f(k)_luhf(k))k pertencem ao con-
Junto ﬂ<<2(2€)+>).

Demonstragao. Como (f(k)), é uma sucessao limitada, considerando subsucessoes se neces-
sario podemos desde ja supor que se trata de uma sucessao constante de valor n.

Seja wy = H?:l Ug . Seja w um ponto de acumulagao da sucessao (wy)x. Considerando
subsucessoes se necessario, podemos supor que limy_, o wg = w.

Para cada i € {1,...,n}, sejam py;, sp; € A* tais que up; = pr.iSk,i € ||Pri| — |5kl < 1.
Seja (v, j)j=1,..2n & sequéncia de palavras dada por:

Vk2i—1 = Phyis  Vk2i = Sk, € {1,...,n}.

Entao wy, = H?Zl vy, j. Facamos vy o = vg 2,41 = 1. Para cada j € {1,...,2n}, a palavra
Uk7j_]_vk7jfk’j+]_ pertence a L(X), pela Condigao Bl do enunciado. Logo existem zj, ; € AL ¢
tk,j € A% tais que a sequéncia 2k, iUk j—1-Vk,jVk j+1Tk,; € um elemento de X', o qual denotamos
abreviadamente por zj ;. Seja g ; a tnica aresta de (X )" que comega em Ty ; € acaba em

or . _ . ~ ..
olvkil(z). ;). Reparemos que ji(qy ;) = vgj. Considerando uma subsucessio se necessario,
podemos supor que existe o seguinte limite:

Hm (gk1,9k2 - Qk2n—1,9k,2n) = (¢1,925 - - - s @2n—1,G2n)
k——o00

Entao, para cada j € {1,...,2n — 1}, e uma vez que pela Condigao [l do enunciado se tem

lim |vg ;| = lm |vg 41| = +oo, verificam-se as seguintes igualdades:
k—+o00 ’ k—+4o00 ’

—

wigy) = lim w(gr,) = olgy)-algj+1) = lim  o(@ps41) = o(gj+)-

Logo ¢ = q1¢2 - - - gon_192n ¢ uma aresta de <Z(X)+>. Ora

~

f(q) = ilqr)i(q2) - - - fi(qan—1)i(qon) = kglfmvk,lvk,z S Uk op—1Vkon = w. O

Vamos de seguida enunciar um resultado combinatério sobre semigrupos finitos que sera
invocado na demonstracao da proposicao que se lhe segue. A demonstracao deste resultado
é muito facil, mas mesmo assim sera explicitada, por falta de uma referéncia bibliografica e
porque dele dependem resultados importantes desta monografia.
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Lema 5.26. Suponhamos que S € um semigrupo finito. Entao para quaisquer elementos
S1---8p de S existe um subconjunto {i1,...,ix} de {1,...,n} com no mdzximo |S| elementos
tal que s1---8, = 85, -+ 8, .

Demonstra¢ao. Vamos mostrar a proposi¢ao por indugao sobre n. Se n < |S| entao nada hé
a provar. Vamos efectuar o passo indutivo, supondo desde ja que n > |S|. Entao existem
inteiros p,q tais que 1 <p < g<nesi- -5, = 5154 Sejam =n—(q—p). Consideremos
o m~tuplo

(t1,-- s tm) = (S15--+,8n) = (S1,- -+ 5p, Sq41s- - -+ 5n)-
Entao
S1°7 Sn =81 " S¢Sl Sn =11 lm.
Basta-nos portanto aplicar a hipétese de inducao ao m-tuplo (t1,...,ty). O

Proposigao 5.27. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém ZSl.

Seja (f(n))n>1 uma sucessio nao limitada de inteiros positivos. Consideremos o conjunto
Li(X) = Ups1{u € L(X) ¢ |u] = f(n)}. Suponhamos que existem familias de palavras
(Pu)uer;(x): (Fuuer;(x) € (SuwluerL,(x) tais que:

1. u = pyzySy para qualquer u € Lf(X);

2. para quaisquer u,v € L§(X), se |u| = |v| entao zys, € L(X);

3. lim ( min |pu|): lim ( min |zu|): lim ( min |Su|):—|—OO.
n—+00 N\ u€Ly(y)(X) n—=+00 N u€L f(py(X) n—=+00 \u€Ly(p)(X)

Entio A (X) = (([X(X)]2).

Demonstracao. Seja v € #(X). Sev € AT, entao v € L(X) e portanto v € a(X(X)).
Vamos supor que v ¢ AT. Seja (v,), uma sucessdo de elementos de A1 convergente
para v. Como .Z5 f(k)(X ) é uma vizinhanga aberta de v, existe um inteiro Ny tal que

n = Ny = (vn € M37)(X) e |vn| 2 3f(k)).
Seja ny, a sucessao de inteiros definida recursivamente do seguinte modo:
e ny = Ny;
e n, =max{ng_1+ 1, N} se k> 1.

Entao (v, )r € uma subsucessao de (vy), tal que vy, € A 374 (X) e |vp,| > 3f(k), para
qualquer k. A palavra v,, admite uma factorizacao da forma:

Unyp = Vk1Vk2 " kg —1Vk rps [Vk1| = |Vk2| = - = |V, | = [(K),
f(k) < vk, | <2f(k), 1 > 3.

Entao

rE—2
[ I | Svg iPogiv1%okiv1 | Svkry, 1 Vkre-

i=1
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Consideremos uma qualquer linguagem K de AT que seja V-reconhecivel. Entao existe
um homomorfismo ¢ : AT — S de AT num semigrupo S de V tal que K = ¢~ tp(K). Pelo
Lema BZ0 existe t; < |S| e um subconjunto {iy,...,4, } de {1,...,r; — 2} tal que

123
So(vnk) = @(pkazvk,l : (H Svk,ijpvk,ij+1zvk,ij+1) : S'Uk,rk—lvkyrk)' (5-7)

j=1

A igualdade (B7) leva-nos a considerar o seguinte vector:

g = (pvk,l ) Bup, 10 SUk,il 7pUk,i1+1 ) ka,i1+1 ’ Svk,iQ7pvk,i2+l7zvk,i2+l7 Svk,i3 yee

R Svk,itk 7pUk,itk+1 ) ka,itk+l » S0y 10 vk7Tk)’

O numero de coordenadas de A\g é 3ty +4 < 3|S| + 4. O produto de quaisquer duas
coordenadas consecutivas de A, ou é um factor de uma palavra da forma vy ;ui ;41 — que
pertence a L(X) porque |vgvpir1] < 3f(k) e vy, € M 354)(X) — ou é da forma zy, sy,
com u; e uo palavras de L f(k)(X ). Aplicando a Condigao (@) do enunciado, concluimos que
o produto de quaisquer duas coordenadas consecutivas de Ay pertence a L(X). Por outro
lado, como

lim min{|vg,;| 1 <i <} = klim f(k) = +o0,

k—+o00 — 400

aplicando a Condicao (B do enunciado, deduzimos que

lim min{|(A\g)i| : 1 <@ < 3ty +4} = 4o0.

k—+o00

Seja wy, = H?ik1+4(>\k)i' Entao pelo Lema (20 existe um elemento w de ﬂ(<2(2€)+>) que

é o limite de uma subsucessao (wy,); de (wg)g. Seja ¢ o Gnico homomorfismo continuo de
Q4V em S que estende ¢. De () resulta que

¢(v) = lim vy, ) = lim o(wg) = G(w).

[—+o00 i——o0
Logo
&) na((S)T)) #0. (5.8)

Como ¢~ 1p(K) é um aberto de 24V e AT é denso em 24V, temos

Pl o(K) = ¢ lp(K) N AT = ¢ 1p(K) = K. (5.9)

Portanto, se K contém v entdo de (EX) e (X)) deduz-se o seguinte:
KN g(<z(2()+>) £ 0. (5.10)
Ora de acordo com a Proposicao [[A0 a topologia de Q4V é gerada pelo fecho das linguagens

V-reconheciveis, pelo que v € ,&<<Z(X )t >> O

Corolario 5.28. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém ZSl.

Seja X um sistema simbdlico sdfico apresentado por um grafo etiquetado G para o qual
existem um vértice i e um inteiro N tais que qualquer caminho de G de comprimento N
passa pelo vértice i. Entao A (X) = p([X(X)]2).
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Demonstracao. Seja u um elemento de L(X') de comprimento maior do que 4N. Suponhamos
que g é um caminho de G de etiqueta u. Entao existem caminhos qi, q2, g3 e r tais que
q = q1q2rqs3, |q1| = |g2| = |r| = N e |g3| > N. Por hipétese, existem caminhos 1 e 79
tais que w(ry) = ary) = @ e r = rire. Sejam py, 2, € S, as etiquetas de q1, gor; e de
roqs, respectivamente. Consideremos a fungao f(n) = n+ 4N, n > 1. Entao as familias de
palavras (pu)uer;(x)> (2u)uer; (x) € (Su)uer,(x) estao nas condigoes da Proposicao (RZ1) [

Exemplo 5.29. Consideremos o sistema simbdlico séfico Z apresentado pelo seguinte grafo
etiquetado G sobre o alfabeto A = {a,b}:

b

O sistema simbodlico Z é o que surge no Exemplo Qualquer caminho de G de compri-

mento 2 passa pelo vértice 1. Logo #(Z) = [i([2(Z2)],), pelo Corolério
Consideremos uma pseudovariedade V que contém .Z’S| e o semigrupo sintéctico de L(Z).

Entao, conforme vimos no Exemplo B26, o conjunto L(Z) estd estritamente contido em

A (Z). Ora 1(X(2)*) = L(Z), pelo Lema Bl Portanto o conjunto [X(2)], = X(2)* estd
estritamente contido em [3(Z)],.

Resta-nos averiguar a relagao entre <Z(Z)+> e [E(2)],.
Vamos adicionalmente supor que V = A@mV. Consideremos a pseudopalavra w =

a(b**1a)¥. Suponhamos por reducio ao absurdo que w pertence a /i <<E(Z )+>> . Para cada

inteiro positivo j, consideremos a linguagem racional K; = A*a((b?)"ba)? A*. Facilmente se
mostra por inducao que

K;NL(Z)Y =0, Vj>1. (5.11)
As linguagens A*, {a}, {b} e L(Z) sdo V-reconheciveis. O semigrupo sintactico de (b%)* é um
subsemigrupo do semigrupo sintéctico de L(Z), pelo que (b%)* também é V-reconhecivel. Ora
V =A@V, ou seja, a variedade de linguagens definida por V é fechada para a concatenagao.
Portanto as linguagens K, e L(Z)" também sdo V-reconheciveis, pelo que K, e L(Z)" sdo

abertos. Existe um inteiro n tal que w € (L(Z))n = L(Z)". Por outro lado w € K,,. Logo

K,NL(Z)" é um aberto nio vazio, e como A" é denso em Q4V, a intersec¢io K,NL(Z)"NAT

é nao vazia. Mas K, N L(Z)"N AT = K, N L(Z)", o que conduz a uma contradicio com

(BII0). A contradicao surgiu de supormos que w € [i <<Z(Z)+>> Oraw € #(Z2), pelo que

ﬂ<<E(Z)+>> estd estritamente contido em .Z(Z2), e <E(Z)+> estd estritamente contido

em [X(Z)],. R ~
Se também tivermos V = V«D entao [X(Z)], = £(Z) = lim ¥,(Z), pela Proposicao b2l
Em resumo,

22 (SET) & [S(B)]; = £(2) = lim Son(2).
Portanto 0(X(2)) = 2.

Corolario 5.30. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém ZSl.
Seja X um sistema simbdlico tal que para cada inteiro positivo n ewxiste uma palavra de
comprimento n uniformemente recorrente em L(X). Entao #(X) = ([X(X)]2).
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Demonstra¢ao. Para cada inteiro positivo n seja w, uma palavra de comprimento n uni-
formemente recorrente em L(X). Seja g(n) um inteiro tal que toda a palavra de L(X) de
comprimento g(n) tem w, como factor. Consideremos a sucessao (f(n)), definida recursi-
vamente do seguinte modo:

o f(1)=2+4(1);
e f(n)=max{f(n—1)+1,2n+g(n)} se n > 1.

Note-se que (f(n)), € estritamente crescente. Para cada u € Ljyq,)(X) existem palavras
U1, uz, uz tais que u = ujugus, |ui| = |ug| = n e |ug| > g(n). Entao w, é um factor de us,
pelo que u = p,w,s, para algumas palavras p, e s, de comprimento maior ou igual a n.
Fazendo z, = wy,, as familias de palavras (pu)uer;(x): (2u)ucr;(x) € (Su)uer,(x) satisfazem
as condicoes da Proposicao O

O préximo teorema foi demonstrado por Almeida [ATm05al, Teorema 2.6], de forma subs-
tancialmente diferente.

Teorema 5.31. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V que contém ZSl.
Suponhamos que X € um sistema simbdlico minimal. Entdo J(X) = #(X)\ AT.

Demonstragao. Como L(X)\ AT C J(X), temos J(X) C .#(X)\ A*.

Sejam u e v elementos de J(X) tais que uv € #(X). Sejam s um ponto de acumulagao
da sucessao (t,(u))y, e p um ponto de acumulagido da sucessao (i, (v)),. Entdao u = u's e
v = pv/, para algumas pseudopalavras u’ e v'. Note-se também que sp € m Como as
pseudopalavras s e p sao infinitas, existem factorizagoes s = siese e p = p1fpo tais que e
e f sao idempotentes, pela Proposicao [LZIl Consideremos as pseudopalavras x = u'sye,
y =esop1f e z = fpov”. Os elementos do conjunto W = {e, f,x,y, 2} sdo factores infinitos
de elementos de J(X'), pelo que W C J(X), pela maximalidade de J(&) demonstrada no
TeoremaB24l Como = = xe, y = ey e Q4V é estével, temos x L e e y R e. Entdo zy € J(X),
pela Proposicao [LTA Do mesmo modo, como xy = zyf e z = fz, temos zyz € J(X). Ora
ryz = uv. Portanto,

(u,v € J(X) e uwv € A (X)) = uv € J(X). (5.12)

Suponhamos agora que u € L(X), v € J(X) e uv € 4 (X) (0 caso em que vu € A (X) é
andlogo). Como J(X') é regular, existe um idempotente e tal que v = ev. Seja w um ponto de
acumulagao da sucessao (uiy(e)),. Entao w € L(X)\ AT, donde w € J(X); por outro lado,
uv = uev = wsv para algum sufixo s de e. A pseudopalavra sv é um factor infinito de v,
pelo que pertence a J(X), pela maximalidade de J(X). Logo wsv = uv € J(X), por [I2).
Fica assim provada a seguinte condicao:

(u,v € LIX)UJ(X) euwv € A (X)) = uv € L(X) U J(X). (5.13)

Sejam qq,...,q, arestas consecutivas de X (X)*. Vamos mostrar por indugao sobre n
que (g1 qn) € L(X)UJ(X). Pelo Lema temos ﬂ(E(X)JF) = L(X). Ora L(X) C
L(X)UJ(X), o que mostra o passo inicial. Suponhamos que n > 1 e que fi(q1 - qn—1) €
L(X)UJ(X). Como fi(qyn) € L(X)UJ(X) e, pela Proposicao B0l fi(q1 -+ - qn_1qn) € A (X),
de (BET3) deduzimos que fi(q1 - - gn—1¢n) € L(X) UJ(X). Ou seja,

u(<m>) C LX) U3(X).
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Como fi é continua, J(X) é fechado e L(X) C L(X) U J(X), segue-se entdao que
;l<<2()()+ ) C LX) UJ(X).

Logo .#(X)\ AT = J(X), pelo Corolario O

Coroléario 5.32. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=A@ V.
Se X € um sistema simbdlico minimal entao A (X) = L(X).

Demonstragao. Ja sabemos que L(X) C .#(X). Temos L(X)NJ(X) # 0. O conjunto L(X)
é factorial, pela Proposicao Bl Logo J(X) C L(X). Basta agora aplicar o Teorema B31 e
a igualdade .7 (X) N AT = L(X). O

Corolério 5.33. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AMV =
V«D. Se X é um sistema simbdlico minimal entdo lim X9, (X) = X(X) = »(X)*T.

Demonstracao. O resultado decorre imediatamente do Corolério BE32, do Lema e da
Proposigao O

Os dois corolérios precedentes exibem duas propriedades dos sistemas simbdlicos minimais
que sdo comuns aos sistemas simbdlicos de tipo finito (cf. Proposicao BI). Contudo, é
interessante observar que nao é possivel demonstrar o Corolario do mesmo modo como
foi demonstrada a Proposicao Bl isto é, nao é possivel aplicar a Proposicao Vejamos
porqué. Suponhamos que existe um inteiro positivo n tal que ﬁn(i()( ) = fl%(X ). Entao

L(X) = j(72(3(X))) = 1(San(X)) = M oni1(X).

Ou seja, L(X) = M 3p4+1(X)N AT, pelo que X é de tipo finito. Ora se |A| > 1 entdo existem
apenas Ny sistemas simbélicos de A% de tipo finito, existindo por outro lado 2% sistemas
simbélicos minimais de AZ.

5.5 Semigrupos locais

Vamos agora concentrar a nossa atencao nos semigrupos locais de X (X'), em especial quando
X é minimal.

Proposigao 5.34. Consideremos uma pseudovariedade de semigruposV tal queV =A@V =

V x D. Para todo o idempotente e de L(X), existe uma aresta idempotente ¢ : ‘¢ — ‘e

pertencente a L(X) tal que i(e) = e.

Demonstracdo. Como e = e*, pelo Corolario 17 existe uma aresta com a seguinte factori-

zacao boa em L(X)T:
o e = cle = el €
e e e ~O
Ora €1, €9 e €169 sao arestas co-terminais com a etiqueta e. Como i é fiel, elas sao todas
iguais, pelo que €1 = 6%. ]

Proposigao 5.35. Consideremos uma pseudovariedade de semigruposV tal queV =A@V =
VxD. Se X € um sistema simbdlico irredutivel entdo para todo o elemento x de X existem

um idempotente e € J(X) e uma aresta idempotente € : x — x de L(X)" tais que fi(e) = e.
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Demonstragdo. Sejam p e s pontos de acumulacio em 24V das sucessoes (Ton—1))n ©

(#[—p,—1])n- Entdo sp é um ponto de acumulagdo da sucessao (z|_pn—1])n € P, S, sp € L(X).
Consideremos um elemento z de J(&X'). Pela Proposi¢ao BZZIl o conjunto J(&') é uma J-
classe contida em L(X). Pelo Lema existem 7,& € Q4V tais que zyspéz € L(X).
As pseudopalavras zys e pfz também pertencem a L(X), jd que L(X') é factorial, gragas
a Proposi¢ao Bl Pela minimalidade de J(X) as pseudopalavras (zvs)(p€z), zvs e p&z
pertencem & J-classe J(X), uma vez que z é factor de todas elas. Como Q4V é estédvel,
temos (27s)(p€z) € [zys|r N [p€z]c. Entao, Iﬂa Proposicao [LT7 existe um idempotente e

em [p€z]r N [27ys],. Note-se entdo que p = péz = € e que s = 2ys = e. Logo € = z.

Pela Proposicao 534 existe uma aresta idempotente ¢ :  — z pertencente a (X)) " tal que
i) =e. O

Suponhamos que X é um sistema simbdlico irredutivel. Seja x € X. Pela Proposicao B30l
existe o semigrupo local S, de ¥(X) em x. Consideremos o seguinte conjunto:

S, ={s€T(X)T NS, |3e,0€8,:62=¢,¢% = ¢, s = es¢}.

A Proposigao B30 garante-nos que fS; é um conjunto nao vazio. Nos proximos quatro lemas
continuamos a supor que X é irredutivel, que z € X, e que V=A@V =V % D.

Lema 5.36. Seja s € fS; Se s =pq ep,q€ S, entao p,q € X(X)T

Demonstracdo. Sejam ¢ e ¢ arestas idempotentes de S, tais que s = €s¢. Sejam w, o, ee f as
etiquetas de p, ¢, € e ¢, respectivamente. Entao fi(s) = ewpof, e ji(s) € L(X) pelo Lema B0
Aplicando o Corolario concluimos que existe uma aresta com uma factorizagao boa em
Y(X)T segundo o seguinte esquema:

Yo (= q

"lo = /
-

Como e, wof, ew, of, ewp e [ sdo etiquetas de elementos de S, pelo Lema B4l temos
p,q €S, Logop=7p' eq=q, uma vez que fi é fiel. Portanto p,q € 3(X)*. O

Lema 5.37. O conjunto g; € uma uniao de J-classes de S,.

Demonstracao. Suponhamos que s € g; Sejam ¢ e ¢ idempotentes de S, tais que s =
€s¢. Seja t um elemento de S, que é J-equivalente a s. Entdo ¢t também é limitado por
idempotentes g9 e ¢y de S, e existem elementos u e v de S, para os quais s = utv. Pelo
Lema B30 temos tv € X(X)*. Ora tv é limitado pelos idempotentes €y e ¢ de Sz, pelo que
tv € S Novamente pelo Lema B30l concluimos que t € E(X)+ Portanto t € Sz, pois t é
limitado por idempotentes de S,. ]

Lema 5.38. Existe uma J-classe minima J(x) em S,. A J-classe J(x) € reqular.

Demonstracao. O conjunto g; ¢ um fechado de S;. Pelo Lema BTl existem [J-classes de
Sz que sao J-minimais entre as que estao contidas em S,. Sejam (; e (o elementos de tais
J-classes minimais. Existem idempotentes €;,¢; € S, tais que (; = €;(;¢;. Sejam e;, f;
e z; as etiquetas de g;, ¢; e (;, respectivamente. Uma vez que z; € m, pelo Lema
existe w € Q4V tal que zjwzy € L(X). Tendo em atencdo que z; = e;z; = z;f;, aplicando
o Corolario deduzimos que existe uma aresta com uma factorizagdo boa em 3 (X)*
segundo o seguinte esquema:
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Como u é fiel, temos (; = ¢;. Logo (1¢9(2 € S(X)T N S,. Ora C1qCs = £1¢1qCag, pelo que
(1q¢s € S Pelas hipdteses de minimalidade sobre (1 e (2, o elemento (1g(2 ¢ J-equivalente
a (1 ea (2. Logo S, possui uma unica J-classe minimal J(z). Como (1q(s e (3 sdo J-
equivalentes, também temos q¢s € J(x). Logo (1g¢2 é o produto de dois elementos de J(x),
e portanto J(z) é regular, pelo Corolario [L201 O

Lema 5.39. O conjunto i(J(x)) estd contido em J(X).

Demonstragao. Pela Proposigao existe um idempotente ¢ em S, tal que ae) € J(X).
Seja ¢ um elemento de J(z). Entao ¢ <7 €, pelo que i(¢) <7 fi(e). Como ( € X(X)T,
temos /1(¢) € L(X). Logo ji(¢) € J(X), pela minimalidade de ji(¢). A funcdo /i preserva a
J-ordem (pois é um homomorfismo), pelo que i(J(x)) C J(X). O

Teorema 5.40. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AMV =
VxD. Seja X um sistema simbdlico irredutivel. Para qualquer x € X, se H € um subgrupo
mazimal de J(z), entdo ji(H) € um subgrupo maximal de J(X) e a restri¢io de j1 a H € um
isomorfismo de grupos compactos entre H e ji(H).

Demonstragao. Ja sabemos pelo Lema que o conjunto fi(H) estd contido em J(X).
Como f1 é um homomorfismo continuo, fi(H) é um subgrupo fechado de algum subgrupo
maximal K de J(X). Como [ é fiel, a restricao fi|y : H — K é um homomorfismo continuo
injectivo de grupos compactos. Resta-nos mostrar que ji(H) = K. Suponhamos que w € K.

Seja £ o elemento neutro de H. Entao e = [i(e) é o elemento neutro de K, donde w =

e?we?. Pelo Corolario I existe uma aresta com uma factorizacao boa em 2(X)" segundo

0 seguinte esquema:

E1l€e Slw Egle
SO S L, S R, S R S——

Como fi é fiel, temos & = &1 = 5. Seja t = ese. Entdo ¢t € S,. Como ¢ <geecc J(x),
temos t € J(x). Uma vez que S, é um semigrupo estavel, ¢ e € sao H-equivalentes, ou seja,
t € H. Como fi(t) = fi(e)i(s)fi(e) = ewe = w, isto mostra que ji(H) = K. O

Deste modo obtivemos uma demonstracao alternativa do Coroldrio B2, para o caso das
pseudovariedades V tais que V=A™V =V x D.

Proposigao 5.41. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AM V.
Se X é um sistema simbdlico irredutivel entio X(X)+ \ B(X)T € fortemente conero.

Demonstracao. Sejam x e y dois quaisquer elementos de X. Pela Proposicao B30, existem
em Y (X))t arestas idempotentes € : x — z e ¢ : y — y. Sejam e e [ as suas respectivas
etiquetas. Como (X(X)T) = L(X), pelo Lema existe u € Q4V tal que euf € L(X).
Logo existe ¢ € 2(X)* tal que ji(q) = euf = e?uf?. Pelo Corolario existe uma
factorizacdo ¢ = q1g2qs boa em L(X)T tal que ji(q2) = euf, e g2 € (X)) (z,y). Como
[i(g2) ¢ AT, temos g2 € X(X)T\ B(X)*. O

O reciproco da Proposicao ATl é falso. O sistema simbdlico do enunciado da Proposi-
cao ¢é disso um exemplo, como se depreende da respectiva demonstracao.

Proposicao 5.42. Suponhamos que X € um sistema simbolico minimal. Sejam u,v € J(X).
- ¢ — — . «— —
Entaou R v se e s6 se uw = v . Dualmente, u L v se e s6 se u = v .
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Demonstragdo. Suponhamos que @ = ©v. Seja e um ponto de acumulacdo da sucessio
(in(u))n. Por hipétese ip(u) = i,(v), para qualquer n. Logo e é um prefixo comum de u
e de v. Pela maximalidade da J-classe J(X) e pela estabilidade de Q4V, concluimos que
e, u,v sao R-equivalentes. O

Corolario 5.43. Suponhamos que X ¢é um sistema simbdlico minimal. Sejam u,v € J(X).
>

EntiouHv se e s6 se w = v .

Um semigrupéide C diz-se uma categoria se para qualquer vértice x de C existe uma
aresta 1, tal que 1,5 = s e t1, = t, para quaisquer arestas s e t de C tais que a(s) = x
e w(t) = x. Podemos dizer que as categorias estao para os semigrupéides tal como os
mondides estao para os semigrupos: veja-se [AWOS] para uma apreciagao deste paralelismo.
Um grupoide é uma categoria G onde para qualquer aresta s : x — y existe uma aresta
s’y — x tal que ss' =1, e s’s = 1,,. Reparemos que os semigrupos locais de um grupéide
Sa0 grupos.

O grafo f](/l’) \ 2(X)7 serd abreviadamente denotado por ¥4 (X). Note-se que 3o (X) é
um subgrafo fechado de S(X).

Teorema 5.44. Consideremos uma pseudovariedade de semigrupos V tal que V=AMV =
V«D. Se X € um sistema simbdlico minimal entao Yoo (X) € um grupdide compacto cone:vcﬂ.

Demonstracao. J& sabemos pela Proposicao B4 que SW(X ) ¢é fortemente conexo. Para
cada x € X, consideremos um idempotente ¢, pertencente a J(z).
Seja q :  — y uma aresta de Y (X). Entao

B —

fi(exq) = (o +o0f = f(a),

e portanto fi(e,q) é R-equivalente a fi(q), pela Proposicao Logo i(q) = fi(exq)w para
algum w € (Q24V)!. Portanto

file2q) = filex)ii(q) = filex)i(exq)w = f(e2q)w = fi(exq)w = ju(q).

Logo €,q = ¢, uma vez que fi é fiel. Analogamente, g, = ¢. Isto mostra que fJOO(X ) é uma
categoria.

Pela Proposigao [LTY, existe v € [fi(e4)]z N [ji(ey)]r tal que vii(q) = fi(ey) € fi(q)v = fi(es).
Note-se que v = fi(ey)vfi(e;). Entao pelo Corolario existe uma aresta p com uma

factorizacao boa em X (X')* segundo o seguinte esquema:

¢
¢

(e p1li(e v (e (e
N G I 1Y BN N 5 BV (O

Seja r = pipap3. Entao fi(r) = v, e portanto fi(qr) = fi(e;) e fi(rq) = fi(ey). Como fi é fiel,
deduzimos finalmente que qr = ¢, e que rq = &. ]

Note-se que nas condigoes do Teorema 44 o grupo local de f]m(X ) é isomorfo (no sentido
algébrico-topolégico) ao grupo de Schiitzenberger de J(X'), de acordo com o Teorema
E um facto bem conhecido que num grupdide conexo todos os grupos locais sao isomorfos, e
que a classe de isomorfismo de um grupéide fica completamente determinada pela classe de
isomorfismo dos seus grupos locais e pelo nimero de vértices [Mac7ll]. Analogamente, num

'Note-se que um grupéide é conexo se e s6 se é fortemente conexo.
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grupoide compacto conexo todos os grupos locais sao isomorfos, e a classe de isomorfismo de
um grupdide (no sentido algébrico-topolégico) fica completamente determinada pela classe de
isomorfismo dos seus grupos locais e pela topologia do espaco dos vértices. Qualquer espago
métrico compacto totalmente desconexo sem pontos isolados é homeomorfo ao conjunto de
Cantor [Wil70, Corolério 30.4]; em particular, qualquer sistema simbdlico minimal infinito
é homemorfo ao conjunto de Cantor. Logo se X é um sistema simbdlico minimal entao
o cardinal de X e o grupo de Schiitzenberger de J(X) formam um invariante algébrico-
~topoldgico completo de 3o (X).
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Parte 111

O semigrupo sintactico da
linguagem de um sistema simbdlico
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Capitulo 6

Um invariante associado a
relacao [

Este capitulo é uma recapitulagdo de uma parte do artigo [Cos06], com algum reforgo nos
resultados. Vamos deduzir um invariante relacionado com a [J-ordem no semigrupo sintactico
de um sistema simboélico. Em [Cos06] essa deducao foi feita apenas para sistemas séficos.

Conforme ja observamos na Subseccio 222, na paginalEll o semigrupo sintéctico S 4+ (A%)
é trivial, enquanto que se A G B entdo Sp+ (A%) 6 0 monéide % = {0,1}; e se X ndo é um
sistema simbolico pleno entao Sy+(X) = Sp+(X) para quaisquer alfabetos A e B tais que
X C AZ ¢ X C B%. Logo nesse caso nao ha qualquer ambiguidade na notacio S(X) e a
definicao de semigrupo sintactico de X nao depende do alfabeto. Uma vez que ser-nos-a em
varios momentos conveniente que para qualquer sistema simbélico X' o conjunto S(X)\ {0}
seja diferente do vazio, vamos adoptar neste capitulo a convencao segundo a qual sempre
que temos um sistema simbélico pleno X de A% entdo esté-se implicitamente a assumir que
X ;Ct A%, Deste modo também nao havera qualquer ambiguidade na utilizacdo da notacao
S(X) no lugar de S+ (&) mesmo quando o sistema simbdélico é pleno.

6.1 Ordem sintactica no semigrupo livre e no semigrupo pro-
finito livre

Um semigrupo ordenado é um semigrupo S munido de uma ordem parcial (usualmente
denotada por <) que é uma congruéncia sobre S. Os homomorfismos entre semigrupos
ordenados sao os homomorfismos de semigrupos que respeitam a ordem. Um homomorfismo
de semigrupos ordenados ¢ : S — T diz-se fiel se s <t < @(s) < o(t).

Consideremos um semigrupo 7' e um subconjunto K de 1. O semigrupo sintdctico
ordenado de K em T é o semigrupo sintactico S7(K) munido da seguinte ordem (dita
ordem sintdctica):

dxr(u) <dgr(v) & Crxr(v) C Ckr(u).

Observemos que se K é um subconjunto factorial de 7" entao o zero de St(K) é méaximo
em Sp(K), pela Proposigao Denotamos por % ~ o semigrupo % = {0,1} munido da
ordem 1 < 0. De acordo com a convencao adoptada no inicio deste capitulo segundo a qual
se X é um sistema simbélico de A% que é pleno entdo X ; A% o semigrupo ordenado %~
é o semigrupo sintactico ordenado de um sistema simbdlico pleno.

Nesta monografia estamos fundamentalmente interessados em semigrupos sintdcticos or-
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denados da forma Sy+(L) e SﬁAS(K ). Por essa razao, tornam-se convenientes algumas
simplificacoes de notagao. Assim, no lugar de S+ (L), Cp, 4+ (u) e 07, 4+ (u) temos respecti-
vamente S(L), Cr(v) e 0. (u); e no lugar de S5 s(K), Crq,5(u) € 655 ,5(u) temos respec-
tivamente S(K), Ck(u) e Ag(u). Algumas desta simplificagdes ja haviam sido introduzidas
na pégina B4l

O lema seguinte e o subsequente corolario estabelecem uma relagao entre S(L) e S(L),
onde L é uma linguagem de A™T.

Lema 6.1. Sejam L uma linguagem de AT e u € AT. Entio Cp(u) N A* x A* = Cp(u) e

Cr(w) = T (u).

Demonstragdo. A primeira igualdade do enunciado resulta do facto de que os elementos de
A* x A* sdo pontos isolados de (24S)! x (Q24S)!.

Suponhamos que (z,y) € Cr(u). Consideremos uma sucessao (zn,yn), de elementos
de Cp(u) convergente para (z,y). Entdo z,uy, € L, para qualquer n. Logo zuy € L,
ou seja, (z,y) € Cx(u). Reciprocamente, suponhamos que (z,y) € Cr(u). Entdo existe
uma sucessao (wy), de elementos de L convergente para xuy. Pelo Lema existem uma
subsucessao (wy, )i e sucessoes (Tk)k, (Yx)r tais que wy,, = zruyy para todo k, limx, =z e
limy, = y. Como (zg,yx) € Cr(u) para todo k, concluimos que (z,y) € Cp(u). Portanto
Cr(u) = Cx(u). O

Corolario 6.2. Seja L uma linguagem de AT. Entdo a funcdo

Y,: S(L) — S(L)
op(u) — Ap(u),ue At

estda bem definida e € um homomorfismo fiel de semigrupos ordenados.

Se L é uma linguagem racional de A" entdo podemos considerar o tinico homomorfismo
continuo dy, : 245 — S (L) que estende dy. Surge naturalmente a questao de saber como
se comportam comparativamente 67, e Ay. A préxima proposicao dd uma resposta a essa
questao.

Proposicao 6.3. Sejam u e v elementos de Q4S. Se L é uma linguagem racional de A™
entdo or,(v) < or(u) se e s6 se Ax(v) < Agx(u).

Demonstracao. Sejam (up)n e (vn)n sucessoes de elementos de A1 convergentes para u e v
respectivamente. Como S(L) ¢ finito, existe um inteiro p tal que se n > p entao 01 (u,) =
or(u) e 61 (v,) = 0 (v). Temos a seguinte equivaléncia:

or(v) £r op(u) & [k :Vn >k, 61 (vs) £1 0r(un)].
Queremos portanto mostrar a equivaléncia da condigao
Ik :Vn >k, 3x,,yp € AT xpuny, € LA zpvay, ¢ L (6.1)

com a condicao B B B
3z,y € (Q4S)' - zuy e LA zvy ¢ L. (6.2)

Suponhamos que se verifica a condi¢do (), ou seja, que existem sucessoes (xy)p>k €
(Yn)n>k de elementos de A* tais que zpuny, € L e v,y ¢ L. Como (Q45)! é compacto, as
sucessoes (Zn )n>k € (Yn)n>k tém subsucessoes convergentes para elementos z e y de (2 45),
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respectivamente. E claro que zuy € L. Suponhamos que zvy € L. Como L é uma linguagem
racional, o conjunto L é um aberto de €4S, pela Proposicao [LAW. Logo existe n tal que
TnUnvy € L. Uma vez que os elementos de AT sdo pontos isolados, deduzimos que x,v,v, €
L, o que é contraditério. Logo zvy ¢ L, e portanto (Bl implica (E2).

Reciprocamente, suponhamos que existem elementos x e y de (Q245)! tais que zuy € L
e xvy ¢ L. Sejam (z,)n € (Yn)n sucessoes de elementos de A* convergentes para x e v,
respectivamente. E claro que existe ky tal que se n > ki entdo x,v,y, ¢ L. Por outro lado,
como L é aberto e L N At = L, existe kg tal que se n > ko entdo z,uny, € L. Tomando
k = max{ky, ko} obtemos (E1). O

Corolério 6.4. Se L é uma linguagem racional de A* entdo S(L) e S(L) sdo isomorfos.

Demonstracdo. Dado w € 48, existe u € A™ tal que 6 (w) = 61(u). Logo Ar(w) = Ap(u),
pela Proposigao Portanto S(L) e S(L) sao isomorfos pelo Corolario

O

Recordemos uma convencao que ja estabelecemos no Capitulo B} dado um operador O

definido na classe das linguagens, se X' é um sistema simbdlico entao a expressao O(L(X))
é simplificada pela notacao O(X'). Por exemplo, Ay é uma simplificagdo de A L(X)-

Observacao 6.5. Existem sistemas simbdlicos X tais que S(X) e S(X) nao sio isomorfos.

Justificacdo. Se X é um sistema simbélico de A% entdo L(X) é um subconjunto factorial de
Q4S pela Proposicao Pela Proposicao os semigrupos S(X) e S(X) possuem um

0% (S(X)\{0}) = L(X), AR (S(X)\ {0}) = L().

O conjunto L(X) possui idempotentes (LemaBIT), logo S(X) tem idempotentes distintos do
zero. Se S(X)\{0} tem algum idempotente entao existe u € AT tal que dx (u™) = dx(u") # 0
para qualquer n > 1. Logo u™ € L(X) para qualquer n > 1, donde u> € X. Tal implica que
X nao seja um sistema simbdlico minimal com um ndmero finito de elementos. Portanto se
X é um sistema simbélico minimal infinito entdo S(X) e S(X) ndo sao isomorfos porque nao
tém o mesmo numero de idempotentes (o zero é o tnico idempotente de S(X)). O

6.2 Efeito de uma conjugacao no contexto

Dados u € AT, r,v,s € A*, se u=rvs e |r| =k — 1, |rv| = | entdao designamos v através de
qualquer de uma das seguintes notagoes: [ 1, UWg—1,1]> Ulk,i+1[-

De acordo com as convengoes habituais, dada uma ordem parcial <, denotamos por > a
ordem oposta definida por u > v se e 86 se v < wu.

Proposicao 6.6. Seja G : X C AZ — Y C B? wma conjugacio entre sistemas simbdlicos.
Sejam g : A*t1 = B e h : B¥*tY — A duas funcées tais que G = gl7FkF ¢ GT1 =
R Sejam u,v € Q4S. Consideremos elementos e e f de Q45 \ A<**H2 1445 que euf €
M og121+1(X). Se Ax(u) > Ax(v) entao Ayg(euf) > Ayg(evf).

Demonstrag¢do. Suponhamos que (z,y) € Cy(g(euf)). Pelo Lema B existem palavras 7 e
s de comprimento k + [ tais que raxg(euf)ys € L(Y). Sejam p = igpi9(€) € ¢ = tupro(f), €
sejam ¢, ¢ € (Q4S)! tais que e = pe e f = ¢q. Entdo

rzg(euf)ys = rag(peugq)ys
=rzg(p pp, 4k]) (p}zk 4k+21] 5U¢q 1 2k+2l]) 9(q q)21, 4k+2l])
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Como as palavras g(pjorak+21) © 9(q[1,2k+21) tem comprimento 2[, temos entao

E[ng(euf)ys} = 7%[ § 1,4k))9(p }2k,4k+2l})] 'Bg(P]2k,4k+2l]EU¢Q[1,2k+2l})‘

(»
h((an 2k420)9 (21,4542 ) U]
= h[ zg(p Pn 4k+2l])] ) hg(p]zk,4k+2l]€U¢Q[1,2k+2l}) h[ (Q[1 4k+2l})y3]

Por hipétese, pjog,akt206UPq 2k421] € A 20421+1(X). Logo deduzimos a seguinte igualdade
do Corolario

ﬁ[mg(euf)ys] = 71[”9(?[1,4%21})] " P)3k+1,4k+21)€ " U - ¢Q[1,k+l] : B[Q(Q[1,4k+2l])y3]- (6.3)
Seja z a pseudopalavra
hrzg(pp ansan)] - Pisk-+iab+208 - v - O g+ - h[F(ap anr20)ys] -

Como rzg(euf)ys € L(Y), temos hlrzg(euf)ys] € L(X), pelo Lema Logo, como
Ax(u) > Ax(v), de @3) deduzimos que z € L(X), pelo que g(z) € L(Y). Novamente pelo
Corolario B.32,

hg(pp ak+21) = Pltiskrts PG ak421) = Qrtt, 354

Logo o sufixo de comprimento 2k de h [rxg(p[1,4k+2” )] € Plk+1,3k+1), € O prefixo de comprimento
2k de h[g(qp ak+20)ys] € Qryi,3%+1. Portanto,

9(2) = gh[reg(ppanson)] - GPp+1,4012080090 36+1)) - Gh[T(ap anr20)ys] - (6.4)

As pseudopalavras r2g(pp akt21) € 9(q[,ak+21)ys sdo elementos de L(X), pois sao factores
de rzg(euf)ys e L(X) é factorial (pelo Proposigao Bf). Por outro lado, para m € {p,q}
temos g(7(1 ant21) = 9(7p1, 3k+l]) (T]k+1,4k+21)), € © comprimento de cada uma das palavras r,
8, G(Pk1,ar+217) € 9(qp,36+1)) € k+1. Entdo, aplicando o Corolario B32 aos factores extremos
do lado direito da igualdade (&), podemos efectuar a seguinte simplificacao:

§(2) = 2g(Pp 3k+1) * GPYt1,4k+20E0 P01 3k+1)) * G(Dk-t1,454+20))Y

= 29(Pp1 ak+20EVPY[1 ak421))Y

= zg(evf)y.
Portanto zg(evf)y € L(Y). Isto mostra que Cy(gleuf)) € Cy(glevf)), ou equivalente-
mente, Ayg(euf) > Ayg(evf). O

Teorema 6.7. Seja G = gl=F* . x C AZ — Y C BZ uma conjugacio entre sistemas
simbdlicos. Sejam e e f idempotentes de Q24S. Sejam u e v elementos de #(X) tais que
u=-cuf ev=-ecvf. As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. A/\{(’u,) Z A/\{(U),
2. Ayg(u) = Ayg(v),

3. Aygltr(e)uir(f)] = Aygltr(e)vix(f)]-
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Demonstragao. A implicacao ([{l)= ) segue imediatamente da Proposicao Suponhamos
que Ayg(u) > Ayg(v). Entao,

Ayglte(e)uir(f)] = Ayglte(e) iok(e)] - Aypg(u) - Aygltor (f) ir(f)]
> Aygl(tr(e) iok(€)] - Apg(v) - Apgltor(f)ir(f)]
= Ayglte(e)vir(f)]- (6.5)

Fica assim provada a implicagao ()= B). Suponhamos que se verifica a condi¢ao [@l). Para
w € {u,v} denotemos por wy a pseudopalavra ti(e)w ix(f). Pelo LemallG2 a pseudopalavra
wp é J-equivalente a w. Portanto g(wg) € .#(Y). As pseudopalavras ¢ = g[ti(e)eir(e)] e
¢ = gltr(f) fir(f)] sdo idempotentes tais que £§(wo)¢ = G(wp). Portanto, se H = hl=H ¢ a
conjugacao inversa de GG, entao pela Proposicao temos:

Ax[hg(uo)] = Ax[hg(vo)]. (6.6)
Pelo Corolario B3l temos wgy = iy (wo)hg(wo) trri(wo), ou seja
tr(e)win(f) = te(e)ir(e)hg(wo) ti(f)ix(f)-

Logo w = i;(e)hg(wo) t;(f), pela Proposicao Sejam r = eij(e) e s = t;(f)f. Entao
rhg(wg)s = ewf = w. Multiplicando por Ay (r) & esquerda de ambos os membros de (B0,
e por Ax(s) a sua direita, obtemos portanto Ay(u) > Ax(v), ficando assim provada a
implicacao [B)=(). O

6.3 O conjunto W(X)

Nesta seccdo vamos encontrar um conjunto de pseudopalavras suficientemente pequeno
para que se possa contornar o facto de que nem sempre S(X) e S(X) sdo iguais, mas
suficientemente grande para que se possam aproveitar certas propriedades, como a existéncia
de pseudopalavras idempotentes.

Lema 6.8. Seja L uma linguagem de AT, Suponhamos que u é um elemento de AT tal que
dr(u) € idempotente. Se v € ut entdo Cr(v) = Cp(u).

Demonstragio. Seja (z,y) € Cx(v). Entao existe uma sucessdo (wy,), de elementos de L
convergente para zvy. Pelo Lema B existe uma subsucessao (wy, ), e sucessoes (), (Vk)k
e (yr)k tais que wy,, = zrvkyk para todo k e limg_, oo (Tk, Vg, y&) = (2,0,y). O conjunto u™
é racional, pelo que uT é uma vizinhanca aberta de v. Logo existe N tal que se k > N entéo
vp € ut. Como 6r(u) é idempotente, se k > N entao 1 (vy) = r(u), donde zpuyy € L.
Portanto zuy € L. Logo C7(v) C Cx(u).

Seja (z,y) € Cp(u). Seja k um inteiro positivo. Como 6z (u) = 07 (u”*), temos zufy € L.
Logo xvy € zuty C L. Portanto Cp(u) C Cy(v). E claro que se K é fechado entdo C g (v)

é fechado. Logo O (u) C Cx(v). Ou seja, C(u) € C7(v), pelo Lema O
Se L é uma linguagem de A", denotamos por Z(L) o conjunto {u € L |dr(u) é idempotente}.

Lema 6.9. Seja G = gl=Fk . x C AZ — Y C BZ uma conjugacio entre sistemas simbdlicos.
Se u € I(X) entdo existe um inteiro N tal que se n > N entdo g(ty,(u*) u™ix(u¥)) € Z(Y).
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Demonstragao. Para qualquer inteiro positivo r temos dx(u) = dx(u”), pelo que ut C L(X)
e
Sx[tr(u®) u” i (u®)] = Sx[tr(u®) wig(u®)], Vr > 1. (6.7)

Suponhamos que G~!' tem meméria e antecipacdo I. Sejam e = ti(u*)u ! e f =
udF 2, (uF). Seja N = 2(3k +21). Se n > N entdo tj(uf)u"ix(uf) = eu™ Nf. O
comprimento de e e de f é igual a 4k + 2. Além disso, eu” Vf é um factor de uma
poténcia de u, pelo que pertence a L(X). Deste modo, se n,m > N entao, invocando o

Corolério e aplicando duas vezes a Proposicio B8 & igualdade dx (u" V) = dx(u™ V),
concluimos que dyg(eu” N f) = dyg(eu™ N f). Ou seja,
n,m > N = yglty(u®) u"iy(u")] = dyglts(u*) u™ig (u")].
Em particular,
n >N = dyglte(u®) u"ig (u®)] = 0yg[te (u®) v ig (u®)). (6.8)
Sendo n > k, temos gty (uF)u?iL(u*)] = gltp(u®) u™ir(u¥)]?. Logo, se n > N entdo

Sygltr(u®) u™ i (u*)] é um idempotente, por ([EX). Além disso, conforme j& foi assinalado,
tr(uF) umin(u¥) € L(X), donde glty(u®)u™iy(u¥)] € L(Y). Portanto, se n > N entdo
gltw (u®) u™ i (u*)] € Z(Y). =

Dada uma linguagem L de AT, denotemos por # (L) o subsemigrupo de Q245 gerado pelo

conjunto
A+u< U u_+>

ueZ(L)

No préximo lema retomamos a funcao Yy definida no Corolario

Lema 6.10. Seja L uma linguagem de A™. Entao Ap(# (L)) =Im Y.

Demonstragao. Como # (L) é gerado por AT U <UueI(L) u_+> e a igualdade Ap(AT) =

Im Yy é trivial, apenas temos que mostrar que se v € uT para algum v € 7 (L) entao
v € Im Y. Ora, pelo Lema[E8, temos Ay (v) = Ap(u) = Yr(dz(u)). O

De acordo com o Coroldrio B2 a funcao

— Im7Yy
op(u) — Ap(u), uwe AT

é um isomorfismo de semigrupos ordenados. Por este facto e pelo Lema BEI0 se u € #/(L)
entao a funcao

sV w(L) — S(I)
u + o tnico elemento de Y, (A7 (u)),

estd bem definida e é um homomorfismo de semigrupos.
Proposicao 6.11. Seja G = g%k . x € AZ — Y C B% uma conjugacdo entre sistemas

simbdlicos. Entdo g(# (X)) C #(Y) U{1}.
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Demonstragao. Os elementos de #(X) sao da forma
w = upvy urvy ug - v vy, 1>0, u; € AT v € I(X), 2V € S,

Vamos mostrar por inducao sobre | que g(w) € #(Y) U {1}. Se l = 0 entao g(w) € B* C
# (Y)U{1}. Suponhamos que I > 1. Seja w’ = upvy ujvy'ug. .. vlyfllul_l. Suponhamos que
g(w') e #(Y)U{1}. Entao

3w) = gu'vw)
= g(w') - gltar(w") v uy]
= g(w') - gltar(w’) vf - Ulyl_zk -vp ]
= g(w') - gltaw(w) of ik (vF)] - gl (vf) v}~ ik (0F)] - Glen (o) v . (6.9)
Seja (cp)n uma sucessao de inteiros positivos tais que v;™ converge para vl”l_%. Pelo Lema &g

existe um inteiro ¢ maior do que k tal que glix(vF)viix(vr)] € Z(Y). Para cada n, sejam

qn, Ty 0OS inteiros tais que ¢, = iq, +r, ¢ 0 < r, < i. Entao

glte () v ik (v5)]

gltw(0f) v o] i (of)]
(6 () 0,2 1 (0] 3 (0F))] - Gl (b (0) 0,7 )07 1 (7))

gltw (o) (W)™ i (oF)] - gltw(vf) vy i (oF))- (6.10)

Il
QI

Como i > k, temos

gltw(of) ()™ (o)) = glw (o) v ik (0f)].
Seja z um ponto de acumulagao da sucessio (g[tg(vF) vl ig(vF)]9"),. Entdo z € #/()), pois
glik(vF) vl (vF)] € Z(Y). Por [EI0) temos

glte (o) v 2R i (uf)] € 2B*. (6.11)
Como g(w') € # () U {1}, de @I e de 