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ANEIS
1. Averigtie se os seguintes conjuntos tém estrutura de anel para as operacoes indicadas:
(a) (nZ,+,x) sendo nZZ = {nzx | € 7ZZ} com n numero natural fixo, + e x adicdo e multiplicacido

usuais de numeros inteiros.

(b) (Zy,,®p,®y) sendo Z, = {0,1,...,n — 1} com n ndmero natural fixo, ®, e ®, adi¢do e multi-
plicagao mddulo n.

(¢) (Mp(K),+, x) sendo M, (K), com n nimero natural fixo, o conjunto das matrizes quadradas de
ordem n com elementos num corpo K, 4+ e x adicdo e multiplicacao usuais de matrizes.

(d) (A,+,.) sendo (A, +) um grupo abeliano e a.b = 0, para quaisquer a,b € A.

(e) (P(X),+,.) sendo P(X) o conjunto das partes de X, X # 0, A+ B= (AUB)—(ANB)e
A.B=ANB,VA B e P(X).

(f) (P(X),+,.) sendo P(X) o conjunto das partes de X, X #0, A+ B=AUB,e AB=ANB,
VA, B € P(X).
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Q\ {0}, x,+) sendo x e + a multiplicagdo e adicdo usuais de nimeros racionais.

A% @, ®) sendo A® o conjunto das aplicacdes de S em A com (4, +,.) anel e
(f ®g)(s) = f(s) +g(s),Vs € S,¥f,g € A”
(f ®g)(s) = f(s).9(s),Vs € S,Vf, g € A°.
(i) (A4, ®,®) sendo A4 o conjunto das aplicacbes de A em A com (A, +,.) anel e
(f @ g)(a) = f(a) + g(a),Ya € A,¥f, g € A

(f®9)(a) = f(g(a),Ya € A,Vf, g € A%
() (A,@,®) sendo (A,+,.) um anel com identidade que designamos por 1 e

a®b=a+b+1,VYa,be€ A,

a®b=a+b+a.b,Va,be A.

(k) (G,+,x)sendo G = {a+ib| a,b € ZZ},+ e x adi¢do e multiplicagdo usuais de nimeros complexos.
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. Sejam (A, +,.) um anel com identidade e ¢ um elemento invertivel de A. Prove as seguintes proposicoes:

O inverso de a é tnico.

(a
(b
(c
(d

a nao é um divisor de zero.

O simétrico de a é invertivel.

)
)
)
) O par (U,.) sendo U o conjunto dos elementos invertiveis de A (chamados as unidades de A) é um

3. Quais das seguintes propriedades sdo vélidas em qualquer anel A? E em qualquer anel comutativo?

(a) a™a™ = a™ " Va € A,Vm,n € N
(b) (a™)™ = a™",Va € A,Vm,n € N
(c) (ab)™ = a™b™,Va,b e A,Ym € N

4. Seja A um anel com identidade 1 e nao tendo divisores de zero. Para a,b € A verifique que:

(a) ab=1se e s6seba=1.

(b) Sea’=1entdooua=1oua=—1.

5. Indique os divisores de zero de Zg.
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Prove que a € 7Z,,\{0} é divisor de zero se e s6 se m.d.c.(a,n) # 1.
Prove que 7Z,, é um corpo se e sé se n é primo.

Sejam a e b dois elementos de um anel R com identidade. Se n € Z" e a e b comutam, deduza a
expressao binomial

(@+b)"=> Cpa™'h
=0

onde

Sendo A um anel e a € A\ {0}, prove que
(ab=ac=b=c) A (ba =ca= b=c) < anido éum divisor de zero.
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Um elemento a de um anel R diz-se idempotente se a® = a e nilpotente se a” = (0 para algum n € IN.

Mostre que:

(a) Um elemento idempotente diferente de zero ndo pode ser nilpotente.

(b) Qualquer elemento nilpotente diferente de zero é um divisor de zero.
Considere o produto cartesiano de dois anéis R e .S, com as seguintes operagdes:
(r1,81) + (r2,82) = (r1 + 12,51 + 52)

(r1,51).(re,89) = (1172, 8182), (r1,s1),(re,82) € R x S.

Prove que R x S, com estas operacoes, é um anel.

Chama-se centro de um anel A ao conjunto {z € A | za = az,Va € A}. Mostre que o centro de A é um
subanel do anel A. Serd um ideal?

Mostre que:

(a) Vn € N, nZ é um ideal de Z;

(b) ZZ é um subanel, mas ndo é um ideal de Q.
Averigie quais dos seguintes conjuntos sdo subanéis dos anéis indicados:

(a) O conjunto dos inteiros pares em (Z, +, X);
(

diferente da identidade de (Z x 7, +,.).
(b) Prove que ZZ x {0} é um dominio de integridade.

Prove que a interseccao de qualquer familia de subanéis (resp., ideais) de um anel A é um subanel (resp.,
ideal) de A.

(a) Qual é o menor subanel de Z que contém o 37

(b) Qual é o menor subanel de R que contém o £?
Seja A um anel. Dados dois ideais I e J de A, considere o conjunto I +J ={a+b:a€lebe J}.

(a) Mostre que I + .J é um ideal de A.
(b) Prove que se N é um subanel de A que contém I e J, entdo N contém I + J.

Determine os ideais do anel 7Z,, para

(a) n=4; (b) n = 11; (c) n=12; (d) n = 16.
Considere o conjunto M,,(Z) das matrizes n X n com elementos inteiros.

(a) Verifique que M,,(Z) é um anel para as operagoes usuais de adicdo e multiplicacdo de matrizes.
(b) Prove que P = {[ai;] € Mp(Z) | a;; é par } é um ideal do anel M, (ZZ).



