
Departamento de Matem�atica da Universidade de Coimbra
Ano lectivo 2000=01 �ALGEBRA II Folha 1

AN�EIS
1. Averig�ue se os seguintes conjuntos têm estrutura de anel para as opera�c~oes indicadas:

(a) (nZZ;+;�) sendo nZZ = fnx j x 2 ZZg com n n�umero natural �xo, + e � adi�c~ao e multiplica�c~ao
usuais de n�umeros inteiros.

(b) (ZZn;�n;
n) sendo Zn = f0; 1; : : : ; n � 1g com n n�umero natural �xo, �n e 
n adi�c~ao e multi-
plica�c~ao m�odulo n.

(c) (Mn(IK);+;�) sendo Mn(IK), com n n�umero natural �xo, o conjunto das matrizes quadradas de
ordem n com elementos num corpo IK, + e � adi�c~ao e multiplica�c~ao usuais de matrizes.

(d) (A;+; :) sendo (A;+) um grupo abeliano e a:b = 0, para quaisquer a; b 2 A.
(e) (P(X);+; :) sendo P(X) o conjunto das partes de X, X 6= ;, A + B = (A [ B) � (A \ B) e

A:B = A \B, 8A;B 2 P(X).
(f) (P(X);+; :) sendo P(X) o conjunto das partes de X, X 6= ;, A + B = A [ B, e A:B = A \ B,

8A;B 2 P(X).
(g) (Q n f0g;�;+) sendo � e + a multiplica�c~ao e adi�c~ao usuais de n�umeros racionais.
(h) (AS ;�;
) sendo AS o conjunto das aplica�c~oes de S em A com (A;+; :) anel e

(f � g)(s) = f(s) + g(s); 8s 2 S; 8f; g 2 AS
(f 
 g)(s) = f(s):g(s); 8s 2 S; 8f; g 2 AS :

(i) (AA;�;
) sendo AA o conjunto das aplica�c~oes de A em A com (A;+; :) anel e
(f � g)(a) = f(a) + g(a); 8a 2 A;8f; g 2 AA
(f 
 g)(a) = f(g(a)); 8a 2 A; 8f; g 2 AA:

(j) (A;�;
) sendo (A;+; :) um anel com identidade que designamos por 1 e
a� b = a+ b+ 1; 8a; b 2 A;
a
 b = a+ b+ a:b; 8a; b 2 A:

(k) (G;+;�) sendo G = fa+ib j a; b 2 ZZg;+ e � adi�c~ao e multiplica�c~ao usuais de n�umeros complexos.
2. Sejam (A;+; :) um anel com identidade e a um elemento invert��vel de A. Prove as seguintes proposi�c~oes:

(a) O inverso de a �e �unico.
(b) a n~ao �e um divisor de zero.
(c) O sim�etrico de a �e invert��vel.
(d) O par (U ; :) sendo U o conjunto dos elementos invert��veis de A (chamados as unidades de A) �e um

grupo.
3. Quais das seguintes propriedades s~ao v�alidas em qualquer anel A? E em qualquer anel comutativo?

(a) aman = am+n;8a 2 A; 8m;n 2 IN
(b) (am)n = amn; 8a 2 A; 8m;n 2 IN
(c) (ab)m = ambm; 8a; b 2 A; 8m 2 IN

4. Seja A um anel com identidade 1 e n~ao tendo divisores de zero. Para a; b 2 A veri�que que:
(a) ab = 1 se e s�o se ba = 1.
(b) Se a2 = 1 ent~ao ou a = 1 ou a = �1.

5. Indique os divisores de zero de ZZ9.



6. Prove que a 2 ZZnnf0g �e divisor de zero se e s�o se m:d:c:(a; n) 6= 1.
7. Prove que ZZn �e um corpo se e s�o se n �e primo.
8. Sejam a e b dois elementos de um anel R com identidade. Se n 2 ZZ+ e a e b comutam, deduza a

express~ao binomial
(a+ b)n =

nX
i=0

Cni an�ibi

onde
Cni = n!

i!(n� i)! :
9. Sendo A um anel e a 2 A n f0g, prove que

(ab = ac) b = c) ^ (ba = ca) b = c), a n~ao �e um divisor de zero.
10. Um elemento a de um anel R diz-se idempotente se a2 = a e nilpotente se an = 0 para algum n 2 IN.

Mostre que:
(a) Um elemento idempotente diferente de zero n~ao pode ser nilpotente.
(b) Qualquer elemento nilpotente diferente de zero �e um divisor de zero.

11. Considere o produto cartesiano de dois an�eis R e S, com as seguintes opera�c~oes:
(r1; s1) + (r2; s2) = (r1 + r2; s1 + s2)

(r1; s1):(r2; s2) = (r1r2; s1s2); (r1; s1); (r2; s2) 2 R� S:
Prove que R� S, com estas opera�c~oes, �e um anel.

12. Chama-se centro de um anel A ao conjunto fx 2 A j xa = ax;8a 2 Ag: Mostre que o centro de A �e um
subanel do anel A. Ser�a um ideal?

13. Mostre que:
(a) 8n 2 IN, nZZ �e um ideal de ZZ;
(b) ZZ �e um subanel, mas n~ao �e um ideal de Q.

14. Averig�ue quais dos seguintes conjuntos s~ao suban�eis dos an�eis indicados:
(a) O conjunto dos inteiros pares em (ZZ;+;�);
(b) O conjunto dos inteiros ��mpares em (ZZ;+;�);
(c) O conjunto dos n�umeros reais de forma a+ bp2, com a; b 2 ZZ, em (IR;+;�);
(d) O conjunto dos n�umeros complexos da forma ib, com b 2 IR, em (C;+;�).

15. (a) Prove que ZZ�f0g �e um subanel de (ZZ�ZZ;+; :) (ver o exerc��cio 137) e que ZZ�f0g tem identidade
diferente da identidade de (ZZ� ZZ;+; :).

(b) Prove que ZZ� f0g �e um dom��nio de integridade.
16. Prove que a intersec�c~ao de qualquer fam��lia de suban�eis (resp., ideais) de um anel A �e um subanel (resp.,

ideal) de A.
17. (a) Qual �e o menor subanel de ZZ que cont�em o 3?

(b) Qual �e o menor subanel de IR que cont�em o 12?
18. Seja A um anel. Dados dois ideais I e J de A, considere o conjunto I + J = fa+ b : a 2 I e b 2 Jg:

(a) Mostre que I + J �e um ideal de A.
(b) Prove que se N �e um subanel de A que cont�em I e J , ent~ao N cont�em I + J .

19. Determine os ideais do anel ZZn para

(a) n = 4; (b) n = 11; (c) n = 12; (d) n = 16.
20. Considere o conjunto Mn(ZZ) das matrizes n� n com elementos inteiros.

(a) Veri�que que Mn(ZZ) �e um anel para as opera�c~oes usuais de adi�c~ao e multiplica�c~ao de matrizes.
(b) Prove que P = f[aij ] 2Mn(ZZ) j aij �e par g �e um ideal do anel Mn(ZZ).


