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21. Seja (A, +,.) um anel.
(a) Suponha que existe a € A — {0} tal que a nio é divisor de zero e, além disso, a*

k € IN — {1}. Prove que o anel A tem identidade.

= a para algum

(b) Suponha que I e .J sdo ideais de A tais que I N .J = {0}. Mostre que, quaisquer que sejam z € I e
y € J, verifica-se xy = 0.

22. Averigie quais das seguintes aplicacoes sdo homomorfismos de anéis.

f: 4L — UL
(a) a — da
(b) f: 7L — Z,
a +—— resto da divisao de a por n
() I G — 7Z

a+ib — a®>+0b* sendo G o anel dos inteiros de Gauss.

23. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Prove que se I é um ideal de A entdo f(I) é um ideal de

£(4).
24. Seja R um anel e f um endomorfismo de R. Mostre que S = {a € R | f(a) = a} é um subanel de R.
25. Sejam A e A’ anéis isomorfos. Prove que:

(a) A tem identidade se e s6 se A’ tem identidade.

(b) A é comutativo se e s6 se A’ é comutativo.

(c) A nédo tem divisores de zero se e s6 se A’ ndo tem divisores de zero.

26. Considere os seguintes subanéis de IR:
R={a+b0/2 | a,bcQ} e S={a+0/3 | abecQ}.
Verifique que 6 : R — S definida por 8(a + bv/2) = a + bv/3 nio é um isomorfismo de anéis.

27. (a) Sejam Re S dois anéis com identidade, respectivamente, e; e es, isomorfos. Prove que se 22 = e; +e;
tem uma solucdo em R, entdo 22 = ey + e» tem uma solucdo em S.

(b) Verifique que #? = 2 tem uma solugio no anel R do exercicio anterior.

(c) Mostre que os anéis R e S do exercicio anterior ndo sdo isomorfos.

28. Seja f um homomorfismo de um dominio de integridade D num dominio de integridade S. Prove que

f(D) ={0} ou f(1p) = 1s.
29. Seja f : R — R’ um homomorfismo sobrejectivo de anéis. Prove que:
(a) f(Z(R)) C Z(R') sendo Z(R) e Z(R'), respectivamente, o centro de R e de R'.
(b) Se R é um anel comutativo com identidade em que todo o ideal é principal, também R’ o é.
(¢) Se o elemento a € IR é nilpotente, entdo a sua imagem f(a) é nilpotente.
30. Considere o anel Z dos nimeros inteiros.
(a) Prove que o ideal gerado por p € IN'\ {1} é um ideal primo se e s6 se p é um nimero primo.
(b) Determine o ideal gerado por {a,b} C N, com m.d.c.(a,b) = 1.

A={% € Q|m.d.c.(m,n)=1en éimpar},
31. Sejam
B={" € Q|m.d.c.(m,n) =1,néimpar e m é par}.

Prove que:
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45.

(a) A é um anel para as operacoes usuais de adi¢do e multiplicagdo de nimeros racionais.

(b) B é um ideal maximal de A.
Considere o anel A definido no exercicio anterior.Mostre que:
(a) Se I # {0} é um ideal de A, entdo NN T # ().

(b) A é um dominio de ideais principais.

Seja D um dominio de ideais principais. Prove que se I é um ideal primo de D, I # {0}, entdo I é um
ideal maximal de D.

Considere os ideais < 2 >, < 4 >, < 5 > do anel Z. Determine o anel quociente respectivo e diga se é
um corpo.

Seja A um anel com identidade e # 0, no qual todo o subanel é um ideal. Prove que A é isomorfo a 7
ou A é isomorfo a Z,, para algum n € IN.

Seja f um homomorfismo nao nulo de um anel comutativo A num dominio de integridade D. Prove que
Nuc f é um ideal primo de A.

Sejam D um dominio de integridade e a e b elementos de D. Mostre que < ab >C< a > e indique uma
condicao necessaria e suficiente para que < ab >=< a >.

Determine o produto dos polindmios f e g do anel A[z], sendo
f=22"4+1,g=22"+1e A="7y;
f=222+22-2,9g=3z—3e A=

f=222 42 +3, g=4x—5e A=Zs.

(a)
(b)
(c)
(a) Sejam D um dominio de integridade e f um elemento ndo nulo de D[z]. Prove que f é invertivel
se e s6 se gr(f) = 0 e f for invertivel considerado como elemento de D. Conclua que se K for um

corpo, entdo os dnicos elementos invertiveis de K[z] sdo os polinémios de grau zero.

(b) O resultado da alinea anterior é valido se D for um anel comutativo qualquer?
Sendo f e g elementos de KJ[z], determine o quociente e o resto da divisdo de f por g , para
(a) f=at+42° +4,g=22ce K= Q;

b) f=a*+22> —2+2,g=0+2e K =Zs;

() f=a"—4a®+2®-32+5,9g=223-2e K =Zy.
Averigte se os ideais < z > e < 2,2 > do dominio Z[z] sdo (a) primos; (b) maximais.
Determine o corpo dos quocientes

(a) do anel dos inteiros pares;

(b) do anel dos inteiros de Gauss;

(c) do anel Zs[x].
Sejam A um anel comutativo e a um elemento fixo de A. Considere a aplicacdo

bo: Alz] — A
fo— [

denotando por f(a) o valor da fungéo polinomial associada a f no ponto a.

(a) Mostre que ¢, é um homomorfismo de anéis.

(b) Determine o ntcleo de ¢,.

Prove que sao dominios euclidianos:

(a) Z; (b) qualquer corpo; (c) o dominio G dos inteiros de Gauss.

Mostre que g(a) = |a|] ndo é uma funcdo euclidiana no corpo (Q, +,-).



