
Departamento de Matem�atica da Universidade de Coimbra

Ano lectivo 2000=01 �ALGEBRA II Folha 2

21. Seja (A;+; :) um anel.

(a) Suponha que existe a 2 A � f0g tal que a n~ao �e divisor de zero e, al�em disso, ak = a para algum
k 2 IN� f1g. Prove que o anel A tem identidade.

(b) Suponha que I e J s~ao ideais de A tais que I \ J = f0g. Mostre que, quaisquer que sejam x 2 I e
y 2 J , veri�ca-se xy = 0.

22. Averig�ue quais das seguintes aplica�c~oes s~ao homomor�smos de an�eis.

(a) f : ZZ �! ZZ
a 7�! 5a

(b) f : ZZ �! ZZn
a 7�! resto da divis~ao de a por n

(c) f : G �! ZZ
a+ ib 7�! a2 + b2; sendo G o anel dos inteiros de Gauss.

23. Seja f : A �! B um homomor�smo de an�eis. Prove que se I �e um ideal de A ent~ao f(I) �e um ideal de
f(A).

24. Seja R um anel e f um endomor�smo de R. Mostre que S = fa 2 R j f(a) = ag �e um subanel de R.

25. Sejam A e A0 an�eis isomorfos. Prove que:

(a) A tem identidade se e s�o se A0 tem identidade.
(b) A �e comutativo se e s�o se A0 �e comutativo.
(c) A n~ao tem divisores de zero se e s�o se A0 n~ao tem divisores de zero.

26. Considere os seguintes suban�eis de IR:

R = fa+ b
p
2 j a; b 2 Qg e S = fa+ b

p
3 j a; b 2 Qg:

Veri�que que � : R �! S de�nida por �(a+ bp2) = a+ bp3 n~ao �e um isomor�smo de an�eis.

27. (a) SejamR e S dois an�eis com identidade, respectivamente, e1 e e2, isomorfos. Prove que se x2 = e1+e1
tem uma solu�c~ao em R, ent~ao x2 = e2 + e2 tem uma solu�c~ao em S.

(b) Veri�que que x2 = 2 tem uma solu�c~ao no anel R do exerc��cio anterior.
(c) Mostre que os an�eis R e S do exerc��cio anterior n~ao s~ao isomorfos.

28. Seja f um homomor�smo de um dom��nio de integridade D num dom��nio de integridade S. Prove que
f(D) = f0g ou f(1D) = 1S .

29. Seja f : R �! R0 um homomor�smo sobrejectivo de an�eis. Prove que:

(a) f(Z(R)) � Z(R0) sendo Z(R) e Z(R0), respectivamente, o centro de R e de R0.
(b) Se R �e um anel comutativo com identidade em que todo o ideal �e principal, tamb�em R0 o �e.
(c) Se o elemento a 2 IR �e nilpotente, ent~ao a sua imagem f(a) �e nilpotente.

30. Considere o anel ZZ dos n�umeros inteiros.

(a) Prove que o ideal gerado por p 2 IN n f1g �e um ideal primo se e s�o se p �e um n�umero primo.
(b) Determine o ideal gerado por fa; bg � IN, com m:d:c:(a; b) = 1.

31. Sejam
A = fm

n
2 Q j m:d:c:(m;n) = 1 e n �e ��mparg,

B = fm
n
2 Q j m:d:c:(m;n) = 1; n �e ��mpar e m �e parg:

Prove que:



(a) A �e um anel para as opera�c~oes usuais de adi�c~ao e multiplica�c~ao de n�umeros racionais.
(b) B �e um ideal maximal de A.

32. Considere o anel A de�nido no exerc��cio anterior.Mostre que:
(a) Se I 6= f0g �e um ideal de A, ent~ao IN \ I 6= ;.
(b) A �e um dom��nio de ideais principais.

33. Seja D um dom��nio de ideais principais. Prove que se I �e um ideal primo de D, I 6= f0g, ent~ao I �e um
ideal maximal de D.

34. Considere os ideais < 2 >;< 4 >;< 5 > do anel ZZ. Determine o anel quociente respectivo e diga se �e
um corpo.

35. Seja A um anel com identidade e 6= 0, no qual todo o subanel �e um ideal. Prove que A �e isomorfo a ZZ
ou A �e isomorfo a ZZn, para algum n 2 IN.

36. Seja f um homomor�smo n~ao nulo de um anel comutativo A num dom��nio de integridade D. Prove que
Nuc f �e um ideal primo de A:

37. Sejam D um dom��nio de integridade e a e b elementos de D. Mostre que < ab >�< a > e indique uma
condi�c~ao necess�aria e su�ciente para que < ab >=< a >.

38. Determine o produto dos polin�omios f e g do anel A[x], sendo
(a) f = 2x5 + 1, g = 2x5 + 1 e A = ZZ4;
(b) f = 2x2 + 2x� 2, g = 3x� 3 e A = ZZ6;
(c) f = 2x2 � 4x+ 3, g = 4x� 5 e A = ZZ8.

39. (a) Sejam D um dom��nio de integridade e f um elemento n~ao nulo de D[x]. Prove que f �e invert��vel
se e s�o se gr(f) = 0 e f for invert��vel considerado como elemento de D. Conclua que se IK for um
corpo, ent~ao os �unicos elementos invert��veis de IK[x] s~ao os polin�omios de grau zero.

(b) O resultado da al��nea anterior �e v�alido se D for um anel comutativo qualquer?
40. Sendo f e g elementos de IK[x], determine o quociente e o resto da divis~ao de f por g , para

(a) f = x4 + 4x2 + 4, g = x2 e IK = Q;
(b) f = x3 + 2x2 � x+ 2, g = x+ 2 e IK = ZZ3;
(c) f = x7 � 4x6 + x3 � 3x+ 5, g = 2x3 � 2 e IK = ZZ7.

41. Averig�ue se os ideais < x > e < 2; x > do dom��nio ZZ[x] s~ao (a) primos; (b) maximais.
42. Determine o corpo dos quocientes

(a) do anel dos inteiros pares;
(b) do anel dos inteiros de Gauss;
(c) do anel ZZ2[x].

43. Sejam A um anel comutativo e a um elemento �xo de A. Considere a aplica�c~ao
�a : A[x] �! A

f 7�! f(a) ;

denotando por f(a) o valor da fun�c~ao polinomial associada a f no ponto a:
(a) Mostre que �a �e um homomor�smo de an�eis.
(b) Determine o n�ucleo de �a.

44. Prove que s~ao dom��nios euclidianos:
(a) ZZ; (b) qualquer corpo; (c) o dom��nio G dos inteiros de Gauss.

45. Mostre que g(a) = jaj n~ao �e uma fun�c~ao euclidiana no corpo (Q;+; �).


