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Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra

Ano lectivo 2000/01 ALGEBRA II Folha 4

Sejam F' um corpo de caracteristica p # 0 e a um elemento ndo nulo de F. Prove que n é um nimero
inteiro positivo tal que na = 0 se e s6 se n é um maultiplo de p.

Seja F' um corpo de caracteristica p # 0. Prove que a aplicacdo Il : F' — F, definida por II(z) = zP para
qualquer z € F', é um homomorfismo.

Sejam a, b, ¢y, ca,. .., c, elementos de um corpo de caracteristica p # 0. Prove que:
(a) (a +D)P" =a?" +b*"; (b) (@ —b)P" =a?" — ", () (e14+eca+...+ep)P =) +ch+ ...+ k.
Averigte se os seguintes anéis quociente sdo corpos e, nos casos afirmativos, determine os elementos que os

constituem e a sua caracteristica:
(a) Z[i]) <1—1i>; (b) Z[i]/ < 2+ >; (0)Z[i]] < 5 >;
(d) Zs[x]] < 2* + 4 >; (e) Q[x]/ < 2® —2 >; f) R[z]/ < ® +1>.

Resolva os seguintes sistemas de equacoes lineares:

20 +3y=1 ) T4y = —i . .
(a) { Az 45y =3 sobre Zrz; (b) { i —y =2 sobre ZZ[i]/(2 + i).

Qual a sua opinido a respeito da seguinte afirmacao: No corpo Zy;, 4 + 6 = 3 e, portanto, o produto dos

polinémios z* e 2® em Z[z] é igual a 3.

Indique, a menos de associados, todos os divisores de z* — 1 em IR[x].

Sejam F7, F», F3 trés corpos tais que F; C Fy C F3 e 8 € F3. Verifique que se 8 é algébrico sobre F; entao
é algébrico sobre F». Mostre que a proposicio reciproca é falsa.

Sejam F; um subcorpo de um corpo F e a, 8 elementos de F. Prove que Fi(a, ) = Fi(a)(8). Generalize
para o caso de n elementos a;,...,q, € F.

Sejam Fj; um subcorpo de um corpo F e a um elemento de F'. Prove que:

(a) se a é algébrico sobre Fy, o mesmo sucede a a + ¢ e a ca, qualquer que seja ¢ € Fy;

(b) se a é algébrico sobre Fy, o mesmo sucede a a® e reciprocamente.

Conclua que C é uma extensao algébrica de R.

Averigtie quais dos seguintes elementos sdo algébricos ou transcendentes sobre o corpo Q:
(a) V7 (b) V2 (c) m? (d)e+3 (e) 1 +1.
Sejam F; um subcorpo de um corpo F' e @ um elemento de F'. Prove que se « é algébrico sobre F; entao
F,(a) = Fi[a], justificando pormenorizadamente os seguintes passos:
(a) Fi[a] é um dominio de integridade.
(b) Sendo f(a) um elemento nao nulo de Fj[a] e m o polindmio minimo de a sobre Fi, entdo
i. f nao é multiplo de m;
ii. existem t,s € Fi[z] tais que tf + sm = 1,
iii. t(a).f(a) =1.
(¢) Fi[a] é um corpo.
Determine o inverso de cada um dos seguintes elementos nas extensoes simples Q(«) indicadas:
(a) 1 — 2a+ 3a?, com « raiz do polinémio z* — z + 1;
(b) —a? + 2a — 3, com « = V/2;
(c) a+1ea®—6a+8, coma#0 tal que a* — 6a® 4+ 9a> + 3a = 0.

Sejam F' e E dois corpos tais que F' C E. Sabendo que, se a, f € E sao elementos algébricos sobre F,
[F(a, ) : F] é finita, prove que os elementos de E algébricos sobre F' formam um subcorpo de E.

Seja F' uma extensao dum corpo F; e a € F um elemento algébrico de grau n sobre Fj. Prove que todo
o elemento de Fj(«) se pode exprimir de modo tnico na forma ag + aya + - -+ + ap_10"" ! com a; € Fy
(t=0,...,n—1).
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Exprima na forma referida no exercicio anterior os seguintes elementos das extensdes algébricas Q(«)
indicadas:

(a) a*, a?, a® e @® —a' + 2, com a raiz do polinémio z* — 622 + 9z + 3.

(b) (@® +2)(e® + 3a), a*(a* +3a® + T+ 5) e 2, sendo a uma solucdo da equagao z° + 2z + 2 = 0.

Determine o polinémio minimo sobre @ dos seguintes elementos:
(a) 2++/3 (b) 62 — 1, com 63 = 26 + 2 (c) 8> + 6, com 6% = —302 + 3.

Prove que v7 ¢ Q(V3), i € Q(v5) e V5 ¢ Q(0).
Seja F' uma extensao finita de F;. Prove que:

(a) se [F': Fy] é um nimero primo, entdo F' é uma extensdo simples de Fi;

(b) se 8 € F, entdo o grau de € é um divisor de [F : Fi]; conclua que se tem F = F(6) se e 86 se o grau
de 6 coincidir com [F': Fi];

(c) se f € Fi[z] é irredutivel em Fj[z] e o grau de f é um ndimero primo com [F' : F}] e maior do que 1,
entdo f ndo tem raizes em F.
Sejam F,Fy e Fy corpos com F C F;, para i = 1,2. Se F} e F» sdo extensoes finitas de F tais que [F} : F]
e [Fy : F sdo primos entre si, entdo F; N Fy = F.
Determine o grau sobre Q e uma base de cada uma das seguintes extensoes de Q:
(a) Q(V3,1); (b) Q(V18, V2); (©) Q(V3,v2); (d) Q(V/2,9), com 6" + 60 +2 = 0;
(e) Q(\/7,6), com 6° 4+ 3 = 0; f) Q(a,8),coma® —a+1=0e B2 -3 =1.

Determine o grau e uma base da extensdo Q(y/7) de Q(m).

Sejam o® = 2, w uma raiz ctbica da unidade e f = w.a. Determine a dimensdo e uma base de Q(c,3)
sobre Q.

Mostre que z2 + 1 é irredutivel sobre Zs. Sendo u uma raiz deste polinémio determine o nimero de
elementos de Zs(u) e as tabelas de adigdo e multiplicacao.

Averigte se os seguintes polinémios sio irredutiveis sobre o corpo indicado:
(a) z2 4+ 2 sobre Q(v/5)  (b) #? — 2z + 2 sobre Q(v/=3)  (c) 2® — 3z + 3 sobre Q(v/2).

Determine para quais dos seguintes polinémios f € F[z] existem extensdes F(«) tais que f é o polinémio
minimo de a:

(a) 22 —4, F=Q; (b) 23 +x+2, F =17Zs; (c)z?+1, F=1Zs.

Para cada uma das expressoes de Q indicadas averigie se 6 gera a mesma extensio:

(a)8=2+V4, Q(V2); MO=vV2+V3, QW2); ()f=uv’>+u+1, Qu), com u>+5u—5=0.
Considere o polinémio f = 2® —z + 1 € Q[z]. Seja a uma raiz de f.

(a) Determine o inverso de @ + 1 em Q(«), escrevendo-o como polinémio em « de coeficientes racionais.

(b) Considere u = a® + 1. As extensdes Q(u) e Q(«) coincidem?

Determine
(a) o inverso de 2 + v/4 em Q(V/2);
(b) a dimensdo e uma base da extensio Q(v/2,a) sobre Q, onde 3a® + 7a? = 14a — 56.

. Determine a dimensao e uma base da extensao Q(\ﬁ, 6) sendo # uma raiz do polinémio z3 + 222 + 2z — 4

tal que [Q(F) : Q] > 1.

. . ~ . 7 . ¢ . 2 .
. Seja 6 uma raiz ndo nula do polinémio &* — 2% + 2? — 2z € Q[z]. Determine 75 e exprima o resultado

como combinagdo linear dos elementos duma base do espago vectorial Q(6) sobre Q.
. Considere Zs (), sendo a? + 3 = 0, e determine:

(a) a expressdo geral dos elementos desse corpo e o seu cardinal;
(b) o polinémio minimo de f = « + 1;

(¢) o inverso de 8.



