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70. Sejam F um corpo de caracter��stica p 6= 0 e a um elemento n~ao nulo de F . Prove que n �e um n�umerointeiro positivo tal que na = 0 se e s�o se n �e um m�ultiplo de p.
71. Seja F um corpo de caracter��stica p 6= 0. Prove que a aplica�c~ao � : F ! F; de�nida por �(x) = xp paraqualquer x 2 F , �e um homomor�smo.
72. Sejam a; b; c1; c2; : : : ; cn elementos de um corpo de caracter��stica p 6= 0. Prove que:

(a) (a+ b)pn = apn + bpn ; (b) (a� b)pn = apn � bpn ; (c) (c1 + c2 + : : :+ cn)p = cp1 + cp2 + : : :+ cpn.
73. Averig�ue se os seguintes an�eis quociente s~ao corpos e, nos casos a�rmativos, determine os elementos que osconstituem e a sua caracter��stica:

(a) ZZ[i]= < 1� i >; (b) ZZ[i]= < 2 + i >; (c)ZZ[i]= < 5 >;
(d) ZZ5[x]= < x2 + 4 >; (e) Q[x]= < x3 � 2 >; (f) IR[x]= < x2 + 1 >.

74. Resolva os seguintes sistemas de equa�c~oes lineares:
(a) � 2x+ 3y = 14x+ 5y = 3 sobre ZZ7; (b) � x+ iy = �iix� y = 2 sobre ZZ[i]=(2 + i).

75. Qual a sua opini~ao a respeito da seguinte a�rma�c~ao: No corpo ZZ7, 4 + 6 = 3 e, portanto, o produto dospolin�omios x4 e x6 em ZZ7[x] �e igual a x3.
76. Indique, a menos de associados, todos os divisores de x4 � 1 em IR[x].
77. Sejam F1; F2; F3 três corpos tais que F1 � F2 � F3 e � 2 F3. Veri�que que se � �e alg�ebrico sobre F1 ent~ao�e alg�ebrico sobre F2. Mostre que a proposi�c~ao rec��proca �e falsa.
78. Sejam F1 um subcorpo de um corpo F e �; � elementos de F . Prove que F1(�; �) = F1(�)(�): Generalizepara o caso de n elementos �1; : : : ; �n 2 F .
79. Sejam F1 um subcorpo de um corpo F e � um elemento de F . Prove que:

(a) se � �e alg�ebrico sobre F1, o mesmo sucede a �+ c e a c�, qualquer que seja c 2 F1;(b) se � �e alg�ebrico sobre F1, o mesmo sucede a �2 e reciprocamente.
Conclua que C �e uma extens~ao alg�ebrica de IR.

80. Averig�ue quais dos seguintes elementos s~ao alg�ebricos ou transcendentes sobre o corpo Q:
(a) p7 (b) 3

p2 (c) �2 (d) e+ 3 (e) 1 + i.
81. Sejam F1 um subcorpo de um corpo F e � um elemento de F . Prove que se � �e alg�ebrico sobre F1 ent~aoF1(�) = F1[�], justi�cando pormenorizadamente os seguintes passos:

(a) F1[�] �e um dom��nio de integridade.(b) Sendo f(�) um elemento n~ao nulo de F1[�] e m o polin�omio m��nimo de � sobre F1, ent~aoi. f n~ao �e m�ultiplo de m;ii. existem t; s 2 F1[x] tais que tf + sm = 1;iii. t(�):f(�) = 1.(c) F1[�] �e um corpo.
82. Determine o inverso de cada um dos seguintes elementos nas extens~oes simples Q(�) indicadas:

(a) 1� 2�+ 3�2, com � raiz do polin�omio x3 � x+ 1;
(b) ��2 + 2�� 3, com � = 3

p2;
(c) �+ 1 e �2 � 6�+ 8, com � 6= 0 tal que �4 � 6�3 + 9�2 + 3� = 0:

83. Sejam F e E dois corpos tais que F � E: Sabendo que, se �; � 2 E s~ao elementos alg�ebricos sobre F;[F (�; �) : F ] �e �nita, prove que os elementos de E alg�ebricos sobre F formam um subcorpo de E:
84. Seja F uma extens~ao dum corpo F1 e � 2 F um elemento alg�ebrico de grau n sobre F1. Prove que todoo elemento de F1(�) se pode exprimir de modo �unico na forma a0 + a1� + � � � + an�1�n�1 com ai 2 F1(i = 0; :::; n� 1).



85. Exprima na forma referida no exerc��cio anterior os seguintes elementos das extens~oes alg�ebricas Q(�)indicadas:
(a) �4, �2, �5 e �5 � �4 + 2, com � ra��z do polin�omio x3 � 6x2 + 9x+ 3.(b) (�3 + 2)(�3 + 3�), �4(�4 + 3�2 + 7�+ 5) e �+2�2+3 , sendo � uma solu�c~ao da equa�c~ao x5 + 2x+ 2 = 0.

86. Determine o polin�omio m��nimo sobre Q dos seguintes elementos:
(a) 2 +p3 (b) �2 � 1, com �3 = 2� + 2 (c) �2 + �, com �3 = �3�2 + 3.

87. Prove que p7 62 Q(p3); i 62 Q(p5) e p5 62 Q(i).
88. Seja F uma extens~ao �nita de F1. Prove que:

(a) se [F : F1] �e um n�umero primo, ent~ao F �e uma extens~ao simples de F1;(b) se � 2 F , ent~ao o grau de � �e um divisor de [F : F1]; conclua que se tem F = F1(�) se e s�o se o graude � coincidir com [F : F1];(c) se f 2 F1[x] �e irredut��vel em F1[x] e o grau de f �e um n�umero primo com [F : F1] e maior do que 1,ent~ao f n~ao tem ra��zes em F .
89. Sejam F ,F1 e F2 corpos com F � Fi, para i = 1; 2. Se F1 e F2 s~ao extens~oes �nitas de F tais que [F1 : F ]e [F2 : F ] s~ao primos entre si, ent~ao F1 \ F2 = F .
90. Determine o grau sobre Q e uma base de cada uma das seguintes extens~oes de Q:

(a) Q(p3; i); (b) Q(p18; 4
p2); (c) Q(p3;p2); (d) Q( 3

p2; �), com �4 + 6� + 2 = 0;
(e) Q(p7; �), com �3 + 3 = 0; (f) Q(�; �), com �3 � �+ 1 = 0 e �2 � � = 1.

91. Determine o grau e uma base da extens~ao Q(p�) de Q(�).
92. Sejam �3 = 2, w uma raiz c�ubica da unidade e � = w:�. Determine a dimens~ao e uma base de Q(�; �)sobre Q.
93. Mostre que x2 + 1 �e irredut��vel sobre ZZ3. Sendo u uma ra��z deste polin�omio determine o n�umero deelementos de ZZ3(u) e as tabelas de adi�c~ao e multiplica�c~ao.
94. Averig�ue se os seguintes polin�omios s~ao irredut��veis sobre o corpo indicado:

(a) x2 + 2 sobre Q(p5) (b) x2 � 2x+ 2 sobre Q(p�3) (c) x3 � 3x+ 3 sobre Q( 4
p2).

95. Determine para quais dos seguintes polin�omios f 2 F [x] existem extens~oes F (�) tais que f �e o polin�omiom��nimo de �:
(a) x2 � 4; F = Q; (b) x3 + x+ 2; F = ZZ3; (c) x2 + 1; F = ZZ5.

96. Para cada uma das express~oes de Q indicadas averig�ue se � gera a mesma extens~ao:
(a) � = 2 + 3

p4; Q( 3
p2); (b) � = p2 +p3; Q(p2); (c)� = u2 + u+ 1; Q(u), com u2 + 5u� 5 = 0.

97. Considere o polin�omio f = x3 � x+ 1 2 Q[x]. Seja � uma raiz de f .
(a) Determine o inverso de �+ 1 em Q(�), escrevendo-o como polin�omio em � de coe�cientes racionais.(b) Considere u = �2 + 1. As extens~oes Q(u) e Q(�) coincidem?

98. Determine
(a) o inverso de 2 + 3

p4 em Q( 3
p2);

(b) a dimens~ao e uma base da extens~ao Q(p2; �) sobre Q, onde 3�3 + 7�2 = 14�� 56.
99. Determine a dimens~ao e uma base da extens~ao Q(p7; �) sendo � uma raiz do polin�omio x3 + 2x2 + 2x� 4tal que [Q(�) : Q] > 1.
100. Seja � uma raiz n~ao nula do polin�omio x4 � x3 + x2 � 2x 2 Q[x]. Determine �2�2+1 e exprima o resultadocomo combina�c~ao linear dos elementos duma base do espa�co vectorial Q(�) sobre Q.
101. Considere ZZ5(�), sendo �2 + 3 = 0, e determine:

(a) a express~ao geral dos elementos desse corpo e o seu cardinal;(b) o polin�omio m��nimo de � = �+ 1;(c) o inverso de �.


