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Desigualdades de Holder e Minkowski

1. Representa-se por Ej(gn), 1 < p < 00, 0 espago linear IR” (ou C") munido da norma:
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(a) Seja 1 <p<oo,ep oseu conjugado, i.e., %—i—}%:l (pP=ccsep=1;p =1sep=o0).
Mostre que:
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Sugestao: Se p =1 ou p = 00, a desigualdade é evidente. Seja entdo 1 < p < oc.

i. Se a =0 ou b =0 a conclusao é imediata.
ii. Suponha entao que a e b sdo positivos.
Se k € (0,1) defina a funcao f(t) = k(t — 1) —t¥ + 1 para t > 1. Note que f(1) =0 e
f'(t) > 0 e dai conclua que t* < kt + (1 — k).
iii. Seazbfagatz%ekzé.
Sea<bfagat:gek:]%.

(b) Prove a desigualdade de Hélder:
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Sugestao: Se p =1 ou p = 00, a desigualdade é evidente. Seja entdo 1 < p < oc.

i. Se £ =0 ou y = 0 a desigualdade é ébvia.

ii. Suponha entdo que sao ambos nao nulos e faga
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Nota: No caso p = p’ = 2 obtemos
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usando a) para obter
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que toma o nome de desigualdade de Cauchy-Schwarz.



(¢) Prove a desigualdade de Minkowski:

2z +yllp < llllp + llyllp -

Sugestao:

i. Se p =1 ou p = oo a desigualdade é evidente.
ii. Suponha 1 < p < oo e use b) para obter o seguinte:
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2. (a) Prove que a fungao f definida por f(z) := (1 + z)? — (1 + ) é crescente em [0, c0), para
p=1

(b) Prove que com p > 1 e a,b >0, temos (a + b)? > a” + b*.

(c) Prove a desigualdade
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Desigualdades de Holder e de Minkowski para integrais

N o B 1 1
3. Para o, 8 € R™, mostre que a8 < — + —-, onde — + — = 1,1 <p < o0.
p p p P

()] eff= l9(=)] 1, obtenha a desigualdade de Holder,
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4. Fazendo o =

1
of
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5. Use a identidade (|| + |B])? = (|a| + |8])P7 el + (|| + |B])P~|B] para obter a desigualdade

de Minkowski,
1 1 1
([ 1r+gpas)” < ([ 17rae)”+ ([ lopas)”.
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6. Suponha e Sendo f € LP(2), g € LI((2), mostre que fg € L"(2) e | fglls < || fllpllgllq-

7. Uma funcdo real f : D C IR — R é dita convexa se é convexo o conjunto £ = {(z,y) : = €
DAy > f(z)}

(a) Mostre que, se D é convexo, entdo f: D C IR — IR é convexa sse f(azx + fy) < af(z) +
Bfy), z,y € D,a>0,>0,a+p=1.

(b) Mostre que f é convexa sse
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