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Desigualdades de H�older e Minkowski

1. Representa-se por `p(n); 1 � p � 1, o espa�co linear IRn (ou Cn) munido da norma:

k(x1; : : : ; xn)kp =
8>>>><
>>>>:

� nPi=1 jxijp
� 1

p se 1 � p <1
max1�i�n jxij se p =1

(a) Seja 1 � p � 1, e p0 o seu conjugado, i.e., 1p + 1p0 = 1 (p0 =1 se p = 1; p0 = 1 se p =1).Mostre que: a 1
p :b 1

p0 � ap + bp0 para a; b � 0:
Sugest~ao: Se p = 1 ou p =1, a desigualdade �e evidente. Seja ent~ao 1 < p <1.i. Se a = 0 ou b = 0 a conclus~ao �e imediata.ii. Suponha ent~ao que a e b s~ao positivos.Se k 2 (0; 1) de�na a fun�c~ao f(t) = k(t� 1)� tk + 1 para t � 1. Note que f(1) = 0 ef 0(t) � 0 e da�� conclua que tk � kt+ (1� k).iii. Se a � b fa�ca t = ab e k = 1p .Se a < b fa�ca t = ba e k = 1p0 .(b) Prove a desigualdade de H�older:

nX
i=1 jxiyij � kxkpkykp0 :

Sugest~ao: Se p = 1 ou p =1, a desigualdade �e evidente. Seja ent~ao 1 < p <1.i. Se x = 0 ou y = 0 a desigualdade �e �obvia.ii. Suponha ent~ao que s~ao ambos n~ao nulos e fa�ca
ai =

 jxijkxkp
!p e bi =

 j yijkykp0

!p0

usando a) para obter jxiyijkxkpkykp0

� aip + bip0 :
Nota: No caso p = p0 = 2 obtemos

nX
i=1 jxiyij �

 nX
i=1 jxij2

! 1
2
 nX

i=1 jyij2
! 1

2

que toma o nome de desigualdade de Cauchy-Schwarz.



(c) Prove a desigualdade de Minkowski:
kx+ ykp � kxkp + kykp :

Sugest~ao:i. Se p = 1 ou p =1 a desigualdade �e evidente.ii. Suponha 1 < p <1 e use b) para obter o seguinte:
kx+ ykpp = nPi=1 jxi + yijp = nPi=1 jxi + yijjxi + yijp�1 �
� nPi=1 jxijjxi + yijp�1 + nPi=1 jyijjxi + yijp�1 � (kxkp + kykp) kx+ yk p

p0p
2. (a) Prove que a fun�c~ao f de�nida por f(x) := (1 + x)� � (1 + x�) �e crescente em [0;1), para� � 1.(b) Prove que com � � 1 e a; b � 0, temos (a+ b)� � a� + b�.(c) Prove a desigualdade

 nX
i=1 jaijq

! 1
q �  nX

i=1 jaijp
! 1

p ; 0 < p � q <1:
Desigualdades de H�older e de Minkowski para integrais

3. Para �; � 2 IR+, mostre que �� � �p
p + �p0

p0 , onde 1p + 1p0 = 1; 1 < p <1.
4. Fazendo � = jf(x)j[R
 jf(x)jp dx] 1p e � = jg(x)j

[R
 jg(x)jp0 dx] 1p0

, obtenha a desigualdade de H�older,
Z

 jfgjdx �

�Z

 jf jpdx

� 1
p
�Z


 jgjp0dx� 1
p0 :

5. Use a identidade (j�j + j�j)p = (j�j + j�j)p�1j�j + (j�j + j�j)p�1j�j para obter a desigualdadede Minkowski, �Z

 jf + gjpdx� 1

p � �Z
 jf jpdx
� 1

p + �Z
 jgjpdx
� 1

p :
6. Suponha 1p+ 1q = 1r . Sendo f 2 Lp(
), g 2 Lq(
), mostre que fg 2 Lr(
) e kfgkr � kfkpkgkq.
7. Uma fun�c~ao real f : D � IR ! IR �e dita convexa se �e convexo o conjunto E = f(x; y) : x 2D ^ y � f(x)g.

(a) Mostre que, se D �e convexo, ent~ao f : D � IR! IR �e convexa sse f(�x+ �y) � �f(x) +�f(y), x; y 2 D; � � 0; � � 0; �+ � = 1.(b) Mostre que f �e convexa sse
f  nX

i=1 �ixi
! � nX

i=1 �if(xi); xi 2 D; �i � 0 e nX
i=1 �i = 1


