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Transposta de uma transformacao linear

24. (a) Sendo J : X — XTfe J Y — Y/ as aplicacoes canénicas e A : X — Y mostre que
JiAz = (AN Jz,Vz € X.

(b) Mostre que sendo n a dimenséo de X eJ: X = X/ eJg : X' — X as aplicacoes
canénicas, entao J© = J; !

25. Seja X um espago vectorial de dimensao n, (ey,...,e,) uma base de X e (e},...,el,) a base
dual em X/,

n n
(a) Prove que V' € X/ (m’ =3 a,-eé-) eVre X <x =3 fiei>,
i=1 i=1

n
<z, x >= Zfiai-

(b) Considere a transformacao linear A : X — X definida por

n n—1
A <Z fiez') =Y &ine
i=1 i=1

Determine a transformacio transposta A7 : Xf — X/,

26. Considere os vectores e; = (1,0), e2 = (1,1), f1 = (1,0,0), fo =(1,1,0) e f3 = (1,1,1). Dadas
as bases {e1,e2} em R’ e {f1, f2, f3} em IR? e sabendo que A(ey) = (2,1,0) e A(e2) = (2,1,1),

determine uma matriz que represente A’ e calcule

AT (fl +.];2+,];3>

onde {f1, f4, f4} é a base dual de {f1, fo, f3}.

Espacos de sucessoes

27. Mostre que a aplicacao (£1,&2,...,&n,...) = (&2,...,&pn,...) de £P em /P é uma transformagao
linear nao invertivel.

28. Considere a matriz infinita A := [a;;] tal que Z <Z ;P > é convergente, p > 1.

Seja 1= (£1,&2,...) € £P.

X0
(a) Prove que, para cada i, Y a;;&; é convergente.
J=1

o0
(b) Definindo y := (n1,72,...) com n; := Y a;;&;, mostre que y € £P.
i=1



29.

30.

31.

32.

33.

34.

Em ¢? define-se uma aplicacio 2’ por
oo
<z,x >= Zaifi, com a := ()2, € 1% ex:= (&)X, € 2
i=1
Mostre que 2’ € (£2)/.
Seja £*° o conjunto das sucessoes limitadas de nimeros reais (ou complexos).

(a) Verifique que £*° é espaco de Banach.
(b) Mostre que (Cp) é um subespago vectorial fechado de £°°.
(c) Sejae:=(1,1,...,1,...) € (C), e represente-se por < e > o subespaco vectorial de (C)
gerado por e. Justifique ser (C) = (Cp)®d < e >.
Prove que £°° nao é separavel.

Sugestdo: Recorde que {0,1}™ tem a poténcia do continuo. Considere o conjunto de todas as
sucessoes (z, )y tais que z, = 0 ou z, = 1.

Espacos de Banach e transformacgoes lineares limitadas

Seja X um espago vectorial normado sobre K (IR ou C) e M um subespago fechado de X.
Counsidere a relacao de equivaléncia R, em X:

TRy <=z —y € M.

Seja X /M o espago quociente, e para [z] € X/M defina-se ||[z]| := in& llx + m||. Mostre que
me

||I|| define uma norma em X /M.
Seja X um espago normado.

(a) Prove que se uma sucessao de Cauchy em X tem uma subsucessao convergente, entao ela
prépria é convergente.
o0 o8
(b) Suponha que sempre que Y ||z,| < oo, a série "z, é convergente. Prove que, nesse caso,
ni

ni

X é espaco de Banach.

Sugestao: Sendo (7,), de Cauchy, justifique que existe uma subsucessao ,, tal que

Sendo Ay e Ay dois espacos de Banach, define-se A = A7 4+ A =
{a=a1+az:a; € Aj,a2 € A2}, que é ainda um espaco de Banach com a norma |a| =
inf{||ai|l1 + ||az|l2 : @ = a1 + a2}. Sejam B; e By outros dois espagos de Banach e By + By o
espaco de Banach definido analogamente. Seja T' € L(A;, By) N L(A2, B3).

(a) Mostre que com T'a = Tay + Tas (para a = a1 + a9, a; € A;) se define, sem ambiguidade,
uma aplicacdo linear de A em B.

(b) Mostre que T' é limitada de A em B.
lalls + llazll2
2
(c) Sejam Ag e By dois espagos de Banach tais que Ag — A, By < B e T(Ay) C By. Designe
por Ty a restricao de T' a Ag. Supondo que a,, — a em Ay e Tpa, — b em By, justifique
que a, —> a em A e Toa = b.

Sugestao: Se a € A, faga a = a1 + ay € A1 + Az com |a| >



