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Transposta de uma transforma�c~ao linear

24. (a) Sendo J : X ! Xff e J1 : Y ! Y ff as aplica�c~oes can�onicas e A : X ! Y mostre que
J1Ax = (AT )TJx; 8x 2 X:

(b) Mostre que sendo n a dimens~ao de X e J : X ! Xff e J1 : Xf ! Xfff as aplica�c~oescan�onicas, ent~ao JT = J�11 .
25. Seja X um espa�co vectorial de dimens~ao n, (e1; : : : ; en) uma base de X e (e01; : : : ; e0n) a basedual em Xf .

(a) Prove que 8x0 2 Xf �x0 = nPi=1�ie0i
� e 8x 2 X �x = nPi=1 �iei

�,
< x; x0 >= nX

i=1 �i�i:
(b) Considere a transforma�c~ao linear A : X ! X de�nida por

A nX
i=1 �iei

! = n�1X
i=1 �i+1ei:

Determine a transforma�c~ao transposta AT : Xf ! Xf .
26. Considere os vectores e1 = (1; 0), e2 = (1; 1), f1 = (1; 0; 0), f2 = (1; 1; 0) e f3 = (1; 1; 1). Dadasas bases fe1; e2g em IR2 e ff1; f2; f3g em IR3 e sabendo que A(e1) = (2; 1; 0) e A(e2) = (2; 1; 1),determine uma matriz que represente AT e calcule

AT �f 012 + f 022 + f 032
� ;

onde ff 01; f 02; f 03g �e a base dual de ff1; f2; f3g.
Espa�cos de sucess~oes

27. Mostre que a aplica�c~ao (�1; �2; : : : ; �n; : : :) 7! (�2; : : : ; �n; : : :) de `p em `p �e uma transforma�c~aolinear n~ao invert��vel.
28. Considere a matriz in�nita A := [aij ] tal que 1Pi=1

 1Pj=1 jaij jp
! �e convergente, p > 1.

Seja x := (�1; �2; : : :) 2 `p0 .
(a) Prove que, para cada i, 1Pj=1 aij�j �e convergente.
(b) De�nindo y := (�1; �2; : : :) com �i := 1Pj=1 aij�j , mostre que y 2 `p.



29. Em `2 de�ne-se uma aplica�c~ao x0 por
< x; x0 >= 1X

i=1 �i�i; com a := (�i)1i=1 2 `2; e x := (�i)1i=1 2 `2:
Mostre que x0 2 (`2)f .

30. Seja `1 o conjunto das sucess~oes limitadas de n�umeros reais (ou complexos).
(a) Veri�que que `1 �e espa�co de Banach.(b) Mostre que (C0) �e um subespa�co vectorial fechado de `1.(c) Seja e := (1; 1; : : : ; 1; : : :) 2 (C), e represente-se por < e > o subespa�co vectorial de (C)gerado por e. Justi�que ser (C) = (C0)� < e >.

31. Prove que `1 n~ao �e separ�avel.Sugest~ao: Recorde que f0; 1gIN tem a potência do cont��nuo. Considere o conjunto de todas assucess~oes (xn)n tais que xn = 0 ou xn = 1.
Espa�cos de Banach e transforma�c~oes lineares limitadas

32. Seja X um espa�co vectorial normado sobre IK (IR ou C) e M um subespa�co fechado de X.Considere a rela�c~ao de equivalência R, em X:
xRy () x� y 2M:

Seja X=M o espa�co quociente, e para [x] 2 X=M de�na-se k[x]k := infm2M kx+mk. Mostre quek:k de�ne uma norma em X=M .
33. Seja X um espa�co normado.

(a) Prove que se uma sucess~ao de Cauchy em X tem uma subsucess~ao convergente, ent~ao elapr�opria �e convergente.
(b) Suponha que sempre que 1Pn1 kxnk <1, a s�erie 1Pn1 xn �e convergente. Prove que, nesse caso,

X �e espa�co de Banach.Sugest~ao: Sendo (xn)n de Cauchy, justi�que que existe uma subsucess~ao xnj
tal que1Pj=1 kxnj

� xnj�1
k <1.

34. Sendo A1 e A2 dois espa�cos de Banach, de�ne-se A = A1 + A2 :=fa = a1 + a2 : a1 2 A1; a2 2 A2g, que �e ainda um espa�co de Banach com a norma kak =inffka1k1 + ka2k2 : a = a1 + a2g. Sejam B1 e B2 outros dois espa�cos de Banach e B1 + B2 oespa�co de Banach de�nido analogamente. Seja T 2 L(A1; B1) \ L(A2; B2).
(a) Mostre que com Ta = Ta1 + Ta2 (para a = a1 + a2, ai 2 Ai) se de�ne, sem ambiguidade,uma aplica�c~ao linear de A em B.(b) Mostre que T �e limitada de A em B.

Sugest~ao: Se a 2 A, fa�ca a = a1 + a2 2 A1 +A2 com kak � ka1k1 + ka2k22 .
(c) Sejam A0 e B0 dois espa�cos de Banach tais que A0 ,! A, B0 ,! B e T (A0) � B0. Designepor T0 a restri�c~ao de T a A0. Supondo que an ! a em A0 e T0an ! b em B0, justi�queque an ! a em A e T0a = b.


