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35. Seja 2 um subconjunto mensurdvel de IR", com medida finita.

(a) Mostre que sendo g > p > 1, a injeccao I : L1(2) — LP(£2) é uma aplicacdo continua.
1 1 1

(b) Sendo 1 < p,q,r < oo, —+ -+ - =1, f € LP(Q), g € LYQ), h € L"(2), prove que
p

q T
fgh € L'(Q), tendo-se:
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36. Considere o espago C[0, 1] e o operador

T: C[0,1] — C[0,1]
f —  Tf comTf(t):=

Prove que T é linear e calcule ||T||.

37. Seja A := [a;;] uma matriz de ordem n e defina-se o operador real
. 2 00

n
(xi)imy +— (yi)i=, ondey;:= .Elaijxj'
j:

n 3
Mostre que A € E(K?n),ﬁzfz’)) e que ||A| = max (Z_:l |al~j|2> .
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Sugestdo: Prove que o méximo da fungdo 3 a;z; sobre a superficie Y 22 =16 (Z a2> .
i=1 i=1 ]

38. Seja K € C(I xI), f € C(I) com I :=[0,1]. Defina-se Af(z) := [ K(z,y)f(y)dy.

Ot

(a) Prove que Af € C(I).
(b) Mostre que A € L(C(I),C(I)).
39. (a) Seja f : IR — IR. Tendo em conta que T € L(IR,IR) sse existe um escalar « tal que

Th = ah, h € IR, mostre que a definicio de derivada & Frechet de f em x coincide com a
classica definicao de derivada.

(b) Mostre que se T' € L(X,Y) entao a derivada de T em cada x € X é T.

40. Sejam f: X - Y e g: X — Y diferencidveis a Frechet, com X e Y espacos normados. Prove
que Vo, B € K, Vz € X, (af+Bg), = af;+Bg; e conclua que a aplicagio D : f(§) = Df(§) = f;
¢ linear.



41. Seja 2 um dominio do plano complexo C e Y um espago vectorial normado complexo.

(a) Mostre que a aplicacao L(C,Y) > T & T(1) € Y é um isomorfismo isométrico entre
L(C,Y)eY.

(b) A fungao f: C — Y diz-se analitica em € se existir a sua derivada & Frechet em todo o
ponto zp € €2, i.e., se 3Ty € L(C,Y) tal que

f(z) = f(20) — To(z — 20)

zZ— 2

lim = 0.
zZ—20

‘ Y

Justifique a seguinte definicao equivalente:

“ C — Y ¢ analitica em 2 se existir, para cada zg € (0, o limite em Y,

3 _ 2
lim e = Yo

zZ—r20
Sugestao: Como é evidente, basta mostrar que se pode estabelecer uma correspondéncia
To(2 — 20)

zZ— 20

biunivoca Ty <+ yg tal que

Transformacoes lineares compactas

42. Seja z = (z,) € 2, Tz = (y,) onde y, = In prove que T € K(¢%,02).
n
Sugestao: Mostre que T' = lilgnTk, onde Tz = (y,) com y, = In sen <k, y, =0sen >k.
n

43. Mostre que o operador integral do exercicio 38 é compacto.

44. Considere o seguinte teorema: “Seja Z um espaco normado tal que a superficie da bola unitaria
B(0,1) é compacta. Entao Z tem dimensao finita.”

(a) Prove que se a transformacio identidade num espaco normado Y é um operador compacto,
entdo Y tem dimensao finita.

(b) Prove que se num espago normado X toda a sucessao limitada tem uma subsucessao
convergente, entao X tem dimensao finita.

(c) Justifique o reciproco do teorema: “Em todo o espa¢o normado de dimensdo finita, a
superficie da bola unitaria é compacta.”

45. Seja X um espago normado de dimensao infinita.

(a) Mostre que K(X) é um ideal de £(X).

(b) Sabendo-se que a identidade em X ndo é um operador compacto, mostre que uma trans-
formacgao compacta A em X nao admite inversa limitada.

(c) Seja A € L(C]0,1]) definida por Af(z) = zf(z). Mostre que A nao é uma transformagao
compacta.
Sugestao: Mostre que A é invertivel no subespaco Y = {f € C[0,1] : f(z) =0,z € [0, %]},
definindo convenientemente A~ f em [0, 1] e (3, 1].

Espacos duais e transformacoes duais
46. Mostre que (aA +bB) = aA' + bB' e que (AB)' = B'A’.
47. Seja K € C(I x I), I =[0,1] e suponha que A € L(LP(I),L%(I)), onde

1
Af(a)i= [ K(o,)f()dy.
0

Determine o operador dual de A (1 < p,q < 00).



