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35. Seja 
 um subconjunto mensur�avel de IRn, com medida �nita.

(a) Mostre que sendo q > p � 1, a injec�c~ao I : Lq(
)! Lp(
) �e uma aplica�c~ao cont��nua.
(b) Sendo 1 � p; q; r � 1, 1p + 1q + 1r = 1, f 2 Lp(
), g 2 Lq(
), h 2 Lr(
), prove que

fgh 2 L1(
), tendo-se:
kfghk1;
 � kfkp;
 � kgkq;
 � khkr;
:

36. Considere o espa�co C[0; 1] e o operador
T : C[0; 1] �! C[0; 1]

f 7�! Tf com Tf(t) := tf(t)1 + t2 :
Prove que T �e linear e calcule kTk.

37. Seja A := [aij ] uma matriz de ordem n e de�na-se o operador real
A : `2(n) �! `1(n)(xi)ni=1 7�! (yi)ni=1 onde yi := nPj=1 aijxj :

Mostre que A 2 L(`2(n); `1(n)) e que kAk = maxi
 nPj=1 jaij j2

! 1
2 .

Sugest~ao: Prove que o m�aximo da fun�c~ao nPi=1 aixi sobre a superf��cie nPi=1x2i = 1 �e � nPi=1 a2i
� 1

2 .
38. Seja K 2 C(I � I), f 2 C(I) com I := [0; 1]. De�na-se Af(x) := 1R0 K(x; y)f(y)dy.

(a) Prove que Af 2 C(I).(b) Mostre que A 2 L(C(I); C(I)).
39. (a) Seja f : IR ! IR. Tendo em conta que T 2 L(IR; IR) sse existe um escalar � tal queTh = �h, h 2 IR, mostre que a de�ni�c~ao de derivada �a Frechet de f em x coincide com acl�assica de�ni�c~ao de derivada.(b) Mostre que se T 2 L(X;Y ) ent~ao a derivada de T em cada x 2 X �e T .
40. Sejam f : X ! Y e g : X ! Y diferenci�aveis �a Frechet, com X e Y espa�cos normados. Proveque 8�; � 2 IK;8x 2 X; (�f+�g)0x = �f 0x+�g0x e conclua que a aplica�c~aoD : f(�) 7! Df(�) = f 0��e linear.



41. Seja 
 um dom��nio do plano complexo C e Y um espa�co vectorial normado complexo.
(a) Mostre que a aplica�c~ao L(C; Y ) 3 T  7! T (1) 2 Y �e um isomor�smo isom�etrico entreL(C; Y ) e Y .(b) A fun�c~ao f : C! Y diz-se anal��tica em 
 se existir a sua derivada �a Frechet em todo oponto z0 2 
, i.e., se 9T0 2 L(C; Y ) tal que

limz!z0




f(z)� f(z0)� T0(z � z0)z � z0





Y = 0:
Justi�que a seguinte de�ni�c~ao equivalente:\f : C ! Y �e anal��tica em 
 se existir, para cada z0 2 
, o limite em Y ,limz!z0 f(z)�f(z0)z�z0 = y0:"Sugest~ao: Como �e evidente, basta mostrar que se pode estabelecer uma correspondênciabiun��voca T0 $ y0 tal que T0(z � z0)z � z0 = y0.

Transforma�c~oes lineares compactas

42. Seja x = (xn) 2 `2, Tx = (yn) onde yn = xnn . Prove que T 2 K(`2; `2).
Sugest~ao: Mostre que T = limk Tk, onde Tkx = (yn) com yn = xnn se n � k, yn = 0 se n > k.

43. Mostre que o operador integral do exerc��cio 38 �e compacto.
44. Considere o seguinte teorema: \Seja Z um espa�co normado tal que a superf��cie da bola unit�ariaB(0; 1) �e compacta. Ent~ao Z tem dimens~ao �nita."

(a) Prove que se a transforma�c~ao identidade num espa�co normado Y �e um operador compacto,ent~ao Y tem dimens~ao �nita.(b) Prove que se num espa�co normado X toda a sucess~ao limitada tem uma subsucess~aoconvergente, ent~ao X tem dimens~ao �nita.(c) Justi�que o rec��proco do teorema: \Em todo o espa�co normado de dimens~ao �nita, asuperf��cie da bola unit�aria �e compacta."
45. Seja X um espa�co normado de dimens~ao in�nita.

(a) Mostre que K(X) �e um ideal de L(X).(b) Sabendo-se que a identidade em X n~ao �e um operador compacto, mostre que uma trans-forma�c~ao compacta A em X n~ao admite inversa limitada.(c) Seja A 2 L(C[0; 1]) de�nida por Af(x) = xf(x). Mostre que A n~ao �e uma transforma�c~aocompacta.Sugest~ao: Mostre que A �e invert��vel no subespa�co Y = ff 2 C[0; 1] : f(x) = 0; x 2 [0; 12 ]g,de�nindo convenientemente A�1f em [0; 12 ] e (12 ; 1].
Espa�cos duais e transforma�c~oes duais

46. Mostre que (aA+ bB)0 = aA0 + bB0 e que (AB)0 = B0A0.
47. Seja K 2 C(I � I), I = [0; 1] e suponha que A 2 L(Lp(I); Lq(I)), onde

Af(x) := 1Z
0 K(x; y)f(y)dy:

Determine o operador dual de A (1 � p; q <1).


