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Considere no espaco L?[—1,1], as funcdes 1, z, z2.

(a) Aplique o método de Schmidt a estas func¢des (pela ordem indicada) para obter um
sistema ortonormado {¢1, 2, ¢P3}.

(b) Representando por aj, ag, a3 as trés raizes de indice 3 da unidade, mostre que {11, 92, 93},
onde 1; = a;¢;, 6 uma base ortonormada do subespaco X gerado por {¢1, ¢o, ¢3}.

(C) Sendo f € X, (wlaf) = 2i, (fa 1/)2) =1-1, (f7 1,03) =1+ 1, calcule ||f||2
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(d) Calcule a distancia das fungdes z e 22 ao subespaco das funcdes constantes de L?[—1,1].

Seja X um espaco com produto interno, completo. Se 3y’ € X' é tal que < z,y >= (z,y),
seja R o operador de X em X' tal que Ry = y'. Mostre que os anuladores e os complementos
ortogonais verificam as relacoes:

S°=R(S*H);  St=R(S%);  °(S°) =S+
Mostre também que se S é subespaco fechado de X entdo S = S+
Considere o operador A do exercicio 47 com p = ¢ = 2. Determine o operador adjunto de A.

Seja A : £? — £? definida por A(z1,z2,...) = (0,21, 72,...). Determine A* e mostre que A é
uma isometria mas nao unitaria.

Seja A € L(X) normal.

(a) Prove que:
i. |Az|| = ||A*z|,z € X.
. N(A) =N (4%).
iii. R(A) = N(A)*, logo X = R(A) ® N(A).
(b) Seja X um espaco de Hilbert complexo. Sabendo que [(Az,z) = (Bz,z),Vx € X] =
A = B, prove que A é normal sse ||Azx| = ||A*z|,Vz € X.

Seja A uma transformacio autoadjunta num espacgo complexo e A um valor préprio de A. Prove
que:

(a) A é real;
(b) se Ay # Ao e Ax; = Nxi(i = 1,2), entao x1 Lxo.

Seja X um espaco de Hilbert. Prove que o produto de um nimero finito de operadores unitarios
de L(X,Y) é ainda um operador unitario.

Seja U € L(X) uma transformagao unitaria. Prove que:
(a) (Uz,Uy) = (2,y),Vz,y € X;

(b) U é uma isometria bijectiva em X;

(c) se X é valor préprio de U, entao |A| = 1.



