Topologia Algébrica
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Um espaco topolégico X é conexo se nao existirem abertos A, B, nao vazios, com ANB =0 e

X=AUB.
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Mostre que X ¢é conexo sse () e X sdao os unicos subconjuntos simultaneamente abertos e
fechados.

Um subconjunto de X é conexo se é conexo como subespaco topolégico de X.

Sejam X um espago topoldgico e (A;) ;e; uma familia nao vazia de subespacos conexos de X

tal que ﬂ A; # 0. Mostre que U A; é conexo.
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Em X vamos introduzir a seguinte relacao
x ~y se existe U, subconjunto conexo de X, tal que x,y € U.

Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia.

As classes de equivaléncia originadas por ~ sao chamadas as componentes conezas de X.

Mostre que uma componente conexa é conexa.

Consideremos os subconjuntos conexos de X. U, conexo, é maximal se U C Y, Y conexo,
implica U =Y. De forma equivalente podemos dizer que U nao estd propriamente contido em
nenhum conexo de X.

Mostre que um subconjunto C' de X é uma componente conexa sse ' for um conexo maximal.
Mostre que

a) Cada ponto x € X pertence a uma e a uma sé componente de X.

b) Cada subespaco conexo estd contido numa componente de X.

¢) Um subespago conexo simultaneamente aberto e fechado é uma componente de X.

d) Cada componente de X é fechada.
O espaco topolégico X é conezo por arcos se, para x,y € X, existir um caminho v : [0,1] = X
continuo tal que v(0) = z,v(1) = v.

Um subconjunto Y de X é conexo por arcos se é conexo por arcos como subespaco topologico.

Mostre que conjuntos conexos por arcos sao conexos.

Em X vamos introduzir a seguinte relacao

x ~y se existe v : [0,1] = X continuo tal que v(0) =z, y(1) = y.
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Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia.

Para uma analogia com o caso dos espacos conexos podiamos definir ~' tal que

x ~'y se existe U, subconjunto conexo por arcos de X, tal que x,y € U.

Mostre que ~ e ~' s30 a mesma relacdo de equivaléncia.

Chama-se componente (conexa) por arcos a qualquer classe de equivaléncia determinada pela
relacao de equivaléncia definida atras.

Seja (A;)ie; uma familia nao vazia de conjuntos conexos por arcos tal que ﬂ A; # 0 . Mostre
iel
que | J 4; é conexo por arcos.
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Mostre que uma componente por arcos € conexa por arcos.

Mostre que um subconjunto C' de X é uma componente por arcos de X sse C' é um conexo por
arcos maximal.

Um espaco topoldogico é localmente conexo se, para x € X, existir uma base de abertos conexos
em .

Mostre que X ¢ localmente conexo sse as componentes de abertos de X sao abertos.

Em particular, se X é localmente conexo entao as componentes de X sao abertos.

Mostre que um espago topolégico compacto e localmente conexo possui um nimero finito de
componentes.

Um espago topolégico X diz-se localmente conexo por arcos se, para x € X, existir uma base
de abertos conexos por arcos em .

Mostre que X é localmente conexo por arcos sse as componentes por arcos de abertos de X
sao abertos.

Em particular, se X é localmente conexo por arcos entao as componentes por arcos de X sao
abertos.

Prove que num espaco localmente conexo por arcos as componentes e as componentes por arcos
coincidem.

Como consequéncia deduz-se que um espago conexo, localmente conexo por arcos é conexo por
arcos.

Mostre que os espagos seguintes sa0 conexos por arcos.

a) R"

b) S*",n>1
c) RP"

d) St x St



