
Topologia Alg�ebricafjc2 4

Homotopia e grupo fundamental

1) Considere o chamado espa�co de Sierpinski, isto �e, fa; bg com a topologia f;; fag; fa; bgg. Mostreque
a) O espa�co de Sierpinski �e conexo por arcos.b) O espa�co de Sierpinski �e contr�actil.

2) Seja X um espa�co topol�ogico contr�actil. Mostre que X �e conexo por arcos.
3) Sejam X; Y espa�cos topol�ogicos sendo Y contr�actil. Prove que duas quaisquer aplica�c~oes f; g :X ! Y s~ao homot�opicas. Deduza que qualquer aplica�c~ao C0 entre espa�cos contr�acteis �e umaequivalência homot�opica.
4) Seja Y um espa�co topol�ogico contr�actil. Prove que a projec�c~ao � : X � Y ! X �e umaequivalência homot�opica.
5) Suponha que Xi �= Yi, i = 1; 2, isto �e, Xi e Yi têm o mesmo tipo homot�opico. Mostre queX1 �X2 �= Y1 � Y2.
6) O subespa�co Y �e um retracto do espa�co topol�ogico X se existe uma aplica�c~ao cont��nua r :X ! Y tal que rjY = idY .Mostre que um retracto de um espa�co contr�actil ainda �e contr�actil.
7) Sejam X; Y espa�cos topol�ogicos e f : X ! Y uma aplica�c~ao cont��nua. Designe por Cx acomponente conexa que cont�em x e de�na F entre os conjuntos de componentes conexas de Xe Y por F (Cx) = Cf(x).

a) Mostre que F est�a bem de�nida.b) Mostre que se f e g s~ao aplica�c~oes homot�opicas ent~ao F = G.c) Deduza que se X e Y têm o mesmo tipo homot�opico ent~ao têm o mesmo n�umero decomponentes conexas.
8) Considere o seguinte subespa�co topol�ogico de R2:

X = ((��; �)�R) [ (R� (��; �)); sendo � > 0:
a) Mostre que X �e um espa�co topol�ogico contr�actil e, portanto, simplesmente conexo.b) Use agora um resultado demonstrado na aula te�orica para concluir, de outra forma, queX �e simplesmente conexo.



9) Mostre que Rn+1 n f0g �e homotopicamente equivalente a Sn.
10) Seja X um espa�co topol�ogico qualquer. Se f; g : X ! Sn s~ao tais que, para x 2 X, f(x) 6=�g(x) ent~ao f ' g.
11) Mostre que a �ta de M�obius e S1 têm o mesmo tipo homot�opico.
12) Seja X = f(p; q) 2 Sn � Sn j p 6= �qg. Prove que X ' Sn.
13) O grupo G = OE(2; R) actua sobre a esfera S2, sendo a ac�c~ao � : G � S2 ! S2 dada por�(A; (x; y; z)) = (A(x; y); z). Determine o grupo fundamental de S2=G.
14) Toda a matriz de O(2; R) �e da forma " a b�b a

# ou " a bb �a
#, com a2 + b2 = 1. Determine

�1(O(2; R); I).
15) Determine o grupo fundamental do subespa�co de R3 obtido pela remo�c~ao de uma recta paralelaao eixo dos z;s.
16) Considere T = f(x; y; z) 2 R3 j (px2 + y2 � a)2 + z2 = b2; b < ag. Seja Z2 = fid; gg, em queg : T ! T �e dada por g(x; y; z) = (x; y;�z). Mostre que T=Z2 �e homeomorfo a S1� [a�b; a+b]e, consequentemente, tem grupo fundamental isomorfo a Z.
17) Mostre que o grupo fundamental da garrafa de Klein n~ao �e �nito.
18) Sejam 0 < p < n e Y um p-plano em Rn. Determine o grupo fundamental de Rn � Y .
19) Sejam G um grupo topol�ogico e � : I ! G um lacete tendo o elemento neutro e por pontobase. Mostre que [�]�1 = [�0], em que �0(t) = �(t)�1.
20) Considere o subespa�co topol�ogico X de S2 obtido pela remo�c~ao de um arco de c��rculo m�aximoligando os p�olos norte e sul. Determine �1(X; �).


