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Topologia Algébrica

Homotopia e grupo fundamental

Considere o chamado espag¢o de Sierpinski, isto é, {a, b} com a topologia {0, {a}, {a,b}}. Mostre
que
a) O espago de Sierpinski é conexo por arcos.

b) O espago de Sierpinski é contréctil.
Seja X um espaco topoldgico contractil. Mostre que X ¢é conexo por arcos.

Sejam X, Y espacos topologicos sendo Y contractil. Prove que duas quaisquer aplicacoes f, g :
X — Y sao homotépicas. Deduza que qualquer aplicacao CY entre espacos contracteis é uma
equivaléncia homotdpica.

Seja Y um espaco topoldgico contractil. Prove que a projeccao m : X x YV — X é uma
equivaléncia homotdpica.

Suponha que X; =2 Y,, ¢ = 1,2, isto é, X; e Y; tém o mesmo tipo homotdpico. Mostre que
Xl X X2 = 1/1 X 1/2

O subespaco Y é um retracto do espaco topolégico X se existe uma aplicacao continua r :
X =Y tal que r|Y =idy.
Mostre que um retracto de um espacgo contractil ainda é contractil.
Sejam X,Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicacao continua. Designe por C, a
componente conexa que contém z e defina F' entre os conjuntos de componentes conexas de X
e Y por F(C;) = Cl).

a) Mostre que F' estd bem definida.

b) Mostre que se f e g sao aplicacoes homotdpicas entao F' = G.

c) Deduza que se X e Y tém o mesmo tipo homotdpico entao tém o mesmo nimero de

componentes conexas.

Considere o seguinte subespaco topoldgico de R?:

X =((—¢,¢) x R)U (R x (—¢,¢€)), sendo € > 0.

a) Mostre que X é um espaco topoldgico contrictil e, portanto, simplesmente conexo.

b) Use agora um resultado demonstrado na aula tedrica para concluir, de outra forma, que
X é simplesmente conexo.



9)

10)

11)
12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

Mostre que R"*1\ {0} é homotopicamente equivalente a S™.

Seja X um espaco topolégico qualquer. Se f,g : X — S™ sdo tais que, para x € X, f(x) #
—g(z) entdo f ~ g.

Mostre que a fita de Mobius e S* tém o mesmo tipo homotépico.
Seja X = {(p,q) € S™ x S" | p # —q}. Prove que X ~ S™.
O grupo G = OE(2, R) actua sobre a esfera S?, sendo a acgao @ : G x S? — S? dada por
O (A, (z,y,2)) = (A(z,y), z). Determine o grupo fundamental de S?/G.

. , a b a b 9 19 .
Toda a matriz de O(2, R) é da forma b a0y | coma”+ b* = 1. Determine
77—1(0(2a R)7 I)

Determine o grupo fundamental do subespaco de R? obtido pela remocao de uma recta paralela
ao eixo dos z’s.

Considere T' = {(z,y,2) € R* | (Va2 +y2 —a)®> + 2* = b*,b < a}. Seja Zy = {id, g}, em que
g:T — T édada por g(z,y,2) = (z,y,—2). Mostre que T//Z5 é homeomorfo a S' X [a—b, a+b]
e, consequentemente, tem grupo fundamental isomorfo a Z.

Mostre que o grupo fundamental da garrafa de Klein nao ¢ finito.
Sejam 0 < p <n e Y um p-plano em R". Determine o grupo fundamental de R™ — Y.

Sejam G um grupo topoldgico e o : I — G um lacete tendo o elemento neutro e por ponto

base. Mostre que [a]™! = [@/], em que /(1) = a(t) .

Considere o subespaco topolégico X de S? obtido pela remocao de um arco de circulo maximo
ligando os p6los norte e sul. Determine 7y (X, ).



