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Algebra I

Folha 4 : Produtos e Teorema de Lagrange
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Se G x H for ciclico, prove que G e H sdo ambos ciclicos.
Mostre que Z x Z nao é isomorfo a Z.

Mostre que a diagonal D = {(z,x) : © € G} é um subgrupo de G x G, e que esse subgrupo é

isomorfo a G.

Se A for um subgrupo de G e B um subgrupo de H, verifique que A x B é um subgrupo de

G x H. Encontre um subgrupo de Z x Z que nao seja construido desta forma.

Seja G o grupo cujos elementos sdo sequéncias infinitas (a1, as, ....) de inteiros e tais que

((11,(12, ...)(bl,bg, ) = (a1 + ag,bl =+ bg, )

Mostre que G X Z e G x G sao ambos isomorfos a G.

Seja G um grupo finito em que todo o elemento diferente do elemento neutro tem ordem 2. Prove

que G é isomorfo ao produto directo de um niimero finito de cépias de Z,.
Ze X 73 é isomorfo a Zg?
Sejam (@G, .) um grupo abeliano e H e K subgrupos de (G,-). Prove que

<HUK >=HK.

Prove que se H e K sao subgrupos finitos de um grupo G entao

H]| - |K]

HK| =]
IHK] HNEK|

Existe algum elemento de Zigyp que tenha ordem 77

Seja H um subgrupo de G. Prove que g1 H = g2 H se e s se gflgg pertencer a H.

Mostre que se H e K forem subgrupos finitos de um grupo G, e se as suas ordens forem primos

entre si entao H e K tém apenas o elemento neutro em comum.

Suponha que a ordem de G é o produto de dois primos distintos. Mostre que cada subgrupo

proprio de G tem de ser ciclico.
(a) Seja G um grupo abeliano finito e seja m o menor multiplo comum das ordens dos seus
elementos. Prove que G contém um elemento de ordem m.

(b) Encontre um exemplo de um grupo finito ndo abeliano em que a conclusao da alinea anterior

nao se verifique.



77. Prove que A4 nao tem subgrupos de ordem 6.

78. Indique, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as afirmagoes:

(a) Qualquer grupo de ordem 13 é ciclico.
(b) A ordem de qualquer elemento de um grupo de ordem 25 é divisivel por 5.
¢) Todos os grupos abelianos sao ciclicos.

e) Zog X Z7 tem ordem 140 e é abeliano.

(
(f

(g) Z12 x Z4 é ciclico.

)
)
(c)
(d) As tem exactamente um subgrupo de ordem 60.
)
) Zs X Zs tem mais do que um elemento de ordem 6.
)

Lagrange: http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Lagrange.html



