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2 Superficies Quadricas

1. Identifique e faga um esboco gréfico das seguintes superficies:

(a)z+y+z=1 (f) {Zii

(b)y=3 (2) 2>+ (y—2)7°=1

(c) z=4 (h) 2 =142

@ *tv=1 (i) 2 =4 — 22
z=3 B

©) {‘:iﬁ:l () z=4-a2 ¢’

2. Identifique e faca um esboco grifico de cada uma das seguintes superficies quadricas:

d) 22 +y?=4—z

(e) (z—4)" =a%+y?

(f) y =22
z=2—1y?

(2) {x22

4. Faca o esboco gréfico dos seguintes subconjuntos de IR*:
(a) V = {(m,y,x) ceR?>:2>0,y>0, 2>0, 62+ 3y+22< 12}
(b) V={(z,y,2) e R’ : 2? + 4> =6y e 2*+y*+ 2> <36}
(c) V = {(x,y,x) ceR*:44+2>024+¢y* e 2—2> \/x2+y2}
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3 Calculo Integral

3.1 Integral Duplo

3.1.1 Cailculo do integral duplo em coordenadas cartesianas

1. Calcule // f(z,y) dA, sendo:
D

(a) flry)=a>+y* eD=[0,1]x[0,1; R:}

(b) f<x,y>={ ol TN ep=paxha: R
(¢) f(z,y)=2y—1 e D aregido de IR definida por y > 2* e z > y*  R: -1
(d) f(x,y) =sinz e D a regido de IR? definida por y < sinz, Ty > 2z e x > 0;
R: ”1;8
(€ fz,y)=lr+yl eD={(z,y) eR*:[z[ <1, [y <1};  R:j§
1
(f) f(%y)Z\/ﬁ e

D={(z,y) eR*: (z—a)’+(y—a)?>a®>,0<2<a,0<y<al
R: (—%—1—2\/5)(1%

2. Inverta a ordem de integracao e calcule, nos casos em que é dada a fun¢ao integranda, os

seguintes integrais:

12
(a) / / eV dyda; R: %
0 2z

9 3
(b) / / Sin(l’g) dx dy; R: 1*c§s27
0o Juz

e Inx
(c) / / y dy dx; R: &2
1 Jo

1 1
1
(d) / / — siny cos(z) dy dz; R:sinl (1 —cosl)
0 z Y Yy
2

e x,y) dy dx;
@ [, [ o o

@ [ T ) dy
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g) /Ol/Ofo(rC,y) dydm+/13/032x [z, y) dy du;
W[ /Z:lf@s,y) dady
/ / ) dydz;

3.1.2 Mudanga de varidvel no integral duplo

3. Calcule os seguintes integrais, passando para coordenadas polares:
a) // v drdy onde D ={(z,y) € R?:y>umx,2>02>+y><9en?+y>>4};
D

R: —19(\/_ 2)

Va—z?
// (2% + %) dy du; R: 21

vi-a? \/27
// x+ydyd:z‘ R: 5

// dedy onde D = {(z,y) €R*: 2?2 +¢y*> — 22 > 0,22 +y*> <4 ey < 3z},

. Im V3
R: Im V3

4

4. Calcule os seguintes integrais, efectuando a mudanca de varidvel indicada:

// dxdy, fazendo Uty , com

y=u-—v
r,y) ER?:y>0,2>0ex+y<1}; R:

D=

b) //(m+y)dxdy, fazendo u = x + y e v = 2z — y, sendo
D
D={(z,y) €eR?:y>0,x>0ex+y<1} R:

W=

5. Usando uma mudanca de varidvel adequada, calcule:

a) // evir dxdy, onde D é o triAngulo limitado pelas rectas x =0,y =0e xz+y = 2;
D
R:e— %
b) / / (z — y)?sin®(z + y) dzdy, onde D & o poligono de vértices nos pontos de coor-
D

4

denadas (7,0), (27, ), (7, 27), (0, 7). R: &
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6. Usando a transformacao
r+y=u
Y =uv

1 1—x Y 1
// ety dy de = =(e — 1).
0 Jo 2

7. Usando mudancas de coordenadas convenientes, calcule / / xy dxdy, onde
D

mostre que

D={(z,y) e R?: (2* +y* <4 AN2>0Ay>0)V 42> +1P <4 A< 0Ay>0)}.

R:%

8. Calcule

/ / (x — ) " HVdudy,
FE

E={(z,y) eR*: (z+y)°+(@—-y)° <3, 2+y>0, 2 —y <0}.

RS (1) +

onde

3.1.3 Aplicagoes do integral duplo

9. Usando integrais duplos, determine as dreas dos dominios planos definidos por:

(a) D={(z,y) e R*:y <6z —a?ey>a*—2z} R: Y
(b) D={(z,y) eR*: 2> +¢y* <16, (v +2)*+y* >4ey>0}; R:6m

(©) D={(z,y) eR*: 2 +4* <2z, y < VBrey >z} R: 33r=6
arCanﬁ
(d) D={(z,y) eR?: 22 +y* <1, y<wey>0} R L2 il
2 2 2
(e) D:{(x,y)€R2:%+y221, %—l—%gl,ygx,xZOeyzO};
R: 3arctan 2 — Z + arctan 3
(f) D={(x,y) e R?:y? <4z ey > 2z —4}; R: 9

10. Usando integrais duplos, calcule a drea da regiao plana D definida por

D={(z,y) e R?: 2?2 +¢* <1, (r —1)*+9°<1ley>0}.

=
wlx

|
[
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11. Calcule as areas das superficies seguintes:

(a) Porcao do plano de equacao 6x + 3y + 2z = 12 situada no primeiro octante; R: 14
(b) Porgao do parabolside de equagao z? + y?> = 2z situada no interior da superficie

cilindrica 22 + 3> = 1; R: w
(c) Superficie esférica; R: 4mr?

(d) Porgao da superficie cénica de equagao x? + y* = 22 situada no interior da superficie
cilindrica de equacao x* + 3% = 1; R: 2v/27

(e) S={(z,y,2) ER*: 22+ 2+ 2 =dea?+9? <2?}; R:8r(2—-+72).

12. Usando integrais duplos, calcule o volume dos subconjuntos de IR? definidos pelas seguintes

condicoes:

2121
<a>{“y b R: V2

0<z<zr+y

(b) 22+ 9y? < 2 <2 — 2% —y? R: 7

2 2<
(c) TrYy s R: 227
1<2<12—-3x—4y

24y + 22 <4
(d) 2 2 © 3 9
xtHy <2z

—16)% < 22 + 4?2
© { AT rm
T Y=

<2_ 2 2
(f){z_ (x* 4+ y%) R: 2
y+z2>2

13. Seja B = {(n,y,2) € R*: 22+ 22 <1, 2?2 + 22 <y e 0 <y < 2}.

Determine o volume de E usando integrais duplos. R: §7T

14. Estabeleca, através de integrais iterados, o volume do sélido do 1°octante limitado pelas
superficies

y=x, y=2x, z2=1—1y* e 2=0,
considerando que o sélido é projectado

(a) no plano zOy;
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(b) no plano zOz;
(¢) no plano yOz.

15. Utilizando integrais duplos, determine a massa m, os momentos M, e M, e o centro de massa

C(z0,Y0), de uma lamina 7', cuja densidade em cada ponto P(z,y) de T' é dada por p(z,y),

quando:

(a) T é um tridngulo rectangulo isésceles, cujos catetos medem a, e p(x,y) é directamente

proporcional ao quadrado da distancia de P ao vértice do dngulo recto;
R:m = M; My — Ma: = ka® . (Q;O’yo) — (@ 2_‘1)

6 157 575
) T ={(z,y) € R?: 0 <y <Va®— 22} (a € R") e p(x,y) ¢ a distancia de P ao ponto
0(0,0);
Rim =25 M, =% M,=0; (z9,50) = (0,32)

2 o
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3.2 Integral Triplo

3.2.1 Cailculo do integral triplo em coordenadas cartesianas

16. Calcule os seguintes integrais triplos:

(a) ///E mdxdydz, com

E={(z,y,2) eR*:z+y+2<1Az>0Ay>0Az>0}.
.5 1
(b) / / / . z drdydz, em que E ¢é a regiao do 1°octante limitada pelas superficies
rHy=2,2+2y=2 e y* + 22 =4.
.17
R: 35
(c) / / / i y dxdydz, em que E é limitado pelas superficies de equacoes
P N Py
R: ?W

17. Em cada um dos integrais seguintes, identifique o dominio de integracao, escreva, se pos-

sivel, os integrais dados por uma ordem de integragao diferente, e calcule-os:

vV 41*7;112
2

2 247
(a) / / / x dz dy dx. R:
o Jo 0
1 pV/1-22 3
(b) / / / dz dy dx. R: £
0 Jo 2+22 492

1 4—z? 6—2
(c) / / / dy dz dux. R: 34
—1J3z2 0

3.2.2 Mudancga de variavel no integral triplo

Wl
N

18. Usando uma mudanca de varidvel conveniente, calcule os seguintes integrais triplos

(a) ///E = le_ g AV eom

E={(z,y2) e R 2 +y? <2 <2-2%—y?};

R: 4n
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0 [} e

E={(r,y,2) e R®: 4 <a®+1>+ 22 <9};

R: 47In 3
(c) /// V&t +y? + 22 dedydz com
E

E={(ry2) R : 2+ +22<1A22 +>+ (2 —1)2 < 1};

R: 1—307r
(d) ///decom
E
E={(r,y,2) e R*: 2’ + ¢’ + 2> < 1A 2> —/22 +9°};

R: 0

© [[[ v com

E={(z,y,2) e R*: 2® + 9> > 22 AN a® + ¢y + 22 < =22} ;

R
o [

SE]

x? 22
/ 1—(—+y?*+ —) dedydz com
. 4 9
E={(z,y,2) € R®: 92% + 36y* + 42% < 36} .

7T2

R:

N[V

19. Considere o integral triplo I escrito na seguinte forma

2 1 2—rcosf
I = / / 472 sin @ dz dr d6 .
0 0 Jr2—1
R: 0

(a) Calcule o valor de I;
(b) Represente graficamente o dominio de integracdo F;

(c) Escreva I como um integral iterado usando coordenadas cartesianas.

R: fjl dx ff% dy ffl_f$2+y2 4y dz

18
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3.2.3 Aplicagoes do integral triplo

20. Usando integrais triplos, calcule o volume das regioes de R?® definidas por:

(3 {””2+y2f(2—1>2 .

; R: %
0<2<1

(b) 22+ % < 2 < /22 + y?; R: §
x2+y2+z2§8. 6a(vE-1)r

(C) Zz>$2+y2 ) R: 3
224 2 <y

(d) x2—|—y2+z T . R: P
PP+ (2 -2 <4
2, 2

@7 V=2 R
1<2<2 2

21. Determine o volume dos seguintes sélidos

(a) V={(z,y,2) eR*:0<2<2ea?+y*—22<1}; R:dr

(b) V={(z,y,2) ER®: 2+ 4>+ 22 <2z, 2?+y*+22<3ey>z}. R (V3-9)n

_ . . 128
() V=A(z,y,2) eER>:2+22 <4, y+2<4,y>0 e z>0}. R: ==

22. Seja Q = {(2,y,2) e R?: =14+ /a2 + 2 < 2 <1—/a? + 42}

(a) Calcule o volume de Q); R: 2

(b) Calcule o volume de T'(Q), onde T : R® — R? & definida por

T(x,y,z) = (x—y,y+2,2—x).

R:

Wl
N

23. Determine a massa do sélido
Q={(z,y,2) eR*: 1 <a? +y* +2* <4},

sabendo que a densidade, em cada ponto, é directamente proporcional ao quadrado da

distancia desse ponto a origem.

R:m = %kﬂ
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24.

25.

26.

27.

Supondo que o sélido V', limitado pelas superficies de equacoes z = /22 +y2 e z = 22 +12,
¢ homogéneo, determine a sua massa e o momento em relagao ao plano XOY'.

oV Ay
R: m = &, M, = bz

Determine as coordenadas do centro de massa do sélido

Q={(z,y,2) ER*: 1 <z<5-2 -y ea®+9° > 1},
sabendo que p(z,y, z) = k|z|.
R (0.0.)
Considere o sélido S definido por
S={(z,y,2) ER*:2>0, y>V3z, 22>4@*+y?) el <a?+y?+22<4}.

Determine a massa total de S, sabendo que

1
p(z,y,2) = \/962:+y2 :
Rim =73 arctan%
Seja E o sélido definido por
22 > 4(2? + 9?)

24+ P+ (2 —6)2> 17
0<2z<5h.

Calcule a massa total de E, sabendo que a densidade, em cada ponto (z,y,z) de E, é
directamente proporcional a distdncia desse ponto ao plano de equacao z = 6.

R:m:%w
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3.3 Integral Curvilineo de uma funcgao vectorial

3.3.1 Cailculo do integral curvilineo de uma fungao vectorial

28. Calcule / F - di onde
c

(a) F(x,y) = (2% — 2zy)i + (y* — 22y)j e C é o arco da pardbola de equacao y = z° que
val de A(—2,4) a B(1,1);

R: — 39
' 10
ST A i Ny -
/ Y /oA 4 4 N -
SN A4 4 &L h v vy N - -
AAAAA 4Ly N v o~ -
AA A AN €€ d N N = s s
A ¥ 4 s 4y N~ - A
¥ ¥ 7 v (4 Ly N~ A
¥ v ¢ v ( ¢ N N - » )
v v v 7 « 4 | N - ) rr
v v v - ‘ 4 » » r v
- . . ¢ . = LR
»»»»»»»»»»»»
L T N R e R - o -
NP T A .
TR I A - -

Curva C' e campo vectorial F
(b) F(x,y) = (z* —y*)i+ zj e C & o arco da circunferéncia de equagao z2 + y?> = 4,
orientada no sentido directo, que vai de A(0,2) a B(2,0);

. 8
R: 31 — 3
v’//‘/(kk«k\\\\l
NV s o~ ~ v oo
NV e e .- I
SN A ) & 4 = =~ ~w N\ « 7
N~ Vs o4 <~y v
~ LU B 2 P e
~a LN B A T R4 A ad
~ < v\ (¢ 7 P grad
~ LN N R R v
~aa\) AN R O T Y IR -
PO T A TRt (el
ESUGRY ) 2 a4 = ~ N D { “ 7 7
S R e AL
WY S s —— ~ v b A
~ % % A

[V s et e S e

Curva C' e campo vectorial F
(c) Flz,y,2) = (y+2)i+ (x+2)j+ (x+y)k e C é o arco da curva de equacao

y=a’

Z:IA

que une os pontos A(0,0,0) e B(1,1,1) e orientada de A para B;
R: 3
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Curva C' e campo vectorial F'

(d) F(z,y,2) = (2z — 2)i+ yj+ =k e C & a curva que se obtem por justaposicio do
segmento de recta de extremos (0,0,0) e (1,0,0) com a curva parametrizada por

T = cost
y=sint , 0<t<m;
z=1

R: 2
(e) F(x,y,2) = —yi+ )+ zk e C ¢ a curva definida por
C = {(x,y,z) ER P+ + P =lez= \/$2+y2} :
orientada no sentido directo. R: 7
(f) F(z,y) = (y+1,—2%) e C ¢é a curva definida por
C={(z,y) eR*: (y=2?Vy=4) Az € [-2,2]},

orientada no sentido directo; R: —%

(g) F(z,y,2) =(y — 2,2 —x,x —y) e C ¢ a elipse definida por
?ryP=1e x+z=1

R: —4n

29. Sendo @ = {(z,7,2) € R®: /22 + 92 < 2<2e 2’ +y* > 1} e C a curva fechada definida
pela interseccao de () com o plano z = 1 e orientada no sentido directo, calcule

/ydm+xdy+zdz.
c
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30.

31.

Determine o trabalho realizado pelo campo de forgas F(z,y,2) = zi + 2yj — z/%, no deslo-

camento ao longo da curva C' definida por:

A
{ i —Zi , desde (1,0,0) a (1,1,1).
xr=

o1
R: 5
Considere as duas superficies de equacgoes
Sy a?+ 2P +22=4 e Sy:z=+3,
e seja I' a linha de intersec¢ao de S; com Ss. Calcule o trabalho realizado pelo campo

Gz, y,2) = —y% + xyj + (22 + 1)k,

para deslocar uma particula material ao longo da curva I', orientada no sentido directo.
R: 0
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3.3.2 Campos conservativos. Independéncia do caminho

32. Calcule
/ e’siny dx + e* cosy dy,
c

onde C' é uma curva entre o ponto P(0,0) e o ponto @ (g, g)
R: e?

33. Calcule /(y — 2%) dz + z dy, onde
c

C={(z,y) eR*: (y=20 -2 AN0<z<1)V(z+3y=4A1<z<4)}

e estd orientada de A = (4,0) para B = (0,0).
. 64
R: &

34. Determine a fungao ¢(z), com primeira derivada continua, que se anula para x = 2 e tal

que o integral / 2y dx + ¢(z) dy é independente do caminho de integragao .
c
R: ¢ (z) =22 —4
dr —z d
35. Calcule o integral / w
c Y
suave, que nao intersecta o eixo das abcissas.

R: 0

onde C' é uma curva simples, fechada e parcialmente

36. Calcule:

(a) / 2zyz dv + (222 + 22) dy + (2%y + 2y2) dz,
onée ~ é uma curva suave que liga os pontos A = (1,5,0) e B = (1,0,—1).
R: O
(b) / y*cosz dx + (2ysinx + ) dy + 2ye* dz,
2!

onde v é uma curva suave que liga os pontos O e A = (1 1, 1) .

2
R: 1+4¢?

3.3.3 Teorema de Green

37. Por aplicacao do Teorema de Green, calcule o integral / —22%y dx + zy* dy, onde C é a
c
circunferéncia de equacao x? + 3? = a2, orientada no sentido directo.

R:

7 4
QCL
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38.

39.

40.

41.

42.

Sendo

2
R:{(x,y)ER2:x2erx§%+2},

use o Teorema de Green para calcular o integral / / y? dxdy.
R

R: &

15

Seja K = / y dx + eYy? dy onde C ¢é a fronteira, orientada no sentido directo, da regido

c
plana R determinada pelas condicoes
r<2 e y*<2x+2).

Apresente o valor da drea de R em fungao de K.

R: —k

Considere o campo de vectores definido por

1

F =(—- 1 —-1,1 R.
w0) = (e +1) s () €11

Calcule o trabalho realizado pelo campo F' para deslocar uma particula desde o ponto

A= (0, —%) até ao ponto B = (O, %) , a0 longo do arco de circunferéncia definido por

vyt = e x>0

L1

Calcule

/ex2dm + (1 + yg) dy,

r
onde I' é a curva que se obtém por justaposicao da curva definida por 22 + y? = 4 com

x> 0ey >0, orientada de A (0,2) para B (2,0), com a curva definida parametricamente

=2-2t
v ) , te[0,1].
y =4t — 8t

por

R: —30
Considere a regiao plana

R={(z,y) e R?*:y >z e’ +y* < —2z}.

(a) Calcule o valor da constante k dada por k = / / y dA. R: 2
R
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(b) Sendo C' a curva com orientagao positiva, que é fronteira da regido R, mostre que
/C(ac +2¢%) dz + (vy + y*) dy = —3k .
43. Considere a seguinte regiao plana
R={(z,y) eR*:0<y<1-(z+1)%}
e a curva C que ¢é a fronteira de R, orientada positivamente.

(a) Calcule

/—xQdy—dex.
c

. 56
R: 2

(b) Use o resultado anterior para determinar o volume do sélido
E={(v,y,2) ER*: (r,y) ERe 0< 2z <y —ux}.

R: 2

15

44. Recorrendo ao Teorema de Green, determine condigoes que definam um sélido cujo volume

¢ dado por
/ (v* +2y2%) do + (2 + y*x) dy,
c

onde C representa a circunferéncia de equacgao x? + 3% = 1, percorrida no sentido directo.

R: 2<2 e 2>2(22+9?) ou 2>0 e 2<2—2(z*+1?)
45. Seja C' a curva de equacoes paramétricas

asint, te€[0,7]

x(t) =acost, te0,2n] e y(t)= { 0 t €], 2]

Usando o Teorema de Green, determine a por forma a que
/xdw+:ry dy = 18.
c

R:a=3

46. Seja
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(a) Prove que / F' - dr’ tem sempre o mesmo valor, qualquer que seja a curva C' fechada,

simples e parcialmente suave que circunda a origem.
(b) Prove que esse valor é 2.

(c) Prove ainda que, se a curva C' nao circundar nem passar na origem, entao

| Fear=o.
c

47. Seja r um parametro real positivo e diferente de /2. Discuta, para os diferentes valores

yg —ydr+xdy
c Pty

sendo C' a curva plana de equagao (z — 1)? + (y — 1)? = r2.

R: 0,ser <2 2m ser>+2

de r, o valor de
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3.4 Integral Curvilineo de uma funcao escalar

3.4.1 Cailculo do integral curvilineo de uma fungao escalar

48. Calcule o / f(z,y,2) ds, onde
c

(a) f(z,y,z) =x+y+ 2z e C é&a curva de equagoes paramétricas

T =sint
y=cost ,t€[0,2n];
z=1

R: 2272

(b) f(z,y,2) =xzcosz e C éa curva de equagdes paramétricas

x:
y=1t> ,t€l0,1];
z2=0

R: 15 (5v5 1)

(c) f(z,y,2) = T © C ¢é a curva de equacgOes paramétricas

R: 25 (v2—1)
49. Calcule:

1
2

1
(a) / ds, em que C' é o segmento de recta de equacao y =
ct—Y
entre os pontos A(0, —2) e B(4,0); R:+/5In2

28

x — 2, compreendido

(b) / xy ds, onde C' é a circunferéncia de equacao 22 +y? — 6z — 4y +12 =0; R: 127
c

(c) /C:C—\/@ ds, onde

C:{(:L‘,y)GRQ:(y:xQ\/y:4)/\|xl§2};

R: 4769 — %\/1_7
(d) [,2*—y? ds, onde

C={(r,y,2) eER*: 2 +y*=1Aax+y+2=0}.
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3.4.2 Aplicagoes do integral curvilineo de uma funcao escalar
50. Sejam C e Cy as curvas de equacoes paramétricas
o telem e T tefo ],
y = 3sint y = 3sin4t

respectivamente.

(a) Faga um esbogo de C) e Cy;

(b) Mostre que o comprimento de Cy é igual a 4 vezes o comprimento de C}.

51. Considere uma lata cilindrica cuja base é modelada parametricamente por (cost,sint,0),
t € [0,27], e & qual foi feito um corte, no topo, modelado pela fungao z = 2 + £ sin (3¢).

Calcule a drea da superficie lateral da lata. R: 47

52. Calcule a drea da superficie S definida por

S:{(x’y’z)ERgi(x,y)eCAong\/%},

onde C' & o arco da curva de equacio 2 (1 — ) = y* que une os pontos A = (0, —\/5) e
B=(0,v2).
R: 2

53. Pretendem-se caiar ambos os lados de uma cerca que tem por base a curva

C:{(x,y)€R2: (%)g—l—(%)%:leyZO}

e em que a altura ¢ dada em cada ponto (z,y) € C por a(x,y) = 1+ %. Desprezando os
encargos com a cal, e sabendo que o pintor leva 10 euros por caiar 25 u.a., determine o

preco a que fica o trabalho.

R: 360 euros

54. Um anel de arame, com a forma da curva de equaciao 22 + 3?> = a2, a > 0, tem densidade
f(z,y) = |z| + |y|. Determine a massa e o centro de massa do anel.
R: m = 8a?; (0, %0) = (0,0)

55. Determine o comprimento e o centro de massa de uma catendria uniforme (a densidade é

constante), de equacao y = 2 cosh ¢, entre os pontos de abcissas —5 e 5.

R: 1(C) = 4Sinhg; (%0, 10) = <0 5+sinh5>

7 2sinh %



Dep. de Matemadtica da F.C.T.U.C. - Andlise Matemética IV - 2006,/2007 30

3.5 Integral de Superficie de uma funcao escalar
3.5.1 Cailculo do Integral de Superficie de uma fungao escalar

56. Calcule os seguintes integrais de superficie

a) / / 2% dS, onde S é a porcdo da superficie cénica
S

N

limitada pelos planos z =1 e z = 3;

R: 40v/27
b) / / z dS, onde S é o elipséide de equacao
S

22

Z =1,
9

z® P
2 + 4 +
R: 0
22 4+ y?) dS, onde S ¢ a reunido da porcao do parabolside
) [ (@ +y G
S
z=1—(2* +4?),

situada acima do plano XOY', com a porcio desse mesmo plano definida por 2% + y? < 1;
R; 258+l 4 7

//x dS, onde

S:{(x,y,z)E]R?’::C2+y2:2xe0§z§\/x2+y2}

57. Considere a superficie S definida por
S={(z,y,2) eR*: 2> +y* =4e0< 2z<ux+3}.

Calcule os seguintes integrais:

a) //y2 dS; R:24n
S

b) / / 22dS. R: 607
S
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3.5.2 Aplicagoes do Integral de Superficie de uma fungao escalar

58. Calcule a area de superficie de S quando:

(a) S é uma superficie esférica de raio igual a a, com a > 0; R: 4ma?

(b) S & composta pela porcao do paraboléide z* + y* = 4 — z, situada acima do plano
XOY, e pela por¢do da superficie esférica z? + 3?4+ 2% = 4 situada abaixo desse

mesmo plano;
R: T (17V17—1) + 8r

(c) S é a superficie que limita o sélido ) definido por
Q={(z,y,2) eR*: 2> +* — (2 —6)?<0e 0 < 2 <6}.
R: 367 (1 + v/2)
59. Determine o centro de massa do hemisfério
x2+y2+22 =a%2>0,
se ele tiver densidade constante. R: (O, 0, %)

60. Determine a massa de um funil fino com o formato da superficie definida por

z=vr24+9y%1<2<4,

se a sua fungao densidade for p(z,y,z) = 10 — 2.

R: 10872
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3.6 Integral de Superficie de uma funcao vectorial

3.6.1 Cailculo do Integral de Superficie de uma funcao vectorial

61. Calcule // F-ndS quando:
S

(a) ﬁ(x,y,z) —yi—2zj+8k e S ¢ a porciao do paraboldide z =9 — z? — y? que fica
situada acima do plano XOY, com n dirigida para cima;
R: 727

(b) F(x,y, z)=xi—j+ 222k, sendo S a porciao do paraboléide z = 22 + 42, limitada
pelas superficies v = 1 — y? e = y? — 1, orientada com a normal n dirigida para
baixo;
R: 0

(c) ﬁ(x, y,z) = —yi+ x] + zk ¢ S & a superficie esférica 2 + y? + 2° = 4, orientada com
a normal n dirigida para dentro;

.32
R: ST

—

(d) F(z,y,=2) = 220 + 2y) + yzk e S é definida por
S={(z,y,2) ER® : >+  =r* Az >0Ay>0A0<2z<h} (r>0,h>0)

e orientada com n a apontar para o exterior.

. r2h? hr3
R: =T+ 75

(e) F(x,y,z) = (zz,y,2) e S & definida por
S ={(z,y,2) € 1°octante : y =12, 0<2<1, 0<y <4}

e orientada com n dirigida para a parte positiva do eixo Ox.
R: 0

62. Calcule o fluxo de

S

)

F(2,y,2) = (sin (2y2) , 2%, 2

através da parte do cilindro
4a? 4+ 22 =4

situada acima do plano xOy e entre os planos y = —2 e y = 2, com orientagao para cima.

R: 800 (—4\5/5 + €/ej>

63. Seja F (z,y,2) = 20+ 22) + yzk o campo vectorial que representa a velocidade (em m/s)

de uma corrente de fluido.
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(a) Determine quantos metros cibicos de fluido atravessam, por segundo, o plano XOY
através do quadrado definidopor 0 <2 <1le0<y<1. R:0m?

(b) Determine quantos metros cibicos de fluido atravessam, por segundo, o plano z = 1
através do quadrado definido por 2 =1,0< 2 <1e0<y<1l. R:05m?

3.6.2 Teorema de Stokes

64. Usando o Teorema de Stokes, transforme o integral de superficie / / rotF - dS num integral

S
curvilineo e calcule o seu valor, para cada um dos casos seguintes:

(a) F(z,y,2) = 2yi+ 2]+ 3k ¢ S ¢ a superficie do paraboléide z = 1 — (22 4 2), situada

acima do plano XOY, com a orientacao canénica. R:—27

(b) ﬁ(x, y,2) = x2t — yj — 2°yk, S ¢ composta pelas 3 faces, nio situadas no plano XOZ,
do tetraedro limitado pelos 3 planos coordenados e pelo plano 3z + y + 3z = 6, com

orientacao determinada pela normal unitdria exterior do tetraedro.  R: %

65. Usando o Teorema de Stokes, mostre que cada um dos seguintes integrais curvilineos tem
o valor indicado. Em cada caso diga em que sentido é que a curva C' é percorrida, para

obter o resultado pretendido.

(a) 7{ (2% — y2) dz + (y* — z7) dy + (2* — 2y) dz = 0, com C uma curva simples, fechada
c
e parcialmente suave.

(b) 7{ ydr+ z dy + x dz = —7, sendo C' a circunferéncia { 0
C =

(c) ]{ ydx+ 2z dy+ x dz = mV/3, sendo C a curva de interseccio da superficie esférica
c
224+ y?>+22=1como plano z +y + 2 = 0.

(d) 7{ (y+2)dr+ (z+2z) dy+ (x +y) dz =0, sendo C' a curva de intersecgdo da su-
c

perficie cilindrica 2% + y* = 2y com o plano y = 2.

3.6.3 Teorema da Divergéncia

66. Utilizando o Teorema da Divergéncia, calcule:

(a) / / (yz,xz,zy) -n dS onde S é composta pelas faces do tetraedro limitado pelos
S

planos t = 0,y =0, 2 =0ex+y+ 2z = 3, e n é a normal unitdria exterior a

S; R:0

(b) // (2*,9%,2%) - 7 dS onde 7 ¢é a normal unitdria exterior a S e
S
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i. .S é composta pelas faces do cubo de vértices
(0,0,0), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (2,2,0) e (2,2,2);

R: 48

ii. S ¢é a superficie que limita o sélido
Q={(z,y,2) eR*: 2 +y* + 2> < lez>0};

R: Z

2
iii. S é a superficie que limita o sélido

Q={(r,y,2) €eR*: 4(z*+9*) <22 e0 <2< 1}.

R:

o3

67. Considere o sélido V' definido por
V=A{(z,y,2) e R*: 2 + 9 + 22 <25 e z > 3}.

Sendo 7 a normal exterior a S, com S = fr (1), calcule
//(acz,yz,l) -ndS
s

(b) usando o teorema da divergéncia. R: 1287

(a) utilizando a defini¢ao;

68. O filtro de uma méquina de lavar loica tem a forma aproximada da superficie que é a

fronteira do conjunto

V={(z,y,2) e R®: /a2 + 42 <2< 3},

e estd imerso, durante a lavagem, numa corrente de dgua com uma velocidade dada pelo
campo

F(z,y,z)= (2yzcosy2,2xzcosx2, 1) .

(a) Mostre que a quantidade da dgua no interior do filtro se mantém constante durante

a lavagem.

(b) Calcule o fluxo de dgua que atravessa o filtro, através da sua parede curva. Interprete

o resultado obtido.
R: 97
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Exercicios de Exames

69. Use a transformada de Laplace para resolver o seguinte problema de valor inicial:

Yy’ + 1y =6cost
y(0) =3
y'(0) =1

R:y=3cost+ (3t +1)sint
70. Sendo L o operador transformada de Laplace, calcule:

2 0<t<b
(@) L{f (@)}, com f(t) = { Bt 2255 )
e—5(s—3)

R: % (1—e5) + —

71. Usando transformada de Laplace, determine a funcio y (¢), definida em IR™, que verifica
y(0)=0e

y'(t)zl—sint—/ty(T) dr.

0

R __ tsint
R: sint =

1. Sendo k uma constante real nao nula prove, a partir da igualdade

[cos (kt)]" = —k?cos (kt),
que
s
L {COS (kft)} = m

72. Seja ﬁ(m,y, z)=(x—1)2—yje S asuperficie definida por

z=4—y? e 2®+ 1 < 1.
(a) Calcule / / F-dS supondo S com orientagao canénica; R: —7F
s

(b) Use a alinea anterior para calcular 7{ G - di com
c

é(x,y,z):x22+zj+xyk

e C' a curva definida por
2 =4 —q?

R: —

e
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73. Seja S a fronteira da regidao @ de IR? definida por
Q={(z,y,2) e R® : 2 + 1> <4,0< 2 <6—2% —9°}.
Seja ainda
F(z,y,2) = e Y% sinx i + cos(z + y + Z)ex2/2 7+ Sim(e%2 +yt+ k.
Determine / / rot F -7 dS sendo 7 a normal exterior a S.
R: 0 ’
74. (a) Calcule o volume do sélido @) determinado por
2: <P+ y? + 27 <4z e 2?4y <22
R: T
(b) Seja
Fla.y.2) = Qo+ 37) i+ (By+2) j+ (Aot e 7))

e sejam ainda S a fronteira do sélido ) e n a normal exterior a S.

Recorrendo ao resultado obtido na alinea anterior, determine o valor de

//ﬁ-ﬁds.
S

75. Seja S a fronteira da regiao D definida por

R: 637

D={(z,y,2) eR’ : 22> 2 +y* e 2® +¢y* + 2> < 22}

e suponha S orientada para fora..

Seja ainda

~

Fz,y,2) = (Y% sin? 2 + ) i + (¢S — 3y) 5+ (22 + 22 + wsinye™) & .

(a) Calcule //ﬁﬁ dS. R:im
s

(b) Calcule // 3rot F-idS. R:0
s

F(x,y)z( Y o )

(22 +y2)* (22 + y2)?

76. Seja

Calcule / F - dr, onde
c

C={(z,y) e R*: x| +[y| = 4},

e estd orientada no sentido directo. R: —.
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77. (a) Calcule o volume do sélido @) definido por
Q={(r,y,2) eR*: 2 +y* <1 e 0<z<y}.

R:

W

(b) Usando o Teorema de Stokes, calcule / F - dr, onde C' ¢ a curva definida por
c

r(t) = (cost, sint, sint), t € [0,2n],

F(z,y,2) = (QxyZQ, 222y, ez) )
R: 0

78. Seja F' o campo de vectores definido por

F(x,w:( —y x+1 >

(r+1)2+y2 (2 +1)* +y2

(a) Calcule / F - dr, com
c

C:{(x,y)elf{2:4x2+9y2:36, xZO},

orientada de B = (0, —2) para A = (0,2) .
R: 2arctan 2

(b) Calcule / F - dr, com
c

C={(z,y) e R*: 42> + 9y* = 36},

orientada no sentido directo.
R: 27

(c) Calcule a drea da regiao plana
2
R= {(:z:,y) CR2: 422+ 92 <36Ay>0Ay < §x}'

. 3n
R: &

79. Calcule a drea da superficie S definida por
S:{(x,y,z)EIF{3:x2+y2—l—22:4 e 2+y*>1 e z>0}

R: 4v/37
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80. Seja S a superficie definida por
S = {(:U,y,z) €R3:2x:y2+z2/\ac§2},
orientada com a normal unitdria exterior 7.

(a) Faca um esbogo de S.
(b) Sendo F'(z,y,z) = (1,0, 3z), calcule // F ds.
S
R: 87
(c) Usando o resultado da alinea anterior, calcule o volume do sélido
E={(z,y,2) e R*: 20> y* + 2> Ao < 2}.

R: 4n

81. Calcule

1'2

1492

/ 2z arctany dr + dy,
c

onde C é a curva
C={(z,y) eR*:y=lhazAe<z<e},

orientada da esquerda para a direita.

R: —w% + e*arctan 2

82. Calcule

// rotF -n dS,
S

S={(z,y,2) e R>: 2® +y* + 2 =1},

onde F (x,y,2) = (—y, 2%, 23) e

orientada com a normal unitéria exterior 7.
R: 0

83. Efectuando uma mudanga de varidveis, calcule
// sin (z + y) cos (z — 2y) dzdy,
D

onde D= {(z,y) e R*: —z<y<-z+m e0<z—2y<ZI}.
.2
R: 2
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84. Considere o integral duplo escrito em coordenadas polares,

™ 2

1 cos 6 3
redrdf.

0 2cosf

(a) Faga um esbogo grafico do dominio de integragdo D. Apresente todos os cdlculos que

efectuar.

(b) Usando coordenadas cartesianas, expresse o integral anterior através de integrais sim-

ples iterados.

85. Seja C' a curva de equacgao x2 + :Z—z =1lcomy>0(b#0).
Mostre que [, ye” dx + (e” + 2y) dy = 0.

86. Seja S o subconjunto de IR? definido por:

S={(z,y,2) e R>: 2’ +y" =2y e 0<z< 2" +y°}.

Determine uma expressao, em funcao de integrais simples, para calcular a drea da superficie

S:

(a) através de um integral de superficie;

(b) através de um integral curvilineo de uma fungao escalar.
87. Considere o sélido
E = {(x,y,z) cR’: 22+ 9y°+2°<4 e 2 < \/3(x2+y2)}.

(a) Faga um esbogo do sélido FE.
(b) Estabelega o integral triplo que lhe permita calcular o volume de E:

i. usando coordenadas cilindricas;

ii. usando coordenadas esféricas.

88. Sejam
Q:{(x,y,z)E]I{3:—x§z§6—x2 e 0<y<4}

uma regido de IR? e

F(z,y,2) = (2° + ¢ ¥sin z, 2%y + arctan z, /)

uma funcao vectorial.
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(a) Faga um esbogo da regiao Q.

(b) Considerando a fronteira de @) orientada com a normal exterior 77, determine

/ / F 7S,
fr(@Q)

R: 500

89. Sejam D = {(3:, y)ER*: 22492 <4 e x> 1} e C' a sua fronteira orientada no sentido

directo.
(a) Calcule K = / / . 7 rzdxdy, usando coordenadas polares.  R: 2(3v3—m)
(b) Mostre que [, In /224 y2dy = K.
90. Considere o sélido

E:{(x,y,z)€R3:x2+y2+22§4 e z+2<0}

Seja T a superficie plana que delimita F, orientada com a normal n;, exterior a E e
F(z,y,2) =2y — 2,23, 2) .

(a) Calcule // F-nydS. R:0
T

(b) Usando o Teorema da Divergéncia, calcule / / F -ny dS, sendo S a superficie curva
5
que delimita E, orientada com a normal 7y exterior a E. R: IGT”

91. Sejam
3 Loy o
T = {(x,y,z)e]R :z:2—§(x +9°) e 220},

3
U = {(x,y,z)elf{3:z:3—§\/x2+y2 e 220},

duas superficies com orientagao canénica.

(a) Faga um esbogo da regiao sélida @) que estd situada acima do plano xOy e abaixo,

simultaneamente, das superficies T e U.

(b) Usando coordenadas cilindricas, apresente uma expressao que permita determinar o

volume de Q).

(¢) Sendo F'(z,y,z) = (y, —,sin 2), calcule // rotF -dS. R:—8r
T
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92. (a) Considere a superficie
S={(r,y,2) €ER® : 2 =4 —4a® —y* 2>0, y > 22}
i. Determine a drea A da projecgao ortogonal de S no plano XOY. R: 7

ii. Estabeleca um integral curvilineo cujo valor seja igual a A.

(b) Considere as superficies

Si={(ey2) eR’ iz =d—4a® -y, 2’ +4° <1}
So={(r,y,2) eR*:a? +y’ =1, 2<d—da® —y* e22>0}.

i. Através de um integral de superficie, estabeleca uma expressao que permita de-
terminar a drea de Sj.
ii. Através de um integral curvilineo de fungao escalar, estabelega uma expressao

que permita determinar a drea de Ss.

Nota: os célculos das alineas i) e i) devem ser desenvolvidos até serem obtidos

integrais simples.

93. Uma fonte de dgua, que consideramos na origem do referencial, emite um fluxo com ve-
1 — (xvyvz)
locidade F'(x,y,z) = T em m/s.
Determine a quantidade de dgua que atravessa a semi-esfera 22 + 3>+ 22 = 1e 2z > 0,

durante um minuto. R: 1207 m3

94. (a) Calcule, mudando a ordem de integracao, o valor do integral

2 1
I = / / e’ dxdy.
0J 3

(b) Determine uma fungao M tal que I = / M (z,y) dz, sendo C' a curva que limita o
c

R:ie—1

dominio definido em a).

R: M = —ye”* (por exemplo).

95. (a) Determine o integral curvilineo

y—1 11—z
dx + dy,
f(;@_lm(y_w

sendo C'
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i. a circunferéncia de equacio (z —1)° + (y —1)>=1; R: —2x

ii. a circunferéncia de equacao 2% + y? = i. R: 0

(b) Diga, justificando, qual o valor de

y—1 1—x
fc (¢ —1)"+(y - 1)2dIJr (x =1+ (y— 1)2dy’

42

quando C' for uma curva simples, suave e fechada, que circunde, sem o conter, o ponto

(1,1). R: —27



