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TERNOS PITAGORICOS E TIJOLOS DE EULER
O titulo deste Canto Délfico € o mesmo de uma jornada da Liga Delfos,
cujos problemas aqui apresentamos. Comecando por explicar o que é a
Liga Delfos, introduzimos de seguida o que sio os tijolos de Euler. Estes
objetos matematicos constituem um analogo espacial do familiar conceito
de terno pitagérico. Destacamos o problema em aberto sobre a existéncia
ou nao de tijolos de Euler perfeitos.
1. INTRODUCAO
A Escola Delfos' organiza-se em torno de estdgios de dois do nome de uma equipa. Acedeu com gosto, organizando
dias, congregando na Universidade de Coimbra estudan- uma jornada intitulada Ternos Pitagoricos e Tijolos de Euler,
tes dos ensinos Bésico e Secundério, com uma regularida- que decorreu a 7 de outubro de 2017. Neste Canto Délfico,
de aproximadamente mensal. Estes estudantes sdo referi- espreitamos um pouco a Liga Delfos, propondo ao leitor
dos como sendo os délficos. os problemas dessa jornada. Antes disso, fazemos uma

Uma atividade-farol da Escola Delfos é a Liga Delfos. breve contextualiza¢do dos problemas.
A Liga Delfos é uma competicdo entre equipas de délficos,
decorrendo nos seus estagios. Cada edigdo corresponde a 2. TIJOLOS DE EULER
um ano letivo, e estd dividida em cerca de sete jornadas,
garantindo que a maioria dos estdgios conte com uma jor-
nada na sua programacado. Em geral, cada jornada tem a
duragdo de duas horas e meia, e cada edi¢do tem cinco
equipas. A Liga Delfos foi criada em 2004 por Jorge Ne-
ves, o qual por largos anos a organizou e moldou. Contou
ainda com vdrios outros organizadores ao longo da sua
histéria.

O autor destas notas pode testemunhar o quéo en-
tusiasmante é a Liga Delfos para os seus participantes.
A Liga Delfos fomenta a partilha de conhecimentos, fa-
cilitada pela camaradagem. A competicdo entre as equi-

pas é amigdvel e bem humorada, como o demonstram os
nomes que as equipas escolhem para si, frequentemente
associados a objetos, conceitos e problemas matematicos Figura 1. Leonard Euler  (1707-1783).
com que os délficos se deparam. Exercendo o seu habitual

bom humor, vérios délficos pediram a certa altura ao au- 1 https:/fwww.ic ptifetucidmatidelfos

tor destas notas que preparasse uma jornada envolvendo 2 Imagem do domihio publico, retirada de https://www.nndb.com/peo-

de alguma forma a palavra "Tijolo", a qual ja fazia parte ple/954/000048810
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Figura 2. llustragdo® de um tijolo com dimensdes a, b, c,
diagonais faciais d, e, f, e diagonal espacial g

Um paralelepipedo retangular (i.e, um prisma de base e
faces retangulares) é um tijolo de Euler se todas as suas
arestas e diagonais faciais tém comprimentos inteiros.
Estes objetos matematicos devem o seu nome as investi-
gacOes sobre eles feitas pelo afamado matematico suico
Leonard Euler (1707-1783). O tijolo de Euler de menor vo-
lume tem dimensdes 44, 117 e 240.

Um tijolo de Euler perfeito € um tijolo de Euler cuja dia-
gonal espacial também é um inteiro. O problema da exis-
téncia de um tijolo de Euler perfeito traduz-se em saber se
o sistema de equagdes

a? +b? =d?
P22 =2
br+c% = f?
P2t fr=g

tem uma solucdo apenas em inteiros (cf. figura 2). Nao se
sabe se existe algum tijolo de Euler perfeito [7].

Mais geralmente, um paralelepipedo (ndo necessaria-
mente retangular) diz-se perfeito se todas as suas arestas,
e todas as suas diagonais faciais e espaciais tém compri-
mento inteiro. Em 2011, Jorge F. Sawyer e Clifford A. Rei-
ter provaram que existem paralelepipedos perfeitos (mas
ndo retangulares), exibindo vdrios exemplos concretos,
encontrados com recurso a for¢a bruta computacional
[11]. Num artigo de 2014, Sokolowsky et al. demonstraram
a existéncia de uma familia infinita de paralelepipedos
perfeitos, dois a dois ndo semelhantes, cada um dos quais
com exatamente duas faces nédo retangulares [12]. Nesta
familia, os dngulos das faces ndo retangulares podem ser
tomados tao préximo de 90° quanto se queira. Nesse mes-
mo artigo, com base nos argumentos de prova af utiliza-
dos, os seus autores conjeturam que ndo existe um tijolo
de Euler perfeito.

Fazemos notar que a expressdo "Tijolo de Euler" é
de facto usada na literatura, no sentido técnico que aqui
apresentamos (a expressdo "cuboide racional’ também
aparece na literatura, com o mesmo significado). Isso fa-
cilitou muito a tarefa de descobrir um tema que fosse ao
encontro do desejo dos délficos!

3. TERNOS PITAGORICOS

Uma equagdo diofantina é uma equagdo em vdrias vari-
dveis no dominio dos inteiros. A resolucdo de equagdes
diofantinas é um dos tipos de problemas mais abordados
pelos délficos. Naturalmente, uma das equagdes que estu-
dam é a equagdo x? + y? = z%, que exprime o problema de
achar tridngulos retdngulos de lados inteiros, os chama-
dos tridngulos pitagéricos. Um terno pitagorico € um terno
(u,v,w) de inteiros positivos tal que u? + v*> = w?. Dire-
mos também que o terno (4, b, c) € um terno de um tijolo
de Euler, ou simplesmente que € um tijolo de Euler, se for
o terno das trés dimensdes de um tijolo de Euler. Portan-
to, um terno de um tijolo de Euler é um terno pitagdrico.

Um terno de inteiros positivos (a,b,c) diz-se pri-
mitivo se o maximo divisor comum de a, b, ¢ é 1.
Note-se que se a? + b? = ¢% entdo mdc(a, b,c) = 1se e s6
se cada par de inteiros no conjunto {a,b,c} é primo en-
tre si. Acresce que todas as soluges inteiras da equagdo
x? + y? = z%sdo da forma (ka, kb, kc) em que k é um inteiro
e (a,b,c) € um terno pitagdrico primitivo.

E um bom exercicio de iniciagdo verificar que se
(u,v, w) é um terno pitagérico, entdo u ou v é par. A chave
estd em observar que os quadrados perfeitos pares sdo
multiplos de 4, enquanto que os quadrados perfeitos im-
pares dao resto 1 quando divididos por 4.

A seguinte caracterizagdo dos ternos pitagdricos pri-
mitivos é regularmente aprendida pelos délficos. Note-se
que, sem perda de generalidade, basta-nos considerar ter-
nos pitagoéricos primitivos (1#,v,w) em que u é par, pela
observagdo feita no pardgrafo anterior.

Teorema. Seja (1, v, w) um terno de inteiros positivos em
que u é par. O terno (u,v,w) é um terno pitagorico primi-
tivo se e s6 se u = 2st, v = s> — t? e w = s> + 2, para al-
guns inteiros positivos s, t primos entre si e tais que s — t
é impar e positivo.

Demonstragdo. Sejam s, t inteiros positivos primos en-
tre si tais que s — t € um nimero positivo impar, e sejam

u = 2st, v=5>—t e w=s>+"t.

Verifica-se diretamente que u*+0% = w?

Se exis-
te um primo p que divide u e v, entdo tal primo divide
v+w=2s%e w—0v =22 Como mdc(s,t) = 1, teremos
entdo p = 2. Mas s — t é impar, peloque v = (s — t)(s + t)
é impar. Logo mdc(u,v) = 1, e portanto (1, v, w) é um ter-
no pitagorico primitivo.

Reciprocamente, suponhamos que (4, v, w) é um terno
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pitagoérico primitivo tal que u é par. Entdo v, w sdo impa-
2=w? - 0> = (w+v)(w—0)éum

multiplo de 4, pelo que temos a seguinte fatorizacdo de

res. Daf decorre que u

inteiros:

2 _
(1 =g

w+ov | w—o
2

Se d é um divisor positivo comum dos inteiros e Y5,

entdo d divide

w—+v  w-—70v w+v w—v

2 2 2 2

pelo que d = 1. Logo, a fatorizacdo que obtivemos para
(%)2 permite-nos concluir que existem inteiros positivos
s,t primos entre si tais que

w+ov __ 2
5 =S
w—ov __ 42
5 =1

e u = 2st. Resolvendo o sistema, obtemos
w=s2+2

v:sz—tz.

Como v? = (s — t)(s + t) é impar, necessariamente o na-
mero positivo s — t é impar. O

Este teorema é um exemplo de uma solugdo paramétri-
ca de uma equagdo (ou sistema de equagdes) em inteiros,
neste caso expressa em fungdo dos parametros s, t. Exis-
tem muitas solu¢bes paramétricas parciais do problema
do Tijolo de Euler (cf. [9, 5]). Na secgdo seguinte referimos
a solucdo do matematico inglés Saunderson (1682-1739),
porventura a mais famosa, e que foi redescoberta por Eu-
ler [6]. A titulo de exemplo, temos a seguinte solugdo par-
cial paramétrica, obtida por Euler, distinta da atribuida a
Saunderson:

a = 2st(3s2 — t2) (32 — s?)
b = 8st(s* — )
c = (8% — 12)(s* — dst + t2) (s® + 4st + 12)

onde s, t sdo inteiros (admitindo que 4, b, ¢ possam ser ne-
gativos).

4. UMA JORNADA DA LIGA DELFOS
Nesta secgdo o leitor pode apreciar a lista dos sete pro-
blemas que surgiram no enunciado da jornada de 7 de

outubro de 2017 da Liga Delfos. O enunciado inclufa uma
breve contextualizacdo do tépico. Os problemas foram
extraidos de diversas fontes. Os seus graus de dificulda-
de sédo variados, sendo alguns deles meros exercicios in-
trodutorios, enquanto o tltimo problema é bastante mais
dificil do que os precedentes.

Cada problema é um requerimento formulado na se-
gunda pessoa do plural, refletindo o facto de que as res-
postas sdo trabalhadas em equipa.

Problemas de 7/10/17 da Liga Delfos
1. a) Determinem todos os ternos pitagdricos primitivos
da forma (40, v, w).

b) Determinem todos os ternos pitagéricos (i, v, w) tais
que u, v e w estdo em progressao aritmética.

¢) Determinem todos os tridngulos pitagéricos de drea
igual ao perimetro.

2. Provem que, para todo o inteiro n maior do que 12,
existe um inteiro estritamente entre n e 2n que é a drea
de um triangulo pitagoérico.

3. Mostrem que o raio da circunferéncia inscrita num tri-
angulo pitagdrico é sempre um inteiro.

Figura 3. Nicholas Saunderson* (1682-1739).

* By Gfis - https://commons.wikimedia.org/wikilFile:Euler_brick.svg, CC BY-
-SA 4.0, https://creativecommons.orgl/licenses/by-sa/4.0

* Imagem do dominio publico, cf.
File:Nicolas_Saunderson.jpg

https://commons.wikimedia.org/wiki/
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4. O matemdtico inglés Nicholas Saunderson (1682-1739)
descobriu que se (1, v, w) é um terno pitagdrico entdo

(|u(4vz —w?)|, [o(4u? — w?)], |4uvw|)
é um terno de um tijolo de Euler (designemos estes
ternos por ternos de Saunderson).
a) Verifiquem o resultado de Saunderson.
b) Verifiquem que se (1, v, w) é um terno pitagodrico pri-
mitivo, entdo o terno
(|u(4vz — w?)|, [o(4u® — w?)], |4uvw|)

é primitivo.

¢ Sabendo que a diofantina
x* +18x2y? + y* = z2 ndo tem solugdo se xy # 0, pro-
vem que ndo existem tijolos de Euler perfeitos cujas

equagao

dimensdes sejam ternos de Saunderson.

5. Mostrem que o terno (85,132, 720) define um tijolo de
Euler que nédo é um tijolo cujas dimensdes sdo dadas
pela férmula de Saunderson.

6. Mostrem que, num qualquer tijolo de Euler, para cada
n € {5,9,11,16}, existe pelo menos uma aresta cujo
comprimento é divisivel por n.

7. Provem que a equacgdo diofantina

18+t =22

nao tem solugdo se xy # 0.

5. UM PROBLEMA SOBRANTE

Por regra, o enunciado de uma jornada da Liga Delfos
tem sete problemas, de igual pontuagdo. Na preparagdo
do enunciado sobram naturalmente problemas, ao alme-
jar-se uma prova equilibrada em duragdo e composicao.
Eis um problema sobrante cujo enunciado nos dd mais
informagdes sobre os tijolos de Euler:

Verifiquem que se (x,y, z) é um tijolo de Euler entdo (xy, xz,yz)
também é um tijolo de Euler, e que se (x,y,z) é um tijolo de
Saunderson, entdo (xy, xz,yz) ndo é um tijolo de Saunderson.

Curiosamente, se repetirmos duas vezes a operagdo des-
crita neste problema, obtemos um tijolo de Euler seme-
lhante ao inicial, pois a fungdo f(x,y,z) = (xy,xz,yz)
satisfaz a igualdade f?(x,y,z) = xyz(x,y,z). Em 1977,

E. Z. Chein provou que se (¥, y,z) é um tijolo de Saunder-
son (ndo sendo, portanto, perfeito), entdo f(x,y,z) tam-
bém ndo é um tijolo de Euler perfeito [4].

6. ONDE PROCURAR SOLUCOES

O problema 1 é um conjunto de exercicios de aquecimen-
to sobre ternos pitagoricos. Estes e outros exercicios se-
melhantes podem ser encontrados no livro de Burton [3],
onde também encontramos uma solugdo do problema 3
como um exemplo de aplicacdo da solugdo paramétrica
da equagdo diofantina x? + y? = z2.

O problema 2 apareceu na final das Olimpfadas Core-
anas de Matematica de 1993 (cf. [1, 2]).

Como referéncia para os problemas 4, 6 e 7, temos o
apéndice de um artigo de Knill [8]. Spohn observou em
1972 que a parametrizagdo de Saunderson ndo produz
tijolos de Euler perfeitos [13], aplicando o resultado enun-
ciado no problema 7 e obtido em 1912 pelo inglés Henry
Cabourn Pocklington [10].
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