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TERNOS PITAGÓRICOS E TIJOLOS DE EULER

1. INTRODUÇÃO

Escola Delfos1 organiza-se em torno de estágios de dois 

-

-

-

dos como sendo os . 

Liga Delfos. 

-

-

ainda com vários outros organizadores ao longo da sua 

O autor destas notas pode testemunhar o quão en-

-

-

-

O título deste Canto Délfico é o mesmo de uma jornada da Liga Delfos, 
cujos problemas aqui apresentamos. Começando por explicar o que é a 
Liga Delfos, introduzimos de seguida o que são os tijolos de Euler. Estes 
objetos matemáticos constituem um análogo espacial do familiar conceito 
de terno pitagórico. Destacamos o problema em aberto sobre a existência 
ou não de tijolos de Euler perfeitos. 

 Ternos Pitagóricos e Tijolos de Euler

2. TIJOLOS DE EULER

1 https://www.uc.pt/fctuc/dmat/delfos

2 Imagem do domínio público, retirada de https://www.nndb.com/peo-

ple/954/000048810

Figura 1. Leonard Euler 2 (1707-1783). 
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faces retangulares) é um tijolo de Euler se todas as suas 

arestas e diagonais faciais têm comprimentos inteiros. 

-

-

perfeito -

gonal espacial também é um inteiro. O problema da exis-



















a2 + b2 = d2

a2 + c2 = e2

b2 + c2 = f 2

a2 + f 2 = g2

-

mente retangular) diz-se perfeito

e todas as suas diagonais faciais e espaciais têm compri-

-

ter provaram que existem paralelepípedos perfeitos (mas 

-

-

apresentamos (a expressão "cuboide racional" também 

-

cilitou muito a tarefa de descobrir um tema que fosse ao 

3. TERNOS PITAGÓRICOS 

diofantina -

diofantinas é um dos tipos de problemas mais abordados 

-

x2 + y2 = z2

-

dos triângulos pitagóricos terno pitagórico é um terno 

(u, v, w) de inteiros positivos tal que u2 + v2 = w2 -

mos também que o terno (a, b, c)

-

(a, b, c) diz-se pri-

mitivo se o máximo divisor comum de a, b, c 

Note-se que se a2 + b2 = c2 mdc(a, b, c) = 1

{a, b, c} é primo en-

x2 + y2 = z2 são da forma (ka, kb, kc) em que k é um inteiro 

e (a, b, c)

(u, v, w) u ou v

está em observar que os quadrados perfeitos pares são 

-

-

-

(u, v, w) em que u

Teorema. (u, v, w) um terno de inteiros positivos em 

que u é par. O terno (u, v, w) -

u = 2st v = s2
− t2 e w = s2 + t2 -

guns inteiros positivos s, t primos entre si e tais que s − t

é ímpar e positivo. 

Demonstração. s, t inteiros positivos primos en-

tre si tais que s − t

u = 2st, v = s2
− t2 e w = s2 + t2.

u2 + v2 = w2 -

te um primo p que divide u e v

v + w = 2s2 e w − v = 2t2. Como mdc(s, t) = 1

então p = 2. Mas s − t v = (s − t)(s + t)

é ímpar. Logo mdc(u, v) = 1 (u, v, w) é um ter-

(u, v, w) é um terno 

Figura 2. Ilustração3 de um tijolo com dimensões a, b, c, 

diagonais faciais d, e, f, e diagonal espacial g.
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u v, w são ímpa-

u2 = w2
− v2 = (w + v)(w − v) é um 

(u

2

)2

=
w + v

2
·

w − v

2

d é um divisor positivo comum dos inteiros w+v
2  e w−v

2

então d divide 

w + v

2
+

w − v

2
= w e

w + v

2
−

w − v

2
= v

pelo que d = 1

( u
2
)2 permite-nos concluir que existem inteiros positivos 

s, t  primos entre si tais que 







w+v
2

= s2

w−v
2

= t2

e u = 2st







w = s2 + t2

v = s2
− t2 .

Como v2 = (s − t)(s + t) -

mero positivo s − t é ímpar. 

paramétri-

ca

s, t -

-

-















a = 2st(3s2
− t2)(3t2

− s2)

b = 8st(s4
− t4)

c = (s2
− t2)(s2

− 4st + t2)(s2 + 4st + t2)

onde s, t são inteiros (admitindo que a, b, c possam ser ne-

gativos). 

4. UMA JORNADA DA LIGA DELFOS

-

-

-

difícil do que os precedentes. 

Cada problema é um requerimento formulado na se-

-

postas são trabalhadas em equipa. 

Problemas de 7/10/17 da Liga Delfos

da forma (40, v, w). 

(u, v, w) tais 

que u v e w estão em progressão aritmética. 

igual ao perímetro. 

n

existe um inteiro estritamente entre n n que é a área 

-

Figura 3. Nicholas Saunderson4 (1682-1739).

3 By Gfis -  https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euler_brick.svg, CC BY-

-SA 4.0,  https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0

4 Imagem do domínio público, cf.  https://commons.wikimedia.org/wiki/

File:Nicolas_Saunderson.jpg
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descobriu que se (u, v, w
(

|u(4v2
− w2)|, |v(4u2

− w2)|, |4uvw|
)

(u, v, w) -

(

|u(4v2
− w2)|, |v(4u2

− w2)|, |4uvw|
)

é primitivo. 

x4 + 18x2y2 + y4 = z2 xy �= 0 -

n ∈ {5, 9, 11, 16}

comprimento é divisível por n. 

x4 + 18x2y2 + y4 = z2

xy �= 0.  

5. UM PROBLEMA SOBRANTE

-

(x, y, z) é um tijolo de Euler então (xy, xz, yz)

também é um tijolo de Euler, e que se (x, y, z) é um tijolo de 

Saunderson, então (xy, xz, yz) não é um tijolo de Saunderson.

-

-

f (x, y, z) = (xy, xz, yz)

satisfaz a igualdade f 2(x, y, z) = xyz(x, y, z)

(x, y, z) -

f (x, y, z) tam-

6. ONDE PROCURAR SOLUÇÕES

-

-

x2 + y2 = z2. 

-

-
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