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DESCIDA INFINITA E CRIMINOSOS MINIMAIS

Introduzimos brevemente o método da descida infinita, revestindo-o a
certo ponto com as vestes do método do "criminoso minimal". Fazemo-lo
na perspetiva da iniciagdo a resolugiao de problemas olimpicos de natureza

técnica.

1. 0 METODO DA DESCIDA INFINITA

A experiéncia pessoal do autor destas linhas leva-o a con-
cordar com o cliché segundo o qual os iniciados no gosto
pela matemdtica desenvolvem facilmente um especial fas-
cinio pelas equacgdes ditas diofantinas, isto é, equagbes no
dominio dos niimeros naturais, ou, mais geralmente, dos
ntmeros inteiros. O método da descida infinita pode, com
sucesso, ser aplicado na resolugdo de algumas de tais equa-
¢oes. De aprendizagem obrigatéria num curso de formacao
olimpica, tem o duplo atrativo de ser acessivel a iniciados
e de ter bastante pedigree. Tal pedigree decorre nédo sé da fre-
quéncia com que é usado em problemas relevantes, mas
também do facto de ter sido promovido por Pierre de Fer-
mat (1607-1665), um dos poucos matemadticos que néo sur-
preendem que um vulgar transeunte da rua os reconheca
pelo nome.

Parafraseemos a explicacdo informal que Oysten Ore
nos dé sobre o método, no seu livro sobre a Histéria da Teo-
ria dos Numeros [5]: assumimos que um problema pode
ser resolvido no dominio dos niimeros naturais, e de uma
sua solu¢do deduzimos uma nova solu¢do no mesmo do-
minio, definida por ntimeros de menor valor; como os intei-
ros positivos ndo podem decrescer indefinidamente, chega-
mos a um absurdo, pelo que o problema nao tem solugéo.
Sucintamente: o método assenta na observagdo de que ndo
podemos fazer uma “descida infinita” na “escada infinita
dos ntimero naturais”. O nome do método, traduzido do
original em francés descente infinie, deve-se a Fermat [5].

Figura 1. Pierre de Fermat (1607-1665).!
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A demonstracgdo da seguinte proposigdo constitui um
exemplo simples de aplicagdo do método da descida in-
finita na resolucdo de equacgdes diofantinas. Neste texto
estamos a considerar o conjunto IN dos niimeros naturais
como sendo o dos ntimeros inteiros positivos.

Proposigao 1. A equagdo X%+ y2 = 3z% nio tem solucdes
naturais.

Demonstragdo. Suponhamos que a equagdo tem solu-
¢Oes naturais. Podemos entdo tomar naturais xg, Yo € Zo
tais que

X3+ % = 325 1)

Suponhamos que xy ndo é mduiltiplo de 3. Como
y3=23z3—x3 entdo Yo também ndo ¢ multiplo
de 3. A divisdo de xp por 3 da resto 1 ou 2, isto §é, te-
mos xg=3k+1 ou xy=3k+2 para algum ndme-
ro inteiro k. Como (3k+1)2=3(3k*+2k)+1 e
(3k +2)? =3(3k* +4k+1) + 1, em qualquer dos casos
vemos que x% = 35 + 1 para algum inteiro s. Do mesmo
modo, temos y3 = 3t + 1 para algum inteiro t. Deduzimos
entdo a igualdade x2 + y2 = 3(s + t) + 2, que nos diz que
o inteiro x4 +y3 dé resto 2 quando dividido por 3. Mas
a igualdade x2 + y2 = 3z3 garante-nos que esse inteiro
é multiplo de 3. Logo, para evitarmos uma contradigao,
Xo tem de ser mdiltiplo de 3. Pela mesma razdo, y, tem de
ser multiplo de 3.

Portanto, existem niimeros naturais x; e y; tais que
xo = 3x1 e yo = 3y;. Substituindo na equacéo inicial, ob-

temos
9x% + 9yF = 323

ou seja,
3(xi +17) = 2.

Decorre desta tdltima igualdade que podemos substituir z
por 3z; para algum ndmero natural z;, obtendo-se entdo

x +yt =34,

Logo (x1,Y1,z1) também é uma solugdo da equacdo
x2 —l—yz — 322 formada por nimeros naturais, tendo-se
X1 < Xo Y1 < Yoezp <z

Repetindo o argumento, a partir da solugdo (x1, ¥1,21)
obteremos uma outra solugdo (xp,y,22) da mesma
equagio x*+y? = 3z%, formada por nimeros naturais
X2,Y2, 22 tais que xp < x1, Y2 < yp e z2 < z1. Continuando
indefinidamente este processo, obtemos uma sequéncia

infinita
(XOI yOI ZO)/ (xll ylr Zl)r (x21 ]/2/ ZZ)/ tee
de solugdes naturais da equagao x? + y? = 3z? tais que

Xg> X1 >Xp > X3 > -

Mas isto é impossivel, visto que apenas existe um ndme-
ro finito de niimeros naturais menores do que xj.
Chegamos assim a um absurdo. O absurdo surgiu de
supormos que a equagio x> + y2 = 322 tem solucdes na-
turais. Portanto, no dominio dos niimeros naturais, tal
equacdo ndo tem solugdes. O

Os conhecedores da teoria elementar das congruén-
cias [4] poderdo achar o segundo pardgrafo desta de-
monstracdo particularmente entediante, mas é de espe-
rar alguma tolerdncia se tiverem em conta o objetivo de
tornar a prova imediatamente acessivel a todos os leito-

res que sdo alunos do ensino secunddrio.

2. CRIMINOSOS MINIMAIS
O autor deste artigo fez a sua formagdo em Teoria dos
Grupos recorrendo ao livro de Joseph Rotman [6]. Um
comentdrio af feito, que capta a atengéo, é sobre o uso fre-
quente do método do “criminoso minimal” em diversas
demonstragdes de teoremas sobre grupos finitos. Toman-
do de empréstimo a descricdo feita por Rotman, quan-
do se quer provar que uma estrutura finita de um certo
tipo (e.g., um grupo finito) com a propriedade P tem de
também ter a propriedade Q, frequentemente assume-se
que existe uma estrutura G desse tipo que é de tamanho
minimo de entre todas as que tém a propriedade P e ndo
tém a propriedade Q. Depois, explorando a minimalida-
de de G, deduz-se uma contradi¢do. Nesta narrativa, a
estrutura G é o0 nosso “criminoso minimal”, sendo o seu
“crime” a violagdo de um teorema que queremos provar
que é verdadeiro. O uso da sugestiva expressdo “crimi-
noso minimal” (tradug¢do de least criminal) no contexto
dos grupos finitos é atribuido por Rotman a Reinhold
Baer; pode-se ver um exemplo do seu uso por Baer num
artigo da nossa lista de referéncias [2].

Mais geralmente, para se provar que um determinado
problema ndo tem solugdes, o método consiste em: come-
car por verificar que se o conjunto de solugdes é nio vazio,

Imagem do dominio publico, via Wikimedia Commons, https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Pierre_de_Fermat3.jpg
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Figura 2. Reinhold Baer (1902-1979).?

entdo é (parcialmente) pré-ordenado de alguma forma, e
de tal modo que existem elementos minimais; e em segui-
da, explora-se a minimalidade de um tal elemento (o “cri-
minoso minimal”) para se chegar a um absurdo.

Por exemplo, a demonstracdo da proposigdo 1 pode-
ria ter sido adaptada ao método do criminoso minimal,
atribuindo ao conjunto S das solugdes (xo, o, zo) da equa-
cdo X3+ y3 = 32%, no dominio dos ntimeros naturais,
a pré-ordem < definida por (a,b,¢) < (a',b',c’) se e s6 se
a < a’. Como todo o subconjunto néo vazio de IN tem um
elemento minimo, se S for ndo vazio, entdo tem elementos
minimais. A prova de que S é vazio é feita assumindo que
S ndo é vazio e extraindo uma contradicdo a partir de um
elemento minimal de S, apelando de algum modo ao ca-
racter minimal de tal elemento.

O método da descida infinita pode ser sempre reves-
tido com as roupagens do principio do “criminoso mini-
mal”. Estas roupagens tém em geral a vantagem de permi-
tirem um texto mais elegante, na opinido do autor.

Vejamos a aplicacdo do principio do “criminoso mi-
nimal” na resolucdo do seguinte exercicio, incluido num
teste feito durante um estdgio do Projeto Delfos.

Problema 1. Determine todos os ternos (x, y, z) de inteiros
que satisfazem a igualdade

343y +92° = 3xyz.

Resolugio. Observemos que o terno (0,0,0) é uma so-
lugdo da equagéo x% 4 343 + 923 = 3xyz. Provemos que é
a Unica.

Suponhamos que (0, 0,0) n&o é a tinica solugdo da equa-
¢do. De entre as solugdes diferentes de (0,0,0), tomemos
uma solugdo (x, 1o, zo) tal que o valor de |xo| + |yo| + |zo]
é o menor possivel. Uma vez que temos

X3 = 3xoy0z0 — 3yp — 923,
sabemos que x3 é multiplo de 3. Sendo 3 um ntimero pri-
mo, daqui decorre que existe um ntmero inteiro x; tal que
xo = 3x1. Substituindo x( por 3x1, obtemos a igualdade

9x‘;’ + yg + 328 = 3x1Y0z0,
pelo que yg é multiplo de 3. Assim, temos yo = 3y para
algum inteiro y1, donde

3X% + 9]/% + Zg = 3x1ylzo.
Continuando com este argumento, obtemos zg = 3z; para
algum inteiro zj, e portanto

x‘;’ + 3y:f + 92:15 = 3x1Y121.

Logo (x1,y1,21) também é solugdo da equagdo em andlise.
Reparemos que

lxo| > |x1], [yol > |y1l, |20l > |21,

4
e que

lyol = [v1l ©yo=0 e
|Z()| = |Zl| < zZ0 = 0.

|xo| = [x1] © x0 =0,

Como, pelo menos, uma das componentes de (xo, yo, zo) €
nédo nula, daqui decorre que

0 < |x1] + [y1] + |z1] < |xol + [yol + |zo]-

Mas isto contradiz o cardcter minimal da solugdo
(xo, yo,Zo).

Assim, por redugdo ao absurdo, concluimos que,
no dominio dos inteiros, a tinica solugdo da equacdo
x3 4+ 3% +92% = 3xyz ¢ (0,0,0). O

3. SOB OS AUSPiICIOS DE PITAGORAS E FERMAT
Um tridngulo retangulo diz-se pitagdrico se os comprimen-
tos dos seus lados forem ntmeros inteiros. Recordemos

10
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que um quadrado perfeito é um inteiro ndo negativo cuja
raiz quadrada é um inteiro. O método da descida infini-
ta foi introduzido por Pierre de Fermat para demonstrar
que a drea de um tridngulo pitagérico nunca pode ser um
quadrado perfeito [5]. Nesta secgdo revisitamos essa de-
monstragdo, revestindo-a com o principio do “criminoso
minimal”.

Dizemos que um terno (a,b,c) de inteiros positivos é
um terno pitagorico se a, b, c forem os comprimentos dos la-
dos de um tridngulo retdngulo em que c é o comprimento
da hipotenusa. Portanto, pelo Teorema de Pitdgoras e pelo
seu reciproco, um terno (4, b, ¢) de inteiros positivos é um
terno pitagoérico se e s6 se é uma solucdo da equacdo dio-
fantina x? + y? = 22,

Um terno pitagérico (a, b, ¢) diz-se primitivo quando os
inteiros a,b,c sdo dois a dois primos entre si; 0 que, em
virtude da igualdade a®+ b? = ¢ facilmente se vé ser
equivalente a que ndo exista um ndmero primo simulta-
neamente dividindo 4, b e c. Naturalmente, um tridngulo
retangulo cujos comprimentos dos lados formam um terno
pitagérico primitivo diz-se um tridngulo pitagérico primitivo.

O teorema seguinte é a bem conhecida caracterizagdo
dos ternos pitagoéricos primitivos, cuja demonstragdo apa-
receu nesta coluna num niimero recente da Gazeta de Ma-
temdtica [3]. Nessa caracterizagdo usa-se o seguinte facto,
facil de estabelecer usando restos da divisdo por 4: num
triangulo pitagérico, pelo menos, um dos catetos tem com-
primento par; portanto, num tridngulo pitagérico primiti-
vo, exatamente um dos catetos é par.

Teorema 1. Seja (a,b, ¢) um terno de inteiros positivos em
que a é par. O terno (a,b, c) é um terno pitagérico primiti-
voseesésea=2mnb=m>—n?ec= m2+n2,para al-
guns inteiros positivos 1, n primos entre si e tais quem — n

é impar.

O Teorema Fundamental da Aritmética, que afirma a
existéncia e a unicidade da fatorizagdo de um inteiro em
nimeros primos, permite-nos provar facilmente o seguinte
facto.

Lema 1. Seja 7 um quadrado perfeito. Se u e v sdo inteiros
positivos primos entre si tais que n = uv, entao u e v sao
quadrados perfeitos.

Este lema tem um papel importante na demonstracao
do teorema sobre o qual esta secgdo se ocupa, que agora
formalmente enunciamos.

LA s

ma s

i T v.e.n

S
3
3
&

L2

Figura 3. Busto de Pitdgoras no Museu do Vaticano.*

Teorema 2. A drea de um tridngulo pitagdrico ndo pode

ser um quadrado perfeito.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um tridngulo
pitagoérico cuja drea é um quadrado perfeito. Entdo exis-
te um tal tridngulo T de drea minima, de entre todos os
tridangulos pitagéricos cuja drea é um quadrado perfeito.
Seja k o inteiro positivo tal que a drea de T é k. Seja A o
maéximo divisor comum dos comprimentos dos lados de
T, e sejam 4, b, c os inteiros tais que Aa e Ab sdo os com-
primentos dos catetos de T, e Ac é o comprimento da sua
hipotenusa. Observemos que

Consideremos agora o tridngulo pitagérico T’, seme-

2 George M. Bergman, CC BY-SA 4.0 https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Reinhold_Baer_1972_(headshot_enlarged,_as-is).jpg, via Wikimedia
Commons.

* Andargor at English Wikipedia, Public domain, via Wikimedia Commons,
https://upload.wikimedia.org/wikipedialcommons/c/c | IPythagoras_Bust_Vati-
can_Museum.jpg
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lhante a T, cujos catetos e hipotenusa medem 4,b, ¢, res-
petivamente. Note-se que (a,b,c¢) é um terno pitagérico
primitivo. A sua 4rea é %, que é um inteiro, uma vez que 4
ou b é par. Sem perda de generalidade, vamos supor que
a é par. Ora, temos

ab  k? _(k)2

2 A2 \A
Como % é racional, o inteiro % é um quadrado perfeito.

Pela minimalidade de T, temos entdo de ter A = 1. Ou seja,
T é um triangulo pitagérico primitivo.

Pelo teorema 1, existem inteiros positivos m e n, primos
entre si, com m — n impar, tais que

2

a=2mn, b=m?—n? c=m*+n’

Portanto, temos
K* = mn(m?* —n?) = mn(m —n)(m+n). ()

Verifiquemos que os ndmeros m, n, m — nem + n séo dois a
dois primos entre si. Ja sabemos que m e n sdo primos entre
si. Suponhamos que existe um niimero primor que divide os
nimeros m + nem — n. Como m — n é impat, temos r # 2.
Além disso, r divide asoma (m + n) + (m — n) = 2meadi-
ferenca (m + n) — (m — n) = 2n. Portanto, o primo r é um
divisor comum de m e 1, 0 que contradiz o facto de m e 1 se-
rem primos entre si. Verifica-se, pois, quem + nem — n sdo
de facto primos entre si. Como mdc(x,y) = mdc(x — y,y)
para quaisquer inteiros x, y, vemos que os pares (m + 1, 1),
(m+mn,m), (m—mn,m)e (m+n,n) também sdo pares de
nimeros primos entre si.

Pela igualdade (2) e pelo lema 1, existem inteiros posi-
tivos u, v tais que

m=u?, n =10’ ®)

e inteiros positivos p e g tais que

w2 — 0% = p?, 2+ 0% = . (4)

O facto de m, n, m —n e m + n serem dois a dois primos
entre si também implica que u, v, p, g sdo dois a dois pri-
mos entre si, como facilmente se verifica. Como m e n tém
paridades distintas, também u e v tém paridades distintas,
e portanto p e g tém de ser nimeros impares. Somando e
subtraindo as igualdades (4), obtemos respetivamente

2u® = p?® + ¢%, (5)

2w =g -p*=@-p)a+p). (©6)
Como p, q sdo impares, sabemos que g — p e g+ p sdo pa-

res. Portanto, de (6) deduzimos que 202 é multiplo de 4,
pelo que v é par. Seja v; = §. Substituindo v por 2v; em (6),
somos levados a igualdade

—p g+
2} =12F. 2 F, @)

Se algum ndmero primo dividisse ambos os inteiros ‘HTP

e %, entdo dividiria a sua soma, que é g, e a sua diferen-
¢a, que é p, contradizendo o facto de que p e q sdo primos
entre si. Portanto, os inteiros % e 'HTP sdo primos entre
si, decorrendo entdo da igualdade (7) que exatamente um
deles é par.

Comecemos por supor que 157 é par. Entdo, g —p e
fH-TP também sdo primos entre si, e uma vez que

(2017 = (g - p)- T3E

9+p _
2

resulta dolema 1 queq — p = (2d)?e T2 = 52 para alguns

inteiros positivos d e s. Logo, temos

_q9=pP  q9+tpP _ 0 2
1= +72 =2d"+s

_qtp 9-pP _ 2 ,p
P="> 5 =5 2d°.

Substituindo em (5) obtemos
u? = (%) + (2d%)2.

Pelo reciproco do Teorema de Pitdgoras, existe um trian-
gulo retangulo Ty com catetos de comprimento s* e 2d2,
e hipotenusa de comprimento u. A 4rea do tridngulo T; é

22 _q9tP 9-P _ o
s°d° = 5 i U

De modo anélogo, prova-se que se ﬁTp é par entdo ob-
temos também um tridngulo pitagérico Ty cuja drea é v2.

Portanto, em qualquer dos casos, T; é um tridngulo
pitagorico cuja drea é um quadrado perfeito. Reparemos

ainda que essa drea é

2
2 U) n
v=(z) =+
! (2 4
Logo, T, tem drea menor do que a drea de T:

n

1< n? < n(m+n) <k
Mas isto contradiz a hip6tese de que T é o tridngulo pitagé-
rico de drea minima de entre todos aqueles cuja drea é um
quadrado perfeito.
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Tendo a contradigdo nascido da hipétese de que exis-
tia algum tridngulo pitagérico cuja drea é um quadrado
perfeito, fica assim demonstrado o teorema. O

4. UM CASO ESPECIAL DO GRANDE TEOREMA
DE FERMAT

H4é o Pequeno e o Grande Teorema de Fermat, do mesmo
Pierre de Fermat do qual temos falado. O “Pequeno Teo-
rema de Fermat” [4] diz-nos que se p é um ndmero primo,
entdo a” — a é um multiplo de p, qualquer seja o inteiro a.
A sua demonstragdo é feita nas aulas do Projeto Delfos.
O “Grande Teorema de Fermat”, também conhecido como
“Ultimo Teorema de Fermat”, diz-nos que, no dominio
dos ntimeros naturais, a equagdo x" + y" = z" é impossi-
vel se n for um inteiro maior do que 2. A sua demonstra-
¢do ndo é feita nas aulas do Projeto Delfos... De facto, a
sua prova, extremamente dificil, s6 foi alcangada na ulti-
ma década do século XX. Isto apés drduo labor de muitos
matemadticos, ao longo de séculos, culminando no traba-
lho épico de Andrew Wiles [1]. No entanto, para o caso
especial n = 4, a demonstragdo decorre do teorema 2 de
forma simples, como vemos de seguida.

Figura 4. Andrew Wiles (1953-).

Comecemos por observar que se (1, v, w) é uma solu-
¢do da equagdo xt+ y4 = z% entdo (w,v,u?) é uma solugio
da equagao x* — y* = z% Assim, para provar a impossibi-
lidade de solugbes naturais para a equagao xt+ y4 =z4
basta provar o teorema seguinte.

2

Teorema 3. A equagdo x* — y* = z2 ndo tem solugdes na-

turais.

Demonstragdo. Para quaisquer nimeros naturais x, , z,

sejam
a=2x%y% b=x*—yt c=x+yh

Observemos que a* + b? = % Portanto, pelo reciproco
do Teorema de Pitdgoras, existe um tridngulo retdngulo
com catetos de comprimentos a,b e hipotenusa de com-
primento c. A sua 4rea é x>y?(x* — y*). Logo, se existirem
ndmeros naturais x, y, z tais que x* — y* = z2, entéo existe
um tridngulo pitagdérico cuja drea é o quadrado perfeito
(xyz)?. Mas isso é impossivel, pelo teorema 2. O
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