CANTO DELFICO

QUATRO PROBLEMAS

Arrrepo CosTa

Universidade
de Coimbra

amgc@mat.uc.pt

Para recreio do leitor, selecionamos quatro problemas, propostos na
Escola Delfos, que nos parecem de algum modo peculiares.

N este Canto Délfico exibimos quatro problemas pro-
postos na Escola Delfos da Universidade de Coim-
bra [1, 14]. O autor selecionou estes desafios com base no
gosto pessoal e na percecdo subjetiva de que tém algo de
peculiar que os destaca de entre muitos outros problemas.

1. PARA ALUNOS DO 9.° ANO?

O primeiro problema selecionado fez parte da final de
2011 das Olimpfadas Italianas de Matematica [2]. Por mais
do que uma vez, foi proposto aos alunos da Escola Delfos.

Problema 1. Determine todas as solugées (p,n) da equagao
n® = p2 -p-1
tais que p é um niimero primo e 7 é um inteiro.

Numa das anteriores versdes do sftio web da Escola
Delfos, este desafio surgia em destaque na pdgina de aco-
Thimento.

Nao obstante o problema ser dificil, mesmo para alu-
nos do 12.° ano, os conhecimentos escolares em 2011 de
um aluno do 9.° ano da escolaridade obrigatéria portu-
guesa seriam suficientes para obter a solucdo oficial. J&
ndo é assim, uma vez que a férmula geral resolvente da
equacdo do segundo grau nao faz parte da versao atual
das Aprendizagens Essenciais de Matematica para 0 9.° de
escolaridade [3].

Este problema destaca-se pela simplicidade e pela be-
leza do seu enunciado, ndo obstante o seu carécter técnico,

e pela conciliacdo entre uma estimulante dificuldade e o
carécter elementar da solugdo. E uma combinagao desejs-
vel. O leitor encontra na pagina web das Olimpfadas Italia-
nas de Matematica a respetiva solugado oficial [2].

2. UM ANTEGOSTO DE CALCULO

O préximo problema saiu na 14.* Competicdo Nacional
Croata de Matemdtica, em 2005. Foi proposto na Jornada
de 18 de marco de 2017 da Liga Delfos, ano em que par-
ticiparam cinco equipas na Liga (para mais informagoes
sobre a Liga Delfos, leia-se o Canto Délfico do mesmo autor
publicado no verao de 2023 [9]).

Problema 2. A sucessdo (an)y>1 define-se recursivamen-
teporay =1e ap =ajay---ay_1+1paran > 2. Deter-
mine o mais pequeno ntimero real M tal que

para qualquer inteiro positivo 1.

O escritor destas linhas recorda-se de que, pelo me-
nos, uma equipa resolveu bem o problema, de forma
concisa e elegante. No Férum web da escola de enriqueci-
mento curricular Art of Problem Solving [4] encontra-se
uma solucdo [5].

Este estimulante exercicio também foi proposto a alu-
nos de um curso de Célculo, numa edigdo em que o autor
colaborou.
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3. AEQUACAO DE MORDELL
O diciondrio Merriam-Webster define uma equacao dio-

fantina como uma equacao polinomial de coeficientes in-

teiros para a qual procuramos apenas solucoes inteiras [6].
O nome dado a este tipo de equagdes homenageia o ma-
temdtico helenfstico Diofanto de Alexandria, do século III.
A redescoberta da sua obra Aritmética na Idade Moderna
deu um novo impulso a Teoria dos Ntmeros, em parte
gracas a tradugdo de Claude Gaspard Bachet de Méziriac
(1581-1638) publicada em 1621 (cf. figura 1) [15]. Um dos
problemas abordados nesse livro reduz-se ao estudo da
equacdo diofantina y2 = x3 — 2, que mereceu a atencdo
do préprio Bachet. Influenciado pela leitura da traducdo
de Bachet, Pierre de Fermat (1601-1665) propds-se provar
pelo método da descida infinita [10] que (x,y) = (3,5)é a
sua tnica solugdo em inteiros positivos, tendo Leonhard
Euler (1707-1783) publicado a primeira demonstracdo de
que efetivamente (3,5) e (3, —5) sdo as tinicas solugdes in-
teiras [12].

O problema seguinte tem, pois, antigos e nobres an-
tepassados. Apareceu num teste da Escola Delfos, desti-
nado a selecd@o e a preparacdo para as competi¢des inter-
nacionais de matemadtica. Foi posteriormente repescado
nalgumas fichas de trabalho. Mesmo para os olimpicos
experientes, revelou-se um desafio formiddvel.

Problema 3. Determine o conjunto dos pares de inteiros
(x,y) tais que y* = x> + 23.

Dizemos desde jd que o conjunto procurado é vazio.
Permanece o desafio de provar que assim é.

O problema foi escolhido como estimulante da cria-
tividade e da destreza no uso de ferramentas elementa-
res sobre resfduos quadréticos, aprendidas em cursos de
preparacdo olfmpica. No Teorema 9.12 do livro de Apos-
tol [7] exemplifica-se o potencial destas ferramentas ba-
sicas com a demonstracdo de que a equagao y2 =x*+k
ndo tem solugdes no dominio dos inteiros se k é da forma
k = (4n —1)® — 4m?, onde m e n sdo inteiros tais que ndo
existe um primo p que simultaneamente divida m e seja
tal que p + 1 é maltiplo de 4. Por exemplo, note-se que
23=(4x1-1)>%-4x12

A equacdo diofantina y? = x* + k é conhecida como
equagdo de Mordell (por vezes também designada equagio
de Bachet ou de Bachet-Mordell), em homenagem aos im-
portantes avangos no seu estudo feitos pelo matemaético
Louis Joel Mordell (1888-1972), norte-americano da Pen-
silvania que adotou a cidadania britanica. Por exemplo,
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Figura 1. Arithmeticorum Libri Sex, traducdo latina do original gre-
go de Diofanto, por Claude Gaspard Bachet de Méziriac, 1621.!

Figura 2. Louis Joel Mordell (1888-1972).2
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Mordell demonstrou que, fixado o parametro k, a equacao
tem apenas um ndmero finito de solugdes. Os métodos
que desenvolveu para estudar esta equacdo revelaram-se
influentes. Como referéncia para o leitor, selecionamos na
bibliografia dois artigos hodiernos e de fécil acesso na in-
ternet [8, 11]. O primeiro é um trabalho com novos avangos
sobre a equacdao de Mordell, que comeca por uma concisa
contextualizagdo histérica. O segundo é uma anélise his-
térica dos trabalhos juvenis de Mordell sobre a equagdo
com o seu nome, que inclui fascinantes informacées sobre
a sua maturacdo académica.

4. SUBTIS PROBABILIDADES

O dltimo problema selecionado é retirado do livro Técni-
cas de Resolugio de Problemas, de Steven G. Krantz, da sec-
¢do do terceiro capitulo intitulada Problemas Sofisticados de
Probabilidades [13]. Af encontra-se uma solugdo completa.

Problema 4. O Guilherme tem um saco opaco de berlin-
des, com um certo niimero de berlindes vermelhos e um
certo niimero de berlindes azuis, sendo que tais niimeros
podem ser zero. O Guilherme convida o seu amigo Gus-
tavo a retirar de olhos vendados um berlinde. O Gusta-
vo retira um berlinde e mostra-o: é vermelho. O Gustavo
retira um segundo berlinde, mas nao o mostra. Com que
probabilidade o segundo berlinde é vermelho?

Nada sendo dito, fica implicito que estamos perante
uma distribui¢do uniforme das probabilidades: ndo h4 vi-
ciacdo dos berlindes.

Este problema foi proposto num teste da Escola Delfos
de infcio de ano letivo, e repescado alguns anos depois
numa jornada da Liga Delfos. Algo atfpico no contexto do
Delfos, causou alguma divertida perplexidade.
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