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Uma funcdo, f, € uma aplicacdo de um conjunto, D, que designamos por dominio, para um conjunto,
C, designado por contra-dominio, segundo uma lei, f(x),i.e. f: D — C, verificando:

a) f estd definida para todoo x € D;

b) Paracada z € D, {f(z)} C C € um conjunto singular.

Designamos por conjunto imagem de D por f, ao subconjunto de C, f(D) = {f(z) € C: 2z € D}.
O que é uma funcdo inversa de f, i.e. f~'? Basicamente é, caso exista, uma aplicagio do conjunto
imagem, f(D), para o dominio, D, segundo a lei, f~*(z),i.e. f'(f(x)) =x.

Uma fungdo, f, diz-se sobrejectiva, se f(D) = C, e injectiva, se existe uma tnica fungo inversa f~*
com dominio f(D).

Exemplo: A fungao quadritica é uma aplicacdo, g, com dominio R, contradominio R, segundo a lei
g(xz) = 2. O espago imagem é dado por g(R) = R™. Neste caso, esta fun¢iio admite duas funcdes
inversas de dominio R™, que designaremos por ¢_' e gjrl, de espaco imagem R~ e R, segundo as
leis, g~ (z) = —v/x e g_' (z) = \/z, respectivamente.

Fung¢des Exponencial e Logaritmo

A fungdo exponencial de base a € R™ é uma aplicacdo, /,, com dominio R, contradominio R, segundo
alei l,(x) = a”. O espago imagem é dado por /,(R) = R™. Neste caso, esta fungiio admite uma tnica
inversa de dominio R*, que designaremos por £, ', de espaco imagem R, segundo a lei, £, (z) =

log,(x), designada por logaritmo de base a.

I. Supondo, a,b € R\ {1}, x,y, m,n € R, justifica que:
1. log,(1) =0 e log,(a) =1.
2. log,(a") = n, log,(xy) = log,(x) +log,(y) e log,(z") =nlog,(z).
3. logy(z) = log,(z)/log,(b).
4. log,(z/y) = log,(z) —log,(y), log,(1/y) = —log,(y) e logy(a) = 1/log,(b).
5. Paraa > 1 afuncgdo log, € crescente. Conclui que log, = > 0,sex > 1.
II. Resolve as seguintes equagdes e sistemas de equacoes:
1. Determina x € R tal que 2*** — 2!7* = 8.
2. Determina = € R tal que 32" = 23"
3. Determina (z,y) € R? tal que 3°5Y = 22! 4. 227~1 | gupw — g2r#2 4 922

4. Determina (z,y) € R? tal que 2¥ = y*, y = 3z.
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III. Teoremas de caracterizacao:

1. Seja f uma fungdo de R em R, verificando f(z +y) = f(z)f(y), =,y € R e f(1) = a.
Mostra que, se f estd limitada em algum intervalo da recta real, entdo f = /,, .

2. Seja g uma fungdo de RT em R, verificando g(zy) = g(z) + g(y), z,y € R e g(a) = 1.
Mostra que, se g estd limitada em algum intervalo da recta real, entdo g = log,, .

3. Seja h uma fungdo de R™ em R™, verificando h(zy) = h(x)h(y), =,y € RT. Mostra que, se
h estd limitada em algum intervalo da recta real, entdo h(z) = 2%, v € R", paraalguma € R.

4. Seja k uma fungdo de R em R, verificando k(z +y) = k(z) + k(y), =,y € R e k(1) = a.
Mostra que, se k estd limitada em algum intervalo da recta real, entdo k(z) = ax, z € R.

Funcdes Hiperbdlicas

A fungdo co-seno hiperbdlico de base a €]1,+0c| é uma aplicagéo, cosh,, com dominio R, con-
tradominio R, segundo alei cosh,(z) = (a*+a~")/2. O conjunto imagem € dado por cosh,(R) = R™ .
A funcdo seno hiperbélico de base a € R™ é uma aplicagio, sinh,, com dominio R, contradominio R,
segundo a lei sinh, (x) = (a® —a~*)/2. O conjunto imagem é dado por sinh,(R) = R. Define funcéo
inversa da funcéo sinh, (exercicio).

IV. Propriedades destas funcdes (verificar).
1. coshy(z) = cosh,(—2), sinhy(z) = —sinh,(—2) e cosh?(z) —sinh?(z) =1, z € R.

(
2. cosh,(x + y) = cosh,(x) cosh,(y) + sinh, (x) sinh,(y) e
sinh,(z + y) = sinh, () cosh,(y) + cosh,(x) sinh,(y), z,y € R.

<

3. cosh,(x) + cosh,(y) = 2 cosh,((x + y)/2) cosh,((z —y)/2) e
sinh, (x) + sinh,(y) = 2sinh,((x + y)/2) cosh,((z — y)/2), x,y € R.

V. Sabendo que ¢ = tanh,(z/2) onde tanh, € a fung@o real de varidvel real, segundo a lei tanh,(x) =
sinh,(x)/ cosh, (), conhecida como fungdo tangente hiperbdlica, mostra que:
coshy(z) = (1 + %) /(1 —t?) e sinh,(z) = 2t/(1 — ).

VI. Problemas de competi¢des internacionais.

1. Para cada uma das expressoes seguintes, indica os valores de x que as tornam quadrados per-
feitos: 14z, 1+z+2%, 1+az+22+2% e 1+24+22+ 2.

2. Determina (z,y,2) € R® taisquex +y — 2= —1, 22 —¢y* + 22 =1, -2 +¢° +2° = —1.

3. Determina as fungdes reais que verificam (z — ) f(z +y) — (z + y) f(z — y) = doy(z* — y?),
r,y € R.
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Funcgéo Caracteristica

Todo o niimero real, x, se representa de forma tinica como, = = [z] + {z}, onde [z] é a parte inteira

de z, i.e. o maior inteiro menor do que, ou igual a, z, e {z}, a parte decimal de .

Definimos a fungio caracteristica, como a aplicaco, ¢, de dominio, R, conjunto imagem Z, e expressao
analitica, c(x) = [z].

I. Propriedades elementares, z,y € R (verificar):

1. x = [z] se e somente se z € Z;

2. v ={x}seesomente sex € [0, 1[;

3.r—1<[z]| <z,

4 [z+kl=[z]|+ke{e+k}={z},keZ,

5. [x+y]—[z] —[y] éigualaOoua l;eportanto, [x +y] > [z] +[y] e {z+y} <{z}+{y}.
II. Exercicios.

1. Determina o nimero de algarismos 0 finais consecutivos na representagcdo decimal de 1000! ;

2. Seja [ a fungdo de dominio N e conjunto imagem N, que nos dd a mdxima poténcia de 2 que
divide n!. Determinan — f(n),n € N;

1
3. Mostra que paratodoon € N, 2(v/n+1—+/n) < NG <2(vn—+vn-1).
n

Como consequéncia, mostra que paratodoon,m € N,comn >m > 1,

1 1 1
2vVn+1—-+vm) < + +o =<2 —vm—-1);
v Y TRV T | Jm < AYn=vym=1)
N N 1
4. Mostra que, paratodoo N e Nex € R %§x<%+ﬁ;

1 1
5. Determina |1+ — 4+ --- +

V2 v/1000000 |

6. Seja M C Z* o subconjunto ndo vazio, definido por: = € M se [Vz] € M e 4z € M.
Mostra que:

(a) 1 e M; (b) {2", ne N} Cc M; (c) M=2Z+,;

IIL. Teorema de Beatty. Sejam =,y € R* \ Q tais que 1/x + 1/y = 1. Entdo

S(x)US(y)=2Z" e S(x)nS(y) =0,
onde S(z),S(y) sdo os sub-conjuntos de N definidos por, S(z) = {[nz], n € ZT} e S(y) =
{lny], neZ*}.

delfos@mat.uc.pt http://www.mat.uc.pt/~delfos/



[”‘”’T Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens
S FiCHA DE TRABALHO EQUACOES FUNCIONAIS

Funcgdes Polinomiais

Como estamos a falar para todo o universo délfico, vamos motivar o estudo das fungdes polinomiais
a partir do problema de Delfos:
Construir, com régua e compasso, o lado de um cubo cujo volume é o dobro do volume de um dado

cubo.

Assim, dado k£ € R, queremos determinar z € R™ tal que 2> = 2k* . O matemdtico grego Menaech-
mus (275-325 a.c.) mostrou que o valor x procurado € a abcissa do ponto de intersec¢do das pardbolas
2> =ky e y®=2kx.Defacto, 2* = k*y* = 2k>z, e portanto 2* = 2k3.

Posteriormente, Descartes (1596-1650) mostrou que qualquer das pardbolas anteriormente considera-
das € suficiente para a resolucdo do problema de Delfos (consultar o livro de H. Dérrie, “100 Great

Problems of Elementary Mathematics, their history and solution”).

Pode ver-se, que com régua e compasso, € a partir de comprimentos aq, as, . .., a, dados, somente
se pode construir segmentos cujo comprimento se expressa mediante funcdes racionais (polindmios
divididos por polinémios) destes comprimentos dados, juntamente com raizes quadradas de tais ex-
pressoes. Prova-se também que a solucdo da equacdo polinomial de grau trés dada ndo pode escrever-se

mediante expressoes deste tipo. Concluimos assim que o problema de delfos € impossivel.

Existem muitos e variados problemas geométricos que admitem uma interpretacio em termos de
equagdes polinomiais. Podemos citar o problema da trissec¢dao de um angulo dado, ou o da construg¢ao
de um poligono regular de 17 lados. Voltaremos a estes problemas numa das proximas li¢cdes.

1. Equagdes quadriticas: az® + bx +c =0, a,b,c € R coma # 0.
Sendo a, 3 as suas solugdes, i.e. a(z — a)(x — 3) = ax® + bx + ¢, e portanto
a+pf=-bla e af =c/a; (1)
pelo que a, B € {(=b+ V% — 4ac)/2a, (—b — V% — 4ac)/2a} .
Como aplicagdo determina uma equagao quadratica cujas solugdes sao:
a)ao?, 3% b)l/a,1/B8; ¢ 1/a?1/5%.
II. Equagdes cubicas: az® + bz? +cx +d =0, a,b,c,d € R coma # 0.

Sendo a, 3,7 as suas solugdes, i.e. a(zr — a)(z — B)(z — ) = az® + ba® + cx + d, e portanto
a+pf+v=-bla, af+ay+0y=c/a e afy=—d/a. (2)

Para a resolugao desta equagcdo vamos comecar por considerar a = 1, e efectuar a mudanga de variavel,
r = y—b/3. Desta forma a equacdo dada toma a forma 3 +py +q = 0. Agora, segue o procedimento
que passamos a descrever (€Xercicio):

a) Identifica p, ¢ em termos dos coeficientes b, ¢, d da equagdo dada.

b) Identifica 7, s tais que y* + py + ¢ = y* + 7> + 5* — 3rsy; e mostra que r°, s> sdo solugdes da
equagio quadritica 2> — gz — p*/27 = 0.
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¢) Factoriza a expressdo y° + r® + s* — 3rsy como produto de dois polinémios na varidvel y de
graus 2 e 1.
d) Determina a solu¢do geral da equacdo dada.

Como generalizagdo das férmulas (1) e (2) para as equagdes polinomiais de graus 2 e 3 temos as

designadas formulas de Cardano-Viéte-Giraud.

Designado por aq,...,q, as n solugdes (contando com as respectivas multiplicidades), garantidas
pelo teorema fundamental da Algebra de Gauss, da equacdo
a2+ a1 2" '+ +ap1z+a, =0, ag,...,a, € C, comay # 0, temos:
ar+ -+ a, = —a/ag

a1 + -+ apo1an = as/ag

apeaz + -+ oy, = —ag/ag (3)

s . ..o = (—1)"a,/ag .

III. Exercicios:

1. Sejam 1, 79, 73 as solugdes da equacio z° + px + ¢ = 0. Determina a equagdo cujas solugdes
sdo:
a) r7, 25,13 ; b) 1/z1 4+ 1/x9, 1)1 + 125, 1 /20 + 1 /235
¢)1/xy,1/xe,1 /25, d) x1/(zox3), T2 /(T123), 3/ (T122) .

2. Se as solugdes da equagio pr® + gz + rz + s = 0 estdo em progressio geométrica, mostra que

prd = ¢’s.

3. Seja P uma funcdo polinomial com coeficientes reais. Sejam a, b, ¢ niimeros reais tais que /c
é um nidmero irracional. Mostra que, se P(a + by/c) = 0 entdo P(a — by/c) = 0, e a ordem de

multiplicidade destas duas solugdes coincide.
4. Resolve em Z a equacdo, ¢/ + /Yy + /T — /Yy = 2.
5. Resolve em Z o sistema de equagdes, 3 =z +y + 2 = 2° +9° + 2°.
6. Determina as solucdes reais da equagio 522 — 22y 4+ 2y? — 22 — 2y + 1 = 0.

7. Determina para que inteiros a, n o sistema de equacoes
r4+y+z=1, zy+yz+zx=a, xyz=2",
tem solugdes inteiras.

8. Considera T} (z) = 2* — 2; e define T},(z) = Ty(T,,_1(x)), paran = 2,.... Mostra que para
qualquer n € N, as solucdes da equagdo 7),(x) = z sdo reais e distintas.
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