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Numeros de Catalan

Os numeros de Catalan, chamados assim em homenagem a Eugene Charles Catalan,
matematico Belga do século XIX, aparecem em intimeros problemas de contagem. H4
varias definicdes equivalentes destes nimeros. Adotaremos aquela que diz que os nu-
meros de Catalan, Cy, C1,...,C), ..., contam o nimero de drvores bindrias com raiz
com n + 1 folhas. Aquilo que em combinatdria se designa por arvore com raiz pode
ser descrito como uma arvore genealdgica de uma familia de seres de uma espécie her-
mafrodita. No topo estd o vértice raiz, o ser que deu origem a familia, e em cada nivel
seguinte representam-se os vértices da geracao seguinte; a arvore diz-se bindria se de
uma geragdo para a outra cada ser dd origem a nenhum ou exatamente dois seres da

geragdo seguinte. Os vértices sem descendéncia chamam-se folhas.
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Figura 1: Avores bindrias com 3 + 1 folhas.

Notemos que para definir uma arvore bindria com raiz damos importancia a ordem como

estdo dispostas as geracdes. E que, como grafos, as duas primeiras arvores e as duas

ultimas sao todas equivalentes entre si.

1. Determinem todas as arvores bindrias com raiz com 1, 2, 3 e 5 folhas.

2. Partindo da definicao, mostrem que paran > 1 se tem C,, = Z;é CiCrq1_k.

Uma sequéncia de paréntesis P = (()(()---)) diz-se admissivel se os paréntesis es-
tiverem corretamente formados. Por exemplo, “(()())” é uma sequéncia de paréntesis
admissivel enquanto que “)()()(” ou “()))((” ndo sdo. Os nimeros de Catalan também

podem ser definidos como o nimero de sequéncias admissiveis de n pares de paréntesis.
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Para ver que assim € basta estabelecer uma bijecdo entre o conjunto de arvores bina-
rias com raiz com n + 1 folhas e o conjunto de sequéncias admissiveis de n pares de
paréntesis. Esta bijecdo, que designaremos por ,,, pode ser definida indutivamente da
forma que passamos a explicar. Para n = 0 os conjuntos em questio sdo singulares. A
sequéncia de paréntesis € vazia, Py = (), e a drvore com 1 folha é Ay = e. Estabelece-se
©0oAg = Po. Seja agoran > 0 e A uma drvore com n + 1 folhas. Entdo existem A* e A
arvores com r ¢ s folhas, respetivamente, com r + s = n + 1, tais que .A* emana do lado

esquerdo da raiz enquanto que A" do lado direito. Estabelecemos ¢, A = (0, A*)p,A'.

3. Usando indu¢do completa, mostrem que ¢,, estd bem definida e tem inversa.

4. Um caminho em Z? é uma sucessio finita de pontos de Z? considerando-se também
0s segmentos que unem pontos consecutivos. Um caminho de Dyck ¢ um caminho
em Z? que parte do ponto (0, 0), termina no ponto (2n,0) e em que cada ponto é
obtido do anterior adicionando-lhe ou (1,1) ou (1,—1), de forma a que, global-
mente, o caminho nédo passe abaixo do eixo dos xz’. (O caminho pode tocar o eixo
dos zx’, eventualmente, noutros pontos para além dos seus extremos.) Mostrem

que C,, conta o numero de caminhos de Dyck entre (0,0) e (2n,0).

5. Mostrem que C), € igual ao niimero de triangulacdes de um poligono convexo com

n+2 vértices usando n — 1 diagonais que nao se intersetam no interior do poligono.

6. Mostrem que C), € igual ao ndmero de maneiras de ligar 2n pontos de uma reta do
plano usando n arcos de semi-circunferéncia que nio se intersetem e que fiquem

todos de um dos lados da reta.
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Figura 2: Arcos ligando 4 pontos de uma reta.

7. Mostrem que C,, = (*") — (")) = L (*).

Jorge Neves delfos@mat.uc.pt



