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As Torres de Hano1

Sao dados trés suportes A, B e C. No suporte A estdo encaixados n discos cujos
diametros, de baixo para cima, estio em ordem decrescente. O jogo das torres de
Handi consiste em transferir todos os discos do suporte A para o suporte B, usando
o suporte C' como auxiliar, de modo a que, durante a operacao, nenhum disco maior

fique sobre um menor.

1. Joguem o jogo de Hano6i para com n = 4 discos tentando encontrar uma sequén-

cia de jogadas com o menor nimero de movimentos possiveis.

2. Mostrem que € possivel terminar um jogo com n pegas com 2" — 1 movimentos.

Nos exercicios seguintes supde-se que se joga um jogo com um numero minimo de

movimentos.

3. Suponham que numeramos as pecas do jogo de 1 a n comecgando pela peca da
base e progredindo na direccdo ascendente. Para cada r pertencente ao conjunto

{1,2,...,n}, calculem o nimero de vezes que a pega r € movida.

4. Descrevam a sucessao cujo termo de ordem £ € o nimero da peca que estd a ser
movida no movimento k, i.e. cujo primeiro termo € a pe¢ca movida no primeiro

movimento, o segundo termo € a peca movida no segundo movimento, etc.
5. Num jogo com 11 pecas, que peca estd a ser movida no movimento 2005?
6. Num jogo com 11 pecas, que peca estd a ser movida no movimento 20067

7. Determinem uma férmula para os sucessivos nimeros de ordem em que a peca

r € movida.
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3-Grafos

Um 3-grafo é constituido por um conjunto de n vértices {v1,...,v,} e um conjunto
de r faces, {{vi,,vj,, v, },--.,{vi,vj., v }}, (onde para cada a, os vértices v;,, vj,
e vy, sdo distintos). Se um 3-grafo contém todas as faces possiveis, entdo diz-se

completo.

1. Representem geometricamente:

(a) um 3-grafo com 2 vértices;
(b) um 3-grafo com 4 vértices e 2 faces;
(¢c) um 3-grafo com 4 vértices e 3 faces;

(d) um 3-grafo com 4 vértices e 4 faces.
2. Calculem o nuimero de faces de um 3-grafo completo com n vértices.

3. Seja G um 3-grafo com 5 vértices e 8 faces. Mostrem que existe um sub-3-grafo

completo com 4 vértices (um tetraedro).

4. Seja GG um 3-grafo com 5 vértices e 6 faces. Mostrem que existe um sub-3-grafo

com 4 vértices e 3 faces.

5. Seja {z1, x2, x3, x4, T5} um conjunto de nimeros reais. Suponham que existem
7 subconjuntos formados por 3 numeros de entre eles cujo produto € 1. Mostrem
que existe um numero real ndo-nulo z tal que, possivelmente apds reordenacao,

(xl,I2,$3,$4,.I'5) - (.I',.I',.I',.I', #)

6. Mostrem que, em qualquer coloragdo das faces de um 3-grafo completo com 7

vértices, existe pelo menos um tetraedro com 3 faces da mesma cor.

7. Recordem que R(4,4) designa um nimero de Ramsey. Em particular, sabemos
que vale a propriedade Pint(4, 4) para qualquer grafo completo com um nimero
de vértices superior ou igual a R(4,4). [O valor de R(4,4) é 18, mas nao pre-
cisam de o saber!] Mostrem que, em qualquer coloracdo a duas cores de um

3-grafo com R(4,4) + 1 vértices, existe sempre um tetraédro monocromatico.
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O Principio do Elemento Extremo

Em matemadtica, algumas vezes trabalhamos com conjuntos cujos elementos parecem
estar relacionados por alguma relagdo de equivaléncia e cujas propriedades conheci-
das sdo poucas. Uma estratégia poderosissima em tais casos € considerar a existéncia
de elemento, ou elementos, que de alguma forma sdo extremos. Por exemplo, quando
consideramos um conjunto infinito de nimeros naturais, o elemento extremo € seu
menor elemento. Para um conjunto finito de nimeros reais os elementos extremos
s30 0 maximo e o minimo do conjunto. Em muitos casos € fundamental o conheci-
mento de um elemento extremo, pois das suas propriedades adicionais podemos obter

propriedades sobre o conjunto total.

[E—

. Sejam o < B < v os angulos de um tridingulo. Mostrem que v > /3.

2. Considerem o n-uplo de nimeros reais, a; < as < --- < a, € denotem a sua

soma por s. Mostrem que a; < s/n e que a,, > s/n.

3. Considerem seis pontos num plano tais que quaisquer trés deles nao siao co-
lineares. Mostrem que trés desses seis pontos formam um tridngulo que possui

um angulo interno de amplitude maior ou igual a 27 /3.

4. Em cada quadrado de um tabuleiro com infinitas linhas e colunas, escreve-se um
numero natural. O nimero escrito em cada quadrado € igual a média aritmética
dos numeros escritos em todos os quadrados, diferentes desse quadrado, e que

partilham um lado com ele. Provem que todos os niimeros escritos sao iguais.
5. Provem que nio existem inteiros positivos z, y, z e  tais que 22 4y* = 3(2241?).

6. Pergunta: Existird uma fungdo f: Z™ — Z™ que satisfaca

Vo fn)=f(f(n=1)+ f(f(n+1))7

n>1
7. Consideran > 3 pontos num plano tais que a area de qualquer tridangulo formado
por quaisquer trés desses pontos nao excede 1. Provem que existe um tridngulo
(com vértices possivelmente nao contidos no conjunto de pontos inicial) de area

menor ou igual a 4 e que contém todos os pontos do conjunto inicial.
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A Funcio ¢ de Euler.
Uma funcdo definida no conjunto dos inteiros positivos que toma valores reais designa-
-se por fungdo aritmética. Se uma fungdo aritmética f: Z* — R € tal que

flab) = f(a)f(b)

sempre que mdc(a, b) = 1, entdo f diz-se multiplicativa.
1. Mostrem que se f é multiplicativa entdo ou f = 0 ou f(1) = 1.

2. Seja f uma fung¢do multiplicativa. Mostrem ¢g: ZT — R, definida por

gn)=> _f(d) ¥

nezt
dn
¢ uma func¢ao multiplicativa. [A soma é sobre todos os divisores positivos de n.]
A fung¢do de Mobius é a fungdo aritmética p: ZT — R definida por: u(n) = 0, se

n for divisivel por um quadrado perfeito, pu(py - - - pr) = (—1)%, se p1, ..., p; forem

nimeros primos distintos, e ;(1) = 1. Evidentemente, ;2 € uma fungido multiplicativa.

3. Mostrem que se f: ZT — R for multiplicativa e g: Z* — R for definida por
g(n) = Z f(d), entdo vale a formula de inversdo de Mobius:

dn
fm) =Y u(dyg (%)

d|n
A imagem de um inteiro positivo, n, pela fungdo de Euler ¢: 75 — R é o niimero de

de naturais entre 1, 2, ..., n que sdo primos com 7.

4. Calculem (21), o(p) € ©(p?) (com p um nimero primo).

5. Mostrem que ¢(p®q®) = p°q (1 — %) (1 — l).

q

6. Mostrem que ¢ € multiplicativa.

7. Mostrem que
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O Problema do Calendario

Um ano solar contém 365.242199 dias solares. Sendo uma quantidade ndo-inteira,
€ necessario que se lhe coadune a duracdo do ano civil. Que a historia ocidental se
recorde, tal foi feito pela primeira vez no século I a.C. O imperador romano Julius
Caesar determinou que a seguir a trés anos com 365 dias viria sempre um de 366
dias. Mais tarde, aquando da introducdo da cronologia cristd, os anos com 366 dias
foram designados bissextos e passaram a corresponder aos anos multiplos de 4. Este
calenddrio € conhecido por calenddrio juliano. Todavia, a férmula que usamos ac-
tualmente para determinar os anos bissextos, € que encerra em Si uma correc¢ao ao
calendério juliano, diz que os anos multiplos de 100, que nao sejam multiplos de
400, nao sao bissextos. Esta regra foi decretada por Gregorio XIII, que pontificou de
1572 a 1585. Ela € conhecida como a solucdo do problema do calenddrio e em honra

daquele papa o nosso calenddrio ainda hoje é designado por calenddrio gregoriano.
1. Expressem 365.242199 na forma: “365 dias, x horas, y minutos e z segundos”.
2. Representem o nimero 365.2422 em frac¢do continua.

3. Determinem (em forma de frac¢do) a parte fracciondria das aproximacoes de

365.2422 pelas quatro primeiras reduzidas da sua frac¢do continua.

4. Comparem a fraccdo 49—070 com as frac¢Oes calculadas anteriormente € o erro co-
metido na aproximacao do nimero 0.2422. Estabelecam a férmula decretada

pelo Papa Gregorio XIII, para solucdo do problema do calendério.

5. A revolugdo dos bolcheviques deu-se na noite de 6 para 7 de Novembro de 1917.
No entanto, foi baptizada “Revolu¢do de Outubro” uma vez que naquela altura
ainda vigorava na Russia o calenddrio juliano. Determina que noite de Outubro

era na Russia quando se deu esta revolugao.

6. Em que dia da semana, saibado ou domingo, o dia de ano novo ocorre mais vezes?

[Dica: Basta analisar um periodo de 400 anos.]

7. Determina o dia da semana em que o dia 13 de cada més ocorre mais vezes.
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L-minos

1. Considerem o quadriculado 8 x 8 da figura a qual foram retiradas as quadriculas
de dois cantos diagonalmente opostos. Mostrem que ndo € possivel cobri-lo com
dominés, de forma a que cada dominé coincida com duas quadriculas adjacentes

do quadriculado e nenhuma quadricula deste fique descoberta.

2. Considerem o L-mind, que se obtém justapondo trés quadrados em forma de L.
Determinem uma coloragdo (de necessariamente mais do que trés cores) de um
quadriculado 3 x 3, de forma a que qualquer que seja 0 modo como se coloque
um L-min6 alinhado com trés das suas quadriculas, essas quadriculas sejam de

cores diferentes. (Podem (e devem!) usar letras para as cores.)
3. Mostrem que nao € possivel cobrir um quadriculado 3 X 3 com L-min0s.
4. Sera possivel cobrir um quadriculado 5 X 3 com L-minds?
5. Mostrem que existe uma forma de cobrir um quadriculado 5 X 9 com L-minds.

6. Que condi¢do tém de cumprir m € n para que seja possivel cobrir um quadricu-

lado m x n com L-minds?

7. O L-miné6 é um réptil. E assim pois é possivel obter um L-miné maior (v. fi-
gura) encaixando 4 L-minds mais pequenos. [A designagdo réptil vem do inglés
“reptile = reproducing-+tile”, ou seja, azulejo auto-reprodutor.] Seja k£ um inteiro
> 2. Mostrem que € possivel obter um L-miné encaixando k% L-min6s mais

pequenos.

Jorge Neves delfos@mat.uc.pt



[‘““'I Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens 25 de Junho de 2005
LiGA D’ELFOS MATCH 7

O operador de diferengas A

O operador A transforma uma sucessao de nimeros reais (u,) numa nova sucessao,
que se denota (Au,) e cujo termo geral é Au,, = u,.1 — u,. Por outras palavras, se
(up) = (u1, ug, us, . .. ), entdo (Au,) = (ug — uy, ug — Ug, g — us, . . . ). Denotamos

por (A%u,) a sucessdo que se obtém aplicando A a (u,,) e de seguida, aplicando A a

(Au,). Em geral, denotaremos por (A"uy,) a sucessdo | A(A(A(---Auyy,) - --))

A\

~\~
T VEZES

1. Mostrem que se (Au,) = (0) entdo (u,,) é constante.

2. Sejam (u,) e (v,) duas sucessdes de nimeros reais e « e 3 dois nimeros reais.
Mostrem que (A(ou, + Bv,)) = (aAu, + SAv,).

3. Suponham que u; = 0 e que (Au,) = (4n — 1). Calculem (uy,).

4. Seja (u,) uma sucessdo. Mostrem que se existe r € N tal que (A"u,) = (0)

entdo existem oy, aq, . .., a, € R tais que
(up) = (g + yn + -+ + Ozr_lnr_l).

O operador A pode ser utilizado em contextos ligeiramente mais variados do que

aquele das sucessdes de nimeros reais. Tentem aplica-lo nos seguintes problemas:

5. Seja f: R — R uma fung¢do que satisfaz a f(z + y) = x + f(y) para quaisquer
z,y € Retal que f(0) = 2. Determinem f(2005).

6. Seja f uma funcdo real de varidvel real tal que, para todo o nimero real =,
f(x)+ f(z — 1) = 2% Suponham que f(19) = 94 e determinem f(2005).

7. Problema de Steiner: Determinem o maior niimero de partes em que o espago

tridimensional pode ser dividido por um numero n de planos.
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O centro de Fermat

Dado um triangulo ABC' (que para sim-
plificar vamos supor acutangulo) determi-
namos os pontos A’, B’ ¢ C' como tercei-

ros vértices de trés triangulos equiléteros

construidos no exterior de cada lado de

ABC' e tendo como base um dos seus la-
dos. Seja F' o ponto de intersecgido de C'C
com BB’; que se designa por centro de
Fermat do triangulo ABC.

Al

1. Mostrem que o tridngulo AB B’ é congruente com C'AC".
2. Mostrem que passa uma circunferéncia pelos vértices do quadrilatero AF BC'.
3. Mostrem que as rectas AA’, BB’ e C'C" sao concorrentes.

4. Seja P um ponto no interior do tridngulo ABC' e denotem por () o ponto que se

s

obtém rodando P por um angulo de —3

em torno de C'. Mostrem que

AP +BP+CP>BQ+BP+DPQ>DD

5. Mostrem que o centro de Fermat é o ponto P que minimiza AP + BP + CP.

6. Mostrem que as trés circunferéncias que circunscrevem os tridngulos ABC’,

AC B’ e C BA’ intersectam-se no centro de Fermat.

7. Recordem que o baricentro de um triangulo € o ponto de interseccdo das suas

medianas. Mostrem que o tridngulo cujos vértices sao os baricentros dos trian-
gulos ABC', ACB' e C BA’ é equilétero.
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