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Principio do Pombal

Como todos sabemos, o principio do pombal diz que se num pombal com m casas
ha m + 1 pombos entdo de certeza pelo menos uma casa tem dois pombos. A versao
aritmética do principio do pombal diz que se ay, ..., a,, sdo inteiros nao negativos

coma; + as + -+ -+ a, = nen > rm,entao existe ¢ tal que a; > r + 1.

1. Demonstrem a versdo aritmética do principio do pombal.

2. Mostrem que entre os primeiros 2007 elementos da sucessao 7, 77, 777, 7777, . . .

existe um que € multiplo de 2007.

3. Foram colocadas 200 bolas em 100 caixas, de tal maneira que nenhuma caixa
tem mais de 100 bolas nem menos de 1 bola. Mostrem que existem duas caixas

que juntamente cont€ém exactamente 100 bolas. [enunciado incorrecto]

4. Suponham que cada um dos pontos de coordenadas inteiras do plano cartesiano
foi pintado com uma de seis cores. Mostrem que existe um rectangulo cujos

vértices sdo pontos de coordenadas inteiras da mesma cor.

5. Considerem um subconjunto de n + 2 ndmeros de {1, 2, ...,3n}. Mostrem que

existem dois nimeros nesse subconjunto cuja diferenca esta entre n e 2n.

6. Considerem um conjunto de 9 inteiros positivos cujos divisores primos perten-
cem a {2,3,5}. Mostrem que existem dois elementos deste conjunto cujo pro-

duto é um quadrado perfeito.

7. Considerem um conjunto de 99 inteiros positivos. Suponham que nenhum nu-
mero neste conjunto tem um divisor primo maior que 9. Mostrem que existem 4

elementos deste conjunto cujo produto € uma poténcia quarta de um inteiro.
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Régua e compasso

Esta prova € um concurso de constru¢des no plano euclidiano com régua e compasso
(e um l4pis?). Em cada problema ganha a equipa que fizer a construcdo em questao
com 0 menor nimero de passos. Por “passo” entende-se o desenho de um segmento
de recta ou de um arco de circunferéncia. Nao conta a escolha de pontos (ao acaso) ou
a denotacao das intersec¢Oes obtidas. E.g., dada uma recta [ € possivel construir uma
perpendicular a [ em 3 passos, da seguinte forma: i) desenhe-se uma circunferéncia
com centro num ponto A em /; seja B um ponto de interseccdo dessa circunferéncia
com [; ii) desenhe-se uma circunferéncia com centro em B e raio suficientemente
pequeno para que exista interseccado com a circunferéncia anterior; sejam C' e D os

pontos de intersec¢do; ii7) desenhe-se a recta C'D, que é uma perpendicular a /.
1. Comprovem a construc@o descrita acima.
2. Dado um angulo ZBAC construam a sua bissectriz.
3. Dado um segmento AB construam o seu ponto médio.

4. Dado um circulo, o seu centro O, e um ponto A, no ex-

terior do circulo, construam uma tangente ao circulo que

A"
passe em A. P
5. Dado um ponto A, uma recta [ e ponto B € [, construam
) N n b
uma circunferéncia tangente a [ em B que passe em A. N

6. Dado um segmento AB, um circulo com centro O e um
ponto P no interior do circulo, ndo supondo nada acer-
ca da localizacdo de AB, sempre que for possivel, cons-
truam uma recta passando por P que determine no circulo

uma corda congruente a AB.

7. Dados dois circulos e os seus centros, construam uma

recta tangente a ambos os circulos.
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Arranjos a mesa

N casais sentados a uma mesa circular para um longo jantar, decidem calcular a
probabilidade de numa distribuicdo dos lugares a volta da mesa, que respeite apenas a
regra de sentar homem ao lado de mulheres e vice-versa, nenhum dos elementos dos

casais ficar sentado lado a lado com o seu conjuge.

1. Suponham que N = 2. Qual é a probabilidade de tal acontecer?

2. Mostrem que se N = 3, entdo a probabilidade é %.
3. Mostrem que o nimero de maneiras de sentar /N casais numa mesa circular,

respeitando a regra mencionada acima, é N!(N — 1)!.

4. Suponham novamente que N = 3. Seja x o numero de arranjos em que 0s
elementos do primeiro casal ficam lado a lado, y o nimero de arranjos em que
os elementos do primeiro casal ficam lado a lado e em que os elementos do
segundo casal ficam lado a lado (mas nao necessariamente um casal ao lado do
outro!) e, finalmente, z o nimero de arranjos em que para cada casal os seus

elementos encontram-se sentados lado a lado. Mostrem que

NI(N-1)=12=2+ G’)x— <§>y+ <§>z

de duas maneiras: sem calcular x,y e z e calculando-os.

5. Generalizem. Seja x; o nimero de arranjos em que do primeiro casal ao 7-ésimo
casal, os elementos de cada um destes casais encontram-se sentados ao lado um
do outro. Mostrem que a probabilidade que queremos calcular €:

N N N N (N
NUN =D = ()xa+ ()% = (5)xs + -+ (DY () xw
NI(N —1)!

6. Calculem o x, definido na questdo anterior.

L
12

quotidiano, nenhum dos 8 comensais ficar lado a lado com o seu conjuge.

7. Mostrem que para N = 4 existe uma probabilidade de = de, fartos do banal
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Numeros raros

Seja N um inteiro positivo. Denotemos por 7(/N) o nimero de primos menores ou
iguais a V. A probabilidade de ao escolher um nimero ao acaso ele ser primo € muito
baixa. De facto, qualquer defini¢do sensata desta probabilidade remete esse valor para
zero. No final desta prova terdo demonstrado que 7(/V) /N converge para zero quando

N tende para infinito.

1. Calculem 7(100).

2. Mostrem que se pi, p2 € p3 Sa0 tré€s nimeros primos entao

B o o e s P o P

onde |z | denota o maior inteiro menor ou igual a .

3. Generalizem a férmula da questao anterior para m nimeros primos.
4. Mostrem que 7(2007) < 491.

5. Sejam = {1og2 VN | epi,...,pm 08 m primeiros nimeros primos. Mostrem

W%WS\/%JF(l_%)'“(l_p—lm)'

[Sugestdo: H4 2! sinais de menos na férmula com m primos da questo 3.]

que

m 1 1 1
A S T
m

6. Mostrem que :
p—1 pn—1 2 3

1 1 1
7. Mostrem que 1 + 5 + 3 + - -+ 4+ — converge para infinito quando m tende para
m

infinito e deduzam que % converge para zero quando /N tende para infinito.
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Elementar, Putnam!

1. [2006] A Ana e o Bruno devoram a vez um certo nimero de chocolatinhos de
uma taca que tem, inicialmente, n chocolatinhos. Combinaram entre eles que o
nimero de chocolatinhos que cada um pode devorar na sua vez tem de ser igual
a um numero primo menos 1. Comeca a Ana a jogar. Mostrem que existem

infinitos n para os quais o Bruno tem uma estratégia vencedora.

2. [2005] Mostrem que todo o inteiro positivo é a soma de um ou mais nimeros da
forma 2"3°, onde r e s sdo inteiros ndo negativos, tais que nessa soma nenhuma

parcela divide outra.

3. [2004] Sejam m e n inteiros positivos. Mostrem que

(m+n)! m! n!
(m+mn)mtn — mmnn

4. [2003] Suponham que a, b, ¢, A, B, C' sdo nimeros reais, com a # 0 e A # 0,
tais que |ax? + b + ¢| < |Az? + Bx + C| para todo o = € R. Mostrem que:

0> — dac| < |B* —4AC).

5. [2002] Dados cinco pontos numa esfera mostrem que pelo menos quatro deles

pertencem a um mesmo hemisfério (incluindo o correspondente equador).

6. [2001] Seja .S um conjunto com uma operagdo (bindria) %, i.e. dados a,b € S,
existe um elemento de .S, que se denota por a * b, resultado da operagao x em
(a,b). Suponham que para quaisquer a,b € S tem-se (a x b) x a = b. Mostrem

que entdo a x (b* a) = b para quaisquer a,b € S.

7. [2000] Mostrem que existem infinitos nimeros inteiros ndo negativos n, tais que
n, n+1 e n+2 sdo soma de dois quadrados perfeitos. [Por exemplo: 0 = 02402,
1=0%+1%2e2=1%2+17]
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Eixo radical

Quando alguém se lembrou da expressao eixo do mal para designar alguns paises com
politicas radicais, ndo podia usar eixo radical porque essa ja tinha sido dada a recta

que une os dois pontos de intersec¢cdo de duas circunferéncias secantes.

1. Demonstrem o teorema das cordas que diz que se AB e C'D s@o duas cordas de

uma circunferéncia que se intersectam em P (dentro da circunferéncia) entao

PA-PB=PC-PD.

2. E se P, definido na questdo anterior, esta sobre ou no exterior da circunferéncia?

3. Suponham que AB € uma corda de uma circunferéncia e P é um ponto entre A
e B. Mostrem que
AP-BP =7r* - d*

onde r € o raio da circunferéncia e d a distancia de P ao centro da circunferéncia.

4. Sejam A e B dois pontos do plano e d um niimero real tal que |d| < AB.

Mostrem que o conjunto dos pontos P dos plano tais que
=2 =52
PA" — PB =d,

¢ uma recta perpendicular a recta que suporta AB.

5. Sejam C e (5 os centros de duas circunferéncias de raios r; e ro, respectiva-
mente, que se intersectam em A e B. Mostrem que o eixo radical coincide com

o conjunto dos pontos P tais que
——2 ——2
r%—PCl :TS—PCb.

6. Considerem trés circunferéncias secantes duas a duas cujos centros nao sao co-
lineares. Mostrem que os trés eixos radicais associados sao concorrentes num

ponto.

7. Generalizem. Definam plano radical de duas esferas do espago. Mostrem que
sob certas hipdteses (que devem explicitar) os seis planos radicais definidos por

quatro esferas no espaco t€m intersec¢ao um ponto.
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Grupos

Seja G um conjunto, cujos elementos podem ser nimeros, letras, simbolos, etc. Supo-
nham que existe uma operacao bindria, que denotaremos pelo simbolo *, entre os ele-
mentos de G; isto é, dado um par (x,y) € G x G, a operagdo x no par (x,y) devolve
um elemento de GG que denotamos por X x y. Suponham também que * € associativa;
i.e., (xxy)*z = x*(y*2z) para quaisquer x,y, z € (G, ndo necessariamente distintos
(cuidado que a ordem é importante!). Se dada uma operagao associativa em G, existe
um elemento u € G tal que X x u = U * X = X, para todo o x € G, e tal que dado
y € (G existe z (que nao tem de ser diferente de y) tal que y x z = u entdo G munido

da operagdo x diz-se um grupo.
1. Seja G o conjunto das aplicagdes bijectivas do conjunto {1,2,3} nele proprio.

Mostrem que G munido da operacdo de composi¢do de fungdes € um grupo.

2. Considerem o grupo definido na pergunta anterior. Determinem dois elementos

de G,xeytaisque X xy # y x X.

3. Calculem o numero de elementos de grupo definido na primeira questao.

Considerem agora um grupo qualquer, i.e., um conjunto G com uma operagao asso-

ciativa x que verifica as condi¢des que mencionamos no inicio.

4. Mostrem que existe um e um s6 elemento de u € G que verifica as propriedades

que mencionamos No 1nicio.
5. Mostrem que se X,y € G s@otaisque X xy = uentdo y x X = u.
6. Mostrem que dado x € G, o elemento y de G tal que xxy = y *x = u € tnico.

7. Mostrem que se G é um grupo finito com um nimero par de elementos entao

existe um elemento x € G \ {u} tal que x* = u.
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Olimpicas

1. Mostrem que para todo o n € N\ {0} existe um multiplo de n cuja soma dos

seus digitos € n.

2. Determinem todos os pares de inteiros (a, b) tais que

Va—14+vVb—1=+vab—1.

3. Considerem um quadrilatero ciclico ABC'D. Sejam E e F' dois pontos das dia-
gonais AC' e B D, respectivamente, tais que AF' | CDe DE | AB. Mostrem
que E'F e BC sao paralelos.

4. Sejam aq, a9, . . ., a, numeros reais positivos cuja soma € 1. Mostrem que
2 2 2 2
a1 ay p—1 an o 1
ar+as as+as ap—1+ a, a,+a ~ 2

5. Sejam p, g dois nimeros primos. Suponham que ¢ > 5. Mostrem que se ¢ divide
(2P + 3P), entdo q > p.

6. Determinem todas as fungdes f: R — R tais que, para todo o z € R e para todo
oy € f(R) se tenha

flx—y) = f(z)+zy+ f(y)

7. Num tridngulo acutingulo ABC), a altura ao vértice A intersecta o circum-
circulo € no ponto D. Seja P um ponto pertencente a C e seja () o pé da perpen-
dicular da recta suporte a AB que passa em P. Mostrem que se () ndo pertencer
aCe2/QPB = /ZPBC, entdo os pontos D, P e () sdo colineares.
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Caminhos Eulerianos

Um grafo € dado por um conjunto finito V' de vértices e, para cada dois vértices
x,y € V, um conjunto finito Ay, = Ay cujos elementos se designam arestas. Diz-
se que as arestas de Ayy incidem em x e y. Se x = y as arestas em Ay, também se
designam lacetes. Um grafo que néo tem lacetes e tal que |Axy| < 1 diz-se simples.
(|B| designa o niimero de elementos de um conjunto finito B.) O grau de um vértice x
€D yuix | Axy|+2 [Axx|. Um caminho num grafo € uma sucessdo de vértices e arestas,
Xpe1X1€9Xg - - - €,Xp, €m que e; € Ay x,. Se Xg = X, tal caminho diz-se fechado e
se, adicionalmente, os restantes vértices do caminho sdo distintos entdo diz-se um
ciclo. Um caminho fechado em que estdo exactamente uma vez todas as arestas de
um grafo diz-se euleriano. Um grafo diz-se conexo se dados quaisquer dois vértices

X € y existe um caminho que comega em x € acaba em y.

1. Indiquem um grafo com 8 vértices e um caminho fechado euleriano com 2008

arestas.

2. Considerem um grafo simples com 10 vértices e 28 arestas. Mostrem que tal

grafo tem necessariamente um ciclo com 4 arestas.

3. Seja GG um grafo simples com 9 vértices. Suponham que a soma dos graus dos

vértices de G é > 27. Mostrem que existe um vértice de G com grau > 4.

4. Seja GG um grafo cujos vértices tém grau > (0. Mostrem que se existe um caminho

fechado euleriano entdo todos os vértices de GG t€ém grau par e GG é conexo.

5. Mostrem que em qualquer ciclo que nao envolva todos os vértices dum grafo

conexo em que todos os vértices t€ém grau par, existe um vértice com grau > 2.

6. Demonstrem o teorema de Euler, i.e., um grafo cujos vértices tém grau > 0, tem

um caminho fechado euleriano sse € conexo e todos os vértices t€ém grau par.

7. Considerem um grafo simples tal que todos os vértices t€ém grau 4. Mostrem que
€ possivel pintar as arestas deste grafo de vermelho e azul de forma a que em

cada vértice incidam duas arestas vermelhas e duas arestas azuis.
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Shortlists

1. Sejam z, y e z nimeros reais positivos tais que ryz = 1. Mostrem que

3 3 23 3

G+ T0x90+n T Gxnisy =1

2. Determinem todas as fungdes f: R — R tais que
fle=fw) = ff)+zfly)+ f(z) -1

3. Um k-teto amoroso é um grupo de k > 2 pessoas no qual quaisquer 2 pessoas
estdo apaixonadas. Numa festa sabe-se que para cada dois trios (3-tetos) amoro-
sos existe pelo menos uma pessoa comum a ambos e ainda que ndo ha quintetos
amorosos. Mostrem que existem duas (ou menos) pessoas cuja saida da festa

reduz o nimero de trios amorosos para zero.

4. Seja & uma circunferéncia com centro em O e BC um didmetro de 8. Seja A um
ponto de 8 tal que LZAOB < 120°. Seja D o ponto médio do arco AB de S que
ndo contém o ponto C'. A recta que passa em O e é paralela a D A intersecta AC
em /. A mediatriz de OA intersecta S em E e F'. Mostrem que [ € o incentro do
triangulo CE'F.

5. Seja 7(n) o nimero de divisores positivos de um inteiro positivo n. Mostrem
que existem infinitos inteiros positivos a tais que e equagio 7(na) = n, ndo tem

solugdes em n € N .

6. Seja ABC D um quadrildtero convexo com BC' = DA, mas tal que BC ndo é
paralelo a DA. Sejam E e F' dois pontos quaisquer pertencentes aos lados BC'
e DA, respectivamente e tais que BE = DF. As rectas de suporte de AC e de
BD intersectam-se no ponto P, as as de BD e FF intersectam-se em () e as de
EF e AC em R. Mostrem que as circunferéncias circunscritas nos tridngulos

PQR que se obtém variando F e F' tém apenas o ponto P em comum.

z'—1

— = 1°> — 1 ndo tem solucdes inteiras.

7. Mostrem que a equagdo
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Ibero-americana

1. [2001] Mostrem que €é impossivel cobrir um quadrado de lado 1 com cinco qua-

drados iguais de lado menor que 1/2.

2. [2002] Considerem a sucessao de nimeros reais aj, as, . . . definida por
1
a1 =95 e api1=a, — — VneNs, -
n

Mostrem que existe um inteiro k£, com 1 < k& < 2002, tal que a; < 0.

3. [2003] Seja M = {1,2,...,49} o conjunto dos primeiros 49 inteiros positivos.
Determinem o maior inteiro & tal que o conjunto M tenha um subconjunto de k
elementos em que ndo haja 6 nimeros consecutivos. Para esse valor maximo de
k, determinem o nimero de subconjuntos de M, de k£ elementos, que gozam da

propriedade mencionada.

4. [2004] Determinem todos os pares (a, b), onde a e b s3o nimeros inteiros positi-
vos de dois digitos cada um, tais que 100a + b e 201a + b sdo quadrados perfeitos

de quatro digitos.

5. [2005] Seja p > 3 um nimero primo. Mostrem que se > o, (%) = Z com

mdc(n, m) = 1, entdo p? divide n.

6. [2006] Num tridngulo escaleno ABC em que ZA = 90°, a recta tangente em A
ao circulo circunscrito em ABC intersecta a recta de suporte do lado BC' em M
e o circulo inscrito em ABC' intersecta os lado AC' em S e olado AB em R. As
rectas RS e BC intersectam-se em N e as rectas AM e SR intersectam-se em

U. Mostrem que o tridngulo UM N € isdsceles.

7. [2007] Um numero natural n € atresvido se o conjunto dos seus divisores, in-
cluindo 1 e n, pode ser dividido em trés subconjuntos tais que a soma dos ele-
mentos de cada subconjunto € a mesma nos trés. Qual € a menor quantidade de

divisores que pode ter um nimero atresvido?
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