rfﬁ Projecto Delfos: Escola de Matemética Para Jovens 22 de Outubro de 2005
LIGA D’ELFOS 2006 MATCH 1

Quadrados Latinos

Sejan um inteiro positivo. Umquadrado latino de ordem € um arranjo de in-
teiros na forma de uma tabelax n de forma a que em cada linha e em cada coluna
desse quadrado figurem os numerosl den exactamente uma vez. Dois quadra-
dos latinos dizem-sertogonaisse os pares de numeros formados pelas entradas de
cada quadrado na mesriiaha e na_mesmaoluna aparecem sem repeticao; como
ilustramos com o exemplo sequinte:

1|23 1/2(3 1,1)| (2,2)] (3,3)
213/1| e (3|12 — |(23)]@.D] @2
3/1]2 231 3,2)] (1,3)] (2,1)

1. Calculem todos os quadrados latinos de ordeaimostrem que nenhum par de
guadrados latinos de orden€ ortogonal.

2. Calculem o numero de quadrados latinos de ordem

3. Calculem um par de quadrados latinos de ordemntogonais diferente do ex-
emplo que demos anteriormente.

4. Mostrem gque néo existedmuadrados latinos de ordehwortogonais dois a dois.

5. Calculem o numero de quadrados latinos de ordeontogonais a um dado
quadrado latino de ordem

6. Calculem um par de quadrados latinos ortogonais de o#dem

7. Suponham que € um inteiro impar. Seja o quadrador x n que na linha
e colunaj tem o menor resto positivo da divisao inteira pode i + j; e seja
B o quadrada: x n que na linha e colunaj tem o menor resto positivo da
divisdo inteira pom de2: + j. Mostrem qued e B sao dois quadrados latinos
ortogonais.
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Somas de dois quadrados

Sejan um namero natural. Dizemos que2 soma de dois quadrados se existirem
y inteiros (ndo-negativos) tais que= z2 + y>.

1. Mostrem que, 6, 7 e 11 ndo sdo somas de dois quadrados.
2. Déem um exemplo de um namero natusatial que existem ndameros inteiros
x,y,s,t comzx #£ s, t tais que
n=z"+y =5 +1"
Por outras palavras, mostrem que existem nimeros natwaisap soma de

dois quadrados de mais do que uma maneira.

3. Mostrem que o nimero natural dado pot+y?)(z? +w?) comz, y, z, w nUme-
ros inteiros, € soma de dois quadrados.

4. O naturaR005 serad soma de dois quadrados?

5. Mostrem que se é soma de dois quadrados entdo o nUmero p3igoarece na
factorizagdo de em numeros primos elevado a uma poténcia par.

6. Mostrem que se um numero natural tem resto iguapala diviséo inteira por
4, entdo ele ndo é soma de dois quadrados.

7. Mostrem que se na factorizagdo em nimeros primos de umahatt 1, existe
um primop, cuja divisdo inteira pot da restd, elevado a uma poténcia impar,
entdon ndo € soma de dois quadrados.
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n-minos

Um n-min6 é uma figura do plano que se obtém justapondguadrados de lado
unitario de forma a que cada quadrado subsequente tenhanenmcoma das suas
arestas com um dos quadrados ja existentes. Na figura inokeans todos 0s pos-
siveis4-minds a menos de rotacdes e reflexdes.

1.

Listem todos os possiveisminds, a menos de rotacoes e reflexdes.

A ordemde umn-min0 € 0 menor numero inteirb tal que existe uma forma de
justapork cépias suas (rodadas e/ou reflectidas) de forma a preentalenénte um
rectangulo. Caso esse inteiro ndo exista diz-se que a ordssedmins éoc.

2.

Mostrem que d-mind do meio da figura tem ordetx.

Calculem, justificando, a ordem dos restadtesinos listados.

Mostrem que existem-minds de ordem para qualquer maior ou igual &.
Exibam cinca&-minds de ordem infinita.

Mostrem que existem-minds de ordem infinita para qualquemultiplo de5.

E possivel preencher um rectangulo c®Bm-mindsque sejam cépias de um
n-minod rectangulo E se ess@-mind tiver como comprimento o dobro da sua
largura até é possivel fazé-lo de mais do que uma maneirajtante a ordem

de qualquer-mind rectangulo €, evidentementie, Existird algumn-mino de
ordem3? A resposta parece ser “ndo,” mas ndo ha nenhuma demonstraca
elementar. Tentem dar razdes para que nao existemmos de ordens.
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NUmeros de Bernoulli

Vamos trabalhar com polindbmios de grau infinito. Estes dbgegue se designam por
séries formaissao dados por uma soma infinita monoémios, i.e.

a0+alz+a222+a323+--- :
Duas séries formais somam-se da maneira 6bvia:
(aptarz+asz®+azz®+- - )+ (bo+brz+baz® +b32°+- -+ ) = (ap+bo)+(a1+b1)z+(ag+b2) 2%+ (ag+b3)2°+- - -
e multiplicam-se, usando a propriedade distributiva, dardgem a formula:

(ao + a1z +agz® +azz® +---) - (bg + b1z + byz? + b3z +---) =
= apbg + (a1b0 + aobl)z + (a2b0 + ai1b; + a0b2)22 + (agbo + asby + a1by + a0b3)23 + -

Considerem a seguinte série formaliz) = 1 + z + ;—T + 3—7 + j—‘,l + -

1. Mostrem qué<(z) - E(—z2) = 1.

2. Mostrem queF(x) - E(y) = E(z + y). A que fungao corresponde(z)?

n!

3. Usem a alinea anterior para mostrar quey + z)" = > B
1: R2: - R3:

k1+ko+ks=n
0<kq,kg,k3<n

wklka s,

Considerem o seguinte problema: queremos determinar unesfeénal B(z) que
seja solucdo da equacgédo= (E(z) — 1)B(z). Este problema tem uma Unica solu-
cdo. Denotando essa solucédo @iz) = By + Biz + Byz® + - -+, 0S nimerosBy,
Bi, Bs, ... que nela aparecem designam-semamneros de Bernoulli

4. Calculem o$ primeiros numeros de BernoullB, B:, Bs, B3, B, € Bs.
i 1
5. Mostrem que) _ (n i )Bj = 0.
=0~ 7

6. Mostrem queb(z) + 5 = B(—2) — 3.

7. Mostrem que, a excepcao e, todos os numeros de Bernoulli de ordem impar
sao iguais &.
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Coordenadas Trilineares

SejaABC um triangulo. Dado um qualquer lado d&BC, o semiplano positivo
por ele definido é, por definicdo, aquele semiplano que contémngulo. Assim,
para qualquer pont& do plano, a distancia dé a um lado do triangulel BC' pode

ser afectada do sinak”, caso o ponto se encontre no semiplano positivo definido
por esse lado, ou do sinal-", caso contrario. Tal nimero designa-se gtancia
orientadade P a um lado do triangulo. Denotemos pby, dg e d¢, respectivamente
as distancias orientadas deaos ladosBC, AC e AB. As coordenadas trilineares
de P relativamente ad BC' s&o uma qualquezxpressao da formgada, kdg, kd¢)
comk € R.y. Por exemplo(1,2,3), (2,4,6) e (0.5,1,1.5) sdo todazoordenadas
trilinearesdo mesmo ponto. No que se segue, fixemos um dado trianghio.

1. Mostrem que nenhum ponto do plano tem negativas todasagsdsstancias
orientadas aos lados deBC.

2. Calculem coordenadas trilineares do centro da circanéa inscrita emd BC'.

3. Mostrem que o baricentro déBC' (a interseccao das medianasAlBC') tem

coordenadas trilineareg, 3, ), ondea é o comprimento do lad®&C, b é o
comprimento do ladelC e ¢ é o comprimento do ladd B.

4. Mostrem que o centro da circunferéncia circunscrit/s_' tem coordenadas
trilineares(cos(£A), cos(£B), cos(£C')), ondeZ A designa o angulo ao vértice

A, ZB o angulo ao vérticés e Z/C o0 angulo ao veérticé'.

5. Suponham que um ponto tem coordenadas triline@res, v), ondea > 0,
G > 0e~ > 0. Mostrem que as distancias éfea cada um dos lados deBC
séo dadas patka, k3, ky) ondek = Wﬁﬂc, coma, b, c 0s comprimentos dos
lados deA BC' (como descrito anteriormente)ea area dedBC.

6. Mostrem que para quaisquer, 3,v) coma > 0,5 > 0 e~ > 0 existe um

unicoponto que tem coordenadas trilineafasg, ).

7. Descrevam o ponto do plano com coordenadas trilinéaresl, 0).
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O grau minimo de um grafo

Para os nossos fins, um grafo € um conjunto finito de vértiass gjqdemos repre-
sentar como pontos no plano) e um conjunto de arestas unasds gértices. Dados
dois vértices (distintos) pode ou ndo existina e uma unicaresta que os una. O
grau de um vértice de um grafo é o nimero de arestas que pagtem@ minimo
dos graus dos vértices de um grafo desigha-seypar do grafoe denota-se paf.

Um caminhonum grafo € uma sequéncia de verti¢es . . . , v;) tal que para cada

v; € distinto dev;, | e existe a aresta entre estes veérticesu;Se v, entdo o caminho
(v1,...,v;) designa-e pociclo. O comprimento de um ciclo é o numero de arestas
percorridas, ou seja— 1. Um grafo diz-se&onexose dados quaisquer dois vértiees

e u existe um caminhov, ..., u), caso contrario, o grafo diz-sksconexo

1. Mostrem que um grafo, com conjunto de vértiégésé disconexo se e soO se
existem dois subconjuntése I deV, ndo-vazios, tais que € reunido disjunta
deU e W e qualquer aresta do grafo tem os seus dois vérticds ememV/,

2. Considerem um grafo qualquer cenveértices. Mostrem que se> | 3] entéo
o grafo é conexo.

3. Calculem exemplos de grafos disconexos pafa2, 3,4,5,...,ned = | 5] —1.
4. Mostrem que sé > 2, entdo existe um ciclo de comprimento pelo mehesl.

5. Exibam um grafo coné veértices e§ = 3 que nao contenha nenhum ciclo de
comprimentas.

6. Mostrem que se existe um grafo camértices @ = 3 que ndo contém nenhum
ciclo de compriment@ entdo existem grafos com+ r vértices, para qualquer
inteiro ndo negative, que ndo contém ciclos de comprimefto

7. Calculem uma estimativa para o nimero minimo de vértioespgpde ter um
grafo comd = k£ e sem ciclos de comprimenko
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O teorema de Morley

SejaABC um triangulo. Cada um dos angulos d&C' possui duagrissectrizes
I.e. dois segmentos de recta que dividem esse angulo emnggéoa de igual ampli-
tude. Uma trissectriz @djacentea um dos lados do angulo se fizer com ele um angulo
de amplitudel /3 da amplitude do &ngulo original. Assim, existem duas tcisges
de ABC adjacentes ao ladd B, uma do angulevC AB e outra do angule’C' BA.
Denotemos o ponto de interseccao das duas trissectrizeseaths al B por k. Da
mesma formaP é o ponto de interseccao das trissectrizes adjacentes@B(ae ()

0 ponto de interseccao das trissectrizes adjacentes aol@dd® teorema de Morley
diz que, para qualquer triangulbBC, o trianguloR P() € sempreequilatero. Vamos
guiar-vos na demonstracao deste resultado. [Para regpandea questdo podem
supor demonstrados os factos mencionados em questoasrastér

SejaP o ponto de interseccéo das trissectrizes adjacentes a®laddnS o ponto de
interseccao da outra trissectriz del BC' com a outra trissectriz dé AC'B.

1. Mostrem queés P € a bissectriz do anguldBSC.
SejamR € SBeQ € SCtais que{ RPS = £QPS = g.

2. Mostrem queaR PQ) € equilatero.

SejamM € BAeN € AC taisqueBM = BP eCN = C'P. Mostrem que:

3. MR = RQ = QN;

4. AMRQ = m — 24BAC;

5. M, R,(Q, N estédo sobre uma circunferéncia (s€ja seu centro);

6. {MRO =75 — s4BAC, {MOR = :4BAC e {MON = 24 BAC;

7. {BAR = {RAQ = £QAC e concluam a demonstrac&o do teorema de Morley.
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Combinatoria Olimpica
Eis 7 problemas de combinatéria das Olimpiadas Internaciormaelatematica.

1. [IMO1972] Mostrem quen!n!(m + n)! divide (2m)!(2n)! param,n € Z-.

2. [IM01986] Dado um conjunto finito de pontos do plano cartesiano comdsso
nadas inteiras digam se é ou nao sempre possivel colorimiespde vermelho
ou branco de forma a que para qualquer régtparalela a um dos eixos, o valor
absoluto da diferenca do numero de pontos brancok paio nimero de pontos
vermelhos el é < 1.

3. [IMO1989] Uma permutacadz,, xo, . . . , x2, } do conjunto{1, 2, ..., 2n}, onde
n € um inteiro positivo diz-se ter a propriedaflese |z; — x;,1| = n para pelo
menos um indice do conjunto{1,2,...,2n — 1}. Mostrem que, para cada
existem mais permutac6es com a propried@dk que sem ela.

4. [IM0O199]1] SejaG um grafo conexo comt arestas. Mostrem que é possivel
numerar as arestas dl@ k£ de forma a que dado um qualquer vértice do grafo, o
maximo divisor comum dos numeros das arestas que partem dasice €l.

5. [IM0O1992] Consideren® pontos do espaco tais que quaisgquaio estdo con-
tidos no mesmo plano. Cada par de pontos esta unido por usta gres é azul
ou vermelha, ou ndo tem cor. Determinem o menor valot thd que se numa
coloracéo existem arestas coloridas entao existe um triangulo de uma so cor.

6. [IMO1998] Em certa competicdo h& concorrentes é/ > 3 juizes, comM
impar. A apreciacao de cada concorrente por cada juizopasssou eéreprova
Sejak um numero natural tal que dados quaisquer dois juizes aagrEsacoes
coincidem no maximo paraconcorrentes. Mostrem quegN > (M —1)/2M.

7. [IMO2001] Sejamn;y,nsy ..., n, numeros inteiros, com impar. Denotemos
porz = (x1,...,%,) UMma permutacdo dos inteirds2, ..., m. Considerem,
para cada, o inteiro f(z) = x1ny + x9n9 + - - - x,,N,,. MOStrem que existem
duas permutagdes distinta® y tais quef(z) — f(y) € multiplo de m!
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Teoria de Numeros Olimpica

Eis 7 problemas de Teoria de Numeros das Olimpiadas Internaside&®atematica.

1. [IMO1975] SejaA a soma dos digitos del44*4 na sua representacéo decimal
e B a soma dos digitos dé. Determinem a soma dos digitos Be

2. [IMO1977] Sejama e b dois inteiros positivos. A divisdo inteir@ + b> por
a + b da quocientey e restor. Determinem todos os paresb para 0s quais
¢ +r=1977.

3. [IM0O1981] Determinem o valor maximo de? + n?, ondem e n séo inteiros
tais quel < m,n < 1981 e (n* — nm — m?)* = 1.

4. [IMO1995] Sejap # 2 um numero primo. Indiqguem o nimero de subconjun-
tos dep elementos do conjuntfl, 2, ..., 2p}, cuja soma dos seus elementos é
divisivel porp.

5. [IM0O1997] Indiquem todos os parés, b) de inteiros positivos tais qué” = be.

6. [IMO2000] Digam, justificando, se existe um inteiro positixoque € divisivel
por apenag000 nimeros primos distintos, tal qué divide 2V + 1. (Notem que
N pode ser divisivel por uma poténcia de um namero primo.)

7. [IMO2003] Mostrem que para cada numero primexiste um namero primg
tal quen? — p ndo é divisivel por para qualquer inteiro positive.
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Geometria Olimpica

Eis 7 problemas de Geometria das Olimpiadas Internacionais dgenhddica.

1.

[IMO1965] Considerem um tetraedrd BC'D do espageeuclidiano. ABC'D
esta dividido em duas partes por um plano que € paralelo gosestosAB e
C'D. Supondo que a distancia deste planb/aé k vezes a distancia do plano a
C'D, calculem a razédo dos volumes das duas partes.

[|M01974] SejaA BC um triangulo. Mostrem quen(A) sen(B) < sen?(C/2)
se e s6 se existe um ponfbdo ladoAB tal queC D é a média geométrica dos
comprimentosiD e DB.

[IMO1983] SejaABC um triangulo equilatero. Sej& o conjunto dos pontos
formado pela reunido dos segmenta3, BC' e C'A. Digam se é ou nao possivel
decomporE como reunido disjunta de dois subconjuntos tal que nenhsiesle
subconjuntos contenha os vértices de um triangulo reckdngu

[IMO1988] Seja ABC um triangulo rectangulo em. O pontoD € o pé da
altura ao verticed. A recta que une os incentros dos triangufdB8D e AC'D
intersecta os ladod B e AC em K e L, respectivamente. Mostrem que a area
do trianguloABC' € duas vezes a area do triangdl&’ L.

[IMO1994] O triangulo ABC' é tal queAB = AC. M é o ponto médio do
segmentaBC' e O é o ponto da rectal M tal queOB é perpendicular &l B.
Seja) um ponto emB( distinto deB e C. SejamE pertencente a rectdB e

F pertencente a rectaC tais quek, (), I’ sao trés pontos colineares. Mostrem
queOQ é perpendicular & F' se e SO SE)E = QF.

[IMO2001] ABC é um triangulo acutangulo@ é o seu incentro. Sej& o pé
da altura ao vérticd. Suponham qué > §+§. Mostrem que&t(}@X < 3.

[IMO2003] SejaABC D um quadrilatero ciclico. Os pés das perpendiculares ao
vérticeD para asrectad B, BC e C' A sédo os ponto#®, () e R, respectivamente.
Mostrem que as bissectrizes d&C e C DA intersectam-se no ponto da recta
AC se e sO s&kP = RQ.
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Um problema de Euler

Dado um poligono convexf comn lados, umdriangulacéo estritaé uma decom-
posicao deX em triangulos por diagonais que nao se intersectam noantdei/x .
Salvo mencao em contrari&; designara um poligono convexo coentados.

1. Suponham que = 5. Indiquem as$ triangulacdes estritas de€.

2. Mostrem gue o numero de triangulos numa triangulacadeeds X' € apenas
funcéo den.

3. Mostrem que o numero de diagonais numa triangulacadeed&ix é apenas
funcéo den.

O problema de Euler consiste em determinar o nUmero de tlag@es estritas de
um poligono convexo com lados. Como ja devem ter constatado, este nimero nao
depende da forma do poligono, mas apenas do seu numero delskignaremos o
namero de triangulagdes estritas de um poligono convexaocahos porr,.

4. Calculem, justificando, o valor dg.

5. Convencionando quB, = 1, mostrem que
n—1
To=) TiTu-ks.
k=2

6. Mostrem que
n—1
n
5 (Z Tank+2> = (n—3)T,.
k=3

7. Finalmente, combinando os resultados anteriores, camctjue

T — 1 2n—4.
n—1\n—2
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