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Resumo

A ocorréncia de fendmenos (aleatorios) raros serd discutida, e avaliada probabilistica-
mente, através da introduc¢ao da distribuicao de Poisson. FEsta distribuicao surgirdé como
limite da lei binomial que, como é ja do conhecimento dos estudantes, descreve o nimero de
ocorréncias de um acontecimento em n (fixo a priori) realizagoes idénticas e independentes de
uma experiéncia ou fendmeno aleatorio. Este estudo permitird introduzir de forma intuitiva,
mas rigorosa, uma probabilidade discreta de suporte nao finito.

Algumas propriedades da distribuicao de Poisson serao analisadas, sendo dado particular
relevo, pelo seu interesse pratico, a propriedade de estabilidade para somas.

A distribuicdo de Poisson, dita também dos fendmenos raros, serd entao usada para ilustrar
a viabilidade das conclusoes estatisticas em amostras de baira dimensao. FEste estudo serd
acompanhado e motivado por uma situacao pratica, ligada as Ciéncias da Satde, onde a
recolha de grandes amostras nao é, em geral, possivel.
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1 Da lei Binomial a lei de Poisson

1.1 Lei binomial

Seja € uma experiéncia aleatéria e A um acontecimento associado a & tal que P (A) = p
(p €10, 1]).

Realiza-se a experiéncia, £, n vezes sempre nas mesmas condicoes e tal que as realizagoes

sao independentes umas das outras.
Considere-se uma varidvel aleatéria, X, tal que

X descreve "o nimero de vezes que o acontecimento A ocorre nas n

realizacoes da experiéncia".

Nestas condigoes, a varidvel X toma os valores 0, 1,2, ...,n com probabilidades:

n

P{X =k}) = ( I >pk(1—p)"k, ke{0,1,..,n}.

Prova
Uma realizagao possivel do acontecimento {X = k} é a ocorréncia da interseccao
(1.1) ANAyN..NA,NBN...0 Bys

onde A;, i« = 1,..., k, representa a ocorréncia de A na realizacao i, e B;, j = 1,...,n — k,
representa a ocorréncia de A na realizacio k + j.

As n realizagoes da experiéncia ocorrem sempre nas mesmas condigoes. Assim, a pro-
babilidade de qualquer acontecimento A; é P (A) e de qualquer acontecimento B; é P(A).
Além disso, tratando-se o acontecimento em (1.1) de uma intersecgdo de n acontecimentos

independentes, obter-se-4 para a sua probabilidade

P(A)...P(A)P(A)..P(A) = p* (1 —p)" ™
k vezes n—k wezes

Por outro lado, o acontecimento {X = k} pode escrever-se como a reuniao de todos os
acontecimentos que se obtém daquele considerando todas as trocas possiveis dos A; com os



n!
El(n — k)!
que k sao de um tipo e (n — k) de outro tipo).

B;. O nimero de trocas é = ( Z ) (nimero de permutages de n elementos em

Como os acontecimentos resultantes sao dois a dois incompativeis e equiproviaveis obtém-se

(1.2) P{X =k}) = < Z )pk(l—p)n_k, k=0,1,...n W

Defini¢ao 1. Uma varidvel aleatéria X verificando (1.2) diz-se binomial, ou que segue a
lei (distribuicao) binomial de parametros n e p. Escreve-se, de modo abreviado,

X ~ B(n,p).

Exercicios de aplicagao

1. Prove que S = {0, 1,...,n} é o suporte da varidvel X, isto é, verifica as duas condi¢oes
seguintes:

) Vke s, PUX =k}) > 0;
ii) P(X €5) =1.

2. Sabe-se que com certo tratamento se alcancam 90% de curas para determinada doenca
quando o mesmo é aplicado a pacientes em condigoes bem definidas. Supondo que o trata-
mento é aplicado a 20 pacientes nessas condigoes, calcule

a) a probabilidade de obter pelo menos 5 curas.

b) o nimero méximo de curas que, com uma probabilidade de cerca de 98%, podem
ocorrer naquele conjunto de doentes.

1.2 Lei de Poisson

1.2.1 Construgao da lei de Poisson

Considere-se a situacao aleatéria descrita na definicao da lei binomial e suponha-se que
- n é muito grande (isto é, a experiéncia é realizada um nimero muito grande de vezes);
- p € muito pequeno (isto é, o fenémeno é raro);

- o produto np tem uma ordem de grandeza razoével (isto é, nem n domina p, nem p
domina n).

As condicoes anteriores sao matemadtica e rigorosamente verificadas considerando uma
sucessao (Xy,), oy de varidveis aleatérias binomiais tal que

X~ B(n,p(n))



com
lim np(n) =X, A€]0,4++ oo|.

n—-+o0o

E 6bvio que, nestas condigoes, p (n) converge necessariamente para zero.

Tem-se (verificacdo ao cuidado do aluno)

P(X,=k) n—-k+1 p(n)

k >k _ '
RENVn =k o) K 1—pm)
Assim,
 P(Xu=k) A
keN, | .
REN, i s —h—1) &

Esta igualdade admite a seguinte interpretacao para n suficientemente elevado:

X, tem quase o mesmo comportamento que uwma varidvel aleatéria Y com suporte Ny e tal
que

A
VEEN, P(Y =k)= TP =k-1).

Se existir uma tal probabilidade de suporte Ny, ter-se-a (verificagdo ao cuidado do aluno)

Ak
P(Y:k):FP(Y:O),VkeN;
e(*)
N +-+o0
lim Y P(Y=F)= PY=k=eP(Y=0=1,
Jm D P =k =3 P(=k)=cP{ =0

isto &,

Defini¢ao 2. Uma varidvel aleatéria X é Poissoniana, ou segue a lei (distribui¢io) de
Poisson de pardmetro X\, se tem por suporte Ny e

k

P(X=Fk)= %e—&k € Ny.

Escreve-se, de modo abreviado,
X ~ P(\).

!Tenha em conta o desenvolvimento da fun¢do exponencial em série de poténcias (aproximacgao da fungio
exponencial por uma fun¢ao polinomial):

N & +oo

T _ 1 z® T

o= Jim S =S e
X k=0 k=0



Propriedade 1. Se uma variavel aleatéria X é distribuida de acorddo com a lei de Poisson
de parametro A, entdo a sua média (valor médio, valor esperado ou esperanga matemdtica) é
A

Prova
Designando por F(X) a média de X, vem

. AT . _y AR
BX) = \Jim > ke = Jim XY oy
Nfl)\j
= e lim Zf—)\e_Ae’\—)\ [ |
NH+OO]_:0 7!

1.2.2 TIlustragao deste resultado com o recurso a geracao de niimeros aleatérios
de acordo com uma lei binomial e de acordo com uma lei de Poisson

A/ Foi gerada uma amostra de dimensdo 200 de uma varidvel aleatéria, Bin2000med2,
seguindo a lei binomial B(2000, 0.001)(?).

Anadlise descritiva da amostra

Os resumos descritivos bésicos associados a amostra gerada estao resumidos no quadro

seguinte:
Descriptives
Statistic
Bin2000med2 Mean 1,96
95% Confidence Interval for Lower Bound 1,78
Mean Upper Bound 2,15
Median 2,00
Variance 1,783
Std. Deviation 1,335
Minimum 0
Maximum 7

2Utilizacdo do software estatistico SPSS.



O gréfico abaixo representa o diagrama de barras associado & amostra considerada.
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Comparacao com a distribuicao de Poisson de parametro igual a 2 - teste de
Kolmogorov-Smirnov

Testou-se, relativamente a sua alternativa, a hipétese
H,: A amostra é Poissoniana.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

N 200

Poisson Parameter® Mean 1,96

Kolmogorov-Smirnov Z ,518

Asymp. Sig. (2-tailed) ,951
Bin2000med?2

a. Test distribution is Poisson.

Sendo a significincia ou p-valor? do teste igual a 0.951 dever-se-4 aceitar Hy. Poder-se-4

3Chama-se p-valor ou significincia de um teste de uma hipétese Hy contra a sua alternativa H; (contrério
de Hp) ao menor valor da probabilidade do erro que se comete ao rejeitar Hy sendo esta verdadeira.
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assim afirmar que a varidvel Bin2000med2 segue aproximadamente P(2), isto é,
Bin2000med2 ~ P(2).

B/ Foi também gerada uma amostra de dimensao 200 de uma varigvel aleatéria, Poisson2,
seguindo a lei de Poisson P(2).

Os resumos descritivos bésicos associados a amostra gerada estao resumidos no quadro

seguinte:
Descriptives
Statistic
Poisson2 Mean 2,06
95% Confidence Interval for Lower Bound 1,86
Mean Upper Bound 2,25
Median 2,00
Variance 2,052
Std. Deviation 1,433]
Minimum 0
Maximum 7

Apresenta-se de seguida o diagrama de barras associado a amostra considerada.
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Teste de Kolmogorov-Smirnov relativamente & distribuigao tedérica de Poisson
Testando a hipétese Hy anteriormente considerada obteve-se agora o p-valor 0.999.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 2

Most Extreme Differences

N 200

Poisson Parameter® Mean 2,06

Kolmogorov-Smirnov Z 372

Asymp. Sig. (2-tailed) ,999
Poisson2

a. Test distribution is Poisson.

Exercicio de aplicacao

Determinado estudo estatistico permitiu concluir que a probabilidade de, em perfodos de
fortes chuvas, um veiculo entrar em aquaplaning numa determinada zona da auto-estrada é
de 2 x 107°. Suponha que numa semana de fortes chuvas se regista a passagem nessa zona de
150000 veiculos. Defina a varidvel aleatéria real (v.a.r.) X: “nimero de veiculos que nessa
semana entram em aquaplaning naquela zona”.

a) Calcule a probabilidade de, nessa semana, pelo menos um veiculo entrar em
aquaplaning naquela zona.

b) Determine m de modo que a probabilidade de que ocorram, durante essa semana, mais
do que m situagoes de aquaplaning naquela zona seja no méximo de 5%.

1.3 Estabilidade para somas da lei de Poisson

1.3.1 Propriedade teérica

Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, isto é, os acontecimentos que tais va-
ridveis definem sao entre si independentes. Além disso, sao varidveis Poissonianas tais que

X~PANeY~Pu), A\>0epu>0.

Propriedade 2. Sob as hipéteses anteriores a varidvel aleatéria Z = X 4+ Y é Poissoniana,
tendo-se que
Z ~ PA+ p).
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Prova
De facto, o suporte da varidvel aleatéria Z é Ny. Além disso,

k
P(Z = =Y P(X=i,Y =k —i)
=0
S P =P — ki) = 32 N T
L L S
6_(/\+M) k k' . . 6_(>‘+U)
_ A\ k—i _ A k
PP ST RO
isto &,
6_(>\+.u) k
P(Z=Fk) = A+, keNy. W

k!
Mais geralmente tem-se a propriedade seguinte:

Propriedade 3. Sejam X1, Xo, ..., X,, n varidveis aleatérias independentes tais que X; segue
a lei de Poisson de pardmetro \;, j = 1,2,...,n. A varidvel aleatéria

Y = Xn:Xj
j=1

n
segue a lei de Poisson de pardmetro ) A;.
J=1

1.3.2 Ilustragao deste resultado com o recurso a geracao de niimeros aleatérios
de acordo com leis de Poisson

Foi considerada uma amostra de dimensao 200 de uma varidvel aleatéria resultante da
soma de amostras da mesma dimensao de varidveis aleatérias seguindo as leis de Poisson
P(1), P(2) e P(2.5) (*). A varigvel resultante chamou-se SomaPoisson.

Os resumos descritivos bdsicos associados a amostra da varidvel SomaPoisson estao

resumidos no quadro seguinte:

4Utilizacdo do software estatistico SPSS.
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Descriptives

Statistic
SomaPoisson Mean 5,28
95% Confidence Interval for Lower Bound 4,98
Mean Upper Bound 5,57
Median 5,00]
Variance 4,532
Std. Deviation 2,129
Minimum 0]
Maximum 11

O gréfico abaixo é o diagrama de barras associado a tal amostra.
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Comparacao entre a distribuicao da variavel SomaPoisson e a distribuicao de
Poisson - teste de Kolmogorov- Smirnov

Testou-se a hipétese

H,: A varidvel SomaPoisson é Poissoniana.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test
N 200
Poisson Parameter® Mean 5,28
Kolmogorov-Smirnov Z ,546
Asymp. Sig. (2-tailed) ,926
SomaPoisson
a. Test distribution is Poisson.

Sendo o p-valor obtido 0.926, aceita-se a hipétese em teste.
Exercicio de aplicacao

Suponha que X e Y sao v.a.r. descrevendo, respectivamente, o nimero de veiculos a
gasolina e a gaséleo que chegam, num determinado periodo de tempo, a uma estagao de servico
para abastecer de combustivel. Sabe-se que X e Y seguem leis de Poisson de parametros,
respectivamente, iguais a 10 e a 6 e que as chegadas dos vefculos sao independentes entre si.

a) Determine a probabilidade de que nesse periodo de tempo cheguem pelo menos 5
veiculos para abastecer de gasdleo e no méximo 8 para abastecer de gasolina.

b) Determine o nimero minimo de veiculos que, com probabilidade de 95%, chegam a
respectiva estacao de servico, durante aquele periodo, para abastecer.

2 Aplicacao da lei de Poisson a ensaios estatisticos

2.1 Exemplo de motivagao

Determinado estudo estatistico permitiu concluir que o nimero de doentes com insufi-
ciéncia renal que chegam de urgéncia, diariamente, ao servico de hemodidlise de um certo
hospital é bem descrito por uma lei de Poisson de parametro A (A > 0, desconhecido).
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O equipamento técnico existente no referido hospital foi adquirido supondo que a unidade
de hemodidlise atende, de urgéncia, em média um doente por dia. O médico responsével pela
unidade afirma que o equipamento existente nao é suficiente pois, segundo ele, tal média j&
terd aumentado.

Com o objectivo de averiguar a veracidade da afirmacao feita pelo médico, observou-se
durante 15 dias o niimero de doentes que chegaram aquela unidade. Os resultados obtidos
estao resumidos no seguinte quadro:

n°dedoentes |0 |1[2[3|4|5|>b
n° de dias 11462111 0

Com base nesta amostra pretende-se concluir se a referida unidade deve adquirir mais
equipamento, isto é, se o nimero médio de doentes que sao atendidos de urgéncia na referida
unidade de hemodiélise é agora superior um.

Uma forma de analisar este problema é, com base nesta amostra, testar se o valor médio
(desconhecido) da populacao € 1 ou maior do que 1, isto &, testar as hipdteses

Hop: A=1 contra H;: A > 1.

2.2 Teste para a média de uma populacao de Poisson

Seja (X1, Xo, ..., X,,) uma amostra aleatéria de dimensdo n de uma variavel aleatéria X,
que mede uma certa caracteristica de uma populacao, distribuida de acordo com uma lei de
Poisson de parametro A (A > 0, desconhecido).

Pretende-se, com base numa qualquer amostra observada, testar

Hy: A =Xy contra Hi: XA > )\, g fixo,

isto é, decidir se a amostra nos leva, ou nao, a rejeicao de Hy.

Sabe-se que a média da amostra,

¢ um bom estimador da média da populacao \.
Assim, se Hy é verdadeira, a média de uma qualquer amostra (representativa da populagao)
devera ser proxima de \g. Entao é natural que se rejeite Hy quando a amostra pertence a um

conjunto, C, de amostras de dimensao n, (z1, za, ..., ), cuja média, T,, é tal que

T, — Ao >k, k> 0 a determinar.
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A determinacao de k envolve o erro que se comete na decisao de rejeitar erradamente Hy,
isto é, rejeitar Hy sendo H, verdadeira.
A probabilidade de tal erro serd

P({Xn—X>k}/A=X).

Ora, tendo em conta a estabilidade da lei de Poisson, tal probabilidade é igual a

P{X,-X>k}/A=X) = P ({i){i—mo >nk} //\:/\0>

i=1

=P ({anx >n(>\0+k:)}/)\:)\0>

i=1

= P (nXo) (Jn (Mo + k), + + o0]),

pois, sob Hy, > X; v P (n)\).
i=1

Escolhendo o valor desta probabilidade de erro (que se admite cometer ao tomar a decisao
de rejeitar Hy), determina-se k.
A este valor chama-se nivel de significAncia do teste.

n
Observando uma amostra particular (1, xs, ..., T, ), rejeitar-se-4 Hg se n (Ao + k) < >_ ;.
i=1

2.3 Aplicacao pratica

Na prética pretende-se tomar uma das decisdes em teste (A = Ay ou A > Ag) com base
numa amostra observada (x1, za, ..., z,) .
Ora a amostra observada pertence ao referido conjunto C (isto é, conduz a rejeigao de Hy)

se > x; >n (Ao + k). Assim,
=1

)

P ({i)( > ixi}/)\—)@) <P ({ix >n()\o+k)}/)\—)\o> .

i=1

Determina-se entao

= P (n\o) (]ixi,—l——l—oo >,

sendo portanto o o menor valor da probabilidade do erro que, com base na amostra observada,

leva a rejeicao de Hy.

Este valor é designado por p-valor ou significincia do teste para a amostra observada.
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Tomar-se-a a decisao de rejeitar a hipétese Hy em teste se este valor a for pequeno (em
geral inferior ou igual ao nivel de significAncia mais usual de 5%). Em contrapartida, aceitar-
se-4 Hy se « for grande (em geral superior ou igual a 90%).

Aplicacao ao exemplo de motivagao

Pretende-se testar
Hyp: A=1 contra H;: A > 1.

A amostra observada é tal que
15
i=1

Por outro lado, da estabilidade da lei de Poisson vem que, sob Hy,

15
> X;w P(15).
=1

Entao o p-valor do teste associado & amostra observada é

a = P({i&>3l}/>\:1>

= P (15)(]31,+ + o) = 0,000090311608411,

pelo que a hipotese Hy deve ser rejeitada.
Assim, tal como afirma o médico responsdvel, a média de doentes que acede a referida

unidade aumentou. A amostra observada alerta, de facto, para a necessidade de reequipa-

mento da referida unidade de hemodidlise.
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