Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens
EXPERIENCIAS COM A MATEMATICA Desigualdades

EXPERIENCIA III. Desigualdades

Objectivo: Pretendemos com esta experiéncia apresentar com demonstracoes algumas
desigualdades que tornem o estudante apto a resolver um conjunto amplo de problemas de
competicoes matematicas. Esta exposicao pensamos estar o mais auto-contida possivel.
Em certas passagens, contudo, algum conhecimento de calculo infinitesimal é 1til, ainda
que nao imprescindivel. Privilegiamos, nesta exposi¢ao, os argumentos geométricos em

detrimento do formalismo matematico.

10. VALORES MEDIOS

Comecamos por introduzir os entes matematicos que vamos estudar.

Definicdo 10.1. Considere os n ntimeros reais positivos 1, o, ... , T,. Definimos médias:
aritmética: MA(xy, xo, ..., T,) = T1t % —; L Tn ,
geométrica: MG(xy, xa, ..., T,) = YT1T2. .. Ty,
harmdnica: MH(zy, zo, ..., x,) = n ,

L+L+...+L
1 To Tn
1/p

1 n
de ordem p: My(z1, x9, ..., x,) = | — E xl ,
n
i=1

destes niumeros.

Observacdo . Nota que na defini¢ao anterior podemos tomar p € RU {—o0, +o0}. Para

p =0 ou £oo temos

(a) M_oo = lim M, = min(z;, 22, ..., &,);
p——00

(b) My zzlgi_r%Mp =MG(zy, 22, ..., Tp);

(¢) Myo = pggloo M, = max(zy, Ta, ..., Tp).

De facto, para a alinea (b) tomando exp o In vemos que somente temos de calcular

o o WmEYT ) -l 4 o1& 1
lim Jj=1"7 _ln(ﬁzlxg) :—ln(xll'n)
j=

p—0t P dp n
p=0

Efectuando a composi¢ao com a fungao exp temos o que queriamos provar.
Para a alinea (c) consideremos, sem perda de generalidade, que x; = max(xy,...,z,),

P & tomando p —

entdo podemos escrever M, = e (14 (zo/x1)? + -+ + (xn/21)P)
400 obtemos o resultado procurado.

Justifica que se tem a igualdade enunciada na alinea (a).

Vamos apresentar argumentos geométricos para relacionar estas médias no caso de dois

nimeros reais positivos xy , To, i.e. veremos que

M_oo(x1,22) < MH(z1,22) < MG(x1,22) < MA(21,22) < Ma(21,22) < Mioo(x1, 22) .
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A primeira e a ultima desigualdades sao naturais (verificar).

Relacionemos agora a média aritmética e a geométrica. Para tal, dados dois niimeros
reais positivos x1, 9 construimos um triangulo rectangulo cuja altura divide a hipotenusa
em segmentos de comprimento 1 e xy. Verifique que a altura é igual g = \/z 29, i.e. é
igual a MG(z1, z5). Pela andlise da figura 6 onde m = MA (1, x2), temos a desigualdade

procurada. Para as médias aritmética e quadratica de dois nimeros reais positivos x1, xs,

F1GURA 6. Médias Geométrica e Aritmética

construimos dois triangulos rectangulos de catetos, x1,xy e r = /(22 + 23)/2, que é a
Mz (1, x9), como se mostra na figura 7. Pode ver-se que 2m? = ¢*> + r? pelo que m < 7,

c.q.d.

FiGuraA 7. Médias Aritmética e Quadratica

Para compararmos as médias harménica e geométrica de dois ntimeros reais positivos,

temos somente que verificar que

w < MG(1, 2»)

MH(z1, 2) = MA (21, x2) —

aplicando a desigualdade anteriormente provada para as médias aritmética e geométrica.
Problema 10.1. Considere n nimeros reais ndo negativos, Ty, Ty, ..., Tpn, €1,5 € RT tais

n 1/s n 1/r
que r < s. Mostre que ij < Z$§
j=1 j=1
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Resolugao. Vamos comparar as duas igualdades, tomando em primeiro lugar d = Z 7,

1/s
(Z?:l l';) nogs 1/s n " s/r 1/s
30 ~— 7 _J — _J
entao du/r - 2 ds/T - Z ( d > .
]:

Jj=1

=1

s Assim, a expressao inicial

n 1/r n 1/s . i 1/s
"
(Z xj) / ( E xj) estd majorada por (E E]) —1. m
j=1 j=1

j=1

AN
Agora 0 < m;/d <les/r—12>0, entdo ’l < L,

Exercicio 10.1.
(1) 2 <1sex>1ea<0,eportanto se 0 < x < y entdao =% > y* > 0 se a < 0.
(2) Se0<z<lentao0<z®<lsea>0exz®>1sea<D0.

(3) Considere n niimeros reais nao negativos, xy , s, ..., T,. Mostre que, se a €]0, 1]
n n
entao (Z a:j> < Z:U] ,eseaq 6]1 oo entao (Z x]> > Zx?
j=1 j=1 j=1

Indicacao: Tenha em atencao a desigualdade do problema 10.1.

(4) Utilizando os resultados do problema 10.1 mostre que a aplicacdo de R em R
definida por p(x) = |z|* para a €]0, 1] verifica as propriedades do valor absoluto,
iLe. p(x) 20, p(z) =0 <= z=0, plz+y) <pl@)+ply), plzy)=p@)p(y).

(5) Sejam a € Rt e n € N. Mostre que (14 a)"/™ <1+ %.

Indicagao: Tome poténcia de ordem n em ambos os membros da desigualdade e
aplique a férmula do binémio de Newton.

(6) Mostre que ¢* <1+ (e — 1)z, z € [0, 1].

Indicacao: Represente graficamente as fungoes de expressao analitica e —1 e
(e — 1)x, para z € [0, 1], onde e é o nimero de Nepar.
(7) Justifique que, b* <14 (b — 1)z, paratodoo b >1e x € [0, 1].

Teorema (Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica). Considere os n nimeros

reais positivos xi, To, ..., T,. Mostre que
MG(x1, xo, ..., ) < MA(x1, o, ..., Ty) .
Além disso, temos igualdade se e somente se x1 = Ty =+ = Tp,.

Demonstragao. Vamos proceder por indugao. Consideremos provado para dois niimeros
reais positivos (cf. raciocinio geométrico). Como hipdtese de indugao temos que a de-
sigualdade enunciada é valida para todo o p-uplo de nimeros reais positivos com p =

2,3,...,n—1,ie paratodooxy, ..., z, € RT
MG(z1, ..., zp) < MA(xy, ..., 2,), p=2,3,....,n—1,

e verifiquemos que tal se tem para p = n.
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Considere-se um n-uplo arbitrario de niimeros reais positivos, 1, xs,...,Z,, € SUpon-
hamos, sem perda de generalidade, que x; > x1, 7 = 2,...,n pelo que, existem «a; > 0
tais que z; = x1(1 + ), j = 2,...,n. Entao,
n—1
x}/nxé/n...xrl/" =2/ (1+ay)...(1+a,) =1 <"7\1/(1—|—oz2)...(1+ozn)> .
Aplicando a hipotese de inducao aos n — 1 nimeros 1 4+ as, ..., 1 + «, temos
n—1
n—1+ay+-+a,\ "
Yx1To .. Ty < T 1 ,
n p—

n—1+ay+--+a,
e

e pelo exercicio 10.1.(7) com b = x = (n — 1)/n, encontramos

n—1
1 N -1
\”/xlmg...mn§x1<1+<n +a2+1 ta _1>n ),
n— n

T+ (1 +ag)+---+ (14 )

ou ainda Yx1x9...x, < T

. Mas 1+ a; = xj/z1, j =
n
2,3...,n, pelo que se tem a desigualdade procurada. |

Exercicio 10.2.
(1) Mostre que se o produto de n nimeros reais é maior do que ou igual a 2", a sua
soma ¢ igual ou superior a 2n.

(2) Mostre que para x,y,z € Rt com z < y < z se tem

(x+y—2)(z—y+2)(—r+y+2) <ayz.

RS 1 ¢
3) P Ty, ..., € R temos In [ = > 2N g,
(3) Para x1, x9 T emos In (n;xj) > n; nx,

Problema (IMO 2000). Sejam a,b,c € Rt cujo produto € igual a um. Mostre que
(a—1+1/b)(b—1+1/c)(c—1+1/a)<1.

Resolugcao. Comece por justificar que pode tomar, sem perda de generalidade todos os
factores positivos. De facto, pode verificar-se que se um dos factores for negativo os
demais serao positivos. Neste caso a desigualdade é trivialmente verificada.

Usando a hipdtese temos as seguintes igualdades
a—1+1/b=(ab—b+1)/b=a(l—bc+c)
b—1+1/c=(bc—c+1)/c=b(1—-ac+a)
c—1+1/a=(ac—a+1)/a=c(l —ab+b).

Além disso,

(1—ac+a)+(ac—a+1

)2\/(1—ac+a)(ac—a—l—1)

1=
2

1= (1_bc+c);(bc_c+1) > /(1 —bc+c)(bec—c+1)

T il )l (el ) SN/ ¢ ey g g

2
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Multiplicando membro a membro e tendo em conta as igualdades anteriormente deduzidas

obtemos a nossa desigualdade. |

11. DESIGUALDADES FUNDAMENTAIS

Comecemos por dar a definicao de funcao convexa.

Definicdo 11.1. Uma fungao real de varidvel real, f, diz-se convexa (respectivamente

concava) num intervalo [a, b] contido no seu dominio de defini¢ao, se

b—x Tr—a
<
F@) < =2 pa) + T2 50, we o],
(respectivamente, f(x) > 5 — quf(a) z — af(b) , T €la,b]).
— —a
b—=x r—a b—x x—a
Observequex—b_aa+b_ab, b—a+b—a_1'

Teorema 11.1. Uma fungao real de varidvel real definida em [a,b] € convera quando e 6
quando f((1 —t)a+tb) < (1 —1t)f(a) +tf(b), t€][0,1].

Analogamente, uma condi¢ao necessaria e suficiente para que f seja concava no inter-
valo [a,b] € f((1—t)a+tb) > (1 —1t)f(a)+tf(b), te€][0,1].

Demonstragao. Consequéncia directa da definigao e da observagao que se lhe seguiu. W

Exemplo . As fungoes exp : R — R definida por exp(z) = e”, e p: R™ — R* definida por
p(x) = 2% a > 1 sdo convexas. Da mesma forma que as fungoes In : RT — R definida

por In(z) = log, z, e ¢: R — RT definida por ¢(z) = 2°, 0 < b < 1 sdo concavas.

De facto, pela representacao geométrica das fungdes exp e ¢ (ver figura 8) concluimos

imediatamente o resultado. Analise, como exercicio, os restantes casos.

] ) -
- i 1.4 o
s ¥ & glx]
-'I L o
| —
L3 # = Tag ] f . e
J e
."- 1.4 _.-'-'---"'.-.
-~
LE £ St ;:_:d__,.
i Swpmilauwn qla] 4w gl
g i
. _R;Hf 2.4l
Fuil-th Expla] = = Expf ] .~ -
e d.E
e el
e ——N |

- . ; . e
Figura 8. Convexa versus Concava

Teorema (Desigualdade de Jensen). Seja f uma funcgdo real de varidvel real, definida e

conveza (respectivamente, concava) em [a,b]. Considere os pontos arbitrdrios xy, . ..,x, €
n

[a,b] e Ay,..., N\, €]0,1] tais que Z)\j = 1. Entao,

j=1

f (i )\jxj> < i)\jf(xj) (respectivamente, f (i )\jxj> > i)\jf(xj)).

j=1 j=1
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Demonstracao. Comece por justificar que Z Az € la,b).
7=1
Para demonstrarmos a desigualdade vamos proceder por indugao. Por definicao temos

o caso n = 2. Suponhamos agora que a desigualdade se tem para quaisquer p-uplo
P

de nimeros xy,...,x, € [a,b] e Ay,...,\, com Z)\j =1, parap =2,....n—1e
j=1

verifiquemos que se tem a desigualdade para p = n. Considere-se n nimeros quaisquer
n

T1,. .., Ty € [a,b] € Ay, ..., A, €]0, 1] tais que Z)\j =1, entao

j=1
n n—1 1 n—1
f(]z:; )\].Z’j) = f()\fE + )\nSCn> s onde A\ = ]z:; Ag e Ir = X - )\].’I}] .

Note-se que A+ A\, = 1 e x € [a,b], pois (A1 + -+ A\p_1)/A = 1. Assim, aplicando a

hipétese de inducao com p = 2 temos f(z Nixj) < Af(z) + A\ f(zy,) e pela hipétese de
7j=1
inducdo para p = n — 1 e actuando no termo f(z), temos a desigualdade pretendida. W
Problema (Aplicagdes da desigualdade de Jensen).
(1) Resolva o exercicio 10.2.(3).
Indicagao: Mostre que a funcao logaritmo de base b > 1 € concava.

(2) Considere n € N er; € [1, 400l para j =1,2...,n. Mostre que

1 1 n
4+ 4 > )
1+7r 14+7r, 1+ /ri.. 1y,
Indicagao: Justifique que existem a; tais que r; = €% para j =1,...,n e que a
J J J

uncdo de expressao analitica f(x) = 1/(1+ €%) é convexa para x € RT.

Jung i p
3) Considere os n niumeros reais positivos Ti, ..., Ty, €7,8 € RT com 0 < r < s.
( p Y ) )

Mostre que M,(z1, ..., x,) < Mg(21,...,2,).

Indicagao: Aplique a desigualdade de Jensen a func¢ao de expressao analitica

f(z) = 2% nos pontos x5, j=1,2...,n.
Definicdo 11.2. Considere os n numeros reais positivos i, ..., T, e A\, ..., A, €]0,1]
tais que A\; + - -+ + A\, = 1. Definimos médias ponderadas com pesos A1, ..., Ay:
n 1/p
de ordem p: MP,(x1, xa, ..., z,) = (Z )\jx?) ,
j=1
aritmética: MAP(x1, xo, ..., xp) = M1 + Moo + - + Nz, = MPy (24, ..., 24)
geométrica: MCGP(xy, xo, ..., x,) = 2} 2)* .. a2 = MPy(21, ..., 2,),

harmonica: MHP (21, 2o, ..., 1,) = 5

- = MP,l(Jj'l, Cee ,J}n) y
destes niumeros.

Exercicio 11.1. Considere os n nimeros reais positivos =1, ..., T, € A, ..., A, €]0,1]
tais que A\; + -+ + X\, = 1. Mostre que MP,.(z1,...,x,) < MPy(z1,...,2,).
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Observacao . Este resultado diz-nos que para um mesmo n-uplo de niimeros reais positivos
e pesos dados, a média ponderada é uma funcao monétona, considerada como funcao de
peRU{—00, +00}.

Vejamos uma desigualdade com muitas aplicagoes em problemas de competicoes inter-

nacionais de matemaética.

Problema 11.1. Considere os n nimeros reais positivos xy, ... , x,. Entao,

23:1%'
1
(T1...25)" 31“J<< Z@) <zt

Resolugdo. A primeira desigualdade é imediata, pois elevando ambos os membros ao in-
n
verso de E x; obtemos a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética.

=1
Vamos rescrever a segunda desigualdade na forma

1 ¢ d d - ; -
S m el dy=a/ Y ay, =12 ne Yodi=1.
j=1 j=1 j=1

Temos entao de provar que

1 1 d
T < == =* k=12...n
n(xft . oad) T Y0 T ak
Somando membro a membro com k = 1,2,...,n, obtemos

<& e ! < !
— — 1.€.
pft i Ty MGP(z1,...,2,) ~ MHP(21,...,2,)’

e da monotonia da média ponderada, considerada como fungao do parametro real p (cf.

exercicio 11.1) temos o resultado procurado. [

Exercicio 11.2. Considere os trés niimeros reais positivos a, b, ¢, entao:
(1) aabbcc > (abc)(a+b+c)/3 ]
(2) Se a > b > ¢, mostre que a**b*c* > abTepTeT

Teorema 11.2 (Desigualdades). Considere dois n-uplos de nimeros reais, (a;) e (bg). Entao:

Cauchy-Schwarz: (Z ajbj> < (Z ai) <Z bi)
j=1 k=1 k=1
n 1/2 n 1/2 n 1/2
Minkowski: (Z(aj +bj)2> < (Z ai) + (Z bi) .
k=1 k=1

j=1
Demonstragao. Para a primeira desigualdade considere (a; — )\bj)2 > 0, ie. )\2632- —
2 a;b; + a? > 0,5 =1,...,n. Somando ordenadamente as n desigualdades resultantes de

substituir j de 1 a n obtemos

N 020D (azby) + Y al >0, ie. AN —2BA+C >0,
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onde A = Zb?, B = Z(ajbj) e C = Za?. Assim, B? — AC < 0 que é a desigualdade
7=1 Jj=1 7j=1
procurada.

Para a desigualdade de Minkowski eleve ambos os membros ao quadrado e aplique a

desigualdade de Cauchy-Schwarz. [ |

Teorema (Desigualdade de Young). Sejam p,q € RT com p > 1 tais que 1/p+1/q = 1.
Mostre que, xy < 2P /p+y?/q, para todo o z,y € RT.

Demonstragao. Analisemos a informacao contida no grafico da figura 9. Veé-se facil-

1F
wr=x??
o.&
G
[ 3
[ 3 T
a.g
3
n.z n.3 o.g o o.g 1

FicurA 9. Desigualdade de Young

mente que aff < area (T') + area (.5).

Temos entao de calcular a area dos conjuntos 7" e S. Comecemos por ver que calculando
a area de S determinamos de forma analoga a area de T. De facto a curva que delimita
a superiormente o conjunto S tem expressao analitica y = 2P~! e a curva que delimita &
direita a regido T tem expressao analitica z = y/ @D = ¢a/P = ya(-1/a) — ya-1,

Calculemos entao a area de S. Para tal dividimos o segmento [0, «] em n intervalos
iguais de amplitude a/n, ie. [0,a] = [0,a/n|Ula/n,2a/n] U ---Ul(n — Da/n,qf, e
consideremos em cada um destes intervalos o seu extremo superior, i.e. a; = ja/n,
j=1,2,...,n. Assim,

O — 1 & U
area (S) = 7}1_{1010 - Z(aj/n)p_l =a? JLH;O — Z:ljp_l =a” lim —,
=

onde u, =1+ 271 ... 4 pP L,

Para calcular o lim w,/n?, vamos aplicar um resultado devido a Otto Stolz, que nos

n—oo

diz que, dadas duas sucessoes de nimeros reais (uy) e (v,) se (v,) T 00

. Up, . Unp4+1 — Up
hm —_— = hm —_— .
n—oo Uy n—oo 'Un+1 — Up,

Voltando ao calculo do

. Up, .
lim — = lim =
n—oo MNP n—o00 (n + ]_)p — npP n—oo

(e (1))
—_hm< n+ 1) )
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(14+s)P—1
Agora, tomando s = —1/(n+1), rescrevemos o limite anterior na forma lim ~——— =
s—0~ S
d
d—(l + )P = p, pelo que area (S) = o /p.
xr =0

Da mesma forma se vé que area (T') = 37/q, ficando demonstrada a desigualdade. W

Teorema 11.3 (Desigualdades). Considere dois n-uplos de nimeros reais, (a;) e (by). Sejam

p,q €]1,4+00] com 1—1) + é =1, entdo:
n n /p / n 1/q
Holder: Zajbj < <Z |ak|p> <Z \bk|q) :
=1 k=1 k=1
" 1/p n 1/p n 1/p
Minkowski: (Z la; + bj|p) < <Z m!”) + (Z |bk\”> :

j=1 k=1 k=1
Demonstragao Considere a;, b; > 0, j = 1,...,n. Para a primeira desigualdade tome

= ai/( Za /P e B = br/( qu 4 pna desigualdade de Young e some com k =

Jj=1 Jj=1
1,...,n.

Nao apresentamos aqui a demonstracao da generalizacao da Desigualdade de Minkowski

dada no teorema 11.2. [ |

12. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS

1969/6: Mostre que para todos os nimeros reais x1, s, Y1, Yo, 21, 22, verificando z; >
0, 2o > 0, 11y; — 27 > 0,12y — 25 > 0, se tem
8 1 1
7 < 5 + 5 -
(z1+22) (11 + y2) — (21 + 22) iy — 2 T2Y2 T 2
D& uma condigao necessaria e suficiente para que se tenha a igualdade.

1975/1: Sejam x;,y; (i = 1,2,...,n) nimeros reais, tais que
Ty 23> Zapand yp > yp > 0 > Y

Mostre que, se z1, 29, . . . , 2, € uma qualquer permutagao dos nimeros yi, Y2, - - - , Yn,

entao
n

Z(% — i)’ < Z(%

i=1 i=1

1978/5: Seja {ax} (k = 1,2,3,...,n,...) de nimeros inteiros positivos todos dis-
tintos. Mostre que para todo o numero natural n, Z 2 = Z .

1982/3: Considere a sucessao de nimeros reais posmvos {xn} Verlﬁcando, Ty =

1, eparatodoo >0, x4 < ;.
(a) Mostre que neste caso, existe n > 1 tal que
2 2 2
ry x x
S0 b4 2l >3.999.

X1 X2 L,
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(b) Nas condigoes do problema, d4 um exemplo de uma sucessao que verifica

vy, o Th 4
T @ Tn

<4.

1984 /1: Mostre que 0 < yz + zx+xy — 2xyz < 7/27, onde z,y, 2 € RT sdo tais que
r+y+z=1.

1985/6: Para cada z; € R, construimos uma sucessao x1, T, ... segundo a lei

Tpil = Tp (wn—l—%) , n>1.
Mostre que existe exactamente um valor de x; para o qual 0 < z, < x,11 < 1
neN.

1987/3: Considere n nimeros reais, r1, Ty, . . . , T,, verificando o3 +23+---+22 = 1.
Prove que para todo o nimero natural £ > 2 existem inteiros aq, as, ..., a,, nao
todos nulos, tais que |a;| < k — 1 para todo o i e

(k= 1)y
kr—1

1988/4: Mostra que o subconjunto dos ntimeros reais = que verificam a desigualdade
0o

252
=1 T

¢ a uniao de intervalos disjuntos, cuja soma dos diametros ¢ 1988.

la1x1 + a1xe + - - + apzy| <

=] Ot

Observagao: Nota que o diametro de um conjunto é a maior distancia entre dois
quaisquer pontos desse conjunto.

1994/1: Sejam m e n nimeros inteiros positivos. Considere os elementos distintos
dois a dois ag,asg,...,a, C {1,2,...,n} tais que a; + a; < n para algum i, j,
1<i<j<m,existe k, 1 <k <m, com a; + a; = a;. Mostra que

atapt - tam n+1.

m 2

1995/2: Considera os nimeros reais positivos a, b, ¢ tais que abc = 1. Mostra que

1 L 1 n 1 S 3
ad(b+c) b

(c+a) ASla+b) ~2°
1997/3: Sejam x1, o, ..., x, nimeros reais verificando

o1+ 20+ + 2, =1
n+1

e |z < i=1,2...,n.
Mostra que existe uma permutagao yi, ¥y, ..., ¥y, de x1,xs, ..., x, tal que

n+1
lyr 4+ 2y2 + -+ - + ny,| < :

1999/2: Considere o niimero inteiro n maior do que ou igual a 2.




Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens
EXPERIENCIAS COM A MATEMATICA Desigualdades

(a) Determine a menor constante C' tal que se tem a desigualdade para todos os

nameros reais positivos ou nulos z1,...,z,
4
2 2
g vixj(z; +27) < C ( E x,) :
1<i<j<n 1<i<n

(b) Para esta constante C', determina quando se tem a igualdade.
2001/2: Sejam a,b,c € RT verificando, @’ = Va2 + 8bc, V' = Vb +8ca, ¢ =
V2 + 8ab. Mostre que a/a’ +b/b' + ¢/ > 1.




