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1. Prova que, se (n — 1)|k, entdo (n — 1)2|(n* — 1), onde n, k € N = {1,2,...}.

2. Mostra que i/ 7+5V2+ i/ 7 — 5v/2 é um ndmero racional e calcula-o.
Indicacio: (z +y)° = 2 + 3zy(x + y) + v°.

3. Seja p > 2 um niimero primo. Mostra que:

(a) Sendo ¢ um inteiro tal que 2 <i < p — 2, existeuminteiro 2 < j<p—2 talque i #j e ij=1

mod p.
p—1
(b) Deduza o Teorema de Wilson: H 7 =-—1 mod p.
j=1

4. Mostra que os nimeros V2,3, v/5 ndo podem ser elementos de uma progressao aritmética.

5. Seja S um subconjunto de n + 1 elementos de {1,2,...,2n}, n € N. Entdo existem nimeros s, sy € S

tais que s1|sy € $1 # So.

6. Mostra que a maior poténcia de 2 que pertence ao conjunto 7" = {1,2,...,n} ndo divide nenhum nimero
de T

7. Sejap > 5 um nimero primo. Entdo o seu quadrado dividido por 12 tem resto um.

8. Um dado conjunto de 21 niimeros reais satisfaz a seguinte propriedade: a soma de quaisquer 10 desses
nimeros é menor do que a soma dos restantes 11. Demonstra que todos os nimeros desse conjunto sao

positivos.

9. A origem e as extremidades dos dois ponteiros de um relégio formam um tridngulo. Repara que esse
triangulo tem drea nula ao meio-dia exacto e as 6 horas exactas. Mas h4 outros momentos em que a drea do

triangulo € nula.

(a) Determina, com exactiddao, esses momentos de area nula.

(b) Ha, por outro lado, certos momentos em que a area do tridngulo atinge um maximo. Determina, com

exactiddo, os momentos de area maxima.

10. Seja P um ponto no interior geométrico de um tridngulo equilatero. Demonstra que a soma das distancias
de P aos lados do tridngulo ndo depende da posi¢ao de P.

11. Caso tridimensional: Seja P um ponto no interior de um tetraedro regular. Mostra que a soma das distan-
cias de P as faces do tetraedro ndao depende da posi¢dao de P.

12. O polinémio —22° + 2xy? — 72?2z — 9xyz + 2%z + 222* — 9yz* 4+ 72% , pode ser escrito como produto de
trés polinémios, ndo constantes, com coeficientes inteiros. Determina esses trés polinémios, explicando o

raciocinio seguido.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Uma institui¢do bancdria atribui a cada cliente, um nimero de cédigo com cinco digitos, de 00000 até
99999. Mas nem todos esses 100000 numeros serdo utilizados, por se pretender que os codigos de quaisquer
dois clientes difiram em pelo menos duas das cinco posi¢des. Qual € o nimero maximo de cédigos que este
critério permite?

Demonstra que para todo o nimero primo p diferente de 2 e de 5, existem infinitos multiplos de p que se

representam na forma 1111 - - - 1.

Com 21 pecas de um “Jogo de Damas”, umas brancas e outras pretas, formamos um rectangulo 3 x 7.
Demonstra que existird sempre um rectangulo com os quatro vértices de uma mesma cor.

Sejam a, b, c ndmeros reais. Considera os seguintes polinémios de grau 2,

fx)=ar* +brx+ce g(x)=cr’ +br+a.
Sabendo que |f(—1)] <1, [f(0)] <1 e |f(1)] <1, mostraque,sex € [—1,1],entdo |f(z)| <5/4e
lg(x)] < 2.

Na “PJ” ha 16 agentes secretos. Cada um deles vigia a alguns dos seus colegas. Sabe-se que se o agente
A vigia o agente B, entdo o agente B ndo vigia A. Além disso, um grupo qualquer de 10 agentes pode
ser numerado de forma que o primeiro vigia o segundo, o segundo vigia o terceiro, ... e o ultimo (décimo)
vigia o primeiro. Demostra que, nas condi¢des descritas, também se pode numerar desta forma um grupo

qualquer de 11 agentes.

Mostra que ndo existe uma fungio f: N — N que verifica f(f(n))=n-+1.
A figura representa uma planta com ruas que delimitam 12 quarteirdes quadrados.
[« .y B
Uma pessoa, P, vai de A para B e outra, (),
vai de B para A. Sabendo que ambas partem
ao mesmo tempo, seguindo caminhos de
comprimento minimo e se deslocam com a
mesma velocidade constante, tendo em cada
4 b momento duas possiveis direc¢des a tomar
A

com igual probabilidade, determina a probabilidade de P e () se cruzarem.

Seja f uma fungao real de varidvel real verificando a seguinte equagio
f(tan(2r)) = tan®x + cot® x, para x €]0,7/4[.
(a) Escreva tan(2z) em termos de tan x.
(b) Mostra que tan x e — cot = verificam uma mesma equacdo quadrdtica em tan(2x).
(c) Determina a expressdo analitica de f .
(d) Mostra que x + i > 2, z € RT. Reescreva esta desigualdade em termos da fungdo tangente.

(e) Mostra que f(sin(t)) + f(cos(t)) > 20, t €]0,7/2[.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

No plano cartesiano considera-se o ponto Py = (5,0). O ponto P; é a projec¢@o ortogonal de F, sobre a
bissectriz do primeiro quadrante e P, € a projeccdo de P, sobre OX. Vamos determinar uma sucessio de
pontos (P,) verificando a seguinte lei: P, é, para todo o n € N, a projeccdo ortogonal de P, sobre o
segmento P,_,P,_,. Note-se, que desta forma P; é a projeccdo ortogonal de P, sobre PyP;. Determina as
coordenadas de P,, em funcdo de n.

Considera dois n-uplos de niimeros reais positivos, (z;) e (d;) verificando
dy+--+d,=1.

Para funcgdes convexas, f, é valida a seguinte desigualdade,
fldiry + -+ dpry) < dif(z1) + -+ dnf(20)

(a) Identifica a desigualdade anterior.

(b) Mostra que a fungdo f(z) = 1/(1 + z) é convexa em [0, +o0].
2

. . ~ s . ) x
(c) Aplica o resultado enunciado com a fun¢do da ultima alinea para demonstrar a desigualdade +1 +
Ty T T2
2 2 2
2 4. n—1 + n > 1t + Zn )
To + X3 Tpo1+Tp Tp+ T 2

Seja M um conjunto de 1537 inteiros positivos sem divisores primos maiores que 27. Mostra que:

(a) Qualquer subconjunto de 513 nimeros contém dois cujo produto € um quadrado perfeito.

(b) M contém um subconjunto de quatro nimeros cujo produto é uma quarta poténcia.
Considera os polinémios ¢(x,y) = zy* +y+7 e p(z,y) = 2*y -+ +y como aplicagdes de Z x Z em Z.

(a) Constréi um polinémio, s(z, y) , mais simples do que os polinémios p, ¢ dados, tal que q(z,y)|p(x,y)
implica q(z,y)|s(z,y).

(b) Determina todos os pares (x,y) de inteiros positivos tais que ¢(z,y)|p(x,y) .

Seja AABC um tridngulo, b4, bg 0os comprimentos dos bissectores dos angulos Ae B. Mostra que by > bp
seesése A < B.

Analisa a existéncia de solugdes reais da equacao \/ 12 — p+2vVx2 — 1 = 2, para os valores do pardmetro
real p. Resolve a equacao.

Determina todas as fungdes, f: N — N, crescentes tais que f(n + f(n)) =2f(n).

Considera os polinémios p e ¢ dados por p(x) = 2* +ax® + b +cx+1, q(z) = 2* +cx® +br* +ar+1,
onde a, b, ¢ sdo parAmetros reais tais que a # c. Para que valores dos parametros a, b, ¢ 0os polinémios p, q
tém duas raizes em comum. Resolve neste caso as equagdes p(z) =0 e ¢(z) =0.

Considera um poligono convexo de n lados, com vértices nos pontos Ay, ..., A,. Seja P um ponto qualquer
no plano.

(a) Tome n = 3 e constrdi o tridngulo com vétices, By, By, B3, que resultam de uma rotagdo de aplitude
« do ponto P relativamente a A, Ay, A3, respectivamente.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

(b) Determina a drea do tridngulo [B;, Bs, B3] em fungdo, do dngulo o e da drea do tridngulo [A;, Ay, As].

(c) Seguindo o procedimento enunciado na alinea (a), constréi o poligono convexo de n lados com vér-
tices By, ..., B,, e determina a sua area.

n—1

Sejam n € N e x, a solugdo positiva da equagdo 1 +x + --- + = 2" . Mostra que x,, € tal que

Dados os nimeros reais a, b, resolve o sistema

rtytz=a, ¥+ +22 =0, zy=2".

Dados cinco pontos Py, P, P3, Py, Ps no plano XOY considerado com coordenadas inteiras. Mostra que

existem ¢,j, 1 <7 < j < 5 e um ponto de coordenadas inteiras () tal que () estd sobre o segmento
PiP;j,mas Q # P e Q#D;.

Uma frac¢do egipcia é um niimero racional da forma 1/n, com n € N. Mostra que cada niimero racional
positivo pode ser escrito como soma de frac¢des egipcias distintas.

Mostra que, se as faces triangulares dum tetraedro t€ém todas 0 mesmo perimetro, entdo sao congruentes.

Sejan € Z>1,e Q= {1,2,...,n}. Mostra que 2 tem tantos subconjuntos de cardinalidade par como de
cardinalidade impar.

Observac¢ao: O conjunto vazio conta como sendo de cardinalidade par, e damos preferéncia a demon-
stracdes de andlise combinatdria, que estabelecam bijec¢des explicitas entre estas duas familias de subcon-
juntos de €.

3 3 2 , . .
Mostra que V2 + v/3 é um ndmero irracional.

. 1l—122
Mostra que todo o niimero complexo z # —1 com |z| = 1 se escreve de forma tnica como z = iz’
1x
onde z € R.
Sejam n,nq,...,n; € Z>; . Mostra que os coeficientes multinomiais podem ser expressos em termos dos

coeficientes binomiais pela férmula

(o) = GO )

Sejam Ay, ..., A, subconjuntos ndo vazios, finitos, e distintos de um conjunto 2.
(a) Decide com prova ou contra-exemplo se existe um = € () tal que os conjuntos A; \ {z}, Ay \
{z},..., A, \ {z}, sdo todos distintos.
(b) Qual a resposta se fizermos a restri¢do 2 = {1,...,n}?
Sejam A = {Ay,..., A,,} uma familia de subconjuntos (distintos) do conjunto 2 = {1,...,n}, com a

propriedade que A; N A; # () parai # j. Mostra que entdo m < 2"~ 1.
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41. De entre doze moedas com o mesmo aspecto, onze sao genuinas e de igual peso, e uma € falsa. E de-
sconhecido se a falsa € mais pesada ou mais leve do que as genuinas. Descreve um procedimento para
identificar, em apenas trés pesagens com uma balanga de dois pratos, a moeda falsa e determinar se ela pesa

mais ou menos do que as outras.

42. Considera agora num conjunto de 1000 moedas de igual aspecto, uma que € falsa por ter um peso distinto
das restantes. Determina o nimero minimo de pesagens, com uma balaca de dois pratos, necessario para
determinar a moeda falsa e se esta pesa mais o menos do que as restantes.

43. Tendo em atencdo que a representacdo decimal de um nimero real, a, € Unica, i.e. Vo € R, existe uma
tnica sucessdo (¢;) € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, tal que o = [&]+0,¢1¢3...¢, ..., mostra que, a sucessao
(¢;) ndo pode verificar 3k € N: ¢; =9, j=kk+1,....

44. Considera o nimeroreal § =1 — V2.

(a) Determina a,,b, € N tais que " = a,, — bn\/ﬁ, n eN.

(b) Tendo em atenc@o a representacdo obtida na alinea anterior para 5", mostra que (1 + \/§)" = a, +
buvV2,n €N,

(¢) Seja p um polinémio com coeficientes inteiros. Mostra que, se p(3) = 0, entdo p(1 + v/2) = 0.

(d) Determina a equagdo recorrente linear de coeficientes constantes de ordem minima que tem como

solucdo particular 5" .

(e) Mostraque,Vn e N, Ik e N: (=f)" =VEk—Vk —1.

45. Sejag:NxN — Ndefinidapor g(n,1) =n, ne€ N e g(n,m)=ng(n,m—1), ne N, m e N\{1}.
Determina a expressao analitica de g .

46. Mostra que existem 3" — 2" pares (A, B) de conjuntos tais que A C B C {1,2,...,n},comn € N.

47. Sejam A, B, P, @, R cinco pontos distintos do plano, em que nunhum terno deles estd sobre uma mesma
recta e dispostos de tal forma que P, (), R estdo todos no mesmo g4 g-semiplano. Supondo que os tridngulos
A[PAB], AJAQB] e A[ABR)] sao semelhantes, mostra que o centro da circunferéncia que passa por
P, Q, R esta sobre a mediatriz do segmento AB .

Indicacao: Esboca um desenho fiel que reflita as semelhancgas enunciadas. Agora, descreve em termos de
poténcia, quando € que dois pontos A,B estdo relativamente a uma circunferéncia numa posicao tal que o
centro desta estd sobre a mediatriz definida pelo segmento AB.

48. Em qualquer conjunto de n nimeros inteiros, existe um subconjunto S ndo-vazio, tal que a soma dos
ndmeros de S é um mdltiplo de n .
Indicac¢io: Considera uma cadeia de subconjuntos A; C Ay C ... C A, = S com |A;| = 1. (Aqui C
representa a inclusdo estrita)

49. Verifica se existem pares (m,n) € Z x Z tais que 5m* — 6mn + 7n?® = 1985.

Indicacdo: Multiplica ambos os membros por 5, factoriza a expressdo obtida e analisa a congruéncia
modulo 13.
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Determina todas as fungdes f: R\ {0} — R que verificam

f@) =xf(l/x), 2 #0, f2)+ fy) =1+ f@z+y), v # -y

Indicacio: Aplica sucessivamente as duas igualdades, a 2f(x), i.e. 2f(z) = 2z f(1/z).

XII OPM. A bordo de um Concorde vao 201 pessoas de 5 nacionalidades diferentes. Sabe-se que em cada
grupo de 6 pessoas, pelo menos duas tém a mesma idade. Mostra que no avido hd, pelo menos, 5 pessoas
do mesmo pais, da mesma idade e do mesmo sexo.

XVIII OPM. Determina todos os pares (p, ¢) de niimeros positivos tais que 27 + 1 = ¢°.

XIV OPM. Uma caixa contém 900 cartdes numerados de 100 a 999. O Paulo tira ao acaso um certo
numero de cartdes da caixa e calcula, para cada cartdo, a soma dos algarismos nele inscritos. Quantos
cartdes necessita o Paulo de tirar da caixa para ter a certeza de encontrar pelo menos trés cartdes cujas
somas dos algarismos sdo iguais?

XVII OPM. Se duas cordas paralelas de uma circunferéncia, de comprimento 10mm e 14mm, distarem
6mm uma da outra, quanto mede a corda equidistante dessas duas?

XVI OPM. Um octégono regular [ABC DEFGH] estd inscrito numa circunferéncia de raio 1, e P é um
ponto arbitrério desta circunferéncia. Calcula o valor de
PA'+PB +..+PH .

XIIT OPM. Demonstra que um niimero real = € racional se e s se a sucessao
v, e+ 1l,z+2,..,0+n,..
contém pelo menos trés termos em progressao geométrica.

XXIII O Paulistas M. Em Terra Brasilis ocorre um importante campeonato de futebol envolvendo 22
clubes. Cada equipa enfrenta uma vez cada uma das demais, recebendo: e 5 pontos por vitéria quando
esta for por diferenca superior a dois golos;

e 3 pontos por vitdria quando esta for por diferenca de um ou dois golos;

e 1 ponto por empate;

e () ponto por derrota.

(a) De quantas maneiras distintas uma equipa pode pontuar nos seus 21 jogos?
Observacao: obter 1 ponto na primeira partida e 5 na segunda e obter 5 pontos na primeira partida e
1 na segunda sdo maneiras distintas de se pontuar nas duas primeiras partidas.

(b) Mostra que o nimero de maneiras distintas de, no final do campeonato, uma equipa totalizar k pontos,
k € N, € igual ao coeficiente de =" no desenvolvimento de (z° + z' + 2 + z5)?!,

(c) Calcula a diferenca entre o total de maneiras de um clube obter um nimero par de pontos e o total de
maneiras de obter um niimero impar de pontos.

(d) Encontra o total de maneiras de um clube obter um nimero impar de pontos.

XXIV O Paulistas M. Considera as sequéncias de n bits, n € N, isto é, sequéncias de n termos onde cada
um dos termos € igual a zero ou um. Por exemplo, para n = 3, temos as sequéncias 000, 001, 010, 100,
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

110, 101, 011, 111. Definimos distdncia entre duas sequéncias como sendo o niumero de bits em que as
duas diferem. Por exemplo, a distancia entre 001 e 010 € 2, e entre 110 e 100 € 1.

(a) Qual o nimero de sequéncias de 6 bits cuja distancia a 000000 é menor do que ou igual a 47

(b) Considera um conjunto de sequéncias de n bits onde a distincia entre quaisquer duas sequéncias €
maior ou igual que 2r + 1, r € R. Mostra que o nimero de elementos desse conjunto é menor do que

ou igual a 2”/2 (%)-
k=0

XXV O Paulistas M. Estudos com textos de vdrias linguas indicam que as frequéncias das palavras nesses
textos seguem, aproximadamente, a Lei de Zipf:

Ao contarmos quantas vezes aparece cada uma das palavras de um textos, o niimero de ocorréncias da
n-ésima palavra mais frequente é inversamente proporcional a n.
Assim, por exemplo, a segunda palavra mais comum ocorre com metade da frequéncia da palavra mais
comum.
Na obra “Fausto ’de J. W. Goethe, a nona palavra mais frequente € “sich”, que ocorre 770 vezes. Sabendo
que o texto completo tem 68470 palavras, calcula o nimero aproximado de palavras distintas em “Fausto”.
As seguintes aproximacoes podem ser uteis:
T+l 4+l ann+058 ex~27; 2~T4 =201 e*~1+az+% para0 <z < 1.

XXVII O Paulistas M. Seja AB o didmetro de uma semicircunferéncia unitaria e O o seu ponto médio.
Seja ainda C' um ponto sobre a semicircunferéncia tal que a amplitude do angulo AC'B € #, e D a projec¢ao
ortogonal de C' sobre AB.

(a) Prova que os triangulos ABC' e AC' D sao semelhantes.
(b) A partir da semelhanga obtida acima demonstra que sin(26) = 2sin () cos(f) e ainda que cos(26) =

2cos?(0) — 1.

Um mitdo estd no centro duma piscina circular; o seu irmdo na margem. O irmao pode correr quatro vezes
mais depressa do que o mitido pode nadar, mas € mais lento que ele a correr. Serd o mitido capaz de escapar
ao irmao?

Num quadrado de lados de 10 metros encontramos quatro futebolistas e a bola. Mostra que se quaisquer
dois jogadores distam por mais que 7.2 metros, entdo a bola dista de um deles por menos que 7.1 metros.

De quantas formas € possivel sentar sete pessoas num circulo, sendo dois arranjos considerados os mesmos
se cada pessoa tem 0 mesmo vizinho.

Quantas possibilidades hé para casar quatro homens com seis mulheres?

Num grupo G de 1001 pessoas, cada subgrupo de 11 contém pessoas que se conhecem. Mostra que, existem
em G pelo menos 101 pessoas cada uma das quais tem pelo menos 100 conhecidos em G.

Mostra que o polinémio M (x,y, z) = x*y* + 2%y* + 2% — 32%y*~? assume apenas valores nio-negativos,
mas ndo pode ser escrito como soma de quadrados de polindmios com coeficientes reais.
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

Um colar tem n pérolas, marcadas, cada uma, com um nimero real. A soma destes reais € (. Decide se é
possivel cortar o colar e esticd-lo de maneira que as somas parciais dos nimeros, lidas da esquerda para a
direita, sdo todas ndo negativas?

Cinco matematicos assistem a uma tediosa palestra. Cada um dos cinco adormece exactamente duas vezes.
Para cada par de matematicos existe um momento em que ambos dormem. Mostra que existe um instante
em que dormem pelo menos trés dos matematicos.

Qual o valor de \/ 34+ V8- \/ 3 — /8 em termos mais simples?

Uma certa turma tem 40 alunos. De entre eles, 14 gostam de matematica, 16 de fisica, 11 de quimica, 7
gostam da matematica e da fisica, 8 gostam da fisica e da quimica, 5 gostam da matematica e da quimica,
e 4 gostam das trés disciplinas. Quantos alunos ndo gostam de nenhuma destas disciplinas?

Sejan € Zs;. Mostra que a familia de todos os n-uplos de 0’s e 1’s pode ser arranjada numa lista de
comprimento 2" de tal maneira que cada n-uplo difere do seu sucessor em apenas uma posicdo. Por
exemplo, paran = 4, os 4-uplos 0110 e 0010 diferem apenas na segunda posicao.

oz~|—c> c
7

Sea,b,c,d sa i iti tio = > © implica & >
€a C Sao reais positivos, entao — — lmplica -
» Yy Yy p b d p b b‘l‘d

Explica como construir com régua e compasso um tridngulo, do qual se sabem as alturas h,, h; , € 0 com-
primento da mediana m,, .

Nota: h, significa a altura do triangulo relativamente ao lado a. A mediana m, € o segmento que liga o
vertice A ao ponto médio do lado oposto a do tridngulo. (Os vértices do tridngulo sdo A, B, C', os lados

opostos sdo a, b, c, respectivamente.)

(a) Se a,b,c sdo lados de um tridngulo, entdo /a, Vb, v/¢ também o sdo.

(b) A implicacdo reciproca é verdadeira se, e somente se, v/a, \/l;, v/c sio medidas de lados dum tridngulo

acutdngulo.

Determina todos os quadruplos (m,n, z,y) de nimeros naturais tais que, no sistema decimal, m + n tem

aforma rx,em -n tem a forma yyy .

Determina quantos inteiros positivos menores que 2005 sdo simultaneamente multiplos de 7 e da forma
2
n“+n-+1.

Determina todos os nimeros primos p tais que (p + 1)/2 e (p* + 1)/2 sdo ambos quadrados perfeitos.

Mostra que existe uma coloragdo a duas cores de um grafo completo com 6 vértices em que nenhum
subgrafo completo de 4 vértices é de uma s6 cor. Por outras palavras, mostra que R(4,4) > 6.

Mostra que numa coloragc@o a duas cores (azul e verde) de um grafo completo com 19 vértices, existe
pelo menos um tridngulo azul ou um subgrafo completo com 6 vértices (um hexdgono completo) total-
mente verde. Por outras palavras, mostra que R(3,6) < 19. [Podes usar, sem demonstrar, o facto de
que em qualquer coloragdo a duas cores de um grafo completo com 6 vértices existe sempre um tridangulo
monocromatico. |
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

(a) Enuncia os axiomas da incidéncia, da medi¢do linear e da separacgdo.
(b) Com base nestes axiomas (e subjacentes definicdes) demonstra que:

1. um segmento tem exactamente um ponto médio;

il. um semiplano € um conjunto convexo.

Considera um ponto P no interior duma circunferéncia €. Por P traga um par de cordas perpendiculares:
ABL1CD, ABNCD ={P}, com A, B,C,D € C. [Evidentemente, existe uma infinidade de pares de
cordas perpendiculares que satisfazem estas condicoes. ]

“A quantidade |AB|* + |CD|? ndo depende do par de cordas seleccionado, mas tio-sé da posicdo de P e
do raio de C

Verdadeiro ou falso? [Deves justificar a resposta, mas podes usar conhecimentos para além daquilo que
demonstramos no Ambito da axiomatica. ]

Identifica o ndmero cuja representacdo na base dois € 101101 e representa o nimero 101 na base trés.

Considera a funcdo f: N — N verificando as seguintes condi¢des
f)y=1, f2n+1)=f2n)+1 e f(2n)=3f(n).

Determina a expressao analitica de f .
Resolve em Z a equacdo a*+5b = b*> 46, i.e. determina os pares (a,b) € Z x Z tais que a* +5b = b* +6.

Encontra todos os inteiros n tais que (2" — 1)/3 é um inteiro que divide um ndmero da forma 4 m?* + 1
para algum m € Z.

Considera o conjunto S = {2,4,8,16,32}. Sejam S; e Sy dois subconjuntos de S tais que S = S; U Sy
e S1NSy=0.

Sem listar todas as possibilidades para S; e S, mostra que, ou existem a, b, c em S; tais que ab = ¢, ou
entdo existem x, y, z em S, tais que ry = 2.

Considera o mesmo conjunto da pergunta anterior, S = {2,4, 8,16, 32} . Mostra que em qualquer colec¢do
de 16 subconjuntos de S existe pelo menos um subconjunto cuja soma dos seus elementos € multipla de
4.

Enuncia o axioma da separacdo e mostra que, semiplanos e politopos sdo conjuntos convexos.

Considera a circunferéncia C e dois pontos A, B € €. Traca segmentos tangenciais AP, BQ), a C de
comprimentos e orienta¢do iguais. Mostra que a semirecta AB™ divide o segmento P() ao meio.

Considera a fun¢io a: Z* — R, onde a(n) € o algarismo das unidades da soma
1+2+--+n.

(a) Determina a expressao analitica para a .
(b) Calculaa(l)+a(2)+ ---+ a(2005).
2

Sejax, =1+2+2%+ 22 +...+22 | onde na soma aparecem n termos. Mostra que z,," > n"2°"1.
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

Mostra que 2%y + zy* + v’z + y2* + 22x + z2® < 2(2® +9® + 2*), para quaisquer reais nio negativos z,
Y, 2.

b c 3 ) "
—, para a, b e ¢ reais positivos.

Mostra que >
q b+c+a+c+a+b_2

Mostra que € possivel furar um cubo de modo que pelo buraco possa passar outro cubo do mesmo tamanho.

Dois satélites situados no plano equatorial giram em volta do planeta terra em altura constante h. A distancia
entre A e B é constante igual ao didmetro 2r da terra. Qual a relacdo necessaria e suficiente entre i e r de
modo que um observador O num ponto do equador aviste A, B por vezes em angulos rectos, i.e. tal que
OALOB.

Em quantas regides, no maximo € o plano dividido por n circunferéncias?

Determina todas as fungdes reais de variavel real, f, tais que
(x=y)f(z+y) = (z+y)flz —y) =day(a® - y*) . z,y €R.
A sucessdo de Fibonacci, (f,), estd definidapor fi=fo =1 ¢ foio= for1+ fu, n=0,%1,....

(a) Mostra que, para cada inteiro positivo n se tem f_, = (—1)""'f, .

(b) Seja ¢ a solugio positiva da equagdo #* — 2 — 1 = 0. Mostra que, para cada inteiro inteiro positivo n
setem (" =0 f, + fn_1.

(C) Seja gn = fTQL IS Z . Mostra que  gn43 + gn = 2 (gn+2 + gn+1) :
Mostra que z° + y* + 2% + 2y + yz + zo > 0, para quaisquer reais z,y, z .

Se z, y e z s@o reais ndo negativos tais que * + y + 2z = 1, mostra que
T(zy +yz + zx) < 24 9zyz.

Considera o conjunto dos inteiros positivos menores ou iguais a 100: S = {1,2,...,100} .

(a) Mostra que existe um subconjunto de S' com 74 elementos tal que quaisquer quatro dos seus elemen-
tos, dois deles tém um divisor comum diferente de 1.

(b) Mostra que em qualquer subconjunto de S com 75 elementos existem pelo menos quatro inteiros
primos entre si.

Seja €; uma circunferéncia no interior de outra, C,. Seja M o tnico ponto comum as duas. Uma recta é
tangente a C; em P e intersecta C; em R e em () . Mostra RMP = PM Q.

Considera uma fungdo crescente, a: Z>y — Zxq, onde Z>o = {0,1,...} tal que todo o inteiro ndo
negativo, m, admite uma unica representacdo como m = a(i) + 2a(j) + 4a(k), onde i, j, k sdo inteiros
ndo negativos nao necessariamente distintos.

(a) Mostra que existe uma unica func¢io de Z~, em Z>, com a propriedade enunciada.

(b) Determina a(0), a(1), a(2), a(3) e a(2005).
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104. Noplano R x R asrectas x =a e y =b, a,b € Z determinam um reticulado.

(a) Mostra que drea de qualquer tridngulo cujos vértices sao elementos de Z X Z € um nimero racional
maior do que ou iguala 1/2.

(b) Considera no reticulado dado, um quadrado, @), 8 X 8 e um rectangulo, R, 13 x 5. Decompde () nas
seguintes figuras, dois tridngulos rectangulos de catetos 3 e 8, dois trapézios (unido de um rectangulo
3 x 5 com um triangulo rectangulo de catetos 2 e 5). Comenta a seguinte frase: Uma diagonal de R

determina a mesma decomposicdo de () para R.

(c) Mostra que, se a drea de qualquer tridingulo cujos vértices sdo elementos de Z x Z ¢é igual a 1/2
entdo, ndo contém no seu interior ou fronteira geométricas nds do reticulado dado. Serd o reciproco
verdadeiro?

105. Mostra: a + b+ ¢ = 0 implica a® + b® 4+ ¢ — 3abc = 0.

106. Seja ajas . ..a, uma permutagdo dos nimeros 1,2, ....,n. Por uma ordenagdo entendemos uma operacao

107.

108.

109.

110.

111.

112.

que troca a; com a;, supondo que 7 < j mas a; > a;. Por exemplo 41352 + 41253 + 21453 € uma
sucessdo de duas ordenacdo. Sejam aqas...a, € bibs...b, duas permutacdes e supde que para todos os
r,s € Z>; vale a desigualdade

Hi:i>r a; >sH <[{i:i>r b >s}.
Mostra que ajas . . . a, pode ser transformada em b0 . .. b, por uma sucessdo de ordenacdes. (Exemplo:
se ajas...a5 = 41352, entdo [{i : i > 3,a; > 4}| =1, mas [{i:i > 2,a; > 3}| = 2.)

Seja S um conjunto de dez niimeros inteiros com dois digitos. Entdo existem dois subconjuntos A, B
disjuntos e ndo vazios de S cujos elementos tem a mesma soma.

O circuncentro dum tridngulo formado pelo incentro e dois vértices dum outro tridngulo, A\, estd sobre
uma bissectriz de A\ .

Se uma familia de conjuntos S, . .., S tem a propriedade que a unido de quaisquer / conjuntos tem pelo
menos [ elementos, onde [ varia entre 1 e k, entdo existem elementos distintos si, ..., S, tais que s; €
51,82 S SQ,...,Sk S Sk

OIAM 1985/1. Encontra todas as solugdes inteiras do seguinte sistema de equagdes:
at+b+c=24, a* +b>+c* =210, abc=440.

OIM 1995/1. Sejam A, B, C' e D quatro pontos distintos de uma recta, nesta ordem. As circunferéncias
com didmetros AC' e BD intersectam-se em dois pontos distintos: X e Y. A recta XY intersecta BC' em
Z. Seja P um ponto de XY distinto de Z. A recta C'P intersecta a circunferéncia com didmetro AC' em C'
e M, e arecta BP intersecta a circunferéncia com didmetro BD em B e N. Prova que as rectas AM, DN
e XY sdo concorrentes.

OIAM 1997/6. Seja P = { Py, P, ... Pigg7} um conjunto com 1997 pontos no interior de um circulo de
raio 1, sendo P, o centro do circulo. Para cada k = 1,...1997, seja x; a distdncia de P, ao ponto de P
mais préximo de P;. Mostra que 22 + 22 + ... 239, < 9.

delfos@mat.uc.pt http://www.mat.uc.pt/~delfos/



[’“‘T Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens p. 12

EXERCIC10S DELFOS 2001-10

113. OIM 1998/2. Numa competi¢do hd a participantes e b juizes, sendo b um inteiro positivo e impar. Cada

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

juiz d4 um parecer positivo ou negativo sobre cada participante. Suponhamos que k£ € um nimero tal
que, para quaisquer dois juizes, os seus pareceres coincidem, no maximo, para k participantes. Prova que

kfa>(b—1)/(2b).

OIAM 1999/5. Seja ABC' um tridangulo acutangulo, O o seu circuncentro e AD, BE,
CF as suas alturas. Seja C a circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC'. A recta EF intersecta
C em P eem (). Mostra que:

(a) OA é perpendicular a PQ);

(b) se M é o ponto médio de BC, entdo AP? = 2AD OM.

OIM 2000/4. Distribuem-se 100 cartas numeradas de 1 a 100 em 3 caixas diferentes. De quantas maneiras
pode isto ser feito de forma a que, ao escolhermos duas caixas e ao retirarmos de cada uma delas uma carta,
entdo o conhecimento da soma das duas cartas é suficente para identificar a terceira caixa?

OIM 2003/6. Mostra que, para qualquer primo p, existe um primo ¢ tal que n” — p ndo ¢é divisivel por g

para qualquer inteiro positivo n.

OIAM 2004/2. Considera uma circunferéncia € de centro O e raio r e um ponto A distinto de O. Para cada
ponto M de C, seja N o ponto de € que lhe é diametralmente oposto. Determina o lugar geométrico dos

centros das circunferéncias que passam em A, M e N ao variar M.

Seja D o pé da bissectriz interior do angulo em A no tridngulo ABC'. A recta que une os centros das
circunferéncias inscritas em ABD e em AC'D intersecta o lado AB em M e o lado AC' em N. Mostra que
os segmentos BN, CM e AD sdo concorrentes.

(a) Calcula, em fungéo de n, o niimero dos ternos de conjuntos, (A4, B, C), que satisfazem () C A ;
BSCC{l,2...,n}

(b) Sejam ay, ..., ag oito nimeros reais ndo todos nulos. Seja ¢; = a4 .+ aé ,paraj = 1,2,3,....

Supde que uma infinidade dos c; sdo zeros. Determina os indices, j, para os quais ¢; = 0.

Sejam a, b, ¢ os comprimentos dos lados de um tridngulo ABC'.
3 a c
Most - < <1
OSIAAUe B S T b2 2atbr2e  2atdbte

Dois jogadores, alternadamente, retiram pedras de um conjunto de 2000 pedras, de acordo com as seguintes

regras:

(a) Em cada jogada, cada jogador, pode retirar 1, 2, 3, 4 ou 5 pedras.

(b) Em cada jogada, um jogador ndo pode retirar o mesmo nimero de pedras que o seu adversdrio retirou

na jogada anterior.

O jogador que, na sua vez, nao puder jogar de maneira vélida, perde.
Determina que jogador tem uma estratégia que lhe garanta a vitdria e encontra essa estratégia.
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122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

Define os seguintes conceitos por extenso, apresentando uma forma descritiva (ou “em compreensdo’) para
eles:

a) intersec¢do de conjuntos A, B ;

b) intersecc@o de familia de conjuntos (A;);er;

¢) pergunta i,ii com a palavra “unido” no lugar de “intersec¢ao”;
d) diferenca simétrica de conjuntos A, B ;

e) produto cartesiano dos conjuntos A, B .

Considera os conjuntos
A=1{1,3,579}, B={1,4,7,10} e C={-5-3,-1,1,3,5},
como sendo subconjuntos do universo §2 = [—5,5| N Z. Calcula (AN B) x C°.

Decide, com prova ou contra-exemplo, para conjuntos A, B, C' quaisquer, o valor de verdade das afirmagdes
seguintes:

a) (AAB)AC = AA(BAC); b) (AxB)N(A'xB') = (ANA')x(BNB').

a) Enuncia uma versao do principio da indu¢do matematica.
b) Prova por indugdo que [2t12-™| =27
Sejam Ay, ..., Ax subconjuntos de um universo finito {2. Conjectura e demonstra uma descri¢do “com-

pacta” do conjunto A;AA;A --- AA .
Define funcdo inversa de uma funcdo real de varidvel real injectiva, f .
Define funcdo exponencial e logaritmo.

Identifica o lugar geométrico dos pontos, (z,y) € R x R, que verificam a equacao
Pyt =1.

Completa a frase:
— As fungdes de expressdo analitica, f(x) = (a®* +a ")/2 e g(z) = (a® —a™*)/2, a € R designam-se

por , e verificam a equag¢do quadrdtica

Resolve o seguinte sistema de equagdes quadréticas em (z,y) € R x R
a:+xy+y:2+3\/§, 2?4+ =6.

Indica o valor l6gico das seguintes afirmagdes:

a) Conhecendo apenas um lado de um tridngulo plano, o angulo oposto a este lado e um segundo angulo
¢ possivel determina as restantes medidas do triangulo.

b) Todos os tridngulos planos que tenham um lado igual a 3, um angulo igual a 30° e outro angulo igual
a 45° sdo congruentes.
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133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

c) A soma dos angulos de tridngulo esférico € maior do que 180°.

d) Os trés angulos de um tridngulo esférico equildtero medem 60°.

Quatro circulos de raio 2 estdo dispostos num plano de forma a que os seus centros formem um quadrado
de lado 2. Quanto mede a drea da regido comum aos quatro circulos?
Deduz o Teorma de Pitagoras para um tridngulo esférico, isto é, relaciona os trés lados a, b e ¢ de um
triangulo cujo angulo C' seja recto.
Mostra, partindo de “primeiros principios” e citando as defini¢des necessdrias, que: —Se alb; , alby, ... , alb,
entdo a|xr1by + wobs + . .. + z,b, quaisquer que sejam os inteiros 1, . . ., T, .

a) Enuncia o teorema da divisao com resto.

b) Dados a = —700 e b = 234, escreve a = ¢qb + r com ¢, r cumprindo as exigéncias do teorema.

¢) Supde b > 0 como inteiro fixo. Deixa a percorrer o conjunto dos nimeros inteiros positivos. Entdo

q e r, definidas pelo teorema, sdo fun¢des de a, ¢ = g(a) e 7 = r(a). O que podes dizer sobre g e r
enquanto fungdes?
Calcula o méximo divisor comum, g, de 1819 e 3587, e determina x,y € Z tais que g = 1819z + 3587y
(ou explica como os podes determinar).
Determina o nimero de algarismos 0 finais consecutivos na representacdo decimal de 1000! .
Sejamry, ..., 7, € QT tais que ry+---+7, = 1. Definimos a fun¢do, f, de dominio N e contra-dominio
m
N, com expressdo analitica f(n) = n — Z[rkn] ,n € N. Determina o minimo e o maximo de f em N.
k=1

Considera a funcdo, ¢, de dominio N e contra-dominio N, definida por: ¢g(0) =0 e g(n) =n—g(g(n —
1),neZ".

a) Mostraque g(n+ 1) —g(n) =0oul,n € N.

b) Mostra que ndo existe k € Z* tal que g(k — 1) = g(k) = g(k+ 1).

¢) Determina uma expressao analitica para a fungdo g .
Na resolucao dos seguintes problemas ndo utiliza o conceito de nimero primo.

a) Mostra que se mdc (a, m) = mdc (b, m) = 1, entdo mdc (ab,m) = 1.
b) Mostra que para todos os n € Z tem-se 4 | n* + 2.
¢) Mostraque {n? :n € Z} S3ZU3Z + 1.

d) Sejam b € Z, g € Z" . Mostra que o sistema de equagdes
mde (z,y)=¢g , zy=">
admite uma solucdo se, e somente se, g°|b.
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142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

Da significado preciso a seguinte afirmacio e demonstra-a: Existem intervalos arbitrariamente grandes em

7t que ndo contém niimeros primos.

Dado um hexdgono regular com drea 4, constréi-se um novo hexdgono ligando os pontos médios consec-
utivos do hexdgono original. Iterando este processo quando € obténs um hexdgono com darea inferior a
1?

Num cubo € inscrita um esfera e dentro desta esfera € inscrito outro cubo. Qual € a razdo entre as superficies
dos dois cubos?

Relativamente a um octaedro regular de lado L, determina:

a) o raio da esfera inscrita;

b) o seu volume.

Decide com prova ou contra-exemplo a seguinte afirmagao:

Se a,b sdo inteiros positivos, entdo a|b®|a®|b*| ... implicaa =b.
Sejam a,m € Z \ {0}, d = mdc (a,m) e m' = m/d. Mostra:

a) ax =,, b tem uma solugdo se e somente se d|b.

d—1

b) Se zy é uma solugdo, entdo toda a solugdo é congruente médulo m auma das solugdes {zg+jm’ =1 -

Mostra:

a) A equagio 32 + 2 = y* nido tem solugio em inteiros.

b) Sejam p primo, e a,b € Z, entdo (a + b)? =, a? + V"

A demonstracio de Euclides (por nds apresentada) da existéncia de um nimero infinito de nimeros primos,
contém um argumento que pode ser utilizado para dar uma estimativa crua da fungéo 7(x) := #{primos <
x} . Com efeito, demonstra que paran > 3, "' > 2" e utiliza isto para mostrar que 7(z) > In(Inx);
sendo ¢ a base para o logaritmo natural In(. ), isto é e™* = .

m(x)Inx

Nota: um famoso teorema diz que lim =1.

Tr——+00 €T
Sejam x1, 7o, 73 as solugdes da equagio z° + pr + ¢ = 0. Determina a equagio cujas solugdes sdo

1/1’1,1/1‘2,1/1‘3.

Determina para que inteiros a, n o sistema de equagdes
r+y+z=1, zy+yz+zx=a, xyz=2",
tem solugdes inteiras.

Considera o sistema de equagdes:
r—y=2, (r—2/a)(y—2/a) =a*—1.

a) Determina os pares ordenados de pontos do plano R? que verificam o sistema dado.
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153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

b) Determina os valores do parametro real a para os quais a solu¢do € constituida por pares de nimeros
reais ndo-negativos.

¢) Determina para esses valores de @ o minimo de x + y.

E bem sabido que um inteiro n com representacdo decimal nyni_1 ... ny € divisivel por 2 se, e somente se,
2|ng . Vdrios outros critérios deste tipo sdo conhecidos para leitores atentos dos exercicios dos Textos do
Delfos. Menciona estes, e prova os mais interessantes.

Caso o sistema de congruéncias lineares

r=3 mod7, =1 mod1l, =4 mod 6,
admita uma solucdo determine as solu¢des negativa e positiva de menor modulo; caso contrério diz porque
nao tem solucgao.

Demonstra que para inteiros a, b, n > 2 sempre se tem a™ — b" t a” + b".

Determina todos os inteiros de trés digitos que divididos por 11 dao um inteiro igual a soma dos quadrados
dos digitos do inteiro original.

Sejam H o ortocentro e O o circuncentro de um tridngulo acutngulo [ABC|. A mediatriz de [AH] inter-
secta [AB] em P e intersecta [AC| em (). Prova que
LAOP = £LA0Q.

Sejam a e b dois inteiros positivos de trés digitos e a * b o inteiro de seis digitos que resulta de escrever b a

seguir a a. Determina a e b tais que
ax*b

b b

a, b, b—a, axb e
sdo todos quadrados perfeitos.
a) Desenvolve 57/17 em frac¢do continua.
b) Desenvolve v/3 em frac¢do continua.
c¢) Determina a melhor aproximagio racional a/b a /3 com denominador b < 41 .

d) Mostra que para esta aproximacio se tem |v/3 — a/b| < 0.002.

Sejam x, y dois nimeros reais positivos. Mostra que:

1
a) r+—>2.
z

b) Se x + y = 2a entdo xy atinge o seu valor maximo quando x =y = a.

Mostra que quaisquer dois termos da sucessao
241, 2241, 2441, ..., 22" +1, ...,
s30 primos entre si.

Umreal £ € Q diz-se uma irracionalidade quadrdtica, se for raiz duma equacdo algébrica az? +bx+c = 0
coma,b,ce Q.

. T . ~ ms+n 4
Sejam m, n,o0,p € Q. Mostra que, se £ for uma irracionalidade quadrética, entdo §—+ ¢ também uma
% p

irracionalidade quadrética.
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163. Demonstra que existem infinitos inteiros a tal que cada um dos inteiros
nt+a, n=1,2,3,...
€ niimero composto.

164. Seja 7(n) o nimero dos divisores positivos do inteiro n > 1. Mostra que

7(n) < 2v/n.

165. Mostra que para cada inteiro n existe um inteiro a tal que cada um dos inteiros
a+1l,a+2,....,a+n
¢ divisivel por algum quadrado perfeito # 1.

166. Seja [ABC] um tridngulo com AB < AC e denote-se por I o seu incentro. Sejam M o ponto médio de
[AC] e N o ponto médio do arco ABC' do circuncirculo de [ABC] . Mostra que IMA = INB.

167. Considera a sucessdo de fungdes { f,,} definida por
e

I ) — Jn-1\T
fn+1(‘r) - 1+ fn(x)fn—l<x)

Mostra que a sucessdo { f,,} € constituida por polinémios.

, n=2,3,....

168. Sejam ay,...,ay;b1,...,b, inteiros e k € Z>, . Mostra que o sistema de desigualdades
mdc(a; + x1,a2 + To, ..., an +1,) > kK,
mdc(by + x1,be + 29, ..., by +7,) >k,
admite uma solug@o (zy,...,x,) € Z".
Aqui mdc(uq, - -+ ,u,) significa o maximo divisor comum dos inteiros uy, . . ., u, .

169. Quantas palavras de cinco letras, todas contidas em { R, A, Q, U, E/, L} existem que come¢cam com R e tem
exactamente duas letras iguais? (exemplos sao RRAQE, RAQELE)

170. Demonstra, preferencialmente de forma combinatéria, a identidade
Zj(r.‘) — 2
=0 N
171. Considera dois n-uplos de niimeros reais positivos, (z;) e (d;) verificando
dy+---+d,=1.
Para funcgdes convexas, f, é valida a seguinte desigualdade,
fldiwy + - A dpxy) < dif (o) + -+ duf(2n).

a) Identifica a desigualdade anterior.
b) Mostra que a funcdo f(z) = 1/(1 + z) é convexa em [0, +o0].
c) Considera os n ndmeros reais positivos 1, ..., x, e 7,8 € RT com 0 < r < s. Mostra que
M, (x1,...,2,) < Mg(21,...,2,) .
172. Seja 2 = {1,2,...,n}. Uma anticadeia A em (2 é uma familia de subconjuntos de €2, tais que para

A Be A, A# Bsetem A  Be A 2 B. Mostra que A ndo contém mais que (LZJ conjuntos, mas
2

que anticadeias com este nimero de conjuntos existem.
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173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

Seja n € Z>;. Mostra que a familia de todos os n-uplos de 0’s e 1’s pode ser arranjada numa lista de
comprimento 2" de tal maneira que cada n-uplo difere do seu sucessor em apenas uma posicdo. Por
exemplo, para n = 4, os 4-uplos 0110 e 0010 diferem apenas na segunda posicao.

Prova que, dada uma sucessao infinita de pares de inteiros positivos

(n1,m1), (n2,ma), -+,
existe uma subsucessdo {(n;,,m;, )}oc, tal que

Niy, S Njy SNy <o € myy Sy, <My < - -
Mostra que 2222°5%° + 55552222 ¢ divisivel por 7.

Mostra que, a equagao
m® + 3m*n — 5m3n? — 15m2n® + 4mn* + 12n° = 33,

ndo tem solucdoem Z X Z.

Seja A uma matriz n x n de entradas ndo negativas, e «, (3 reais tais que a soma das duas maiores entradas
de cada fila seja igual a a, e a soma das duas maiores entradas de cada coluna seja igual a 3. Mostra que

a=/[.

Nota: a prova deve convencer também no caso de que vérias das entradas da matriz sejam iguais.

Sejan > 2. Mostra que a soma dos naturais menores que n e primos relativos a n € ng(n), sendo ¢ a
funcdo de ¢ de Euler.
a) Prova que todo o nimero positivo racional pode ser escrito na forma Eijisjg para alguns a, b, c,d
inteiros.
Sugestdo: Observa os valores de (m +n)3 e (m — 2n)3.
b) Prova que todo o niimero positivo racional pode ser escrito na forma % para alguns a, b, c,d
inteiros positivos.
Para cada inteiro positivo a, obtemos d(a) procedendo do seguinte modo:
a) movemos o Gltimo digito de a para a primeira posi¢ao e obtemos b(a);
b) tomamos o quadrado de b(a) e obtemos um novo ndmero c(a);
¢) movemos o primeiro digito de ¢(a) para a dltima posi¢do e obtemos d(a).
Por exemplo, para ¢ = 2003, temos b(2003) = 3200, ¢(2003) = 10240000 e d(2003) = 02400001 =
2400001.
Determina todos os inteiros positivos a tais que d(a) = a®.
Mostra que existem cinco func¢des polinomiais p; : Z — Z, 1 = 1,...,5 de graus < 3, tais que para todo o

kelZ,
(2k +1)° = (k) + pa(k) + p3(k) + pa(k) + ps (k).
e onde cada polinémio p; satisfaz |p;(k)| < (2k + 1)® paratodo o k € Z>s3.
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182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

a) Quais os restos quadraticos médulo 117
b) Seja p um primo impar. Mostra que o simbolo de Legendre satisfaz as seguintes propriedades:
(5)-G)G)
Ll—)=-)(-
p p p

il.a =bmod p = (2) =
p

. (%) =1, (_?1) = (-1,

—21
Determi — .
c) eerm1na< 61 )

Dados a; < as < --- < a,, mostra que

4 4 4 4 4 4
a0y + agas + -+ - + ana; > agaq; + asay + - +aiaq, .

Seja n(r) o nimero de pontos de coordenadas inteiras sobre a circunferéncia de raio » > 1 no plano
. 3
cartesiano. Mostra que n(r) < 6V 7r?.

Sejam x,y, 2 € Zsg tais que 1993 = 2 + y* + 2°. Decide com prova se ¥ + y + 2 pode ser quadrado
perfeito.

Sejam m, n inteiro positivos e seja F a familia dos n-uplos (A;,...,A,) com cada A; C {1,2,...,m},
1t =1,...,n. Encontra uma expressao simples para o nimero

D AT UAy . UA,
F

Seja (aj)?j ! uma sucessdo finita de nimeros reais, tal que
1. ap = Qpy1 = O, €
. ag_1 — 2a + agy1 €] — 1,41 para k=1,...,n.

Entdo |ax| < 1/2k(n—k+1).

(m+n)!

m!n!

Os lados de um triangulo tem comprimentos /13, v/74,1/85. Qual a 4rea do tridngulo?

Sejam m, n inteiros ndo-negativos. Mostra que ¢ um inteiro.

Encontra todos os inteiros n tais que (n — 2)(n — 3) é divisivel porn — 6.

Sabe-se que para quaisquer reais x, y se tem
cos(r +y) =cosxcosy —sinzsiny e sin(x + y) = cosxsiny + cosysin x.
Deduz dai férmulas para cos(2z), cos(3z) e sin(2x), sin(3z).

a) Mostra: Se a, b, ¢ sdo lados de um tridngulo, entdo /a, \/I_), /¢ também o sio.
b) Mostra: A implicagio reciproca de a) é verdadeira se e s6 se /a, \/l_), \/c sdo medidas dos lados de um
triangulo acutangulo.

Encontra um ndmero de trés digitos com as propriedades seguintes:
a) O ndmero € divisivel por 9 e por 11.
b) Se permutarmos o primeiro e o dltimo nimero obtemos dois nonos do nimero original.
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194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

Ao famoso matematico Euler (1707-1783) deve-se o problema seguinte. Alguém comprou 100 animais por
100 taleres (antiga moeda alemd). Um porco custa trés tdleres e meio, uma cabra um tdler e um terco. Uma
ovelha um meio taler. Quantos animais de cada espécie comprou?

Sejam z4, . .., x,, nimeros reais positivas de soma menor do que, ou igual a 3, e soma de quadrados maior
ouigual a 1. Mostra que entdo existem ¢, j, k distintos tais que x; + ; + x5 > 1.

Considera um tridngulo equildtero, € um ndmero inteiro n. Divide cada um dos lados em n partes iguais.
Liga os pontos de divisdo assim obtidos por segmentos paralelos aos lados. Junto com os lados obtens assim
3n linhas (essencialmente coordenadas trilineares ou baricéntricas). Um conjunto de pontos distribuidos
sobre as intersec¢oes destes segmentos diz-se independente se quaisquer dois dos seus pontos nao estiverem
sobre um mesmo segmento.

Mostra que a cardinalidade méxima de um conjunto independente & | 2* |.

Determina todas as solugdes inteiras da equacao
ot oyt 4 2 — 227y — 22227 — 29727 = 24.

Sejam A = {ay, as,a3,aq,a5}, B = {by, by, b3}, C = {c1, o, 3,4} Considera as relagdes bindrias Ry C
A x B, Ry C B x (), definidas por

Ry = {(a1,b2), (a1, b3), (a2, b3), (a2, b2), (as,01)}, € Ry = {(b1,c3), (b, 2), (b3, ca)},
respectivamente.
a) Indica a relacdo bindria Ry R;.
b) Quais das relagdes R, R, (se algumas) sao aplicacdes?

Seja f : A — B uma aplicagao. Mostra:

a) Para todo o A’ C A tem-se A’ C f(f(A)).

b) Para todo o B’ C B tem-se f(f '(B")) C B’

¢) Paratodo o A’ C Atem-se A = f~'(f(A’)) se e somente se f for injectivo.

d) Em que circunstancia podemos substituir em (b), deixando todo resto igual, o simbolo “C” por “="7?

Seja 2 um conjunto de dez inteiros positivos distintos de dois digitos, e 2 a familia de todos os subcon-
juntos de €. Considera a aplicagio 2 5 X +— s(X) := Z x € 7.

reX
a) D4 uma lista de alguns dos elementos de 28 para o caso €2 = {12,13,...,22}. Quantos elementos tem

a lista completa?

b) Quais os valores de s({12,14,15}) e de s(£2) ?

¢) Para determinados €2 do tipo do enunciado a aplica¢do s pode ser injectiva?

d) Dado um conjunto €2 como no enunciado, existem necessariamente dois subconjuntos disjuntos e nao

vazios cujos elementos tem a mesma soma?
Mostra que se 9 pessoas estdo sentadas numa fila de 12 cadeiras, entdo hd 3 cadeiras consecutivas ocupadas.

Dados 2006 inteiros, mostra que existem dois cuja diferenca, ou cuja soma, ¢ um multiplo de 4009.
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203. a) Considera o diagrama do conjunto parcialmente ordenado P.
bA 4 ke
| [
o 2 I
? '/// 1 // B T

-4 b

Identifica os conjuntos min P e max P, e indica cadeias e anticadeias de cardinalidades maximas.

b) Considera o conjunto definido pelos elementos

(0,4), (1,6), (2,2), (3,6), (3,8), (5,2), (5,4),

(6’ 6)7 (6’ 9)? (77 4>’ (97 3)7 (97 6)7 (97 9)7 (107 6)7
e munido da ordem produto da ordem natural dos inteiros. Desenha um diagrama deste conjunto parcial-
mente ordenado. Uma maneira expedita para o obter € identificar os minimos, trac¢d-los, depois identificar
os minimos da ordem que resta, traga-los, etc.

204. a) Mostra que uma ordem parcial com pelo menos mn elementos tem uma cadeia de m elementos ou uma
anticadeia de n elementos.

b) Deduz que toda a sucessdo de mn inteiros distintos tem uma subsucessao crescente de m elementos ou
uma subsucessao decrescente de n elementos.

205. Considera a familia de todas as aplicagdes afins e ndo constantes de R para R.

a) Mostra que esta familia define relativamente a composi¢do de aplicacdes um grupo. Preenche em partic-
ular os espacos deixados em branco das afirmacdes seguintes (com notacio da tua escolha):

i) O elemento inverso da aplicagdo afim f(x) = é a aplicagdo f~1(x) =

i1) O elemento neutro da familia € a aplicacdo

b) Seja G um subgrupo arbitrario desta familia tal que para cada ¢ € G o conjunto Fix(g) = {r € R :
g(r) = r} é ndo-vazio.

Preenche: Se g(z) = entdo Fix(g) = { .

Mostra que o conjunto [, Fix(g) € ndo-vazio.

206. Considera o conjunto M de todos os pares ordenados de ndimeros naturais (m, n), com m > n.
a) Constréi uma funcio bijectiva b : N — M.
b) Calcula 2(500) e determina a expresséo analitica da fungdo h.

207. a) Calcula todas as raizes racionais do polinémio > — %:ﬁ + 3z — %

b) Recorda que para quaisquer reais x, y se tem sin(z + y) = sinz cosy — cos T siny
e cos(2x) = cos?z — sin? r . Mostra que sin(10°) ¢ Q.

208. a) Enuncia o teorema de Dilworth.

b) Considera os subconjuntos 4; = {1,3}, Ay = {1,2,4}, A3 = {3,4,5}, A, = {2,5}, A5 =
{1,6}, Ag = {3,4} de 2 ={1,2,3,4,5,6}. Completa o diagrama
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209.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

introduzindo uma aresta ligando ¢ a A; see s6 se i € A;.

c¢) Observa que um tal diagrama pode ser visto como diagrama de uma ordem parcial. Prova o seguinte
teorema, chamado teorema do casamento:
Dada uma familia de subconjuntos Ay, As, ..., A, do conjunto 2 = {1,2,...,n} tal que para cada
k =1,2,...,n, a unido de quaisquer k dos conjuntos A; tem pelo menos k elementos, entdo existe uma
permutagdo o € S, tal que

1e Ag(l), 2 € Ag(g), oo, n e Aa(n) .

a) Na familia de pares de inteiros introduzimos uma multiplicacdo
x: (ZXZL)Xx (ZLXZ)— (ZXZ) por (a,b)x*(a',b) = (aa’ —bb, ab + a'b)
Demonstra que esta multiplicagdo € associativa.
b) Usando os axiomas de Peano demonstra que a adi¢gdo em N é comutativa.
¢) Seja G = (G, -) um grupo com elemento neutro e, tal que para cada a € G se tem a - a = e. Mostra que

G é comutativo.

Seja G um subgrupo do grupo das permutagdes sobre 2 = {1,...,n}. Considera para cada i € (2, os
conjuntos Stab(i) = {g € G : g(i) = i} (chamado estabilizador de i) e G(i) = {g(i) : g € G} (chamado
orbita de i sobre (G.)

a) Demonstra que Stab(i) é um subgrupo de G .
| .

b) Demonstra que |Stab(i)| - |G(7)| = |G]|.

Quantos nimeros com 3 algarismos sdo divisiveis por 7 ou por 117

n
Seja p, (k) o nimero de permutacdes de n elementos com exactamente & pontos fixos. Mostra que Z k -
k=0
pa(k) =nl.

Mostra que o produto de quatro inteiros consecutivos nunca de desvia de um quadrado perfeito por mais de
uma unidade. Pode dizer-se alguma coisa ainda mais forte (que implica a afirmacao de forma imediata)?

Mostra que para todo o inteiro a, os inteiros (a” + 2a) e (a* 4+ 3a* + 1) tém méximo divisor comum igual
al.

A equagio z° — 3* = 2005(x* — »*) ndo admite solugdes inteiras, =,y € {1,2,...}, com z # y.
a) Determina a palavra cujos quadros de insercdo e de registo sdo respectivamente
4 4
3 3
P=94 ¢ @=5
12 2 1 5 7
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217.

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

b) Determina duas palavras distintas com 0 mesmo quadro de insercdo P (definido em a)). O que concluis
para os quadros de registo?

c¢) Determina duas palavras com o mesmo quadro de registo () (definido em a)).

d) Encontra todas as palavras que t€m como quadro de insercao
3

P= 2
11 2

e) Qual a relacdo entre o ntimero de palavras que determinaste na alinea anterior e os quadros standard com
formato (3,,1,1)?

Mostra que

2
5l = Z|a\:5(fa) s
onde a soma € sobre todas as particdes a com 5 caixas e f, € o nimero de quadros standard com formato a.

Mostra que nenhum niimero inteiro positivo da forma 2% + 23 + x2 com inteiros z,, 2o, 23, tem resto 7
quando dividido por 8.

Euler (1707-1783) Mostra que existe uma identidade polinomial
(aF + 23 + 25+ a) (Y + 95 + 95 +yi) = (AT + A+ AT + AD),
onde cada uma das expressdes A; tem a forma x1Y,(1) £ T2y (2) £ ¥3Yo(3) £ T4¥Yo(4), COM UmMa certa permu-
tacdo o, e certos sinais + ou —.
(A permutacgdo o e os sinais + ou — dependem de i, ¢ = 1,2, 3,4.)

Deduz do exercicio anterior que, se todo o ndmero primo pode ser escrito como soma de 4 quadrados, entdo
todo o inteiro positivo € representdvel como soma de 4 quadrados.
Demonstra o seguinte:

a. O conjunto S; = {0,12,22, ..., ((p—1)/2)?}, ndo tem dois nimeros que divididos por p tenham 0 mesmo
resto. O mesmo € vélido para o conjunto Sy = {0% — 1, -2% —1,..., —((p — 1)/2)* — 1}.

b. Deduz de (a) que para cada primo impar p existe um inteiro m < p tal que mp — 1 € soma de dois
quadrados.

(Os dois ultimos exercicios sao passos importantes numa das demonstragdes do teorema de Lagrange (1736-
1813), dizendo que todo o inteiro positivo é soma de quatro quadrados.)

Averigua se existe alguma fungdo f : R — R tal que

fle—= 1) = flo)+ fy) + f@)f )+ F(fy) .

Determina as fungdes f : R — R que verificam

flx f(y) = f@)T @ f(f(y) -

Prova que para todo o inteiro ., n(n* — 1)(3n + 2) é divisivel por 24.
Calcula o mdc (341, 527).

Prova que clab e ¢ L a implica cl|b.

(¢ L a significa que o maximo divisor comumde ce a é 1.)
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226. Considera um baralho de 2m cartas. Faca-se uma reordenacdo destas cartas da seguinte forma. As cartas nas

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

posicdes 1,23, ....,m vio para as posi¢cdes 2,4, ....,2m e as cartas nas posi¢des (m+1), (m+2),...,2m
vao para as posicoes 1,3,5,...,2m — 1.

a. Da condic¢des para m que garanta que apds um nimero finito destas reordenacdes as cartas voltem para
a sua posic¢ao original.

b. Em particular, se tivermos 52 cartas mostra que existe um n < 52 tal que as cartas voltam apds n destas
reordenacdes a posi¢do original.

Quantas palavras existem com 6 letras, usando apenas as letras A, B, C, D e aparecendo cada letra pelo

mnos uma vez?
Quantas sequéncias de 2007 letras A, B ou C' contém um nimero impar de B’s?

Mostra que dados dois quadrados, € possivel dividi-los em pedacos por forma a obter um novo quadrado.
Justifica que podes generalizar esta propriedade a um nimero qualquer n € N de quadrados.

No tridingulo [ABC], seja D o ponto médio do lado [BC|. Sabendo que ACB = 30° e ADB = 45°,
determina ABC.

a. Desenvolve uma férmula para a drea de um tridngulo com vértices nos pontos

(0,0), (a,0), (z,y)
do plano.

(Existe uma férmula que contém cada uma das letras a, b, x,y apenas uma vez, e nenhuma raiz, nem
quadrados.)

b. Qual a drea minima de um tridngulo ndo degenerado nos seguintes casos.

i. Os vértices sdo (0,0), (15,7), (z,y) € Z X Z.
ii. Os vértices sdo (0,0), (15,8), (z,y) € Z X Z.
iii. Os vértices sdo (0,0), (15,9), (z,y) € Z x Z.

Demonstra (sem uso do conceito do primo) que mmc (a, b) - mde (a, b) = |ab|, sendo a,b € Z* = Z \ {0}.

Considera a permutagao

(1 2 3 . m m+1 m+2 ... 2m
Tml246 ...2m 1 3 ... 2m—1)"
a. Mostra que 7 é dado por uma férmula muito simples, (7(j) = ...... ) se esta for valorizada (i.e. calculada)

num anel de restos Z;, adequado. Qual o £k?

b. Deduz de (a) sem morosas considera¢des sobre movimentagdes de cartas, que apds 52 (mas ndo menos)
reordenacdes de cartas do tipo referido no teste da sessdo anterior, as cartas do baralho voltam as suas

posicdes originais.

c. Enuncia um teorema geral, contendo (b) como caso especial.

234. Seja S = {a+ W2eR: a,beZ }. Determina as aplicagdes f : S — R, crescentes e que verificam

flz+y) = f(z)+ f(y), paratodoo z,y € S.
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235. a. Os planetas Venusio, Terrdo e Marta dum sistema distante giram em volta da estrela Girassolum ao
longo de circunferéncias concéntricas e complanares, com velocidades constantes. Para completarem uma
orbita precisam 3, 4, 5 anos, respectivamente. A determinada altura estdo colineares na ordem Girassolum-
Ventsio-Terrdo-Marta, ao longo de uma semi-recta g* de origem na estrela Girassolum. Daqui a quantos
anos serd que as ligacdes da Girassolum para Vendsio, Terrdo, Marta fardo Angulos com g+ de —120°, 90°, 288°,
respectivamente?

b. Mais geralmente, supde que um grupo de astrénomos sabe que planetas P, P», P5, precisam de my, my, ms
anos para completarem as sua Orbitas que se ddo em circunferéncias complanares percorridas com veloci-
dades constantes. Eles também sabem que de momento as posicoes de Py, P, P; relativamente a certa
semi-recta g+ com origem na estrela central sdo dadas pelos angulos o, asars ; mas eles querem saber
quando as suas posi¢des vao ser 31, b2, 03.

Escreve uma receita que os astronomos possam utilizar de forma mecanica para resolverem problemas deste
género; e ilumina a receita com o exemplo a). Mais, diz em que circunstancias podem esperar respostas
exactas com esta tua receita.

236. Seja p primo. Mostra que para todos os inteiros  se tem
Pt —1=(@—-1)(z—2)...(x—p-+1)modp.

237. Num campeonato de Karting participam apenas trés concorrentes, A, B e C. O campeonato é composto por
vdrias provas e em cada prova o primeiro classificado ganha p; pontos, o segundo p, pontos e o terceiro ps
pontos, com p; > ps > p3 ndmeros inteiros positivos. O campeonato foi ganho pelo concorrente A com 22
pontos, enquanto B e C ficaram empatados com 9 pontos. O concorrente A ndo ganhou todas as corridas.
Quantas corridas teve o campeonato? Mostra que ndo hé outras solugdes.

238. Num campeonato de Futebol, as n equipas participantes jogam todas entre si uma vez. Se uma equipa
ganhar um jogo recebe IV € R pontos, com V' > 1, se empatar recebe 1 ponto e se perder recebe 0 pontos.
Uma das equipas ganhou menos jogos do que todas as outras, mas obteve mais pontos. Para que valores de

n eV é isto possivel? Constréi um exemplocom V' = 1,25.

239. Determina, com prova, a drea maxima dum triangulo acutdngulo para o qual o produto de quaisquer duas
das suas alturas € menor ou igual a 1.

240. Determina o menor inteiro m tal que existam inteiros ¢, n que satisfazem
i.2007=¢*+n e ii.0<n<myq.

241. Mostra que para todo o natural n existe um natural  tal que todos os divisores, d, com d # 1 de 2* — 3 sdo
maiores do que n .

242. Num quadrado 8 x 8, qual é o nimero minimo de casas que € necessdrio pintar para que nos espacos em
branco ndo se possa colocar um rectangulo 3 x 17

243. Mostra que paratodoon € Z* ez € RT se tem:
(1 +xn+1>n S (1 + xn)n+1 S 2 (1 4 anrl)n'

244. Sejam a,b € RT, tais que 60 = 3 e 60° = 5. Determina o valor de 12(17¢=)/(2(1=0),
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245. Sejam x,y,z € Z* taisque 1/x + 1/y = 1/z e mdc(z, z) = 1. Mostra que

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

253.

254.

255.

rTt+y,r—z,y—=z
sao quadrados perfeitos. Da um exemplo de um terno ordenado de nimeros com esta propriedade.

Mostra que na sucessdo de numeros reais, sinn,n = 1,2, 3, ... existem infinitos termos que sdo > 1/ V2
e infinitos termos que sdo < —1/ V2.

Num tridngulo de lados a = 3 e b = 5 o ponto de intersec¢do L da bissectriz do dngulo A com o lado
BC esta compreendido no intervalo entre os pontos que estdo respectivamente a .... e ... unidades de
distancia de B. Preenche as reticéncias com os melhores limites que consegues encontrar.

Seja A = {44, ..., A,,} uma familia de m subconjuntos distintos de um conjunto 2 = {1,...,n} tal que
A;N A, # 0 paratodos osi,j=1,...,m. Entdiom < 271,

Mostra que o polinémio M (x,y, z) = xty? + 2%y* + 2% — 32%y?2? assume apenas valores ndo-negativos,

mas nao pode ser escrito como soma de quadrados de polindmios com coeficientes reais.

Seja f : R — R uma funcio continua e R a regido do plano compreendida entre os graficos de fe f — 1.
a. Mostra que se f € convexa, entdo R contém segmentos rectos de comprimento arbitrério;

b. D4a um exemplo mostrando que sem convexidade a propriedade na alinea anterior nao precisa ser ver-
dadeira.

Considera trés semirectas ndo complanares a™*, b, ¢ com a mesma origem O. Seja P um ponto no interior
do invélucro convexo (i.e., “regido angular espacial”) das semirectas. Sejam A € a™, B € b*,C € ¢* os
pontos de um plano por P que minimiza o volume do tetraedro OABC em compara¢do com outros tais
tetraedros definidos por planos por P. Expressa as distancias |OA|, |OB|, |OC| em termos das coordenadas
de P relativamente a a™,b™, ¢t .

Nota: Se a, l;, ¢ sdo vectores de comprimento 1 fixados em O e orientados no sentido de a™*,b™, ¢ entdo
R —

P = OP = ad + b+ ~¢ para certos «, 3, > 0 tnicos. O terno («, [3,7y) constitui as coordenadas de P

relativamente aos eixos a™, b, c™.

Considera os dois polindmios
flx)=2* =32+ (1+2a)r—b, g(x)=2>—(2+a)r*+ (2a +b)z —c,
onde a, b, c € C. Supondo que toda a raiz de f também € raiz de g, quais sdo os polinémios g possiveis?

Seja n(r) o nimero de pontos de coordenadas inteiras num circulo de raio » > 1. Mostra que n(r) <
6V 2.

Sejam A — L — B trés pontos colineares, considerados por esta ordem. Qual o lugar geométrico dos pontos
P com a propriedade que a bissectriz do angulo APB passa por L?

Dois alcodlicos, amigos, munidos de copos (vazios) de 50 e 30 centilitros querem partilhar o conteido duma
garaffa de vodka de 80 centilitros. Por uma ‘operacdo elementar’ entendem esvaziar um dos recipientes
(garrafa incluida), ou completamente encher um outro, de modo a por parte (ou tudo) do precioso liquido
do primeiro no segundo. Serd possivel encher por uma série de operacdes elementares (em auséncia de
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outros modos de medir so estas sdo permitidas) dois dos recipientes com exactamente 40 centilitros? Se
sim, como?

256. Considera um quadrado n xn cujos quadradinhos 1 x 1 sdo todos brancos ou pretos. Para todo o quadradinho
branco ha de entre os quadradinhos na vertical ou na horizontal do mesmo pelo menos n pretos. Mostra
que o quadrado tem pelo menos n?/2 quadradinhos pretos.

257. Sejan € Zsy, e p™(z,y) = pox” +p1a” 'y +. ..+ pu12y™ !+ puy”™ um polinémio cujos coeficientes
satisfazem
po=1 e p("7) +p("7) +pe("7) =0,
sempre que ¢,j,k € Z>o com i + j + k = n. Mostra que p™(z,y) é especificivel por uma expressio
algébrica com menos que 17 simbolos, todos tirados do ‘alfabeto’ {x,y,n,+,—,-, (,),0,1,2,3} .

258. Seja n um inteiro positivo. Determina o conjunto dos inteiros que admitem a seguinte representacao
n

k
Z— onde a,...,a, €Z".
=1 Ok

259. Encontra todos os polindmios P de gr P < n com coeficientes reais tal que a desigualdade
P(z)P(1/x) < (P(1))*
se verifique.

260. Demonstra a desigualdade

1 T1  T1X9 T1To ... Ty
+ e 24(1—?[31$2..-$n+1)
T T2 T3 Tnt1

para reais positivos &1, ..., Tpi1.

261. Sejan € N. Determina

> VA

k=1
emtermosdenea = [\/n].

262. Seja (a,) uma sucessdo de niimeros reais tais que a; = 1/2 e

2

an,

Uny1 = —5— ——, paran= 1,...
a; — ap +
Mostra que,

a+as+---+a, <1, paratodon € N.

263. Considera os conjuntos:

A={-3,-2,-7,4,5}, B={6,-2,4,4,3}, C ={5,-3,4,6,10},
como subconjuntos do universo 2 = {—10,—9,---,0,---,9,10}.
Mostra por calculo expicito que:

i.AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

ii. (AUB)®= A°N B°;

iii. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).

264. Decide com prova ou contra-exemplo se para quaisquer trés conjuntos A, B, C' se tem
(AAB) x C=(AxC)A(Bx ().
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265. Escreve os conjuntos A = U7_, U {(i,4)} e B= n_, U>_; {7} como listas. Representa A no plano
e mostra que descreve a relacdo bindria “<” para o conjunto {1,2,3,4,5} .

266. a) Sejam A, B conjuntos finitos, e f : A — B uma aplica¢do. Quais os simbolos, “<” ou “>”, deves
introduzir no lugar indicado para que as afirmagdes seguintes se tornem verdadeiras?

29,
H

i. “Se f é injectiva, entdo |A|.....|B

ii. “Se f é sobrejectiva, entdo |A|.....|B|”.
Justifica a resposta.

b) Mostra que a fungdo S3 > 7 +— 1-7(1) +2-7(2) + 3 7m(3) € B estd bem definida se B =
{10,11, 12,13, 14} ou para qualquer superconjunto deste conjunto.
Para este conjunto B, serd a fun¢ao dada sobrejectiva? e injectiva?

¢) Mostra que em qualquer conjunto de 16 inteiros positivos de dois digitos existem dois subconjuntos
disjuntos de nao mais que 5 elementos com igual soma.

(Um pouco mais de cdlculo mostra que a afirmacdo é verdadeira para qualquer conjunto de mais que 13
inteiros.)

Se possivel descreve a tua solucdo em linguagem das aplicacdes.

267. Uma parti¢do ordenada de n € Z>, de comprimento k € um k-uplo (ny,...,ny) € Zgl tal que nq + ng +
...+ ng = n. Seja O(n) a familia de todas as parti¢des ordenadas de n de comprimento impar, e P(n)
a familia de todas as parti¢cdes ordenadas de n. Exemplos de O(8) sdo (1,3,4),(2,2,2,1,1); exemplos de
P(7) sdo (6,1), (2,4,1), etc.

Mostra que existe uma aplicac@o bijectiva ¢ : O(n) — P(n — 1) tal que para todo o ¢, o conjunto de todas
as particoes em O(n) que tém soma das entradas em posi¢des impares igual a ¢ corresponde aos elementos
em P(n — 1) de comprimenton — ¢ — 1.

268. Sejam A, B, C conjuntos finitos.
a) Demonstra que |[AU B| = |A| + |B| — |AN B].
b) Expressa de forma similar |A U B U C| através das cardinalidades de intersec¢éo dos conjuntos A, B, C,
e prova a férmula adivinhada.
¢) Qual ¢ a fraccdo dos naturais que nao é nem divisivel nem por 3, nem por 5, nem por 77

269. Sejam K C L C M grupos finitos. Mostra que o indice de K em L vezes o indice de L em M € o indice
de K em M.

€ g1 92 g3 94 95 Gs Gr

el e g1 g2 93 94 G5 ge gr
g9 € gs gr G5 G4 G2 G3
92192 g3 € g1 Ggs 9gr g4 Gs
g3 193 92 g4 Ggs gr ge¢ € G
94194 95 g3 92 € g1 gr Ye
g5 195 94 g7 Ge g1 € g3 G2
g6 |96 97 g1 € G2 g3 G5 Ga
gr |97 9¢ g5 g4 g3 g2 g1 €

270. Identifica na tabela do grupo D, acima, subgrupos Ny, N5 de cardinalidades 2 e 4, respectivamente. Quais
destes subgrupos sdo normais em D,? Se N; <1 D, identifica o grupo D, /N;.
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271. Considera um triangulo equilétero e introduz os pontos médios dos lados e o centro £. Designa os primeiros
seis pontos no sentido do contrario ao dos ponteiros do relégio por A, B, D, F, C', GG. Introduz a circunfer-
€ncia inscrita de centro E. Os trés lados, trés medianas, e a circunferéncia definem sete objectos unidimen-
sionais.

A familia dos sete 3-conjuntos definida pelos objectos unidimensionais é dada por
{{A,B,D},{C,D,F},{B,F,G},---}.

Se permutarmos as letras, esta familia, regra geral, também vai mudar. No entanto existem permutagdes
ndo triviais que definem a mesma familia de 3-conjuntos. Por exemplo:
A B D F C G FE

" \A4 F EDGC B
Tais permutagdes chamaremos vdlidas.

™

a) Completa a lista dos 3-conjuntos acima iniciada, e escreve a lista correspondente para a permutacio dada

(para te convenceres que ela € vdlida).

b) Determina o niimero das permutagdes validas. (Se possivel usa a teoria dos grupos finitos.)

272. Seja f uma funcgao real de varidvel real tal que:
a) f(0) = 1/2;
b) f(z+y)= f(z) f(2—y)+ f(y) f(2 — =), para quaisquer reais x, y.
Prova que f é constante.
k
273. Sejam ag, ay, ..., a, reais tais que para k = 0,1,...,n se tem Zai < 0. Mostra que o polinémio
i=0
f(t) = ag + ait + ast® + - -+ + a,t"™, ndo tem raizes no intervalo [0, 1].

274. Mostra, indicando uma aplicagdo bijectiva entre eles, que os seguintes conjuntos t€ém os mesmos nimeros

de elementos:

a) O conjunto das arvores bindrias com n folhas.

b) O conjunto das colocacdes de parénteses admissiveis de um produto de n elementos, ajasas . . . a,, .
Por exemplo, considera que o produto abed tem as seguintes colocagdes de parénteses admissiveis:  (((ab)c)d), ((ab]

¢) O conjunto das sucessdes de 0’s e 1’s de comprimento 2(n — 1) com (n — 1) 0’s e tais que cada seg-
mento inicial da sucessdo tem pelo menos tantos 0’s como 1’s.
Por exemplo, 010101, 010011, 000111, 001011, 001101 sao as sucessOes de comprimento 6 desse
género; mas 011001 ndo tem a propriedade pedida.

d) O conjunto dos monémios distintos do produto

r1(z1 + @) (T + g+ x3) - (X1 T2+ + ).

Por exemplo, o polinémio (z + y)* = 2 + 2xy + y* define o conjunto {22, zy, y*} de mondémios distintos.

275. Seja ag, a,as, ..., a, uma sucessao finita de reais nao nulos. Diz-se que o indice m define uma troca de
sinal se a,,_1a,, < 0. Para uma qualquer sucessao finita de nimeros reais, diz-se que ela tem o trocas de
sinal se a sucessdo apds eliminacio dos zeros tem o trocas de sinal.

Por exemplo, a sucessao 1,0,0,2,—1,0,3,—2,—3,1 tem o = 4 trocas de sinal, pois 1,2, —1,3, -2, -3, 1
tem 4 trocas de sinal.
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a) Mostra que a sucessdo ag,ag + ai,a, + as,...,0a,—1 + a,,a, ndo tem mais trocas de sinal que a
sucessao ag, . . . , Gy,.
~ . n . - . .
b) Mostra que a sucessao sy, . . . , s, definida por s; = Z a; também nao tem mais trocas de sinal
1=0
que ap, a1, ...,0y.

276. Funcdes reais de variavel real.
a) Define o conceito da derivada e o associado conceito de limite.

b) Demonstra que a derivada da funcio f(z) = 2 é ka"'.

277. Considera a fungdo f : [0,1] — R definida por f(z) = 1/q¢ se x = p/q racional irredutivel com
0<p<gqe f(r)=0 se x forirracional. Mostra que lim f(z) = 0 para qualquer a € |0, 1].

278. Um jogo de formag@o de palavras sobre o alfabeto {M, |, U} tem as seguintes regras:
0) A palavra inicial € MI .
a) A uma palavra que termina com |, podemos acrescentar U .
b) De uma palavra Mx (x sendo uma palavra) podemos formar a nova palavra Mxx .
¢) Uma cadeia |l encontrada numa palavra pode ser substituida por U.
d) Uma cadeia UU encontrada numa palavra pode ser apagada.

Exemplos: As transformacoes
MIUll — MIUIIUIL — MIUUUII — MIUIl — MIUIIU
sao possiveis segundo as regras b),c),d),a), respectivamente.

Questiao: Comegando com M| podemos formar MU ?

279. Seja ¢y = 1 e ¢, o ndmero das drvores bindrias com n + 1 folhas.
a) Verifica paran = 0, 1, 2, por construgado directa das arvores possiveis, que
Cnt1 = CpCo + Cp_1C1 + -+ + CoCpy .«
b) Explica porque a férmula enunciada em a), € valida para todos o n .
c¢) Considera a série formal de poténcias

C(z) = Z .

n>0
Mostra que ela satisfaz a equacao funcional

zO(r)? — CO(x) +1=0.

280. (a) Decide se ou nao existem valores inteiros x, y tais que 71x — 50y = 1, e se sim, encontra-os.

(b) Sejan € Z>; de representacdo decimal n;ny;_; . .. naning. Prova que n € divisivel
.. por 2 sse 2 | ng;
.. por 4 sse 4 | nyng;
.. por 8 sse 8 | naning;
. por3sse3|(ng +mng_1+...+na+n; +ngp);
. por9sse9|(ng +mng_1+...+na+mn; +ngp);
.. por 11 sse 11|(ng — ng—1 + ng—2 ... £ no).

delfos@mat.uc.pt http://www.mat.uc.pt/~delfos/



[’“‘7 Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens p. 31
AL EXERCICIOS DELFOS 2001-10

(c) Determina as circunstancias exactas i.e., n,b, g € Z, em que os sistemas seguintes de equacdes per-
mitem solugdes (z,y) € Z2.

mde(z,y) = 3 mde(z,y) = g
r+y = n Ty = b
281. Verificar com prova ou contraexemplo que para todo o n > 2 inteiro se tem
2n—2 n—1
[[r=2"]]Ck-1).
k=n k=1

282. (a) Considera a série formal de poténcias C'(z) = Z cpx”. Supde que ela satisfaz a equacgio funcional
n>0

zC(z)? —C(z) +1=0.

(b) Deduz que os niimeros de Catalan c,, sdo dados por
1 <2n)
Cp = :

n+1\n

283. Seja ¢ a funcdo de Euler. Para quaisquer dois inteiros positivos k, m existem k¢(m) inteiros positivos

1 < kmcom? L m.

284. Sejap(n) = #{i € Zsy i <n,i Ln, (i+1) L n}. Mostra que
~ 2
o) =n]](1- 5),

pln

onde p € suposto primo.

285. Indica explicitamente uma fung¢@o bijectiva f : R — R, cujo grafico ndo seja uma recta, tal que f(0) = 2,

f(f2)=2ef7'(1) =1

286. Determina todas as fungdes f : R — R que satisfazem f(z + f(y)) = = + f(f(y)), para todos os reais = e
ye £(2007) = 2008.

287. Encontra um polinémio P tal que P(0) =4, P(2) = —6e P(3) = —8.

288. Sejam P e () polinémios ménicos de grau 4 e 2, respectivamente, tais que P(x) é negativo se e s6 se ()
¢ negativo. Sabendo que o conjunto dos pontos z tais que P(x) é negativo é um intervalo de comprimento
superior a 2, mostra que existe um nimero real ¢ tal que P(t) < Q(t).

289. Determina se existe um polindmio f, com coeficientes inteiros, e nimeros inteiros a, b e ¢ que verifiquem
simultaneamente

(a) ac # be

(b) f(a)=a

© f(b) =0

@) ¢+ f(e)* + £(0)* = 2¢f(0).

290. Verifica, justificando convenientemente a sua resposta, se existe um par de ndmeros inteiros positivos x, y

tais que:
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291.

292.

293.

294.

295.

296.

297.

298.

299.

300.

(a) 1'3 + y4 _ 22003 2
(b) x3 4 y4 — 22005 ?

2] +3{y} = 3.9

Determina z,y € R tais que
Y 1 {{x}+3LyJ:3.4

Considera as sucessdes de ndmeros reais, (a,) e (b,), definidas por
ai=1, apy1=5a,+4 e 5b,=a,+1, n=1,2,....
(a) Determina a,, em fungao de n.

(b) Mostra que (b,,) € uma progressao geométrica e calcula a soma

Vo = Vb Vb=V Vot = Vb

Considera um rectdngulo com vértice inferior esquerdo A, e os outros vértices em sentido dos ponteiro do

relégio designados por B, C, D. Seja M o ponto médio do lado BC' Traga o segmento AM e a diagonal
BD. A figura obtida tem quatro regides. A area da regido adjacente ao lado BA é 2, e a da regido adjacente
ao segmento BM € 1. Determina as dreas das outras duas regides.

(12345
“\41352)

Sendo ag = 1,by = 2,¢9 = 3,dy = 4,69 = 5, € any1 = f(an), bpr1 = f(bn), etc. paran > 0, calcula

A permutacdo f é dada por

d2006, € 2006 + b2006 + C2006 + d2006 + €2006-

Determina, caso existam, infinitos inteiros positivos n tais que n* — 19n + 99 é quadrado perfeito. Caso
contrério, lista todos os n que definem quadrados perfeitos.

Encontra todos os nlimeros primos p tais que p® + 11 tem menos de 11 divisores.

Considera um triangulo AABC' com incentro /. Mostra que

A=2B seesése Al + AC = BC'.

Dois numa bicicleta. Dois amigos, A e B, viajam na mesma bicicleta e revezam-se a pedalar. As etapas
da viagem numeram-se por ordem: etapa 1, etapa 2, etapa 3, etc.. O viajante A pedala nas etapas impares,
e B nas etapas pares. Na etapa k o pedalante de servico tem que pedalar pelo menos 1 quilémetro, mas
ndo mais de k quilémetros. A viagem faz-se sempre para a frente, sem recuar. Ganha o que for a pedalar
quando chegarem ao destino que fica a 2008 km do ponto de partida. Qual deles tem estratégia para ganhar
0 jogo? Qual € essa estratégia?

Um inteiro da forma in(n + 1) diz-se friangular. Quantos pares (a, b) de inteiros triangulares com b — a =
2007 existem?

Demonstra os seguintes resultados sobre a factorizagdo de certos polindmios em uma e vdrias variaveis,
onde m,n € Z>;. Indica sempre que possivel o (ou os) polindmios (com coeficientes reais) cuja existéncia
¢ afirmada.
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301.

302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.

(a) Para todo o n existe um polinémio p = p,(z,y) talque p - (x —y) = 2" — y".

(b) Existe um polinémio p = p(z,y,2) talque p - (z +y + 2z) = 2> + v + 2% — 3zyz.

(c) Se n é impar, entdo existe um polinémio p tal que p - (x + 1) = 2™ + 1.

(d) Se m < n, entdo existe um polinémio p tal que (z*" +1) - p = 22" — 1.

(e) O polinémio 2(x?y? + 222 + y*2%) — 2* — y* — 2* é o produto de quatro polinémios lineares.

(f) Sejam p e ¢ polinémios em Z[z|. Entéo p(k)|q(k) (divisibilidade em Z) para infinitos inteiros k implica

que existe um polinémio s € Z[z] tal que ¢ = p - s.

Seja f uma fung@o real de varidvel real tal que f(0) = 1/2, e suponhamos que existe um nimero real a tal
que f(z+y) = f(x)f(a—vy)+ f(y)f(a — z), para todos os z, y. Prova que f é constante.

Seja A = AABC um tridangulo acutangulo. Considera a familia de rectangulos cujos vértices todos estdo
nos lados de /. Determina se existe um ponto que é simultaneamente centro de trés tais rectangulos; e

neste caso indica como o determinar.
Determina os pares (p, q) de primos para os quais pq|(p? + ¢? + 1).

Existe alguma funcdo real de varidvel real f tal que f(x) é limitada, f(1) = 1 e, para todo o z # 0, se tem

fla+1/2%) = f(z) + f(1/2)*?

Um jogo de tirar. Dois jogadores, A e B, retiram pedras de um monte de 10001 pedras. Cada um tem que
tirar, na sua vez de jogar, 2, 3, 4, 5 ou 6 pedras. A primeira tiragem (do jogador A) ndo estd sujeita a mais
restricdes do que essas; mas, a partir dai, cada jogador ndo pode tirar um nimero de pedras multiplo do
numero retirado pelo adversdrio na tiragem anterior. Perde o jogador que nao possa jogar de acordo com
estas regras. Qual dos jogadores tem estratégia para ganhar? Descreva, justificando, uma estratégia para
esse jogador vencer.

Mostra que para todo o n € Z>1, o inteiro 17" € soma de trés quadrados perfeitos ndo nulos.
Determina os ternos (z,y, z) € Z2, tais que 2°°% 4 222 4- 2571 = 832

Sejam A := AABC um tridngulo acutingulo, € := C(A) a sua circunferéncia circunscrita, e M/ um ponto
do plano. Entdo sdo equivalentes:

i. M é ortocentro de A\.
ii. As reflexdes de M nos lados de A estdo sobre C(A).
iii. As circunferéncias C(ABMC), C(ACMA), C(AAMB) sao congruentes com C(A).
iv. BMC =n — fl, e as igualdades andlogas para os outros vértices.
v.a-|MB|-|MC|4+b-|MA|-|MC|+c-|MA|-|MB| = abe.

RSN _— —_— —
vi. a-v(MA)+b-v(MB)+c-v(MC) =0, onde v(u) = u/||ul|, significa o versor do vector .

(a) Determina se o polinémio z° + x* + 1 é factorizdvel em Z|z].
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310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

(b) Determina todos os pares (m,n) € Z;l tais que
ntn+1)=6(1+7+7+-- -+ 771,

Sejam ABC'D um quadrado, » uma recta e M o centro deste quadrado. As diagonais do quadrado medem
2 unidades e a distancia entre M e r é maior do que 1. Sejam A’, B’, C’, D’ as projec¢des ortogonais sobre
arectar de A, B,C, D, respectivamente. Prova que fazendo uma rotacdo do quadrado dado, deixando M
fixo, o valor de

AA” + BB” +CC” + DD
¢ invariante.

O Arquiduque De Boez deu um banquete a n convidados no qual serviu infinitas iguarias. Uma n-Irman-
dade é um conjunto de n convidados tais que qualquer par deles provou uma iguaria em comum. Nao
existem duas 3-Irmandades disjuntas, nem uma 5-Irmandade. Prova que € possivel o Arquiduque De Boez
expulsar duas pessoas de modo a deixarem de existir 3-Irmandades.

Determina todos os pares (a, p) de inteiros maiores do que 1 tais que:

e p & primo
o ¥ M(p—1)"+1.

Seja a € Z>,. Mostra que existem condi¢Oes necessdrias e suficientes em termos de k, [ para que se tenha
a® — 1]a' — 1. Sdo estas também as condi¢des necessdrias e suficientes para que se tenha 2% — 1|2! — 1 no
anel Z|[x]?

Seja A um tridngulo e sejam X, Y, Z os pontos de tangéncia do incirculo de /A com os seus lados. Mostra
que as cevianas que ligam X, Y, Z aos vértices opostos se intersectam num s ponto.

Determina as coordenadas baricéntricas do incentro dum tridngulo.

Enuncia o teorema chinés dos restos e ilustra a sua prova através do exemplo
=3 mod?7
x=1 mod 11
r =4 mod 6

Indica as solu¢des de médulo minimo.

Seja p primo. Demonstra a desigualdade de Cauchy-Davenport:
Para A, B C Z, tem-se p > |A + B| > min{|A| + |B| — 1, p}.

Para X C Z%seja D(X) = {|la — d'| : a,a’ € A} o conjunto das distdncias (euclidianas) realizadas por X.

(a) Mostra que Z? pode ser repartido em dois conjuntos A, B tais que D(A) # D(Z?), e D(B) # D(Z2).
(b) Mostra que se AU B = Z¢, mas AN B # () entdo D(A) = D(Z%) ou D(B) = D(Z?).

Seja p um primo tal que p = 43 (mod 8) e x um inteiro tal que p|z. Prova que o conjunto {2" + x : n € Z>¢}
contém, quando muito, um nimero finito de quadrados perfeitos.
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320.

321.

322.

323.

324.

325.

326.

327.

328.

320.

330.

331.

332.

%
Considera a fungio Z>( > i L1 Z(—l)g -4+ (i— L€+ 1). Mostra que f(i) > 0 para todos 0s i € Z>.
=0
Um tridngulo € repartido em n tridngulos mais pequenos. Mostra que a soma das alturas menores dos
tridngulos pequenos é maior ou igual a menor altura dos tridngulo dado.

Determina todos os inteiros positivos n tais que os nimeros 1,2, ..., n podem ser ordenados de tal forma
que a média aritmética de quaisquer dois nimeros da sequéncia ndo aparece entre esses dois ndmeros.

Determina todos os inteiros positivos menores que 1000 cujo quadrado € igual ao cubo da soma dos seus
digitos.

Sejam z,y € R. Mostra que, se 0 conjunto
{cos(nmz) 4 cos(nmy),n € N}
¢ finito, entdo =,y € Q.

Sejam n > 2 um inteiro, e f : R X R — R uma funcdo, tal que

f(A) + f(Az) + -+ + f(4) =0,
onde Ay, As, ..., A, sdo os vértices de um poligono regular de n lados.
Mostra que f é a fungdo nula.

Determina todas as familias F de n inteiros tais que nenhuma subfamilia de F tem soma divisivel por
n+1.

Prova ou apresenta um contra-exemplo sff: se A O B U C, entdo

(Ax A)— (BxC)=(A—B) x (A- Q).

Dadas aplicagdes A > Be B 2, . Mostra que:
a) Se f, g sdo injectivas, entdo f- g : A — C € injectiva.
b) Se f, g sdo sobrejectivas, entdo f. g : A — C € sobrejectiva.
c) g € bijectiva se, e somente se, existir uma aplica¢dao B " Atal que
goeh=idgeho.g=1id4.

Seja 2 um conjunto arbitrdrio (que pode ser infinito). Considera uma aplicagdo
f:0—2%
a) Usando f constréi um conjunto A C () que ndo estd no conjunto imagem de f.
b) Infere que |A| < |24].
,

oo
Seja r um racional positivo e 1 < a; < ag < ag < --- uma sucessao de inteiros. Demonstra que E — ¢

n
a,!

. . n=1
um irracional.
(Sao também notaveis provas de casos especiais.)

Sejam a e b inteiros tais que a|b. Prova que ¢(a)|p(b) .

Seja k um inteiro positivo; encontra um inteiro n tal que o polinémio x? — 1 tenha pelo menos k raizes em
L, .
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333. Indica, justificando, o valor 16gico da seguintinte afirmagao:
— “Dado um tabuleiro 11 x 11 branco. E possivel, pintar 30 casas a preto tal que ndo exista um rectangulo
com lados paralelos aos do tabuleiro cujos vértices todos sejam pretos.”

334. Mostra que ndo existem k£ > 3 conjuntos distintos A, Ao, ..., A tais que os conjuntos
A1AAy, AsAAs, ... ARAA
sdo todos disjuntos.
335. Seja n um inteiro positivo e seja A = {A;,..., A,,} uma familia de m > n subconjuntos do conjunto
Q={1,2,...,n}.

a) Se quaisquer n destes conjuntos t€ém um elemento em comum, entdo existe um elemento comum a
todos os conjuntos em A .

b) No entanto, se apenas quaisquer n — 1 dos conjuntos em A tém um elemento em comum, ndo precisa
de existir elemento comum a todos os conjuntos em A .

336. Considera a fungdo polinomial f(z) = (1 + z + 2°)'" que admite a seguinte representa¢io
f(l’) = Qo + a1x + (121'2 + -+ (12010.732010 .
Analisa a paridade de

aog + as + - -+ + a2010 -
337. Seja p um primo impar, prova que (p — 3)! = (p — 1)/2 mod p.
338. Para que primos de Fermat e de Mersenne 2 & uma raiz primitiva?

339. Um cofre tem n fechaduras distintas e pode ser aberto apenas se todas elas estiverem abertas. Cinco pessoas
a,b,c,d,e recebem chaves para algumas das fechaduras. Determina o menor n tal que o cofre pode ser aberto
se, e sO se, uma das condi¢des seguintes se verifica:

- as pessoas a,b estdo presentes;
- as pessoas a,c,d estdo presentes.
- as pessoas b,d,e estdo presentes.

Indica também uma das possiveis distribui¢cdes das chaves 1, 2, ..., n pelas pessoas.
(Uma pessoa pode receber varias chaves, e pessoas distintas podem receber parcialmente as mesmas.)

340. Sejan > 2eQ, = {1,2,...,n}. Quantas fungdes f : 2, — €, existem tais que para todo o j € ), se

tenha f(f(j)) =17

a. Nos casos n = 2, 3,4.
b. No caso geral. D4 uma férmula que expresse o nimero pedido, usando um sumatorio; preferivelmente
uma que use ndo mais que 24 simbolos do alfabeto —, +, -, (,),=,1,n, k, > _.

4
4
Exemplo: a férmula Z k - (k;) usa 11 simbolos, todos do alfabeto =, (, ), -, +, 1,4, k,> .
k=1

(O ‘4’ na verdade ndo é usado.)

341. Sejam A, A, ..., A, m conjuntos distintos. Mostra que de entre os conjuntos A;AA;, 1 <i < j <m
existem pelo menos m conjuntos distintos dois a dois.
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342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

Considera a fungio ¢ : N — N, de expressdo analitica ¢)(n) = Z(k, n), n € N, onde (k,n) denota o

k=1
maximo divisor comum de £, n.

a) Mostra que )(mn) = ¥ (m)i(n), para todo m, n primos entre si (i.e. co-primos).
b) Mostra que para cada a € N, a equagdo 1)(x) = a x é possivel em N.

¢) Determina todos os a € N tais que a equagdo 1(z) = a x tem solugdo tnica.

Seja k um inteiro maior do que 1 dado, e consideram = 4 k%—5. Mostra que, existem a, b inteiros positivos,
tais que a sucessdo (x,,) definida por
ro=a,r1=">0, Tpro=Tp1+x,, n=0,1,...
tem todos os seus elementos co-primos com m.
k
Mostra que existem infinitos inteiros m > 1, tais que a fungio Z,, > k v s(k) = Zz € Z,, define uma
i=1
permutacdo em Z,, com ponto fixo 0.
Sejan € Z>1,Q, = {1,2,...,n},e f: 2% — {0,1,...,n} uma aplicacio (que d4 a cada subconjunto de
(2, uma das ‘etiquetas’ 0, 1,...,n). Mostra que uma das afirmag¢des seguintes, i ou ii, ¢ verdadeira:
i. Existem conjuntos A, B (distintos) com A C B C (), que t€ém a mesma etiqueta (isto é: f(A) = f(B)).
ii. Todos os subconjuntos de (2,, da mesma cardinalidade tém a mesma etiqueta.

a. Sejam a, b inteiros positivos coprimos. Defina-se vp = a, 1 = b, € T49 = Tp11 + Ty, paran € Zxg.
Mostra que para todo o n, x,, L (a® — b* + ab). (Nota que x,, depende de a, b: x,, = z,(a,b).)

b. Mostra que para todo 0 k € Z>, existem inteiros positivos coprimos a, b tais que 4k? — 5|(a* — b* + ab).
¢. Deduz um resultado afirmado no exercicio 343.

d. D4 inteiros positivos coprimos tais que a® — b*> + ab & {4k® — 5 : k € Z>,} e tal que os z,, definidos
como em (a) todos satisfazem z,, L a® — b + ab.

e. Discute sucintamente a seguinte questdo: com base em a, b, ¢, d € licito afirmar-se que (a) € resultado
genuinamente mais forte do que (c¢) ? Ou hé (em principio) ainda a possibilidade de provar (a) com base
em (c)?

Seja n um inteiro positivo, prova que hd infinitos primos p tais que p =1 mod 2".

Seja p um primo. Prova que todo o elemento de Z,, ¢ um quadrado médulo p ou uma raiz primitiva modulo
p se e s6 se p € um primo de Fermat.

Quantas solugdes distintas médulo 441 tem a equacgdo x° + 4z + 4 = 0 mod 441?

O Duarte quer desenhar um rectangulo, dividido em n x m quadriculas de lado 1 cm, sem levantar o l4pis.
Qual € o comprimento da linha mais curta que permite fazer este desenho?
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352.
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354.

355.

356.
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358.

359.

360.

361.

362.

a. Seja A = AABC um triangulo, / um ponto no seu interior, e AX, BY, C'Z cevianas concorrentes em

1. Mostra a desigualdade
|AI| |BI| |CI| < 8
|AX||BY||CZ| — 27

b. Se I for incentro de /A, entdo tem-se também a desigualdade
1 < |AI| |BI| |C1I|
4 — |AX||BY||CZ]|

Sejamm,n € Z>1 ¢S C {1,2,...,m} x {1,2,...,n} tal que |S| > m + n.

Mostra que existem (z,y), (2/,y') € Staisque x <z’ e y <y'.

Caracteriza as familias J de n inteiros tais que nenhuma subfamilia ndo vazia de J tem soma de elementos
divisivel por n + 1.

Seja n um inteiro impar positivo. Prova que o(n)? < nt.

Considera a familia de todos os tridngulos AABC com |BC| = a fixo e o ponto A variando sobre uma
circunferéncia C(O©,r) tal que se tenha a colinearidade B — C' — O e |[CO| = d. Seja X = X(A) =

biss(A) Ngpc. Expressa em termos de r e d os valores minimo e maximo da frac¢ao | BX|/| X C|. Podemos
escolher © e r tal que o ponto X ndo varia com A? Em particular, existe uma solu¢do no casoa = 3, r = 2?

O ndmero s, ,,, das aplica¢des sobrejectivas f : {1,...,m} — {1,...,n}, é dado por

S = 1™ — G‘) (n—1)™ + (Z) (n—2)"— ...+ (—1)”(nf 1) .

Que espantosa identidade obtemos para o caso m = n?

Sejan € Zs3 fixo e supde associado a todos os pontos do plano euclidiano £ um real tal que para todo o
n-agono regular a soma dos reais correspondentes aos seus vértices ¢ (. Entdo todos os reais sao 0.

Encontra todos os inteiros N tais que N + 25 € um quadrado perfeito e os Unicos divisores primos de N
sdo 2 e .

Determina os inteiros positivos n tais que existe um polindmio, f, de grau n, com coeficientes inteiros, para
oqual f(1), f(2),..., f(n) sdo poténcias distintas de 2.

Encontra todas as fungdes f : QT — Z tais que

ffr) =flx) e (z+1)flz-1)=af(r)

para todo o x racional maior que 1.

Sejam A uma matriz n X n de entradas ndo-negativas, e «, (3 reais tais que a soma das duas maiores entradas
de cada fila (=linha horizontal) € igual a «, ¢ a soma das duas maiores entradas de cada coluna é igual a 3.
Mostra que o = /3.

Sejam rq, 79, ...., T € C1, . . ., C, INteiros ndo-negativos. D4 com prova uma condi¢ao necessdria e suficiente
em termos destes inteiros para que exista uma matriz m X n de 0’s e 1’s que tenha os inteiros r;, © =

1,...,m, como somas-filas, e 0s ¢;, 7 = 1,2, ..., n como somas-colunas.

(A soma-fila r; € a soma das entradas da i-ésima fila da matriz; a soma-coluna c; € soma das entradas da
j-€ésima coluna da matriz).
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367.
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372.

Seja f uma fungdo real de varidvel real satisfazendo para todo o z,y € R
f@® +y) = (@ +y)((f(@)* = f@) f(y) + (f©)?).

Sendo S = {a € R" : f(az) =a f(x), Vo € R}, mostra que:

a. Se ¢ € Sentdo /3 € S

b. 2009 € S.

Considera os polindmios

_ .6 5 4 3 2 _ .6 5 4 3 2
flx)=2"4+az’+bz" +ca’+dax"+ex+1, gx)=a"+ex’ +da" +ca’ + b +axr+1
onde a, b, c,d, e, f sAo nimeros reais distintos. Averigua qual o nimero maximo de raizes reais distintas
que f e g podem ter em comum, e indica para que coeficientes este nimero é atingido.

Sejam x4, ..., z, reais. Prova que
I T2 Tn
+ +ot <n.

1+a3  1+a}+a3 1+ 22425+ ... a2 Vi
Encontra todos os inteiros positivos n tais que para todo o inteiro a existem z € y inteiros tais que z°+y? = a (
mod n).
Dados reais a < b, ¢ uma sucessao de reais positivos distintos p;, © = 1,2,...,n, considera o conjunto
D={q=(q, ..,q) € ZqZ—O} e a fungdo Daq»—>l szqz

=1
Determina propriedades notaveis do(s) n-uplo(s) q, que maximizem [ (caso ex1stam) e explica com prova

um método finito para o(s) encontrar. O que acontece se os p; sdo parcialmente iguais?

Quantos subconjuntos de k elementos em §2 = {1, 2, ..., n} existem que ndo contém elementos consecutivos
de Q2?7

Dois n-uplos reais a = (ag,as,...,a,) eb = (by, b, ..., b,) decrescentes estdo na relacdo a < b (dito ‘b
majora a’) se Zle a; < Zle b; vale para k = 1,2,...,n, com igualdade para k& = n. Para quaisquer
dois vectores a, b escreve-se a =< b se a relac@o anterior vale apds rearranjos decrescentes de a e de b. O
conjugado de um n-uplo a € a sucessdo a* = (a;),>1 definida por aj = |{j : a; > (}|.

Sejam rq,79,...,7y € C1,Ca,...,C, inteiros ndo-negativos, sendo os r; menores ou iguais a n. Mostra
que existe uma matriz m X n de Os e Is que tem os inteiros r;, ¢ = 1,...,m, como somas-fila, e os ¢;,
j=1,2,...,n como somas-coluna se e sé se (c1,...,¢,) =3 (r},..., 7).

Determine em R as solu¢des do sistema
P =21,y =22-1, 2> =22 —1.

Prova que, para qualquer inteiros positivos n, existe um polinémio de grau n, com coeficientes inteiros,
para o qual f(1), f(2),..., f(n) sdo poténcias distintas de 2.

Verifica se a equagao
1 n 1 n 1 + 1 12
a b abc  a+b+c

tem um ndmero mﬁmto de solugdes para a,b,c € Z" .
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378.

379.

380.

381.

382.

383.

Para k,n € Zgl define s(n) = Y 7_, J*. Mostra para m € Zs; que
-1
1+ ; (Z}) sg(n) =(n+1)"

Constréi uma familia de sucessdes aritméticas cuja unidao € Z mas que ndo admite nenhuma subfamilia
finita com a mesma propriedade.

Determina todas as fungdes reais de variavel real, f, tais que
f@® + 9>+ 2 f(xy)) = (f(x +y))*, paratodoo 2,y € R.

A circunferéncia inscrita do triangulo ABC ¢ tangente aos lados em D € BC,E € CAF € AB. O
segmento AD € bissectado pela circunferéncia em X. Os segmentos X B e X' cortam a circunferéncia

(ainda) em Y e Z, respectivamente. Prova que

|EY| = |FZ| = \/%60(3(3 —a)Vs—bs—c).

Determina o nimero s(n) dos inteiros (i, j, k) de inteiros que satisfazem 0 < i < j <kei+j+ k =n.

Tenta expressar s(n) por uma férmula fechada com menos que 30 simbolos tirados do alfabeto {(, ), 1,2, 3, ...,

Aqui x pode ser usado no sentido de x(P) ser 1 se a propriedade P for verdadeira, e 0 se for falsa.

Determina todos os inteiros n para os quais todos os polinémios f(z) tais que 0 < f(x) < n, para
x € {0,--- ,n+ 1} verificam necessariamente f(0) = f(1) =--- = f(n+ 1).

No tridngulo [ABC], a bissectriz de B intersecta o circuncirculo de ABC em D. Prova que BD® >
AB.CB.

b b
Sejam a, b, ¢, d reais tais que Zid = 12 # —1. Provaque a = c.

Para que valores de @ € R existe uma fun¢ao real de varidvel real, f : R — R, nio constante, tal que

fla(z+y)) = flz)+ f(y)?

Seja o = v/ /2 — 1.

a. Constréi um polinémio p € Z[z| que satisfaz p(«) = 0.

bMostraque\/ 2—1—\/j—\/7 \/>

Suponhamos que temos um tabuleiro de damas com 7 linhas numeradas de 1 a 7 e infinitas colunas.
Colocam-se inicialmente quantas damas quisermos e onde quisermos (no maximo 1 por casa) na primeira
e segunda linha. E vilido o movimento de "tomar" nas direccdes horizontal e vertical em qualquer sentido
e nunca diagonalmente. O movimento "tomar" consiste em dadas duas damas adjacentes (ndo diagonal-
mente) remove-se uma delas do tabuleiro e a outra move-se duas casas na direc¢do da casa onde estava a
dama removida, a "toma" s6 € vdlida se a casa onde termina a dama que "tomou" a outra estiver livre antes
da "toma". O objectivo, é chegar com uma dama a linha com o maior nimero possivel. Quantas damas sdo
necessdrias para chegar a sexta linha? Seré possivel chegar a sétima linha?
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385.
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387.

388.

389.

390.

391.

392.

393.

394.

395.

Estdo 3 sapos em trés vértices distintos de um quadrado. A cada minuto um deles salta por cima de outro
ficando a mesma distincia (e na mesma recta definida pelos dois sapos). Sera possivel que um dos sapos
chegue ao vértice do quadrado que ndo estava ocupado inicialmente?

Mostra que os pares de inteiros (z,y) tais que 19 divide = + 5y sdo exactamente aqueles que satisfazem
que 19 divide 9z + 7y.

Partindo de um tridngulo AABC' com incentro [ e circunferéncia inscrita €, considera a familia de todos
os tridngulos AA’B’'C" tais que B’ € IB*, C" € IC™, e @ é sua circunferéncia inscrita. Determina o lugar
geométrico dos seus vértices A’.

(Aqui, para pontos X # Y, XY T significa a semirecta com origem X e contendo Y.)
Determina quantos numeros existem, com 6 algarismos, de modo que:
(a) o numero formado pelos seus trés primeiros algarismos seja multiplo do nimero formado pelos seus
trés ultimos algarismos (como, por exemplo, 802401);

(b) o nimero formado pelos seus dois primeiros algarismos seja multiplo do nimero formado pelos dois
algarismos do meio e este nimero seja multiplo do nimero formado pelos dois dltimos algarismos
(como, por exemplo, 651313).

Demonstra que um nimero € divisivel por 3 se e s se a soma dos seus digitos for divisivel por 3.
Encontra todos os inteiros positivos tais que n? + 1 € divisivel por n + 1.

Encontra todos os inteiros = # 3 tais que z — 3|z — 3.

Encontra inteiros z e y tais que bx + 7y = 1.

Dado um poligono regular com 2n + 1 vértices, escolhem-se ao acaso 3 vértices. Qual € a probabilidade de
o centro do poligono estar no interior do tridngulo formado por estes 3 vértices?

Sejam A, A’, B, B’ conjuntos. Decide com prova ou contra exemplo se
(ANA)x (BNB')=(AxB)Nn(A x B').

Uma parti¢do de um inteiro positivo n € um k-uplo nq,ns,...,n, > 1 de inteiros comny > ny > ... >
ni > lcujasomaén. Osn;, ¢ = 1,2, ..., k, dizem-se partes da parti¢io.

Mostra que o ndmero das parti¢des de um inteiro n em partes impares € igual ao nimero das particdes de n
em partes distintas.

Por exemplo, para n = 6 temos (5, 1), (3,3),(3,1,1,1),(1,1,1,1,1,1) como parti¢des em partes impares,
e (5,1),(6),(3,2,1),(4,2,1) como parti¢cdes em partes distintas.

As alineas a,b,c sdo visam averiguar se perceberam a matéria ‘relagdes bindrias’ transmitida em sessoes
passadas. Mas de resto sao independentes.
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a. O fecho reflexivo de uma relacdo bindria R num conjunto X € a menor relacdo bindria contendo 1R que
seja reflexiva. O fecho transitivo é definido de modo similar. Por exemplo: se R = {(1,2), (2, 3)} for con-
siderada relac@o bindria sobre o conjunto {1, 2, 3}, entdo o fecho reflexivode R é RU{(1,1),(2,2),(3,3)},
e o fecho transitivo ¢ R U {(1,3)}.

Considera no conjunto X = {1,2,3,4,5} arelagdo bindria
R - {(]" 1)’ (27 2)7 (37 3)’ (47 4)7 (57 5)7 (1’ 2)7 (17 3)7 (17 4)’ (27 4)7 (37 4)7 (3’ 5)}

Acrescenta-lhe um tnico par (a, b) de modo que R = R U {(a,b)} seja uma relagdo de ordem. Determina
o menor conjunto R; C R’ cujo fecho reflexivo e transitivo seja R'.

b. Sejam X, Y conjuntos e f : X — Y uma aplicacdo. Define uma relag@o bindria ~ em X por z ~ z’ sse

f(z) = f(«'). Mostra que ~ é uma relacéo de equivaléncia em X.
c. Seja X um conjunto munido de uma relacdo de equivaléncia. Mostra que as classes de equivaléncia
definem uma parti¢do de X.
396. Seja T := {(k,1) € Z2, : k <}, e seja my > 2. Mostra que a fungéo
T3 (k1) — k+14+mekl € Zx,
ndo € injectiva.
(Os mais novos tentem a prova para casos especiais; mg = 3 por exemplo.)

397. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triangulo. Mostra que

398. Determina todos os valores do primo p para os quais a soma dos algarismos de
N=({+1)p+2)
¢ minima.
399. a. Define o conceito do grupo.

b. Descreve os grupos de simetria de um triangulo isésceles (genérico) e de um triangulo equilatero através
de tabelas (a semelhanca do que fizemos com o quadrado).

c. Seja G um grupo (multiplicativo) com elemento neutro e. Demonstra:
i. Se a,b € G sdo tais que bab~! = a” para algum r € Zs1, entdo Bab~/ = a’’ para todos 0s j € Zs;.
ii. Se a? = e para todos os a € G, entdo GG € grupo comutativo.

iii. Se |G| € 27Z, entdo G contém um elemento a tal que a® = e.

400. Seja G um mondide (multiplicativo) e ~ uma relacio de equivaléncia em GG com a propriedade que a; ~ by
e ag ~ by implica ajas ~ byby. Com @ designamos a classe de equivaléncia de a € GG. Mostra que a familia
das classes de equivaléncia define ela mesma um monéide através da defini¢io @b := ab.

(Deves mostrar que a multiplicacdo é bem definida; ndo dependente dos representantes das classes.)

Nota: Um mondide € um conjunto munido de uma multiplicacdo associativa com elemento neutro.
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401. Seja AABC um tridngulo. Sejam X, X’ os pontos de tangéncia da sua incircunferéncia, e duma apropriada

402.

403.

404.

405.

406.

407.

408.

409.

410.

411.

excircunferéncia, respectivamente, no segmento BC. Mostra |BX| = |CX’|, e, se Z, Z' sdo os pontos de
tangéncia destas circunferéncias com o raio AB™, entdo |ZZ'| = |BC|.

Seja € uma circunferéncia de centro @, e AB um seu didmetro. Seja R € € um ponto diferente de A e de
B, P o ponto médio do segmento AR e () € ©® P um ponto tal que se tenha a colinearidade Q — P — O e
|QP| = 3| PO|. Com T designamos a intersec¢do do segmento AR com a paralela por Q) a AB. Finalmente
seja H = AQT NOT*. Mostra que os pontos H, R, e B sio colineares.

Sejaxy =2e
2 1 1,2
Tpy1=——+-—, n=1,2,...
T3 T 3,

Mostra que paratodoon > 1,setem 1 < x,, < 2.

Mostra que se aq, . . ., a, € uma progressao geométrica de razao r entao
n

Z a; = aq r:__ll .

i=1

Um numero inteiro n diz-se perfeito se a soma dos seus divisores for igual a duas vezes o proprio nimero,

ou seja, se o(n) = 2n.

(i) Mostra que se 2" — 1 é um nimero primo entdo 2"~ !(2" — 1) é um nimero perfeito (a estes nimeros
da-se o nome de nimeros perfeitos Euclideanos).
(Sugestdo: usa o facto de a fungdo o ser multiplicativa em pares de niimeros coprimos, ou seja, que
o(mn) = o(m)o(n) se m e n forem coprimos.)

(il) Mostra que todo o niimero par perfeito é da forma 2"~ !(2" — 1) com 2" — 1 um ndmero primo (Euler).

Considera uma sucessio (a,),>o de reais que satisfaz a rela¢do a,; = |a,| — a,—1. Mostra que a sucessao
€ periddica com periodo 9.

Sejam AB, AM, BN segmentos tais que AM||BN e tais que exista o conjunto singular (ponto) { P} =

AN N BM. Seja C € AB tal que PC||AM. Mostra que

1 1 1
|AM| + INB| — |PC]|

=

5
Sejam ay, az, as, a4, as reais tais que > a? = 1. Mostra que entdo 1<r{1<i]1(1<5(ai —a;)? <
i=1 <i<y<

Mostra que se ®(n?) = n®(n), paran > 1.
Mostra que n € primo se e s6 se o(n) + ®(n) = nr(n).

Quais os dltimos dois digitos de 32°67
(Sugestdo: Usa o Teorema de Euler para reduzir o nimero de forma conveniente.)
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412.

413.

414.

415.

416.

417.

418.

419.

420.

421.

422.

423.

424.

Duas semicircunferéncias com didmetros AB e BC satisfazem |AB| = 3| BC| e a colinearidade A— B —C
e situam-se do mesmo lado da recta g4¢. Sejam a e c rectas tangentes nos pontos A e C' respectivamente.
Seja C uma circunferéncia tangente a a, ¢ ¢ a maior das duas semicircunferéncias. Mostra que existe uma
circunferéncia que € tangente a c a C e as duas semicircunferéncias.

Pormenoriza a seguinte prova da desigualdade aritmética geométrica.

a. Paray > 0 e m > n inteiros tem-se - (y™ — 1) — (y" — 1) > 0.

b. Por substitui¢des adequadas deduz 2 —ar+a—-—1<0se0<a<1l,acQ,z > 0.

c. Assume que por continuidade (2) também € valido para quaisquer o € Rcom 0 < av < 1.

d. Por substitui¢io adequada deduz: se o« + 3 = 1,0, 8 > 0,2,y > 0, entdo z°y° < ax + Py.

e. Utiliza indugdo sobre n para deduzir: se z; > 0, a; > 0, > " ; oy = 1, entdo [ [, 7" < Y7 | a;z;.

(Os valores de z, a, (3, etc. podem naturalmente variar de alinea para alinea.)
Mostra que a equagdo Diofantina 22 — 55y = 43 ndo tem solugdes.
Mostra que 4 cortes podem dividir um queijo em 15 partes.

Seja p um nimero primo e seja f(x) um polinémio do segundo grau onde o coeficiente de x2 ndo é multiplo
de p. Mostra que entre os p pontos da forma (n, f(n)), onde as coordenadas sdo consideradas médulo p,
ndo ha trés colineares.

Seja [ABC D] um quadrado e M o seu centro. A reflexdo de M em relagdo a C' é um ponto F. Seja S a
intersecgdo do circuncirculo de [BDE] com [AM]. Mostra que S é o ponto médio de [AM].

Determine um ndmero infinito de ternos (a, b, ¢) € Z X Z X Z, que ndo estdo em progressdo aritmética mas
ab+ 1, bc + 1, ca + 1 sdo quadrados perfeitos.

Mostra que o dltimo digito de um nimero perfeito par € 6 ou 8.
Mostra que p divide 12 - 32 - 5% (p — 2)% + (—1)%1, qualquer que seja o primo impar p.

Numa mesa circular estdo sentadas 2010 pessoas, tendo um terco delas uma caneta azul, um terco uma
caneta preta e um terco uma caneta vermelha. Num dado momento, todas as pessoas cujos vizinhos ime-
diatos tinham uma caneta da mesma cor levantaram-se (a pessoa que se levanta ndo tem necessariamente
uma caneta da mesma cor dos seus vizinhos). Qual € o nimero méximo de pessoas que se levantaram?

Pinta-se um rectangulo m X n com duas cores (preto e branco). Seja N o nimero de coloracdes tais que
existe um caminho de quadrados pretos a ligar o lado direito ao lado esquerdo (onde por caminho se entende
sequéncia de quadrados adjacentes por uma aresta). Seja M o nimero de coloragdes com pelo menos dois
caminhos disjuntos entre os dois lados. Prova que N > 2" M.

Mostra que, para qualquer primo p, existem inteiros x e y tais que 22 + y? + 1 € um mdltiplo de p.

Seja GG o baricentro (ou: ‘gravicentro’) do tridngulo AABC, e sejam X € ggc, Y € gac, e Z € gap tais

que se tem a colinearidade Z — G — Y — X. Mostra que entio
1 1 1
0.

cx oy Tz "
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Aqui pde 1/GX = 1/|GX| e define as outras distincias reciprocas de formas andlogas mas multiplica-as
com —1 se o seu vector associado tiver sentido contrario do vector GX .

425. Pensemos as capitais da Europa enumeradas 1,2, 3, ....,n de tal forma que toda a capital de etiqueta j <
n — 1 estd ligada por avido a ndo mais outras capitais do que a capital j + 1. Seja L um inteiro por tanto
menor que n — 1 como ha ligacOes entre a capital n — 1 e as outras capitais. Supde que cada uma das
primeiras L capitais estd ligada a pelo menos uma capital mais do que a sua etiqueta indica.

0. Usando os teus conhecimentos geograficos mostra que o valor de n € maior que vinte.

a. Mostra que por uma série de voos um cidaddo de qualquer capital pode visitar qualquer outra.

b. O mesmo fica valido se algum aeroporto fecha por causa das cinzas islandesas.

c. Expressa as afirmacdes subjacentes a primeira parte, a (a), e a (b), em termos da linguagem tipica de um
teorema da teoria dos grafos e prova-as, se possivel, nesta forma.

426. Considera os inteiros, n, k com n > k > 0, e definimos a sucessao (c¢(n, k)) por
¢(n,0) =c¢(n,n) =1,n >0,
c(n+1,k) =2c(n, k) +c(n, bk —1),n >k > 1.

Mostra que ¢(n, k) = c¢(n,n —k),n >k > 0.

427. Um tridgngulo Pitagdrico € um triangulo rectangulo cujos lados t€ém como comprimento um niimero inteiro.

Mostra que o raio da circunferéncia inscrita num triangulo Pitagdrico € um niimero inteiro.

428. Seja {n;}32, a sucessdo crescente de todos os inteiros positivos que néo contém o digito 9 na sua represen-
e}
>,
— Ny

429. Considerem-se no plano um ponto F' (‘fulcro’) e duas rectas = e y, nao passando por F. Nestas ultimas

tacdo decimal. Entao

introduzimos coordenadas lineares (‘réguas’) com origens O, e (), e unidades de distincias quaisquer.
Uma recta g qualquer pertencente ao feixe das rectas por [ intersecta (salvo em casos de paralelidade)
a recta x num ponto X = X(g) de coordenada (por conveniéncia também chamada) x, e y¥ num ponto

Y =Y(g) de coordenada y. Mostra que existem reais a, b, ¢, d tais que (independente de g) se tem
ar+b
cx+d

y:

430. Mostra que para todos os reais positivos a, b, ¢, d temos

()1+1+4+16 64
a_ R —
b d a+b+c+d

(b) a'b+blc+ ctd+ dta > abed(a+ b+ ¢+ d)

431. Seja ej(z) = ej(xy,...,2,) o j-esimo polinémio elementarmente simétrico, j; = 0,1,
.,n. Sejam r = (ry,...,r,) um n-uplo de ndmeros reais e [ € {1,2,...,n — 1} um inteiro tais que
el(r) = ei41(r) = 0. Mostra que entio

erva(r) = eips(r) = -+ = en(r) = 0.
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432. Seja k > 1 um inteiro fixo e M(n) = mmc (n,n + 1,...,n + k). Prova que existem infinitos inteiros

433.

434.

435.

436.

437.

438.

439.

440.

441.

442.

443,

positivos n tais que M (n + 1) < M (n).

Sejam a, b, ¢, d quatro nimeros reais nao negativos tais que a + b + ¢ + d = 1. Mostra que

1 176
< — - X
abc + bed + cda + dab < o + o abed

Sejam k um inteiro fixo maior do que 1 e m = 4 k* — 5.
Para cada par de nimeros inteiros positivos, (a, b), definimos a sucessao (x,,) por

To=a, I :b7 xn+2:xn+1+$n7 nzoala"'
Mostra que existe (a, b), tais que m e todos os termos da sucessao (z,,) sdo primos entre si (ou co-primos).

Seja r uma raiz primitiva de um nimero primo impar p. Mostra que —r € uma raiz primitiva de p se
p =1 (mod4), e que —r tem ordem 2+ médulo p se p = 3 (mod 4).

Dados um primo p maior do que 2 e um inteiro positivo n, considera a soma
S=1"+2"4+3"+---+(p— 1"
Mostra que se p — 1 divide n entdo S = —1 (mod p), e que se p — 1 ndo divide n entdo p divide S.
Mostra que o menor inteiro positivo k£ > 2 tal que existam inteiros m, n, a > 1 que satisfazem
1324 + 279m + 5" = a*
é 3.

Sejam aq, ..., a,; by, ..., b, reais positivos. Mostra que entio

(bl)‘“ <b1>‘” <b1)‘“< (bl+b2+---+bn)al+“2+'"+an
ay a ar) ~ \ai+ay+---+ay '

Seja {n;};>0 uma sucessdo de inteiros positivos distintos tal que para certas constantes C' e L se tem

n; < Cj para quase todos os j. Mostra que de entre os divisores dos n; existem infinitos primos.

Uma circunferéncia € = C(O, *) toca os lados AB e AC de um triangulo A = AABC em Ee F. A
perpendicular por © a BC intersecta EF em D. Mostra que M = AD"™ N BC' é o ponto médio de BC.

Mostra que a equagio z2 + y? + 22 = 7 ndo tem solugdes racionais. Deduz desse facto a inexisténcia de
solugdes racionais da equagio 2% +y> + 2> +x +y + 2 = 1.

A volta de uma mesa redonda jantam 10 casais. De quantas formas diferentes se podem sentar 0os comensais
de forma a que os membros de cada casal estejam em posicdes adjacentes.

Encontra todos os inteiros positivos que sdo multiplos do niimero que resulta do apagamento do seu dltimo
digito.
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444. Mostra que o nimero 10101 - -- 101 s6 € primo quando n = 2.
—_—

nl's

21 4
445. Mostra que, para todo o inteiro positivo n, a fraccao Mn—ig ¢ irredutivel.
n

446. Cada uma das linhas duma tabela 2 x 2n contém os inteiros 1, 2, 3, . .., 2n, mas nenhuma coluna tem dois
inteiros iguais. Dois individuos A, B seleccionam alternadamente nas linhas 1,2 o maior dos inteiros que
esteja numa coluna ainda nao visitada.

E verdade ou ndo que, seja qual for a tabela, ambos os jogadores vao seleccionar nimeros cuja soma € pelo
2n

menos igual a metade de Z 17
i=1

447. O vector-soma-linhas de uma matriz m x n € o m-uplo das somas das 11nhas 1 ,2,...,m
O vector-soma-colunas define-se de forma andloga. A matriz que 0 2
apresentamos como exemplo, tem vector-soma-linhas r = (6,7,8) e 3 4
vector-soma-colunas ¢ = (5,2,7,7). 4 1

or uj

=i w =}l

O conjugado u* = (uj,uj, .. ) de um n-uplo de inteiros ndo negativos deﬁne se
Por exemplo r* = (3,3,3,3,3,3,2,1).
Sejam m, n inteiros positivos e 7 = (1, 79,...,7m), ¢ = (c1,¢2,- -+, ¢,)-uplos de inteiros ndo-negativos.

Mostra que existe uma matriz m x n de 0’s e 1’s com vector-soma-linhas r e vector-soma-colunas ¢ se, e
somente se, ¢ < r*.
(Aqui = significa a majoragdo conhecida, por exemplo, da desigualdade de Muirhead.)

448. Seja (a,) uma sucessdo cujo primeiro elemento é 1 e o terceiro é 2, ou seja,
1,a,2,b,¢,d,...
e, que a partir do terceiro termo inclusive todos os elementos sdo dados pela média aritmética dos anteriores.
Qual 0 20109 elemento da sucessdo?

449. No “Casino do Azar”, as trocas comerciais s6 podem ser feitas com os dois tnicos tipos de fichas fornecidos
pelo casino, as fichas de 26 euros e as fichas de 10 euros. E possivel comprar, pelo seu valor exacto, uma
bebida no bar do casino que custe 2 euros? E uma refeicdo por 7 euros? No caso afirmativo, explica como
€ que se faz a compra.

450. Mostra que o niimero 666666677777 + 8888888777777 ¢ muiltiplo de 77TT7777.
451. Mostra que a equagio 7x> + 2 = y> ndo tem solugdes em ndmeros inteiros.

452. Para definir o conjunto P(Fy) das férmulas proposicionais sobre P, (férmulas l6gicas tais como ((—r) V q),
((gVag)Ar), ((p— (gAT))Vq),etc.) usa-se defini¢do indutiva. Fixa-se um conjunto Fy (de varidveis
proposicionais), por exemplo Py = {p,q,r}, e um conjunto de conectivos légicos, por exemplo, {—
,V, A, = }. Depois formam-se indutivamente para k = 0, 1,2, ... os conjuntos

Pi1:=P,U{(AoB): A,B€ P, o€ {—=,V,A}}U{(mA): Ae P}.
O conjunto P(Fy) é, por defini¢do, a unido de todos os conjuntos P.

a) Escreve para Py = {p, ¢} todas as férmulas de P, e para Py = {p,q,r, s} algumas das férmulas em
P\ P.
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453.

454.

455.

456.

457.

458.

459.

460.

461.

462.

463.

464.

465.

b) Se Py = {p, q,r, s}, qual o menor k tal que P} contém a férmula

(((p = (@) AT)) V) A (s — q))?
¢) Pondo p, = ||, k =0,1,2,3, ..., desenvolve com justificagdo uma férmula para calcular pj, recursiva-
mente.

Mostra que a ordem lexicografica em ZZ, (ver o problema C2 no verso) estd bem-fundamentada, i.e. ndo
existem sucessdes infinitas a’ >, a' >, a® >, a® >, --- de elementos a’ em Z2,. (Os i nos a’ sdo indices;
b >, a é o mesmo que a <, b.)

Seja (F,) a sucessdo de Fibonacci,ie. Fy = Fy, =1 e F,0=F,1+F,, neN.
Encontra todos os (m,n) € N x N tais que F,,, F;, = mn.

Somam-se todos os digitos do nimero 2%°'°, De seguida, somam-se todos os digitos no nimero resultante,
e repete-se este processo até que se obtém um numero de um unico digito. Que numero € esse?

Um inteiro positivo n diz-se poderoso se p*|n para todo o factor primo p de n. Mostra que se n for poderoso
entdo pode ser escrito na forma n = a? b3, com a e b inteiros positivos.

Encontra todos os inteiros positivos d tais que d divide n® + 1 e (n + 1)? + 1 para algum inteiro n.
Seja S = (S, ) um semigrupo finito. Mostra que S tem um elemento idempotente.

Seja S = (S, ) um conjunto munido de uma operacdo bindria - : S x S — S. Um subconjunto E de S
diz-se conjunto gerador de S se a familia de todos os produtos de elementos de F/, tais como

(01 01)(0o l3), (£1(€1 €2))ls, €1((€1 €1)01), etc. com {y, o, U5 € E forigual a S.
Demonstra a correc¢do do teste de associatividade de FE.W. Light, que afirma o seguinte:

Se para todos os s,s' € S el € E setem (sl)s' = s({s), entdo (S, ) é semigrupo.

Sejam a, b, ¢ inteiros ndo nulos tais que
a/b+b/c+c/a e alc+bla+c/b

sdo inteiros.

Prova que |a| = |b] = |¢|.

Mostra que se a e b sdo inteiros positivos primos entre si, entdo existem inteiros positivos m e n tais que
a™ 4+ 0" =1 (mod ab).

Mostra que se n € um inteiro maior do que 1 entdo n ndo divide 2" — 1.

Sejam {ay, as, ..., ai01} € {b1,ba, ..., bio } sistemas completos de restos médulo 101. Verifica se {a;1by, azbo, . ..

€ um sistema completo de restos modulo 101.

Prova que para todos os a, b, c € R, com a, b,c > 0, se tem a desigualdade
(a+b)(a+c)>2+/abcla+b+c).

Sejam AABC um tridngulo, e E, F' € AB dois pontos tais que |AE| = |EF| = |F'B|. Seja ainda D o pé
da perpendicular por F arecta gpc.
Supondo AD 1. CF e 3-BDF = CFA calcula arazio |BD|: |DF)|.

delfos@mat.uc.pt http://www.mat.uc.pt/~delfos/

y A1



i

" Projecto Delfos: Escola de Matematica Para Jovens p. 49
- EXERCICIOS DELFOS 2001-10

466.

467.

468.

469.

470.

471.

472.

473.

474.

475.

476.

477.

Quantos numeros de 3 digitos t€ém digitos cujo produto dé 247

Sejam n, k inteiros positivos com k£ menor ou igual a n. Sejam S um conjunto contendo n nimeros reais
diferentes e 7' o conjunto dos nimeros da forma z; + x5+ - - -+ 2 onde 1, . . ., x; sdo elementos distintos
em S.

Prova que 7" contém pelo menos & (n — k) + 1 elementos distintos.

Encontra todos os pares de algarismos que permitem preencher os espacos no nimero 30_0_03 de modo
que este seja divisivel por 13.

Determina um inteiro z entre 1 e 49 tal que 27 = 2 (mod 49).

Determina o nimero de solu¢des da congruéncia x> = 1 (mod 2d 3¢ 251 49f 5o 7),onde d,e,1,f,0,s, sdo
inteiros positivos.

Numa festa toda a mulher danga com algum homem mas nenhum homem danca com todas as mulheres.
Mostra que existem homens hy, hy e mulheres my, my tais que h; danga com my, € ho com mso, mas hy ndo

danca com my nem hy danga com m;.

Sejam A, B pontos de uma recta g. Introduz no mesmo g-semiplano duas semirectas ¢, /5 com origem em
A tal que ¢; divide o menor dos dngulos entre g e /5. Escolhe um ponto P € /5. Para um ponto X € AB
introduz sucessivamente os pontos seguintes:

S=XPn¥t, U=PBnt, W=BStNl, Y=WU"Ng.

Demonstra que a posicdo de Y ndo depende das escolhas de /1, /5, ¢ P, mas s6 de A, B, X. O ponto Y
assim construido diz-se o conjugado harmonico de X relativamente a AB.

Seja G o grafo cujo conjunto conjunto dos vértices V é V = {1,2,3,4,5,6,7} e o conjuntos das arestas
A={{1,2},{2,3},{2,4},{2,5},{2,7},{3,4},{3,6},{4,5},{4,7},{5,6},{6,7} }.

a. Existe algum caminho que passe por todas as arestas uma e apenas uma unica vez?

b. Sera possivel desenhar o grafo no plano de forma a que 2 arestas nao incidentes ndo se intersectem?

Seja n um inteiro positivo divisivel por 24. Mostra que a soma dos divisores positivos de n — 1 (incluindo
1 en — 1) é também divisivel por 24.

Enuncia e prova o critério da divisdao por 11. Deduz que todo o nimero palindromo com um nimero par
de digitos (eventualmente repetidos) € divisivel por 11 (um nimero palindromo, ou capicua, € um nimero
que € lido da esquerda para a direita da mesma forma que € lido da direita para a esquerda: por exemplo,
732237 é um nimero palindromo).

Num sistema bancério de identificacdo utilizam-se nimeros de nove digitos ajas . . . agay:
ag = Tay + 3ag + 9as + Tay + 3as + 9ag + Tay + 3ag (mod 10).
Determina o digito rasurado M da conta bancéria 237H18538.

Mostra que 2" divide NV se e s6 se 2" divide o nimero formado pelos ultimos n digitos de [V, quaisquer que
sejam os inteiros positivos ne N.
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478.

479.

480.

481.

482.

483.

484.

485.

486.

a. Mostra que a equagdo diofantina 2% + 43> = 22923 tem infinitas solu¢des e determina o conjunto das
solugdes da equacdo 2 + 4y? = 2323,

3

b. Supde que a equagdo diofantina z° = a + my, a,m € Z \ {0} é solivel. Mostra que entdo tem infinitas

solugdes.

Sejap = 4k + 1, k € Z um primo, e S = {(z,y,2) € Z3, : #* + 4yz = p}. Mostra sucessivamente o
seguinte:
a. As expressdes abaixo definem uma aplicagdo involutiva ¢ : S — S.
(x+2z,z,y—x—2) sex<y—z
(z,,2) /> Qu—z,y,2—y+2) sey—z<z<2y.
(x =2y, x—y+2z,y) sex>2y
b. Esta involucdo tem exactamente um ponto fixo. Expressa-o somente em termos de & e de outros inteiros.
c. O nimero de pontos fixos de uma involu¢do num conjunto finito tem a paridade da cardinalidade do
conjunto.
d. Ha uma outra involugdo ébvia em S. Qual a sua férmula?
e. Infere o teorema de Fermat-Euler que todo o primo p € 47 + 1 é soma de dois quadrados.

a. Prova que para todo n, k inteiros positivos com n > k se tem

n\ (n-—1 n n—1

k) k k—1)

"L\’ 2n
b. Prova que para todo n inteiro positvo se tem Z ( ) = ( ) .
k n
k=0

Considerem-se os pontos de coordenadas inteiras no plano. Desenhando uma circunferéncia com centro
em (0,0) e raio r, essa circunferéncia intersecta alguns desses pontos. Por exemplo, para r = 2V/2 a

circunferéncia intersecta 4 desses pontos. Prova que para todo n existe um 7 tal que a circunferéncia de raio
r intersecta n pontos.

Enuncia o Pequeno Teorema de Fermat e calcula o resto da divisdo de
245190 4 10220t — 90933 por 101.

Seja p um inteiro maior do que 1 tal que, para qualquer inteiro a que nio € divisivel por p, se tem a?~! = 1
(mod p). Mostra que p é primo.

O Francisco tem muitos bombons de marca ‘“Pequeno bombom”, cada um dos quais custa 17 céntimos.
O Roberto tem muitos bombons de marca “Grande bombom”, cada um dos quais custa 61 céntimos. O
Francisco e o Roberto querem efectuar uma troca de bombons. Quantos bombons o Francisco deve dar ao
Roberto, e quantos o Roberto deve dar ao Francisco, de modo a que o prejuizo do Francisco seja minimo?
E qual a resposta quando se quer que seja o Roberto a ter um prejuizo minimo?

Mostra que se uma sucessiao ey = 1, ey, .. ., e, de reais positivos satisfaz ef >eiq1€eq1parat =1,2,...,n—
1, entdo também satisfaz

aze>e >t >l > 2
a. Seja p primo e Z; o subgrupo multiplicativo do corpo (Z,, +, ). Mostraque H = {z™ : € Z,} é um
subgrupo de Z;. Observa que as classes laterais de H/ em Z, definem uma “colora¢do” de Z,.
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b. Utiliza o teorema de Ramsey para obter que, dado um qualquer inteiro m > 1, existem um primo p
suficientemente grande € a,b, ¢ € Z; com a mesma “cor” tais que a + b = c.
c. Deduz que para qualquer inteiro m existe um primo p tal que

" +y" =" em Z,.
d. Formula o “dltimo teorema de Fermat” e discute a relevancia do resultado anterior, provado por Issai
Schur em 1916, em abordagens a este teorema.

487. Mostra que para todo o inteiro a, 3a> — 1 nunca é um quadrado perfeito.

488. Um numero diz-se triangular se for a soma de inteiros consecutivos, come¢ando no 1.
a. Mostra que se t,, ¢ o n-€simo nimero triangular entdo ¢,, pode escrever-se na forma:

1 1
P (U W () I
2 2
b. Mostra que se s > 2 € um inteiro, entdo a equagao
1 1 1

_ _|_ R _|_ P + —_— = 1
T T2 Ts .
tem uma solucao dada por niimeros triangulares.

489. a. Determina as solucdes da equacio diofantina 2 + y* = 322

b. Determina as solugdes da equagio diofantina 1 + 2x + 4y + 522 + 5y? = 2°.

490. Um tabuleiro 4 x 4 tem, inicialmente, as suas 16 casas pintadas de branco. E permitida uma operacio que
consiste em escolher um rectangulo formado por 3 casas e trocar a cor de cada uma das 3 casas: as casas
brancas pintam-se de preto e as casas pretas pintam-se de branco. Serd possivel, aplicando vérias vezes a
operac¢do permitida, ficar com o tabuleiro todo pintado de preto?

491. Encontra todas as fungdes f : N — N tais que Vn, f(n+1) > f(f(n)).

492. Dados trés pontos colineares A, B, X, definimos um ponto Y como sendo o resultado do seguinte processo:
- Seja g arecta que passa por A, B, X.
- Introduz no mesmo g-semiplano duas semirectas /1, {5 com origem em A tal que ¢; divide o menor dos
angulos entre g e (5.
- Escolhe um ponto P € /5.
- Define sucessivamente os pontos S = XPN/¢;, U=PBnN{, W =BSTN/.
-PoeY =WUNg.
a. Demonstra, com base em geometria projectiva, que Y ndo depende das escolhas de /1, /5 e P, mas sé de
A B, X.
Neste sentido podemos dizer que o processo acima € um algoritmo a que vamos designar por H (- - - ) (para
abreviar “harmoénico de”) que, quando alimentado com o “input” A, B, X produz como “output” um ponto
Y na recta definida por A, B, X,i.e. Y = H(A, B, X).
b. Demonstra também que

Y = H(A,B,X) implicaY = H(B,A,X)e X = H(A,B,Y).

493. Considera 2009 moedas, cada uma com uma “cara” e uma “coroa”’, numa fila. Inicialmente todas as moedas
tém a ““cara” virada para cima. Dois jogadores que se encontram do mesmo lado da fila de moedas jogam
alternadamente. Cada jogada consiste na escolha de um bloco de 50 moedas consecutivas, em que a moeda
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494.

495.

496.

497.

498.

499.

500.

501.

502.

503.

504.

505.

mais a esquerda das escolhidas tem a “cara” virada para cima, e em virar todas as moedas escolhidas de
modo a que as que tém a “cara” virada para cima passem a ter “coroa” e as que t€m “coroa” virada para
cima passem a ter “cara”. O ultimo jogador que conseguir efectuar uma jogada ganha.

a. Prova que o jogo tem necessariamente de acabar.

b. Existe alguma estratégia vencedora para o primeiro jogador?

Determina todos os inteiros positivos n tais que n + 1 divide n? + 1.

Supde que n € um inteiro impar que ndo € multiplo de 5. Mostra que existe um mudltiplo de n cujos
algarismos sao todos iguais a 1.

Seja r um inteiro. Sejam aq, as, . . . , as, inteiros distintos tais que
(r—a))(r —a) - (r —ag) — (—=1)"(n))? =0,

2 . . .. a1+a2+...+a2n
onde n é um inteiro positivoe n! =n x --- x 1. Mostra que r = .

2n

Seja A = AABC um tridngulo nio-isésceles e D € BC,E € C'A, F € AB os pontos de tangéncia da
circunferéncia inscrita com os lados de A. Definem-se os pontos U = grp Ngoa,V = gpp Ngap, W =
ger N gpc, e L = médio(DW), M = médio(EU), N = médio(F'V'). Mostra que L, M, N sdo colineares.

Dada uma sucessio (a,) de complexos define-se a sucessdo das suas primeiras diferencas (d,,) por d,, =
Aa, = a,.1 — a,. Este processo pode ser repetido: podemos considerar as primeiras diferengas de d,, que
sdao chamadas segundas diferencas de a,,, etc. Seja £ > 1 um inteiro. Mostra que a sucessao das k-esimas
diferengas da sucessdo (n*) é uma sucessdo constante. Qual o valor desta constante?

Mostra que existem exactamente (LE J) uplos a = (ag,...,a;) de nimeros inteiros ndo-
2

-negativos com ag = 0 que satisfazem |a; — a;41| = 1 parai =0,1,...,k — 1.

a. Os nuameros 1, 2, ..., 20 estdo escritos num quadro. E permitido o seguinte procedimento: apagar dois

niimeros a e b e substitui-los pelo niimero a + b — 1. Qual é o nimero que fica escrito no quadro apds 19
aplicacdes desse procedimento?

b. E se o procedimento fosse: apagar dois niimeros a e b e substitui-los pelo niimero a + b 4+ ab. Qual era
o nimero que ficava escrito no quadro ap6s 19 aplicagdes desse procedimento?

Determina todos os inteiros n > 1 tais que qualquer divisor primo de n® —1 é um divisor de (n*—1)(n*—1).

Determina todos os triplos (p, ¢, ) de primos distintos tais que p|¢” + 1, ¢[r’ +1 e 7|p?+ 1.
Encontra todos os pares de primos (p, ¢) tais que p ¢|5” + 5.

Sejam x e y inteiros positivos tais que x* —y? é positivo, multiplo de 2011 e tem exactamente 2011 divisores
primos. Quantos sdo os pares ordenados (i, y) que verificam tais condi¢des?

As rectas AP, BP e C'P intersectam os lados do tridngulo ABC' (ou o seu prolongamento) nos pontos Ay,
B, e 1, respectivamente. Mostra que:

a. as rectas que passam pelos pontos médios dos lados BC, C'A e AB paralelas as rectas AP, BP e C'P,
respectivamente, intersectam-se num ponto.
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507.

508.

509.

510.

511.

512.

513.

514.

515.

516.

b. as rectas que ligam os pontos médios dos lados BC', C'A e AB aos pontos médios dos segmentos AA;,
BB, e C(CY, respectivamente, intersectam-se num ponto.

(_1>l2+l4+~~+l2L%J

Mostra que se tem a identidade Z RIS AU =0.
lh+2l2+---+nlp=n
11>0,...,0, >0
Dois ntimeros dizem-se amigdveis se a soma dos divisores (excluindo o préprio) de cada um deles for igual
ao outro. No século IX o matemdtico drabe Thabit ben Korrah descobriu que os niimeros 2¥ht e 2¥s sdo
amigaveis quando h = 3-2F —1,t =3-2""! —1es=9-2%"! — 1 sdo primos superiores a 2. Prova que
assim é, e dd um exemplo de pares de niimeros amigaveis.
Determina o ndmero de pares ordenados (z,y) de inteiros positivos que sdo solugdo da equagdo 1/x +
1/y = 1/(73 x 521,
Considera a sucessdo de nimeros reais, (a,,), tal que ag = 3 e (3 — ap41)(6 + a,) = 18. Determina, em
fungdo de n, asoma 1/ag+ 1/ay +--- +1/a, = Z 1/ay .
k=0

Determinar todos os pares (n, k) de inteiros positivos tais que n* k! = k™ n!.
Encontra pelo menos dois 4-uplos, (a,b,c,d), (a',0,c,d’), de fungdes, ndo nulas e ndo mdltiplas, i.e.
a=a(rt),b=0(rt),c=c(rt),d=d(rt),d =d(rt),t =0b(rt),d =d(rt),d =d(rt) tais que
ndo existe A € R tal que (a,b,c,d) = A (', ¥, ,d"), de modo que a equagio

a+ 2r+t)-b+r(r+2t)-c+(*)-d=0
seja satisfeita para todos os r, ¢ reais.
Sejam x1, zo, . . ., x, reais distintos. Considera

S=85(x1,...,x,) = Z ((1 +a)v? ) H|wk —a:j]> :

k=1 j#k

Prova que S > n. Quando € que S = n?
Considera a sucessao ag, a1, . . ., G911 verificando:

(*)0<a,<Ln=>0;

(**) Qn, Z (an—l + an+1)/2’ n Z 1.
Mostra que agn1; — az010 < 1/2011, e determina uma sucessao (a,,) satisfazendo (*) e (**) tal que asp11 —
ag010 = 1/2011 .
Encontra, usando o teorema de Pick, o nimero de solugdes inteiras, (z,y) € Z?, do sistema de inequagdes:

101z 4+ 1102 <y < 2011, x> 0.
Num tabuleiro 8 x 8 retiram-se 2 cantos opostos. E possivel cobrir as 62 casas restantes com pecas 2 x 1,
colocadas horizontal ou verticalmente?
Para cada inteiro positivo n, seja a(n) o produto dos algarismos de n. Determina todas as solu¢des da

equagdo n? — 17n + 56 = a(n).
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517. Sejamn > 2 e by,be,...,b, € Ryg, ay,...,a, € Z>;. Considera para it € R o polindmio homogéneo
E(z) =b a3+ 4 by 22—y -2l

n b ai/2d "
Define ainda jiy = 2d H (—Z) .

a.
i=1 v

Mostra que se |p| < po, entdo E(z) > 0 para todos os z € R".

518. Mostra que se aq, as, . . ., a, € uma sucessao de n > 5 reais de soma zero, entao
n
5
E a; =93 E ;A Ay, — O E a;a; E a;a;ay.
i=1 1<i<j<k<l<m<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

519. Indica todos os pares (7, s) tais que num tabuleiro r X s, hd tantas casas exteriores como interiores.
520. Indica todos os pares (r, s) tais que (rs)?> — 4(r + s) € um quadrado perfeito.
521. Mostra que }_ |, p(d) = p%(n), onde € a fungio de Mobius e n é um inteiro positivo qualquer.

522. Determina todas as solugdes (p,n) da equagdo n® = p*> — p — 1, onde p € um niimero primo (positivo) e n
€ um inteiro.

523. Explicita o termo geral a,, da sucessdo definida, por recorréncia, da seguinte forma:

{(1,0:1,&1:4

Upyo = 3Ap_1 — 20, 2.
524. Prova, usando fun¢des geradoras, que, para todon € N
2 2 2
n +n +H.+n :2n
0 1 n n)
525. Sejam € Z>5. Demonstra a desigualdade

i— k—1 m—1
S-S -4) (1—3)

. . 0 - . . . .
Nota: Produtos ‘vazios’ tais como [ [,_, ..., etc. sdo habitualmente interpretados como sendo iguais a 1.
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