PROGRAMA DE GEOMETRIA

Proposta apresentada por Eduardo Marques de Sá, Joana Nunes da Costa e António Leal Duarte, para a disciplina de Geometria do novo plano de estudos do DMUC.

1. A Geometria na formação não superior
Foi já apresentada uma Reflexão sobre Geometria e Desenho, em anexo ao relatório [Relatório PEM], focando, muito esquematicamente, a importância dessa área de estudos e a sua evolução nas últimas décadas no nosso Departamento. No actual tronco comum, que tem mantido alguma estabilidade neste aspecto, desde a sua criação em 1982-83, a área em consideração está muito pouco representada no primeiro ano, integrada na ALGA, por vezes em condições pouco satisfatórias pela magreza dos semestres, e conta com duas disciplinas semestrais no 2º ano: a Geometria e a Geometria Diferencial. Detectada que está a decrescente presença dessa área no elenco de disciplinas dos sucessivos planos de estudos, importa, neste momento, mais do que repetir a necessidade de reforço da Geometria na formação propedêutica, concretizar o reforço e analisar a questão dos pré-requisitos.

A constatação da situação deficitária no que respeita à formação matemática no ensino que nos antecede é já um lugar comum e uma preocupação recorrente. A Geometria foi, das áreas da Matemática leccionadas no ensino não superior, a mais sacrificada nesse aspecto. De facto, no desenvolvimento curricular dos últimos 30 anos assistiu-se, no ensino não superior, a um sustentado abatimento de conteúdos das disciplinas de Matemática e à eliminação persistente da substância matemática de algumas outras disciplinas. São exemplos disto a não obrigatoriedade da geometria de Monge, a quase exclusiva componente artística das disciplinas de desenho de todo o Ensino Básico, a eliminação da cristalografia nas Ciências Naturais, um ensino pouco rigoroso da Física, etc. Houve, assim, muitos factores que se acumularam na delapidação do ensino da Matemática, muito especialmente da matéria que aqui nos cabe considerar.
Mais recentemente, a Geometria veio a receber alguma atenção no ensino não superior.

Continua, no entanto, a ser pouco ensinada e ainda menos aprendida nos três ciclos do Ensino Básico; assim se perde uma fase de características psicológicas —próprias desses níveis etários— cruciais para a aprendizagem da Geometria, a saber: a conhecida apetência das crianças pela exploração do espaço e da forma, pelo reconhecimento de estruturas topológicas. 

No Ensino Secundário, o relevo dado à Geometria deixa muito a desejar (veja-se [Programas MES]). Surge, no início do 10º ano, com uma componente de geometria sintética muito mal especificada em que “todo o ponto de vista axiomático é excluído”, sem referência sequer a essa perspectiva; segue-se, ainda no 10º ano, uma pequena introdução à geometria analítica e, logo no início do 11º ano, alguma trigonometria e uma continuação da geometria analítica; no 12º ano, a Geometria aparece diluída em pequenas doses, sem desenvolvimento explícito (na introdução às derivadas, em particular as das funções trigonométricas).

Na elaboração do programa desta disciplina de Geometria e, mais ainda, na sua execução futura, teremos que encarar uma realidade que, infelizmente, parece tender a prolongar-se: os novos alunos do 1º ano só superficialmente foram confrontados com o fundamental da Matemática — os processos de argumentação, prova e refutação.

2. O tempo disponível

Recordamos que a disciplina de Geometria pertence ao 1º semestre do 1º ano, estando dotada de uma carga horária de 3 aulas teóricas e 3 aulas práticas por semana.

Na transição para o novo plano de estudos vai ser necessário considerar com cuidado o seguinte problema que afecta, muito particularmente, a disciplina em apreço. Se tivermos em conta os habituais atrasos de arranque da actividade lectiva para os novos alunos vindos do Ensino Secundário, e se a isso juntarmos a antecipação global das actividades lectivas decidida pelo Conselho Científico da FCTUC, obtemos o já conhecido efeito de forte redução temporal do 1º semestre do 1º ano, na ordem das 2 semanas, ou seja, cerca de 15% do total regulamentar das 15 semanas do ‘semestre’.  Julgamos por isso importante a redução, já prevista no calendário do próximo lectivo, do período de preparação e realização de exames e frequências em (pelo menos) uma semana nesse semestre.
3. Linhas gerais

Nesta disciplina, tal como aqui a concebemos, faz-se uma abordagem da chamada geometria sintética, mediante um programa que responda, simultaneamente, a diversos tipos de solicitações. Dever-se-á ensinar, e deverão os alunos aprender, a seguinte matéria fundamental:

· Ilustração do ponto de vista axiomático na geometria plana; o plano euclidiano e o plano hiperbólico;

· Breve estudo do espaço tridimensional, em particular da geometria da esfera.

Sob outra perspectiva, farão também parte do programa

· Os meios de argumentação, o raciocínio sobre figuras, a arquitectura e escrita de argumentos convincentes baseados em figuras;

· A visualização dos problemas geométricos e a execução de construções com régua e compasso.

O programa deverá desenvolver-se de modo a constituir um bom património de conhecimentos geométricos, ensinando-se teoremas clássicos, interessantes e apelativos.

No que respeita às demonstrações, tenha-se em conta o elas serem uma quase-novidade para os estudantes. É muito natural que, para o principiante, a demonstração do ‘óbvio’ surja como inútil e desmotivadora. Assim, o desenvolvimento axiomático corre, nos seus primeiros passos, o risco de enfado, pelo que nos parece recomendável abreviar, muito, a insistência axiomática; nesta conformidade, há que saltar em frente, em determinado ponto do desenvolvimento axiomático, avisando os alunos de que os argumentos utilizados nas demonstrações subsequentes não serão tão pormenorizados, nem tão directa e explicitamente baseados nos axiomas, mas que poderiam sê-lo se o tempo e a paciência o permitissem. Uma demonstração de sala de aula é, sempre!, esquema de uma argumentação possível. 

4. O programa

O processo de leccionação dividir-se-á nos três capítulos seguintes, onde desde já indicamos as perspectivas a adoptar.

Capítulo I. Uma Axiomática da Geometria
Neste capítulo, apresenta-se a geometria euclidiana plana por via sintética. Faz-se a apresentação de uma axiomática da qual se retiram as primeiras consequências até à classificação das isometrias do plano euclidiano.

Ter-se-á o cuidado de não exagerar no avanço formalista, conforme foi recomendado linhas acima. Colocar-se-á em relevo o projecto de organização axiomática de todo o edifício geométrico, bem como a dificuldade de execução exaustiva de tal projecto. Depois de demonstrar, com todo o cuidado, as primeiras consequências da axiomática seleccionada, optar-se-á por um desenvolvimento mais ágil do processo axiomático, de modo a avançar, de modo expedito, para resultados interessantes e substanciais da geometria. É, pois, no interior deste capítulo que deverá dar-se o salto em frente acima referido. 

Às aulas práticas será dado um cunho menos formal, preenchendo-as com algumas construções com régua e compasso, mas em que a argumentação, menos pormenorizada que a do arranque axiomático, continua a desempenhar um papel central. 

Capítulo II. O Plano Hiperbólico de Poincaré 

Neste capítulo, apresenta-se com brevidade o modelo do plano hiperbólico devido a Poincaré. Mostra-se a validade de alguns dos axiomas da geometria hiperbólica e deles se extraem algumas consequências. 

Capítulo III. Geometria Tridimensional 

Neste último capítulo abordam-se alguns tópicos de geometria tridimensional, nomeadamente o estudo de sólidos geométricos seguido de uma breve incursão pela geometria esférica.
5. O desenvolvimento do programa

A título indicativo, explicitamos um modo de desenvolver, no concreto, o programa acima delineado. Trata-se de sugestões que poderão ser ou não seguidas na íntegra, ou adoptadas com as modificações que se entenda fazer, de acordo com o tempo disponível e as preferências do docente responsável. Há opções globais que devem ser consideradas com alguma flexibilidade, por exemplo no que respeita à distribuição temporal dos três capítulos do programa. Assim, pelo seu carácter formativo, tendemos a dar maior peso ao primeiro capítulo e menor peso, mas não menor importância, aos capítulos sobre a geometria hiperbólica e a geometria no espaço. Quanto à temporização, sugerimos uma distribuição como a que segue:

Capítulo I.
60% do tempo total

Capítulo II.
15% do tempo total

Capítulo III.
25% do tempo total

Nesta opção, a geometria hiperbólica ocupa cerca de 2 semanas de aulas, o que pode parecer pouco; mas tenha-se em conta que parte substancial do assunto foi já praticado e demonstrado no capítulo anterior, por ocasião do tratamento das construções com régua e compasso, ou não fosse o estudo do modelo de Poincaré (e outros) um capítulo também de geometria euclidiana. 

Acrescentamos, a seguir, um desenvolvimento mais pormenorizado.
Capítulo I. Uma Axiomática da Geometria
· Axiomática de Birkhoff e algumas consequências;

· Teoremas sobre a congruência de triângulos;

· Relação entre um ângulo externo de um triângulo e os ângulos internos não adjacentes;

· Teorema sobre o maior lado e o maior ângulo de um triângulo; desigualdade triangular;

· Teoremas sobre os ângulos formados por duas rectas cortadas por uma transversal;

· Soma das amplitudes dos ângulos internos de um triângulo;

· Critérios de semelhança de um triângulo;

· Teorema de Pitágoras e seu recíproco;

· Tangentes a uma circunferência: construção das tangentes que passam por um ponto dado;

· Ângulos inscritos numa circunferência;

· Condição necessária e suficiente para que um quadrilátero convexo possa ser inscrito numa circunferência;

· Isometrias do plano: reflexões, translações, rotações e reflexões desliza​das; composição de reflexões; classificação das isometrias.
Capítulo II. O Plano Hiperbólico de Poincaré 

· Breve descrição do modelo de Poincaré;

· Reflexões no plano hiperbólico; aplicação a este contexto dos conceitos e construções geométricos relativos a inversões em circunferências, já intro​duzidos anteriormente;

· Definição de distância e medição de ângulos no plano hiperbólico;

· Triângulos hiperbólicos.

Note-se que o desenvolvimento do assunto pode ser feito de modo bastante satis​fatório, no que diz respeito aos meios de prova, caso tenham sido previamente abordadas construções geométricas auxiliares pertinentes, algumas delas eventual​mente no decurso das aulas práticas.
Capítulo III. Geometria Tridimensional
· Os sólidos geométricos: politopos, cilindros, cones, esferas;

· Áreas e volumes;

· A abordagem desta matéria poderá passar por uma breve revisão do conceito de área, seguida dos Princípios de Cavalieri e extracção de consequências (e.g.: dedução das fórmulas dos volumes de cilindros e cones);

· Elementos de geometria da esfera: círculos máximos e geodésicas, elementos de trigonometria esférica. 

OUTROS PERCURSOS

Há situações de alunos mais interessados, ou que pretendam melhorar classificações, a quem devem ser indicados caminhos mais avançados. A Geometria é pródiga em resultados de grande beleza, existindo literatura abundante e competentíssima, com grande variedade de tópicos interessantes (e.g., [Coxeter], [Grünbaum-Shephard], [Moise]). De entre inúmeros temas de estudo mais imediatamente acessíveis, ou entendíveis nas suas conclusões, e que naturalmente decorrem das matérias obrigatórias, apontamos os seguintes: 

· Os teoremas clássicos de Menelau, Ceva, Desargues, Papo, etc;

· Os frisos e  mosaicos;

· Os teoremas ‘belgas’ das cónicas; a equivalência de diversas definições das cónicas;

· O ‘porisma’ de Steiner [Coxeter, p.87];

· Gauss e os primos de Fermat [Coxeter, p.26];

· O número de ouro no pentagrama;

· Planificação de sólidos; 

· Geodésicas num politopo simples; 

· Os pontos ‘mais afastados’ de um ponto dado sobre um politopo.

AULAS PRÁTICAS

Parte das aulas práticas serão dedicadas a construções com régua e compasso. Indicamos a seguir, por ordem não completamente aleatória, as mais importantes, chamando a atenção para um aspecto importante do programa: que as construções seleccionadas deverão contribuir substancialmente para a concretização do capítulo sobre o plano de Poincaré.

Exemplos de exercícios práticos. Determinar, ou construir:

· A mediatriz de um segmento e a bissectriz de um ângulo;

· Polígonos regulares inscritos numa circunferência: quadrado, octógono, etc; triângulo equilátero, hexágono, dodecágono, etc; pentágono, decágono, etc;

· Perpendicular a uma recta dada, passando por um ponto dado;

· Paralela a uma recta dada, passando por um ponto dado;

· Figuras homotéticas (dados o centro de homotetia e a imagem de um ponto, determinar a imagem de outro qualquer ponto);

· Tangentes a uma circunferência, passando por um ponto dado;

· Circunferências passando por um ponto dado, e tangentes a duas rectas dadas;

· Circunferências passando por dois ponto dados, e tangentes a duas rectas dadas;

· Circunferências tangentes a três rectas dadas;

· Referências ao problema de Apolónio;

· Circunferências ortogonais;

· Potência de um ponto relativamente a uma circunferência;

· Eixo radical de duas circunferências; 

· Inversão relativamente a uma circunferência.

Observe-se que os exercícios indicados vão desde a simples revisão de matéria do ensino básico até construções e teoremas de valor substancial. Assim, enquanto o primeiro tema poderá ocupar alguns minutos de uma aula, o último necessitará de várias horas e de consideração de diversos tópicos como: inversão de rectas e circunferências que passam e que não passam no centro de inversão; a conservação da relação de tangência; a conservação do ângulo de intersecção de duas ‘linhas’.
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NOTAS SOBRE A BIBLIOGRAFIA
Seguindo exemplos conhecidos (e.g., [Araújo]) comentamos os livros consultados que nos serviram de guia na elaboração desta proposta.

[Araújo] É um óptimo elemento de referência, por ser em Português, pelo rigor e seriedade com que mostra o edifício axiomático, pela variedade de temas tratados; todos eles poderão leccionar-se ao nível do 1º ano, mas não todos no tempo exíguo que nos cabe. No entanto, o livro poderia bem chamar-se Curso de Geometria Plana, pelo pouco ou nenhum relevo dado à geometria do espaço tridimensional.

[Bix] Trata-se de um livro sobre geometria plana, com 538 páginas, numa perspectiva não axiomática. Opta por uma abordagem informal, com apoio na intuição de ponto, recta, plano, ângulo, triângulo, etc, do modelo habitual. Parte de “propriedades” —como os casos de igualdade de triângulos, de igualdade e suplementaridade de certos ângulos— que adopta como axiomas, delas deduzindo quase todo o material do livro. O início é um pouco frouxo (especialmente o tratamento da noção de ângulo), mas o resultado geral é agradável de seguir e formativo, dado não fazer desvios essenciais ao método dedutivo. Começa com teoremas clássicos —de Pitágoras, Ceva, Menelau, linha de Euler, Ptolemeu, etc, etc, etc—, desenvolve em 130 páginas as isometrias e os grupos de papel de parede; segue-se a geometria projectiva, informalmente iniciada (com os elementos no infinito introduzidos do modo intuitivo habitual) e depois as cónicas integradas na projectiva. Termina com um capítulo final (de 80 páginas) dedicado à discussão do axioma das paralelas, em que trata as inversões e o modelo de plano hiperbólico de Poincaré, com pormenores.

[Grünbaum-Shephard] O Tratado sobre mosaicos. Indispensável, se se quiser abordar o assunto. Muito interessante, muito bem escrito, muito bem ilustrado, com informação riquíssima e actualizada, com problemas em aberto. Deve recomendar-se aos alunos, mesmo não fazendo parte do programa. Pode, por exemplo, constituir tema complementar para os alunos mais interessados em geometria, ou com apetência maior pelas imagens.

[Hadamard] Um clássico da geometria sintética. No volume I é feito, de forma desenvolvida, o estudo da recta, de triângulos, polígonos e círculos, transformações de semelhança, construções com régua e compasso e áreas de figuras planas (apresen​tadas de uma forma bastante rigorosa). No segundo volume são tratadas as questões de intersecção, paralelismo e perpendicularidade de rectas e planos, transformações de semelhança, geometria esférica, sólidos geométricos e respectivos volumes; estudam-se os poliedros (incluindo o Teorema de Euler) e as cónicas, e faz-se uma pequena introdução à geometria projectiva e noções de topografia. No final de cada capítulo encontram-se bastantes exercícios, em geral razoavelmente difíceis, que poderão constituir um desafio para estudantes especialmente interessados em geometria.

[Jacobs] É um livro de curso elementar, desenvolvimento muito lento, mas preciso, destinado a estudantes de nível etário inferior ao típico do ensino superior. Parece-nos constituir uma boa referência para alunos com maturidade e capacidade de abstracção ainda não muito desenvolvidas. Dos 17 capítulos, dedica 1 aos sólidos geométricos e 1 às geometrias não euclidianas. Estas são tratadas de forma muito rudimentar e no estilo ‘informativo’. A geometria no espaço é desenvolvida de modo bem mais preciso, sem sair muito da elementaridade; trata linhas e planos no espaço, paralelepípedos, prismas, pirâmides; relações métricas entre lados, diagonais, etc; cilindros, cones e esferas; áreas e volumes.
[Martin 1] Livro que dedica cerca de 180 páginas à geometria plana e cerca de 40 páginas à geometria no espaço tridimensional (isometrias e semelhanças, sólidos platónicos e grupos de simetrias finitos); não adopta uma abordagem axiomática, só falando pontualmente de Euclides. Como temas de interesse, veja-se a classificação das isometrias planas, os grupos de frisos (12 pp) e os de papel de parede (22 pp), e os mosaicos (17 pp).

[Martin 2] Livro muito bem escrito e muito profundo. Na primeira parte desenvolve a geometria absoluta do plano a partir da axiomática da “régua graduada e do transferidor” (Birkhoff) e discute a independência dos vários axiomas; também trata axiomáticas alternativas (Hilbert, Pieri, etc). Após o axioma das paralelas e uma longa lista de proposições equivalentes, a segunda  parte do livro desenvolve a geometria do plano hiperbólico (incluindo a apresentação de vários modelos do plano hiperbólico, a classificação das isometrias, a questão da categoricidade (relativa) dos axiomas do plano hiperbólico). Cada capítulo é acompanhado de diversos exercícios. A discussão dos aspectos históricos  e os comentários do autor tornam o livro bastante atraente.
[Moise] Livro muito bem escrito, muito profundo e rigoroso. Adopta um ponto de vista axiomático. Desenvolve os conceitos de comprimento de curva e de área e volume (à Jordan), com todo o rigor. Discute e prova no final, a consistência e categoricidade relativas (ou condicionais) dos postulados de Euclides. Dedica pouco espaço (menos de 10% do livro) à geometria tridimensional (rectas e planos, prismas, pirâmides, cilindros, cones e esferas, seus volumes tratados com rigor).

[Singer] Tem uma curta introdução (20 pp) sobre a axiomática, discutindo o axioma das paralelas e a sua “demonstração” por Legendre. Desenvolve a geometria plana (isometrias, mosaicos, apresenta os fractais elementares de modo superficial, e uma boa apresentação do plano hiperbólico de Poincaré). Dedica cerca de metade do espaço à geometria tridimensional, com grande variedade de factos, mas pouca profundidade: muita coisa sobre a esfera, politopos (Teorema de Euler), tira de Möbius, sugestões superficiais sobre geometria de Riemann.
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