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1 Esfera

Considere-se o espago ambiente, tridimensional, munido com um referencial
ortogonal directo Ozxyz, formado por trés eixos ortogonais e que se intersectam
no ponto O.

Uma esfera é o elemento geométrico constituido pelos pontos cuja distancia
a um ponto dado (a que chamamos o seu centro) é constante (a esse valor
chamamos raio da esfera). Em consequéncia, uma esfera terd por equacio

(z—20)” + (y — 90)* + (2 — 20)* =12,

onde (xg, Yo, 20) s@o as coordenadas do centro da esfera e r o comprimento do
seu raio.
A esfera fica bem definida através da sequéncia

{‘T()a Yo, 20, T}
onde os pardmetros ai presentes tém o significado anteriormente referido.
1.1 Reconstituicao da Esfera
Para reconstituir a esfera sao necessdrios, no minimo, 4 pontos da sua superficie:
(Ihyhzl); (I27y2722); ($3,y3723); (I4,y4,Z4)
com os quais formamos o sistema nao-linear
2 2 2 2
{(:Ei —20)" + (Yi —yo) + (2 —20)" =7

(1=1,2,3,4).
Escrevendo

a = —XTyp,



) 2 2 2
D=7r"—2x5—yy— 25,
este sistema transforma-se no sistema linear

2z10+ 2y18 + 2217 — D = — (27 +yi + 2])

2x90+ 2y23 + 2207 — D = — (23 + y3 + 23
2zga+ 2y + 2237 — D = — (23 + y2 + 23
x40+ 2yaf + 2247 — D = — (22 +yF + 23

cujas incognitas sdo «a, 3, v, D. Resolvido o sistema, em ordem a estas incégni-

; ~ _ _ _ 2,2 .2 2
tas, aplicam-se as relagdes o = —xg, 3 = —yo, Y= —20e¢ D =7° — 25— y§ — %5,

que permitem calcular as coordenadas do centro e o raio

r:\/D+m%+y8+z§.

2 Circunferéncia

2.1 Circunferéncia situada num Plano Coordenado Prin-
cipal

Considere-se, mais uma vez, um referencial ortogonal directo Ozyz.

Consideremos agora uma circunferéncia de raio r, situada no plano Ozy,
com centro no ponto Py desse plano coordenado, cuja abcissa é g e a ordenada
é yo, ou seja, no ponto de coordenadas (zg,yo,0). A circunferéncia descrita é o
lugar geométrico dos pontos desse plano equidistantes do centro Py, sendo essa
distancia o raio r da circunferéncia. Esta circunferéncia terd assim por equagao

(z — 3?0)2 +(y — yo)2 =7’

2.2 Circunferéncia situada num Plano qualquer do Espago

No espaco tridimensional, uma circunferéncia fica bem determinada dados
um ponto (0 seu centro), o raio e os cossenos directores do eixo do plano que
a contém. Em consequéncia, & imagem de outros elementos geométricos, a
circunferéncia fica bem descrita através de uma sequéncia

{w(]:ych 20, A7 B7 C,’I"}

em que (g, Yo, 20) sdo as coordenadas do centro da circunferéncia, r o compri-
mento do seu raio e A, B, C os cossenos directores de um eixo do plano onde
ela estd contida, que consideraremos normalizados

A2+ B2+ (0% =1.



Contrariamente ao caso bidimensional, ndo existe uma unica equacao que
descreva os pontos da circunferéncia no espago. No entanto, esta pode ser vista
como o conjunto dos pontos do plano dado, situados a distancia r (valor do raio)
do seu centro, o que, no fundo, corresponde & interseccao da esfera de centro
de coordenadas (xo, o, 20) € raio r com o plano que contém o mesmo ponto
(20,Y0,20) € tem A, B e C por cossenos directores de um dos seus eixos.

Por outras palavras, a circunferéncia pretendida é a interseccao dos elemen-
tos geométricos:

- esfera
{0, Y0, 20,7}
de equagao
(& = 20)” + (y —y0)* + (2 — 20)* = 1%
- plano
{z0,v0, 20, A, B,C'}
de equagao

Ax+ By+ Cz =D,
com D = Axg + Byg + Cz.

Assim, descrevemos analiticamente a circunferéncia pretendida pelas equacoes

(z—20)* + (y —y0)* + (2 — 29)” =12
Ar+By+Cz=D

No caso da circunferéncia no plano Ozy descrita na subsec¢ao anterior, os
seus pardmetros serao

{‘I'anO: 07 0707 177A} .

3 Conexoes

3.1 Distancias

e Algoritmo 23 - Distancia de um Ponto a uma Esfera. Seja dada a
esfera de parametros

{$07 Yo, 20, T}
e 0 ponto

(Ilayly 21)



A distancia do ponto & esfera é igual a distancia do ponto ao centro da
esfera, subtraida do raio da esfera:

d = dist (($07y07 20) 3 ($17y17 21)) -

ou seja,

d= \/(SE1 - $0)2 + (1 — yo)2 + (=1 — Zo)2 -

Se o valor obtido for negativo, isso significa que o ponto estd mais préximo
do centro da esfera do que os pontos da sua superficie, ou seja, o ponto
encontra-se dentro da superficie esférica.

Algoritmo 24 - Distancia de uma Recta a uma Esfera. Seja dada
a esfera de parametros

{z0,Y0, 20,7}
e a recta
{x1,y1,21,0a,b,c} .
A distancia da recta a esfera calcula-se por meio do seguinte algoritmo:

1. projecta-se sobre a recta o centro da esfera (pelo algoritmo 16),
obtendo-se o ponto de coordenadas

(2,v2,22) 3

2. calcula-se a distancia entre este ponto projectado e o centro da esfera,
subtraindo-se, de seguida, o raio da esfera:

d = dist ((xo, 0, 20) , (T2, Y2, 22)) — 1,

isto é,

d= \/(Iz —20)* + (g2 — w0)* + (22 — 20)° — 7~

Mais uma vez, o valor obtido pode ser negativo, o que significa que a recta
intersecta a esfera.

Algoritmo 25 - Distancia de um Plano a uma Esfera. Seja dada a
esfera de parametros

{x0,v0, 20,7}
e o plano
{IlaylzzlaAsz C} .

A distancia do plano a esfera calcula-se por meio do seguinte algoritmo:



1. projecta-se o centro da esfera sobre o plano (segundo o algoritmo 15),
obtendo-se o ponto de coordenadas

($2:y2, 22) ;

2. calcula-se a distancia entre este ponto projectado e o centro da esfera,
subtraindo-se, de seguida, o raio da esfera:

d = dist ((xo,yo0, 20) , (T2, Y2, 22)) — 1,

0 que é equivalente a escrever

d= \/(Iz —20)* + (y2 — w0)* + (22 — 20)° — 7~

Se o valor obtido for negativo, isso significa, neste caso, que o plano inter-
secta a esfera.

e Algoritmo 26 - Distincia entre duas Esferas. Sejam dadas duas
esferas Sy e Sy, de parAmetros

{mlayhzl,ﬁ}

{z2,y2, 22,72},
respectivamente.

A distancia entre as duas esferas S; e Sy obtém-se por meio do seguinte
algoritmo:

1. calcula-se a distancia d’ entre os centros das duas esferas, através do
algoritmo 3:

d/ = dist ((xlayly 21) ) (.’I?Q,yg, 22)) )

ou

d = \/(552 - 561)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2;

2. a distancia d entre as duas esferas, ou seja, a distancia entre as super-
ficies das duas esferas, pode obter-se subtraindo a d’ os comprimentos
dos raios das mesmas, isto é, ¢ dada por meio de:

d dist (Sl, 52)

!/
= d —ry—ro.

Em relacao ao valor de d podem ocorrer trés situacoes:

- se d > 0 entdo as duas esferas sio disjuntas’;
- se d =0, as duas esferas sao tangentes num ponto;

- se d < 0 entdo, ou as duas esferas intersectam-se, ou a esfera de raio de
menor comprimento estd contida dentro da esfera de maior raio.

LCom disjuntas queremos dizer que nio se intersectam e que uma esfera nio estd totalmente
contida dentro da outra.



3.2 Projecgoes

e Algoritmo 27 - Projeccao (ortogonal) de uma Esfera sobre um
Plano. Seja dada a esfera de parametros

{x07y07 207T}
e o plano
{xlathl;A:B: C} .

A projecgdo (ortogonal) da esfera sobre o plano originard neste uma cir-
cunferéncia de centro na projecgao do centro da esfera sobre o plano dado
e de raio de comprimento igual ao comprimento do raio da esfera dada.

Assim, inicialmente projecta-se o centro da esfera sobre o plano dado,
obtendo-se o ponto de coordenadas (x3,yz, 22), segundo o algoritmo 15.
Como a circunferéncia resultante da interseccao estd contida no plano
dado, os cossenos directores do seu eixo poderao ser os cossenos directores
do eixo do plano dado, ou seja A, B, C. Deste modo, uma vez que o raio
da circunferéncia é igual ao raio da esfera, a circunferéncia resultante terd
como parametros:

{x27y2722:AaBacar}

e Algoritmo 28 - Projeccao (ortogonal) de uma Esfera sobre uma
Recta. Seja dada a esfera S de parametros

{‘I'anO: Z(),T}

e uma recta 1 de pardmetros

{x17y17217a7b7c} .

A projeccao de uma esfera sobre uma recta origina, sobre a recta, um
segmento de recta, de comprimento igual ao didmetro da esfera, ou seja
2r, com extremos em dois pontos de coordenadas a determinar.

Como se pode verificar facilmente, o ponto médio desse segmento corre-
sponde a projecgao do centro da esfera S sobre a recta 7 dada. Assim, em
primeiro lugar, calcula-se a projecc@o do centro (xq, yg, z9) da esfera sobre
7, segundo o algoritmo 16, obtendo-se o ponto de coordenadas

(Iz,yz,ZQ).

Finalmente, uma vez que o vector director da recta 7, [a, b, c], j& se encon-
tra normalizado®, as coordenadas (z3,y3, 23) e (24, Y4, 24), dos dois pontos
extremos do segmento sao dadas por

(w3,y3, 23) = (22,¥2, 22) + 7 (a,b,c)

20u scja, a2+b2+c2=1.



3.3

(.734, Y4, 24) - ($27 Y2, 22) -r (CL, b7 C) 5
ou ainda por,

xr3 = T2 +Tra
ys =y2 +1b
23 =22 +Trc

e
Tg = T2 —TQ
Ys =yz — b
Z4 = 29 —TC
Interseccoes

Algoritmo 29 - Interseccao de uma Esfera com um Plano. Seja
dada a esfera de parametros

{0, Y0, 20,7}
e o plano
{z1,91,21,A,B,C}.
A interseccdo da esfera com o plano pode ser vazia, um ponto ou uma

circunferéncia, consoante a distancia entre o plano e o centro da esfera.

Deste modo, em primeiro lugar, calcula-se a distancia do centro da esfera
ao plano dado, segundo o algoritmo 5.

A interseccao é:
(i) vazia — se a distancia entre o plano e o centro da esfera for superior
ao raio desta.

(ii) um ponto — se a distancia entre o plano e o centro da esfera for igual
ao raio desta. Nesse caso a esfera é tangente ao plano num ponto e
as suas coordenadas podem ser calculadas através de:

1. considera-se o eixo do plano dado que passa pelo centro da esfera
{1130, Yo, 20, A7 B7 C} ;

2. o ponto de tangéncia da esfera com o plano é o ponto de inter-
seccao daquele eixo do plano com o plano (ver algoritmo 13).

No fundo, todo este processo é equivalente a efectuar a projeccao do
centro da esfera sobre o plano dado (ver algoritmo 15).



(iii) uma circunferéncia — caso a distancia entre o plano e o centro da
esfera seja inferior ao raio desta. Esta circunferéncia esta situada no
plano dado, isto é, o seu eixo pode ser o eixo do plano dado. O centro
da circunferéncia resulta da interseccao do eixo do plano que passa
pelo centro da esfera, de parametros

{I07y07 207A7 B7 C} )

com o plano (segundo o algoritmo 13), ou seja, projectando o centro
da esfera sobre o plano (algoritmo 15).

Finalmente, o raio da circunferéncia pode ser obtido pelo teorema de
Pitdgoras (ver figura seguinte), considerando o triangulo rectangulo
de lados de comprimentos r (raio da esfera), d (distancia do centro
da esfera ao centro da circunferéncia) e R (raio da circunferéncia
pretendida).

N} S

Figura 1: Interseccao de uma esfera com um plano.

Em resumo:

1. considera-se o eixo do plano dado que passa pelo centro da esfera
{.’130, Yo, 20, A7 B7 C} ;

2. o centro da circunferéncia é o ponto de interseccdo deste eixo
do plano com o plano (segundo algoritmo 13), de coordenadas®
(w2, Y2, 22);

3. calcula-se a distancia d entre o centro da circunferéncia e o centro
da esfera

d = dist (($07 Yo, 20) ) (w27y27 22)) )

5()5 »assos 1 ¢ 2 podem ser resumidos num s6, obtendo-se as coordenadas x2,Y2,z9

1 1 ) ’ ’

fazendo a projeccao do centro X0, Yo, 20 da esfera sobre o plano dado, utilizando-se para tal
g ) » )

(o] algoritmo 15.



ou,

d= \/(IEQ —20)” + (y2 — 90)° + (22 — 20)%,
segundo o algoritmo 3;

4. calcula-se o raio R da circunferéncia através de
R2 — ,,,2 _ d2’
5. a circunferéncia tem parametros
{IQ, Y2, 22, A, B, C, R} .

e Algoritmo 30 - Interseccao de uma Esfera com uma Recta. Seja
dada a esfera de parametros

{x0,y0, 20,7}

e uma recta

{1'1,y1721,a,b70}~

A interseccao da esfera com a recta pode ser vazia, um ponto ou dois
pontos, consoante a distdncia entre a recta e o centro da esfera. Assim,
em primeiro lugar, calcula-se a distancia entre o centro da esfera e a recta,
segundo o algoritmo 4.

A intersecgao é:

(i) vazia — se a distancia entre a recta e o centro da esfera for superior
ao raio desta.

(ii) um ponto — se a distancia entre a recta e o centro da esfera for igual ao
raio desta. Nesse caso a esfera é tangente a recta num ponto e as suas
coordenadas sao as coordenadas do ponto da esfera correspondente
a projeccao do centro da esfera sobre a recta dada. Para a obtenc¢ao
deste ponto, resolve-se, de seguida, pelo algoritmo 16.

(iii) dois pontos — caso a distancia entre a recta e o centro da esfera seja
inferior ao raio desta. Neste caso pode resolver-se o problema pelo
seguinte algoritmo (ver figura seguinte):

1. projecta-se o centro Py = (xg,yg,20) da esfera sobre a recta,
segundo o algoritmo 15, obtendo-se o ponto P» de coordenadas
(z2, Y2, 22);

2. calcula-se a distancia d entre o centro da esfera e aquele ponto:
d = dist (Py, P2),
ou seja,
d = dist (20, Yo, 20) , (¥2, Y2, 22)) »

segundo o algoritmo 3;

10
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Figura 2: Interseccao de uma esfera com uma recta.

3. calcula-se a quantidade auxiliar designada por R, através de
R? =% — 4%
4. os pontos de interseccio resultam de?:
(I, Y, Z) = (.’132, Y2, 22) + R(a’7 b7 C) )

ou seja, tém coordenadas

T =z + Ra
y=1y2+ Rb
z =29+ Rc

T =29 — Ra
y=y2— Rb
z =29 — Rc

e Algoritmo 31 - Interseccao de duas Esferas. Sejam dadas as esferas
S1 e Sy de parametros

{Ilaylyzlarl}

{372,y27 22,7’2} )

respectivamente.

A interseccao das duas esferas pode ser vazia, um ponto ou uma circun-
feréncia, consoante o valor da distAncia entre os centros das duas esferas.

1Note que, mais uma vez, é obrigatério que o vector director da recta esteja normalizado,
isto ¢, a2 +b2 +c2=1.

11



Assim, em primeiro lugar, calcula-se a distancia d entre os centros das
duas esferas, segundo o algoritmo 3:

d= \/(arg — 3;1)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2

A interseccao é:

(i) vazia —se d > 11 +73.

(ii) um ponto — se d = r; + ra. Neste caso as duas esferas sdo tangentes

num ponto. Esse ponto pertence a recta que contém os centros das
duas esferas. A sua equacéo é

rT—I1 Y-l _c2—2

a b c
com

[a,b,c] = nor ([xg — x1,y2 — Y1, 22 — 21]) .
As coordenadas do ponto de tangéncia podem ser obtidas através de
(z,y,2) = (1,91, 21) + 71 (a,b,¢),
ou seja,

r=x1 +1ra
y:y1+7’1b )
z=2z1+rc

ou, através de
($7 Y, Z) - (x27 Y2, 22) — T2 (a’7 b7 C) )
ou seja, ainda,

T = T —To2a
y=y2 —12b
Z = Z9 —T3aC

uma circunferéncia — caso d < r1 + 19 € d > ra; — T, onde a7
representa o maior dos raios 1 e ro, rpy = max (r1,r2), € 1y, 0 menor
destes raios, r,, = min(r1,72)?. Um eixo do plano que contém a
circunferéncia é a recta que une os centros das duas esferas, ou seja,
os seus cossenos directores poderao ser obtidos por

[A,B,C] =nor ([z1 — x2,y1 — ¥2,21 — 22]) -

A circunferéncia resultante da interseccao terd centro situado sobre
este segmento. Para se determinarem as coordenadas do centro e o
raio desta circunferéncia, atente-se as figuras seguintes.
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Figura 3: Interseccdo de duas esferas (primeiro caso).

As coordenadas do centro e raio da circunferéncia obtém-se através
do seguinte algoritmo:

1. calcula-se a distancia d entre os centros C7 = (21,y1,21) e Co =
(29,Y2, 22) das duas esferas, por meio do algoritmo 3,

d= \/(I1 - 372)2 + (1 — y2)2 + (21 — 22)25

2. constréi-se o tridngulo de lados de comprimentos 71, 79 e d e,
usando o teorema de Carnot, determina-se o 4ngulo interno do
triAngulo de vértice em Cs, que designamos por 6, através de

(re)” + &2 — (r1)”
27"2d '
3. de seguida, calcula-se a altura deste tridngulo em relagao ao lado

d, designada por h nas figuras anteriores, cujo valor corresponde
ao raio r da circunferéncia de interseccao:

cost =

r=h=rgsiné,

5 P = ~ ~ . ~

°Caso d < rpr —7m, uma csfera ¢ interior a outra, no havendo intersec¢ao. Sed =y —7m,
entao as duas esferas sdo tangentes, estando uma esfera situada no interior da outra. Note-se
que, cm ambos o8 casos, isto s6 acontece se d < 1y + 7.
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Figura 4: Interseccao de duas esferas (segundo caso).

4. finalmente, as coordenadas (zg, o, 29) do centro X da circunfer-
éncia intersecgao podem ser obtidas através de

(w(]:yOyZO) - (w27y2722) + T2 cos (A,B,C)

uma vez que todos estes pontos se encontram sobre a recta que
une os centros C; e C5 das duas esferas, podendo considerar-
se como vector director desta recta o mesmo vector director do
plano da circunferéncia, [A, B, C|, calculado acima® e a distancia
do centro Cy da esfera S5 ao centro X da circunferéncia pode ser
obtida pela projecgao do lado de comprimento 72 sobre o lado de
comprimento d, ou seja, por meio de 73 cos 6.

Assim, a circunferéncia pretendida tem parametros

{.T(),y(), 20, A: B: C: T} .

6 Note-se que, devido & maneira como foi definido o vector de componentes [A, B, (], este
aponta no scutido do centro Cg para o centro Cy.
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