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Introducéao geral

A Metrologia Geométrica, tal como o nome sugere, tem como fim primordial a avaliagéo

de caracteristicas geométricas de objectos.

Como se trata de uma técnica com aplicagdo no controlo de qualidade, o interesse pela
Metrologia Geométrica tem vindo a aumentar, devido a crescente importancia que vem sendo dada
a qualidade dos produtos. Este processo de controlo de qualidade geométrica é ja usado em larga
escala na industria automével, na construcao naval e aeronautica, na metalomecéanica e na industria

de moldes e de plasticos.

Este processo de avaliagdo baseia-se na medi¢cdo de coordenadas cartesianas de pontos
sobre a superficie do objecto a estudar e no posterior tratamento dessas coordenadas, no sentido de
extrair toda a informacao necessaria a determinagéo das caracteristicas geométricas desse objecto.

Na Metrologia Geométrica, considera-se que um objecto pode ser descrito pela
unido de um numero finito de elementos geométricos (superficies ou curvas) definidos,
cada um deles, num dado referencial por um conjunto finito de parametros. S&o os valores
destes parametros definidores, obtidos pelo processamento das coordenadas medidas, que
vao permitir efectuar o controlo de qualidade por comparacéo entre os resultados obtidos
para cada peca e os valores teoricos ideais.

Por conseguinte, vai ser necessario obter os valores para os parémesrosun ,
definidores de cada elemento geométrico, a partir de um conjunto de pontos representativo
desse elemento geomeétrico,

{(x,¥i,2) 1i=12..,s},
cujas coordenadas foram medidas num certo referencial.

Geralmente os parametros sdo obtidos por ajustamento, usando o critério dos

minimos quadrados.

Até agora os elementos geométricos mais usados tém sido pontos, rectas, curvas
spline, planos, circunferéncias, esferas, cilindros de revolugéo, cones de revolugéo, toros,

etc.



O objectivo deste trabalho aparece assim como um contribuicdo para estender o
universo dos elementos geométricos referidos a familia mais geral das quadricas, a que
pertencem j4, a excepcdo das curvas spline e do toro, todos aqueles elementos. Nesse
sentido, vamos estudar o ajustamento de quadricas, pelo critério dos minimos quadrados, a
um conjunto de pontos, dados pelas suas coordenadas cartesianas, implementando as

rotinas numéricas que nos pareceram mais adequadas a obtencéo desse ajustamento.

Para fazer o enquadramento do problema no contexto em que este surge,
comecamos por descrever sucintamentesapitulo 1, o que € a Metrologia Geométrica.
Depois de se referirem alguns processos de aquisicdo de coordenadas, expde-se a
construcdo de algoritmos de ajustamento ja conhecidos para os elementos geométricos

mais usados em Metrologia.

Tentando seguir 0s passos seguidos nos algoritmos ja existentes, vamos construir,
no capitulo 2, algoritmos de ajustamento pelo critério dos minimos quadrados para as

guadricas.

Como na pratica as coordenadas medidas estdo sempre afectadas de erros, houve a
preocupacdo de fazer, rmapitulo 3, um estudo sobre a propagacdo dos erros nas
coordenadas aos parametros definidores das quadricas, obtidos pelos algoritmos de

ajustamento descritos no capitulo anterior.

Finalmente, naapitulo 4, sugere-se a definicdo de novos desvios de forma com

base no ajustamento de quadricas.



Capitulo1

Preliminares

1.1 Introducao :

Todos os dias somos confrontados com processos de medi¢cdo, muitas vezes iSso
acontece mesmo duma forma inconsciente quando, por exemplo, olhamos o velocimetro do
carro ou o relégio ou pesamos fruta no supermercado. Para além destas actividades téao
familiares, o termo rhedicad envolve muitos aspectos menos familiares para a maioria
das pessoas. E de tudo isso que tratateologia .

Etimologicamente, a palavratrologia’ tem origem na juncao dos termos gregos
“metro” e “logos’ cujo significado se podera traduzir por “ciéncia da medicao”.

E do conhecimento geral que qualquer medicdo consiste na comparacdo de um
padrdo com a grandeza a avaliar, o que faz surgir dois problemas :

- 0 primeiro tem a ver com o padrdo a utilizar : a sua definicdo, o modo como sera
materializado e reproduzido, a precisdo com que sera reproduzida cada copia e a
facilidade da sua utilizag&o, a sua universalidade serdo aspectos a ter em conta,

- 0 segundo problema surge com o método de comparacéo a utilizar, intimamente

relacionado com as caracteristicas do padrdo a usar e da prépria grandeza a medir.

Actualmente, a diversidade de grandezas a medir é enorme, 0 que levou a
consideracao de varios dominios diferentesnagtrologia .

A metrologia por coordenadas inclui-se no campo mais amplo conhecido por
metrologia geomeétricgue, como o nome indica, tem como objectivo directo a analise das
caracteristicas geométricas de objectos. Devido a importancia crescente que vem sendo
dada a qualidade, metrologia geométricg¢@ cada vez mais solicitad@ controlo de
qualidade. A industria automovel, a construcao naval e aerondutica, a metalomecénica e a

industria de moldes e plasticos sdo alguns dos sectores onde ela é usada em larga escala.



Nas técnicas tradicionais da metrologia geométrica, que ainda sdo usadas
actualmente, utilizam-se os instrumentos classicos de medicdo directa: régua, micrometro,
etc. Para cada tipo de medicdo é necessario, quase sempre, um instrumento diferente. Por
isso, 0 técnico deve escolher para cada operacdo o instrumento mais adequado. Este
processo exige assim uma grande experiéncia por parte do operador e € pouco ou hada
automatizado, levando a um baixo nivel de eficiéncia.

Porém, a indlstria esta actualmente num estado de evolugdo que exige um
processamento rapido e, geralmente , em larga escala. Por isso, quando é chamada a entrar
no processo de fabricacdo, a metrologia deve satisfazer também essas exigéncias, sendo tao
rapida e flexivel quanto possivel.

Na metrologia por coordenadas o método de medicédo utilizado € indirecto :
baseia-se na identificacdo, através das suas coordenadas em relacdo a um referencial
ortogonal directo, de um certo nimero de pontos (necessarios a determinacdo completa da
forma e dimensdes do objecto em estudo) contendo toda a informacao sobre a geometria do

objecto em causa.

A metrologia por coordenadas também é ja utilizada em laboratérios de
investigacdo e de certificacdo, para além dos dominios de aplicacéontnalo de
gualidade ja referidos.

Ao ser projectada uma dada peca, 0s seus requisitos funcionais determinam a forma
e o0 tamanho de cada umas das partes que a compdem. No entanto, os desvios inevitaveis
em relacdo a este protétipo ideal, inerentes ao processo de fabrico, levam o projectista a
especificar dentro de que limites os produtos fabricados se podem afastar daquele. Isto &
feito através da indicacdo de varias tolerancias associadas ao projecto da peca em questao.
No controlo de qualidade da peca fabricada, compara-se esta com os valores especificados
para as varias tolerancias. Por exemplo, no caso da verificagdo do diametro de um furo
cilindrico medem-se as coordenadas de pelo menos 5 pontos sobre a superficie interior do
furo que irdo permitir calcular os parametros do respectivo cilindro entre os quais se
encontra o diametro. O valor do diametro assim obtido é entdo comparado com o valor
nominal que vem no desenho da peca. Os desvios detectados sao entdo confrontados com

as tolerancias definidas no projecto, no sentido de avaliar a qualidade geométrica do
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objecto sob teste. Isto pode ser feito ndo sé sobre o produto final mas também durante as
varias fases intermédias de producdo, permitindo a utilizacdo dos resultados obtidos de
pelo menos duas maneiras diferentes

- as pecas fora de tolerancia sao rejeitadas (eventualmente corrigidas);

- 0 processo de fabrico pode ser reajustado, por forma a minimizar o nimero de

pecas defeituosas.

Assim, na resolucdo de problemas de que trata a Metrologia por Coordenadas,
podemos distinguir essencialmente trés fases fundamentais :
1. aquisicao das coordenadas dos elementosrepresentativos da peca;
2. utilizacdo de algoritmos numéricos adequados para a determinacdo da forma e
dimensdes da peca fabricada;
3. determinacao do desvio desta em relacdo a peca projectada.

A primeira fase sera tratada na seccéo (1.2) e as duas ultimas em (1.3).

Actualmente, anetrologia por coordenadas ocupa uma posicao solida na industria.
Isso s6 foi possivel através de um desenvolvimento sistematico nos ultimos 25 anos,
proporcionado pelo avanco tecnoldgico que se tem feito sentir. A sua aplicacdo universal e
0 seu alto grau de automatizacao tém sido as principais razées desse sucesso.

Existem varios sistemas de aquisicdo de coordenadas.Descreveremos de seguida 0s

mais usados na pratica.

1.2. Sistemas de aquisicao de coordenadas

A méaquina de medi¢céo de coordenadas (CMM - “Coordinate Measuring Machine”)
€ o0 instrumento mais utilizado para a aquisicdo de coordenadas. No entanto, devido
especialmente ao seu limitado alcance de medicdo a CMM é, por vezes, substituida por
outros sistemas de aquisicdo, especialmente quando o objecto a medir € de grandes

dimensoes.

1.2.1. Maquinas de medicéo de coordenadas (CMM)
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Uma CMM executa a medicdo de
coordenadas segundo um processo baseac
directamente no conceito de sistema de
coordenadas no espaco. Esse sistema d
coordenadas é materializado pela estrutura d
maquina e pelo movimento das suas componentes

Uma méaquina de medicao € constituida por
uma base fixa e estavel sobre a qual assentam tr
componentes basicas da sua estrutura que si

normalmente a mesa de medicdo, o portico e «

brago (ver fig.1.1). Algumas dessas componente:

sdo moveis por forma a permitirem que qualquel

Figura 1.1 Maquina de Medicéo de

ponto, dentro do dominio de medi¢cdo da maquina,
Coordenadas (CMM).

possa ser alcancado pelo mecanismo de localizacéo
de pontos.

Quando o sistema de registo de dados é accionado, a leitura de coordenadas é feita
automaticamente em trés escalas lineares graduadas que estao associadas respectivamente a
cada uma das componentes que materializam os eixos de referéncia. Normalmente, o
sistema de registo € accionado mecanicamente, pelo toque do mecanismo de localizacao
sobre a superficie do objecto em medicado. Porém, existem actualmente outros sistemas de
registo que sdo accionados por sistemas Opticos de localizacdo, tal como raios laser
reflectidos na superficie do objecto, evitando assim o contacto com o objecto.

As leituras sobre as escalas lineares sdo submetidas ainda a varias correc¢gées com o
objectivo de eliminar erros devidos, ndo s6 a defeitos de construgcdo da maquina, mas
também a variacdo das condi¢cdes ambiente e a outras possiveis caracteristicas especificas
da CMM.

Em geral, a maquina esta ligada a um computador que, para além de desempenhar
um papel essencial na fase de processamento das coordenadas, pode ainda controlar a

CMM durante a aquisi¢cao destas.
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1.2.2. Sistemas moveis

Por oposicdo a CMM, que esta instalada numa posicdo estacionaria, 0s outros
sistemas de aquisicdo de coordenadas, que irdo ser descritos, costumam-se designar por
sistemas moveis de aquisicdo de coordenadas. Trata-se de sistemas portateis que sao

montados em redor do objecto a medir.

Sistema Moével 3D

P(x.y.2)

Figura 1.2 Sistema Movel de Medicao

Neste caso, as coordenadas de um ponto P qualquer sdo obtidas indirectamente,
através da medicao de angulos horizontais e verticais por teodolitos segundo o esquema da
figura (1.2), uma vez que apontando os dois aparelhos para o ponto P se podem medir 0s
angulos horizontais He Hs e os angulos verticais aVe \g representados na figura. O
ponto P é obtido pela interseccdo de duas linhas de pontaria feitas a partir de posicées
diferentes (A e B, neste caso).

De uma forma geral, as coordenadas de P sé&o consideradas em relacéo ao sistema
[

de referéncia directo(O,i,j,k) , com origem coincidente com o ponto A (centro do

—

teodolito) e planoOi k , vertical, contendo os pontos A e B (centros dos teodolitos),

sendo k o vector director da vertical de A no sentido ascenderte @ vector horizontal

apontado de A para a vertical de B.
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Relativamente a este referencial, teremos entdo=A0,0,0) e B= (b,0h), sendob
a distancia horizontal entre os ponto A e B @ sua diferenca de nivel.

Assim sendo, podem-se obter as coordenadas de P a partir das relacdes

X =acosH,
U ,
y=asinH,
=(z+2,)/2
com a:b_sm—HB, z =acotV,, z,=ccotV,+h e c:b,sm—l_IA .
sin(H, +Hg) sin(H, +Hg)

Os valores déb e deh sédo determinados durante a calibracdo do sistema.

Usando teodolitos electrénicos ligados a um computador, conjugados com
algoritmos mais elaborados para o célculo das coordenadas, pode-se obter um sistema de
aquisicao de coordenadas bastante eficiente que pode atingir precisfes absolutas da ordem
do milimetro. Por vezes utilizam-se mais de dois teodolitos.

Para além da possibilidade de medir pecas de grande porte, este sistema tem ainda a
vantagem de nao necessitar de um contacto mecéanico com o objecto a medir, 0 que é

bastante Gtil no caso dele ser facilmente deforméavel.

Sistema fotogrameétrico

Neste caso, o0s teodolitos sao
substituidos por uma  camara
fotografica. Em vez de se medirem
angulos tiram-se fotografias ao mesmo

ponto a partir de posicOes diferentes.

No entanto, o principio subjacente é o

mesmo do sistema anterior : 0 ponto é e — - =

obtido pela interseccédo de duas rectas; : . "
P ¢ ' Figura 1.3 Sistema Fotogramétrico .

sé que neste caso os dois pontos que

definem as rectas sdo o centro 6ptico da

maquina fotografica e a imagem do ponto na fotografia.
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Apesar de serem usados varios referenciais ligados as fotografias durante o
processamento, as coordenadas finais de cada ponto P sao transformadas para um sistema
de referéncia unico e normalmente ligado ao objecto a medir.

Este sistema é bastante usado no levantamento de fachadas de edificios.

Sistema defios

P(x.y.2)

Figura 1.4 Sistema de Fios.

O principio em que assenta este sistema é muito simples : baseia-se apenas na
medicao das distanciada, ds edc do ponto P, de coordenadas \{ z) a determinar, a
outros 3 pontos - A, B, C - de coordenadas conhecidas (ver figura 1.4 ). As coordenadas de
P sao entdo obtidas a partir da resolugéo do sistema néo linear
X =X)2 + (Y= Ya)? +(z-24)% =
%X_ Xg)? + (Y- yg)’ +(z2-25)* =d§ ,
X - x0) (Y- yo)? + (2 - 20)* =
em que Xa.Ya.Za), X8 .¥8.Z8) € (&c.Yc.Zc) sao as coordenadas dos pontos A, B e C,
respectivamente.
As distancias sdo medidas por fios extensiveis que saem dos pontos A, B e C e que
estdo unidos numa extremidade que vai tocar o ponto P. Cada um dos 3 fios esté enrolado
num carreto que faz parte de um dispositivo que permite ler e registar electronicamente as

distancias. Os dispositivos sdo normalmente montados sobre tripés.
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Os pontos A, B e C é que vao definir o referencial inte¢pi’, j,k) do sistema

(figura(1.4)) : a origem coincide com o ponto A e

|AB] [aBxAC]
obtém-se assim um sistema de coordenadas cartesiano positivo. Por conseguinte, as

coordenadas dos pontos A, B e C serdo, respectivamente, (0,8B)0,0) e

(ACcosn, ACsina, 0) . Os valores de omse de sit podem ser obtidos a partir da

relacéo

Para isso, é necessario entdo medir as dist#hBiadC e BC antes de se iniciar
a aquisicao de coordenadas. Isso pode ser feito usando também os fios.

Usado inicialmente apenas em arqueologia, este sistema tem-se revelado bastante
eficiente em muitas circunstancias. Apesar de estar muito além da precisdo da CMM e
mesmo do sistema 3D anterior, tem as vantagens de ser muito menos dispendioso, e

simples de usar. Por isso, tem sido desenvolvido desde 1993 pela empresa alem& Meywald.

"Por U XV representamos, neste trabalho, o produto vectorial de U por V .
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1.3 O problema do ajustamento a uma dada colecc&o de pontos de certos

tipos de elementos geométricos previamente escolhidos

Em metrologia por coordenadas considera-se que o projecto idealizado de uma peca
pode ser descrito pela unido de um nimero finitardesuperficies (ou curvaspy (k=1,
2,.., M, definidas, cada uma delas, num dado referencial por um conjunto de parametros

da formaUk= (U, U;---s Uny) -

m

Assim, o projecto de uma peca pode ser definido por um nimero Iﬁln'Ftoz n, de
k=1

parametros.

Por conseguinte, se um projecto é dado em termas desuperficiesSy = (U1, U, ...,
Uk, ), @ peca real a medir sera constituida por superficies Sk= (Ukt, Ukase.., Ukn,)-
Sao os valores M, U'kz,..., Ukn, Para os parametros definidores 88 (k=1,2...m que
se pretendem determinar e isso € feito a partir de um conjunto de pontos representativos
dessa superficie,

sz{(in, Vi Zki) =1, 2,.., pk}

cujas coordenadas sao medidas em relacdo ao referencial interno do sistema de aquisicao
de coordenadas usado.

Diz-se que o0s pontos considerados no processo de medicdo sdo representativos do
elemento geométrico em causa, quando o seu numero e distribuicdo Ihes permitem ser uma
boa amostra da superficie a medir. Apresentamos alguns exemplos na tabela(1.1) relativos
aos elementos geométricos mais comuns em metrologia. A tabela mostra ainda qual o
namero e distribuicdo de pontos mais aconselhavel, sempre que esses pontos sao
acessiveis.

As coordenadas transmitidas ao computador sdo normalmente agrupadas e armazenadas
separadamente, associadas ao elemento geométrico a que se referem. Para além dos valores
numéricos das coordenadas, também é registado conjuntamente outro tipo de informacdo,
tal como o nome do elemento e a familia a que pertence, o referencial em relacdo ao qual

se mediram as coordenadas, etc.



Tabdal.l
elemento n°® minimo n°® minimo distribuicdo
geométrico | de pontos de pontos de pontos
recomendavel | recomendavel
plano 3 4 .
circunferéncia 3 4 Q
esfera 4 6 @
cilindro de 5 8
revolugao
cone de 6 12
revolugao
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Considerando entdo que cada elemento geométrico tem associado um conjunto de

pontos representativos, pode-se formular o problema proposto da seguinte forma :

Formulagcao do problema de ajustamento geral

Dados:

0s s pontos Py, Py, ...,

Py, definidos pelas suas coordenadas cartesianas P, = (X, Y,

z), (i=12..8), em relacdo a um dado referencial, medidas sobre a superficie (

DU uma

porcdo da superficie) de uma peca e que sao razoavelmente precisas e representgtivas dessa

superficie.
Pedidos:
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0S N parametrosuy, Uy, ...,Usr, (S =n) que definem a superficie que melhor se ajusta

ao conjunto de pontos dados (segundo o critério dos minimos quadrados).

De uma forma geral, a superficie da peca tem (ou pode ser decomposta em partes que
tém) uma forma geométrica conhecida (nos casos mais comuns : esférica, conica,
cilindrica, etc.), pelo que, na pratica, a superficie que melhor se ajusta € procurada de entre
uma familia de elementos geométricos previamente escolhida (a familia das esferas, dos

cones, dos cilindros, etc.).

O problema formulado anteriormente pode resolver-se passando pelas seguintes etapas :

1. Parametrizacaa seleccéo do conjunto de parametrasu,, ...,U, capaz de determinar
0 elemento geométrico a ajustar;
2. Estabelecimento da fung&o ero a minimizar em termos dos parametr@su, ...,

Un

S
E(ug,Uy,...,U,) = Zdiz(ul,uz,...,un),
=1

em qued; é o desvio do ponto; Bm relacdo ao elemento geométrico determinado por

{ug, uy, .., un}; de uma forma geral, os desvios sao definidos como sendo as distancias

algébricas dos pontos dados ao elemento geométrico ajustado, para assim serem
respeitadas as normas usadas em metrologia e para assegurar a diferenciabilidade de
em relacdo aos parametros.

3. Construgdo de algoritmos numéricos que permitam determinar os valores dos

parametros que minimizam a funcéo

Ja existem no mercado diversos pacotes de “software” que fazem o ajustamento, tendo
em conta o critério dos minimos quadrados, dos elementos mais frequentemente usados em
metrologia : rectas, planos, circunferéncias, esferas, cilindros e cones de revolucéo, etc.
(ver[1] e[2]).

Os métodos de ajustamento destes elementos costumam-se dividir em dois grupos,

consoante se usem ou Nao pProcessos iterativos.
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1.3.1 Processos directos de ajustamento

Ao contrario dos iterativos de que trataremos mais a frente, os processos directos de
ajustamento permitem obter a solucdo do problema através de um numero finito de passos.
Habitualmente, estes métodos sdo usados no ajustamento da recta e do plano, como

veremos de seguida.

Ajustamento de umarecta

1. Parametrizacao :

Uma recta pode ser definida por

[) um ponto  B= (Xo, Yo, 20) ;
i) um vector v = (@ b, ©), unitério, isto é, tal que2+b?+c2=1 .

2. Estabelecimento da func&® a minimizar :

O desvio de um ponto; P(x, i, z) arectar a ajustar, pode ser obtido a partir de

o 2 . 2
d? =d*(R,r) =[PPl —IPP,l ; :
como
- 2 . .
PR =(RR-v)?
vem
-2 Figura 1.5 Desvio de
di2 :”POPi” _(POPi'V)Z :aiz_Biz )
um ponto a uma recta.
em que
aiz :(Xi _Xo)2 +(yi _yo)2 +(Zi _20)2 '
B =a(x —x,)+b(y, —,)+c(z - 2).
Logo

S S S
EN=Y d*(Pn=Yat-3 B .

3. Determinag&o do minimizante de :

" Nestetrabalho, U [V significao produto escalar entre osvectores U e V.
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Comegamos por provar que, se existir, a ractajue corresponde ao valor minimo da
funcdo E passa necessariamente pelo baricentro (ou centroide) dos ponies.,2...s)
dados, isto &, pelo ponto

_ 13 13 13
P=(X,y,Z), com X==) X, Yy=—)Vy, e Z=—) 7.
s ; | s ; ' s ; |

Baseamos essa demonstracao na

Propriedade 1.1:
Seja ' uma recta qualquer e r* uma recta paralela a I e que passa pelo ponto |5,
tem-se que
E(r) = E(r") +sd?

onde d representa a distancia entre as duas rectas.

Para demonstrar esta propriedade escolheu-se, para

simplificar, o referencial OXY Z por

formaaque o plano OXY coincida com o plano

determinado pelasduasrectas r e r* eoeixo OX, .
Figura 1.6

com a recta r. Assim, as duas rectas tém o mesmo

vector director v = (1,0,0). Além dissoy contém a origem & (0,0,0) er* o ponto
P=(X,Y,0) .

As distancias do pontq#x;,y;,z) a cada uma destas rectas sdo dadas por

d(P, ) =[vx OR =y} + 2
d(R 1) =[x PR|= (v -9)? + 7 .

Entao,

S
EMN=Y (v +7)

S S S
EC) =3[0 -9+ 2] =Y (F+ D) +sy*-2yy y, =

= E(r)-sy? = E(r) -sd?(r,r)
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Sendo E(r) = E(r*) +sd2(r,r*) ,ovaorde E(r) serd minimo quandd(r, r*)=0, isto &,
quando r coincide comr* e, portanto, a recta a que corresponde um minimo Rara
passa porP .
Consequentemente, para a determinacdo dessa recta falta apenas encontrar o vector
director unitario v = (@ b,c).

Atendendo a queti?, (=1,2...s), ndo depende dea, (b, c), entdo minimizar

S S
EN=Y a?- 5 B
i=1 i=1

no conjunto de todas as rectagjue passam poP, equivale a maximizar

®(a,b,c):= isiz ,
i=1

isto sob a condicdca® +b? +c?>-1=0.

Como

S s
d(a,b,c) = Z B?= Z [a(x, = %) +b(y, =y) +c(z -2)]" =
S s S
=a? Z (X —X)% + 2abz [(x = %)y, =9)]+ 2acZ [(x, - %)(z - 2]+

+b? i (v, —y)* + 2bclszl [(y; =)z —2)] +¢? i (z -2)%,
e definindo as matrizes
X =-X) (1-Y) (z-20 @0
A=H : g v=h
Hxs =%) (Ys -¥) (% -2)F EdE
pode escrever-s&(a,b,c) na forma matricial
®(a,b,c)=viB v ,
onde B =ATA é uma matriz quadrada simétrica , de ordem 3.

Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange para obter os extrerdbossdb
a condicao
F(a,b,c)=a’+b?+c?-1=0 ,

vem
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22 (@-AF)=0
7
EP?(CD—)\F):O.
09 (@ -AF)=
L (©-AF)=0

Deste sistema obtém-se a relacao
Bv=Av ,

em queA €é o multiplicador de Lagrange introduzido.

Pode-se concluir entdo que s®), bo, ) for um extremo local d® entdo vp=[ag bo
co]" é um vector préprio dB e, além disso, 0 maxim®(ag, bo, co) € um valor préprio
de B, ja que de Bvg= Avp , vem ®D(vy) = VT B vy = VoT A vy = A (pois

Vo'V, =a’+b*+c*=1).

Resumindo :

- 0s extremos locais condicionados@e se existirem, sao valores propriosiie

- 0 madximo de @, se existir, é igual ao maior valor proprio d®, ao qual estdo
associados dois vectores préprios unitarios e simétricos que totnamaximo. No caso
da recta, costuma-se convencionar que o vector director € escolhido de forma a que seja
positiva a sua projeccdo sobre o vector determinado pelo primeiro e pelo Gltimo dos pontos
dados.

E de salientar que a matriB € simétrica, admitindo por isso valores proprios todos
reais.

A determinacdo da recta que melhor se ajusta, no sentido dos minimos quadrados, a um
dado conjunto de pontos, reduz-se entdo a determinacao do

- centroide P desse conjunto de pontos ;

- vector proprio unitario associado ao maior valor propriddde

Pode-se assim construir o seguinte algoritmo :

0. dadoss pontos Xi, Y1, Z1),..., Ks, Vs, Z5) ,S =2,

S
1. calcular o centroideP = (X,y,2), com >‘<:—in, y:—Zyi e z:SEZZi;
] i=1



23

2. construir amatriz B = ATA ,com A a matriz cuja linha i é dada por

[Xi =X Y -V 7 —2] ;
3. determinar um vector préprio unitakic= [a b c]T que corresponde ao maior dos valores
préprios deB.

A recta ajustada passa pBr e tem como cossenos directores os elememtbsc de v.

Observacoes :

1. Existem métodos numéricos que permitem calcular apenas o maior valor proprio de
uma matriz, o que evitara o calculo dos trés valores proprios de B.

2. A hipétese inicial de o conjunto dos pontos dados ser representativo do elemento
geométrico em causa assegura a unicidade da solugcéo do problema.

3. Para aumentar a eficiéncia e a estabilidade do algoritmo pode-se usar a designada
decomposicao de valores singulares (SVD) da ma#rizomo alternativa ao célculo d&
e dos seus valores proéprios, isto porque o vector préprio unitario que corresponde ao maior

valor proprio deB também esta associado ao maior valor singulak de

Ajustamento de um plano

1. Parametrizacao :

Um plano pode ser definido por

) um ponto  B= (Xo, Yo, Z) ;
i) um vector v = (@ b, ¢) unitario (eixo do plano).

2. Estabelecimento da func@® a minimizar :

A distanciad, de um ponto & (x, Vi, z) ao planosr a ajustar, pode ser dada por

d; :||P‘R||:P(:Pi'\7:8i :

com g
= b Py Vi
B, = a(xi - Xo)"' b()’i - yo)"' C(Zi - Zo)-
Logo
S S . .
E(m) = Z d*(P,m) = z B2 . Figura 1.7 Desvio de um ponto
Eil Bi a um plano.
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E de referir que, ao contrario do caso da recta, aqui € possivel definir objectivamente um
sinal para o desvio, pois o plano divide o espaco em duas regifes distintas. Assim,
costuma-se convencionar que o desvio € negativo quando o porstaRio mesmo lado
da peca, em relacéo ao plano, e positivo caso contrario.

De qualquer das formas, nos casos da recta e do plano a diferenciabilidideéde

e

necessdria ao ajustamento.

3. Determinag&o dos minimos locais He:

Tal como no caso da recta, prova-se que, se existir, 0 planoque corresponde ao
valor minimo da funcidcE , passa necessariamente pelo baricefr¢ou centroide) dos
pontos P, (=12..s) dados (a demonstracdo é em tudo semelhante aquela que foi feita

para o caso anterior da recta).

Falta agora também encontrar o vector unitariov= (a, b, c), isto &,

a’? +b? +c?-1=0, parao qual a soma

S
E(N=S8",
1=1
€ minima.
Considerando aquilo que foi feito para o caso da recta e seguindo a mesma notacao,
pode-se entdo concluir que say, o, Co) torna E maximo entaov,= (ag, bo, Co) € um
vector préprio unitario associado ao menor valor proprio Ble No caso do plano,
costuma-se convencionar que o0 seu vector director aponta sempre para fora da superficie
da peca.
Portanto, a grande diferenca entre o algoritmo de ajustamento da recta e o do plano esta

na escolha do valor proprio d&.
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1.3.2 Processos iter ativos de ajustamento

Para além da recta e do plano, ndo é possivel ajustar os outros elementos geométricos
usando métodos directos. Nessas situacdes usa-se normalménétodo Iterativo de
Gauss-Newton que se tem revelado até agora como sendo suficientemente eficiente na

minimizacédo da funcao errb.

Método iterativo de Gauss-Newton

Este método destina-se portanto a determinacdo de minimos locais de uma func¢éo real
de n variaveis reais, suficientemente continua e diferenciavel, da forma
f:R"—>R .
,  U=0( Uy ...,uy) OR".
u - f(u)

Seja entdo %= (w’ u?, ...,u®) uma aproximacdo inicial para o minimizante
local U = (W, W, .4 ) de f que vamos supor existir na vizinhaca d& .u
Considerando o desenvolvimento flem série de Taylor, nessa vizinhanca e u

o

f(u®+3) = f(u°) +[8, "
1

of of
u®) +8, — (U0)+-+3, — (U] +
(u) Zauz( ) ”aun( )]

2 2 2
i~ > f(u°) +25,3, o’ (U048, 0 fz
Oul aulauz Gun

(UO)]+... ,

1
+§[51

onde &=(3,, 3,, ...,8,) OR", e definindo a fungéo quadratica
q:R" R
o - q(d)
por
of of of
d) = f(u°) +8, — (u°) + 8, — (U®)+...+5,, — (u®) +
q(d) = f (u") 1au1( ) Zauz( ) naun( )

1., 0°f
(W) 58y 5 (1)

n

2 2
+15126 f(UO)"'5152 o't

27 oy’ du,0u,

obtém-se, desprezando os restantes termos da série,
f(u®+8)=q(d) .
Consequentemente, o minimo flenuma vizinhanca de®y se existir, € aproximado

pelo minimo da fungd@ na mesma vizinhanga.
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=525, ... 8.%) for o minimizante pretendido, entéo
g <o :
—(07)=0, (=12..n),
5, (87) i )

isto é,

aq(5")— f(u°)+e‘>O (u) Zao (u) (=12..n).

06 ou;
Obtém-se assim um sistema de equagdes lineares nas incognitas 8,°, 8,°, ...3,0 ,
que

pode ser escrito na forma matricial
Hi(u’) 8° = - g(W°)

em que
0o%f 0° f o°f O 0of O 0

l

Jou?  audu du,0u_ = D QlD

0 Sl L 1O 0 . 0 %gﬂ

H;(u)=0O : . O, g¢(u :D:D eS:D'D'

10t ot oD 0% o a0

%ulaun du,ou,, ou? Euo) Hu, auo) B0

A partir de agora vamos representar sempre por xx, Xf..., X,) um elemento x de
R' eporx =[x % ... X" a correspondente matriz-coluna.

A matriz H¢ é pois a matriz hessiana flee g 0 seu gradiente.

E de notar queH«(u®) é uma matriz quadrada de ordem e simétrica cuja nédo
singularidade garantira a existéncia e a unicidade da soMc&ssa solucdo sera assim
uma correccdo a efectuar sobre a estimativa inicidl no sentido de se obter a

aproximacao

ut = P+ &,
Para se obter uma nova aproximacao bastara resolver o sistema linear
He(u') &' =-gi(uh) (1.1)
e depois fazer
W= u + 3

e assim sucessivamente.

Pode-se assim construir um processo iterativo da seguinte maneira :
a). Calcular a matriH«um) e o vectorgy(um);

b). Resolver o sistema line&t(u™) &™ = -gy(um);
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c). Calcular a nova aproximacaotdy = un + oM;

d). m— m+1 ; voltar a 1. enquanto o critério de paragem nao for atingido.

Se este processo iterativo for convergente, a sucessao de correcgdes
&; 8 &, .
tendera para o vector nulo, isto €, a sucesséo de aproximacoes
TNV T
tendera para o valor exacto do minimizante local de f. Isto sugere como critério de
paragem a condicdo de a hormadie estar abaixo de uma dada tolerancia.
No caso particular de um problema de ajustamento pelo Método dos Minimos

Quadrados, a fun¢éb a minimizar sera
S
f(u) = E(u) = Zdiz(u) ,COM U= (4 W, .., 4,) R e s =n.

Daqui tira-se que

Logo, o gradientege sera entdo dado por

gEZZATd, (12)
em que
o0, o4 o0
u, Ou, aung 0, O
d, od, = 0dypg (¢, O
A= Doy, du, ou, 0 e d=0°0 ,
0 : : . 0 ERN
pds ads - ods D B8
Bu, du, ou,

onde as linhas da matriA , de tipo Kxs), s&o os gradientes das funcods , (i =

1,2,..S) e, portanto,A € a matriz jacobiana da funcao

d:R" —R®
,d(u) =dy(u), da(u),...,ds(u)).
u - d=d(u)
Quanto a matriz hessiartdg , 0 elemento na coluna j e linha KHgljx, (.k=12...,n)

sera dado por

0°E S 0°d, . ad, od, S S od. od,
[Helix = Z * )=23 W
du.du, auk ' du,0u,  du, du, =i 1 0U; 0u,

=1
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Atendendo a que ? € o elemento A] ; da matrizA definida atras, e representando
u

J

analogamente pofHg ], 0 elemento na linha j e na coluna k da matriz hessiana de

jk

di
vem,
s
[Heljk =2 Zdi [Hdi]jk +2 [ATA]jk , ((k=12..n) ,
i=1
logo

S
HEzzz«qu)+2ATA.
i=1

Tendo em conta a expressdo da funcdo E a minimizar, especialmente se a aproximacao
inicial ja estiver perto da solucdo, cada um dos destios geralmente pequeno. Sob esta
hipétese, poderemos desprezar a primeira parcela da relacao anterior, e tomar

H.=2ATA (1.3)
reduzindo-se o sistema linear (1.1) , correspondente a m-ésima iteracéo, a

AT(U™) AU™) 8™ =-AT(U™) dU™) , (M=012,.). (1.4)

Para controlar a convergéncia do método iterativo de Gauss-Newton em cada iteracao
m costumam utilizar-se algumas das seguintes condicdes :
i) EQUT)< EQUTY);
i) d(u™) <lidu™ ) ;
i) [loge (U™ <[ge(u™)| , em quege=A'd ¢é o gradiente dé& .

A divergéncia pode ter origem em mas estimativas iniciais deuypor os dados serem
pouco precisos ou nao representativos do elemento geométrico considerado, pondo em
causa a aproximacao (1.3).

Na prética tem-se constatado que a convergéncia deste método se verifica e € bastante
rapida, se forem usados dados razoavelmente precisos e representativos, assim como boas
aproximacoes iniciais.

Iremos aplicar de seguida o método Guss-Newton ao ajustamento de alguns dos

elementos geométricos mais comuns em metrofayial2].
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Ajustamento de uma esfera

1. Parametrizacao :

Uma esfera pode ser definida por

_ y
) centro B= (Xo, Yo, Z) ;
ii) raio r . yol
A sequéncia ordenada dos parametros podera ser assim dada _
por u=%o, Yo, 2T). 0] xo X

2. Estabelecimento da funcd@® a minimizar :
Figura 1.8 Desvio de

O desvio de um ponto; (X, Vi, z) a esfera a ajustar, um ponto a uma esfera.
pode ser dado por

d=ri-r, (=12..5),
com

f :\/(Xi _Xo)2 +(y, _YO)2 +(z _20)2 -

Portanto, o desvial; sera positivo ou negativo consoante e8teja, respectivamente,
fora ou dentro da esfera.

A funcdo a minimizar sera dada por,
= 2 = 2
E(u)=) d"(u)= ) [ri(u)-r].

3. Determinac¢ao do minimizante de :

Vamos usar o método @auss-Newton descrito atras. Para isso teremos de estabelecer

0 sistema linear
ATUM AU ™ =-ATU™) d(u™) , Mm=012..),

emaque 0=x" Yo z"r").

Os s elementos da matriz-coluré(u™) seréo dados por

@) =ri@uM-r", (=12..8),

com r(U™)=y(x -x)2+(yi -y8)? +(z -20)? .

As s linhas da matrizA s&o dadas por
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O X=X _¥~Y _z-2 40 , (i=12...8) .
H_ n" " W Eum)

4. Determinacao da aproximacao inicidl =u(x’, yo°, zo, r°) :

Consideremos os desvios dos pontgs (i P1,2,....s) dados a esfera a ajustar definidos

duma outra forma
e=r%-r’,([=12..9).

Tomandop= x> +Yy. +27 —r’ , obtém-se
& = (X =X) + (Y —¥)’ +(z —%) 1" =
= -2X X, —2Y.Yy =222, +p+ (X2 +y* +2Z°) , (=12..8),
que é agora linear em relagéo aos paramexy0s/,, z, € p .

Minimizando a fungéo

S
D(Xo,Yo:20:P) =y & (%0, Y0:%0:P) -

1=1

obtém-se boas estimativas paed, yo’ , yo® € r° = /x%* +y2* +y2* - p°

Para encontrar um minimo da funcBo é necessario que

Eﬁ 2 (3% =25 6 52223 6 (-2) =0
LoD

oy, VoY) = zzeg—e—zze( 2y)=0
|:| |l

gg—(xo,yo,zo =25 6 25225 o(22)=0

ELx :Zse.B:Z e =0
Eap(o,yo,zo,p) ;'ap ) ©

(7]

Pode-se entdo estabelecer o sistema linear

M'™Mu=MTb ,
com
E"ixl ‘iyl ‘221 1% o0 E*—(X Y +21)D
0 : : : [ Z [
S2xs -2ys 22 17 EiE Er(xé + y§ + 25)5

cuja solucdo permitira obter a estimativa pretendida.
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Ajustamento de um cilindro de revolucéao

1. Parametrizacao :
Um cilindro de revolucéo pode ser definido por

i) um eixo, que por sua vez pode ser dado por

- um ponto  B= (Xo, Yo, Z) ;
- um vector v = (a, b, ¢) , unitéario, isto &, tal que
a2+b?+c2= 1;
ii) raio r .
A sequéncia ordenada dos parametros podera ser assim dada @aryd) 2, a, b, c, r).

2. Estabelecimento da fun¢d® a minimizar :
O desvio de um ponto; P (x;, i, z) ao cilindro a ajustar, pode ser dado por
d=ri-r, (=12..95),

em quer; é a distancia de; Rio eixo do cilindro e que pode ser dado por

VX PR =V P W

o=

sendo

O =c(y; = Yo) —b(z - 2)
Ovi =a(z —z9) — (X = %) -

E’Vi =b(x —%o) —a(y; = ¥o)

Assim, cada desvio
d =JU@+vi+w? -r

€ funcdo de 7 parametros (ndo todos

Figura 1.9 Desvio de um
independentes) :

ponto a um cilindro.
- Xo, Yo, 2o, as 3 ccordenadas de um ponto
arbitrario sobre o eixo do cilindro;
-a, b, ¢, as 3 componentes do vector director do eixo;

-1, o raio do cilindro.
Como ja foi dito, estes parametros ndo sao todos independentes, podem-se estabelecer

entre eles as seguintes relacoes :
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a2+b?+c2=1, pelo facto de se tratarem das componentes de um vector unitario;

a Xo+ byo+ czp=0, se o ponto {for escolhido por forma a que seja o ponto do eixo

mais préximo da origem.

Portanto, a funcéo a minimizar neste caso sera
= 2 = 2
E(u)=) d;"(u)= > [ri(u)-r]",

gue € uma funcao de 7 variaveis reais (X, Yo, 20, @, b, ¢, r) ligadas pelas 2 condicdes
a2+b2+c2=1 e aXot+ byt C%=0.
3. Determinac¢ao do minimizante de :

A resolucdo de um problema deste tipo, de determinacdo de extremos ligados, passaria
normalmente pela utilizacdo do método dos multiplicadores de Lagrange. No entanto, a
introducdo dos 2 multiplicadores de Lagrange, correspondentes as 2 condi¢ces de ligacao,
iria levar a resolucdo de um sistema nao linear de 9 equacdes a 9 incégnitas.

Nos casos da recta e do plano, os problemas dos minimos quadrados correspondentes
puderam ser resolvidos sem passar pela resolucdo do sistema (os problemas
correspondentes eram também problemas de determinacdo de extremos condicionados) e
no caso da esfera, resolveu-se o problema usando o mét@dasgéNewton, uma vez que
nao havia condi¢cfes de ligacdo para as variaveis.

No caso do cilindro, ndo podendo obter um resultado simples como nos caos da recta e
do plano, vamos tentar reduzi-lo a um problema do tipo obtido no caso da esfera vamos
tentar desembaracar-nos das condi¢cOes de ligacdo, exprimindo a Eirg@dermos de 5
parametros independentes.

A partir das 2 condigdes

az+b?+c2=1 e aXot+ byt C%=0
nao € possivel exprimir as 2 das variaveis em termos das restantes 5, de forma global, ja
que

- a primeira permite obtea, b ou ¢ em funcéo das outras 2 mas a menos de um sinal,



33

- a segunda permite determinar uma das 6 em fungéo das restantes mas s6 se houver a
priori a garantia que uma delas é diferente de zero.

No entanto, embora ndo se possa exprimir globalmente a fuk¢cédem termos de
apenas 5 parametros independentes, isso pode ser feito localmente. Por exemplo, se a
orientacao do eixo do cilindro for tal que nédo se aproxime de zero, entdo pode tomar-se
para vector director desse eixo

A=alc
V =(A B,C), com EB: b/c.
Ho =1

Nas condi¢des impostas diremos que o cilindyoaée vertical.

Esta mudanca no vector director do eixo ndo vem alterar a condicdo imposta sobre a
escolha do ponto ¢Pdo eixo. Continua a ter-se

Axo+ Byot 20=0,
0 que permite exprimizyg em funcéo dos restantes parametros
Z9=-AX - Byo .
Considerando entdo o caso de um cilindu@se vertical podemos reformular a

parametrizacdo anterior, agora com 5 parametros independentes, que serao :
i) um vector v' = (A, B, 1), que, em geral, ndo sera unitario;
i) um ponto B= (Xo, Yo, - AXo - Byo) ;
iii) raio r .
Consequentemente, o desvio
di=ri-r,

do ponto P ao cilindro, ter4, em termos dos 5 paramekgso, A, B, r, a expressao

Y (Vi e

' A2 +B2+1 ’
. [VxRoR| _ uzrvz+w?

' - A2 +B%2+1

dado que

sendo



(Vi = Yo) - B[Zi — (=A%, - BYO)] = —-ABx, - (BZ +1)y, - Bz +vy,
Az - (- Axy = Byy)] = (X = %) = ABy, + (A? +1)X, + Az - X
B(x =%0) = A(Y; = Yo) = =Bxo + Ay, = Ay; +BX,

e

a4

Vamos entdo usar o método @auss-Newton tal como foi feito para o caso da esfera.
Para isso teremos de voltar estabelecer o sistema linear
AT(UMAMUM S =-AT(U™) d(U™) , (m=01.2,..),
em que agora U= (x", yo', A", B™, r™).

Os s elementos da matriz-colurd(U™) serdo dados por
di(Um) = I’i(Um) -, (i=12..8),
As s linhas da matrizZA sao dadas por

[bd, ad, ad, od; od U _
% 0 , (=12..,8),
X, 0y, 0A 0B or Qum)

em que
od, _ -U AB+V, (A’ +1)-WB

0X, r(A*+B® +1)

od, _-U,(B* +)+VAB+WA

Y, r(A*+B° +])

% _ [_Ui BX, +V/(z +2AX, + By,) +W (Y, _yi)](A2 +B* +1)_A(Ui2 "'Vi2 +\Niz)
0A r(A*+B? +1)°

0d, _ [-U (7 + Ax, +2By,) + VL Ay, +Wi(X, —X)](A* + B® +1) - B(U* +V/* +W?)
0B r (A* + B? +1)°

od, .

I

As derivadas serdo calculadas, na m-ésima iteracdo,"em U

Estamos agora em condi¢des de efectuar as sucessivas iteracdes do método até se atingir
uma aproximacao com suficiente precisdo, partindo do principio de a convergéncia existe.
No entanto, devido a complexidade das expressfes obtidas, cada iteracdo obriga a
execucdo de calculos bastante pesados, especialmente se se pretende utilizar um

computador pessoal.
Uma forma de simplificar os calculos consiste em aplicar uma transformacao de
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coordenadas ao conjunto de pontosdados {P,i=1,2.. S} que permita passar de

Um=(x" yo, A", B™, ™) para U™=(0,0,0,0,r™ ; isto corresponde uma mudanga de
referencial de forma a que OZ coincida com o eixo do cilindro.

Assim, as expressdes anteriores ficardo particularmente simplificadas :

ar =T+ -1
=TT

e ass linhas da matrizA serdo agora dadas por

dado que

=m —m MM FMsm
=X -V —X'Z° -V Z

m m m
i f f f

—1@, (i=12..8).

Para a m-ésima iteracdo, a transfornacdo de coordenadas pretendida podera ser entdo
composta por :
a) uma translacdo que leve a origem do referencial inicial a coincidir com o ponto de

coordenadasx{", Yo', Zo"); as coordenadas transladadas de cada ponser&o entdo

dadas por
K™ =X = Xy
D’\m m
i =Yi = Yo
Hem =z -2

ou, em notacao matricial

A

P"=P -P" (=12..8);

b) uma rotacdo que leve o eixo OZ a ser paralelo ao vector director do eixo do
cilindro, @™ ,b™, ¢™). Por sua vez esta rotaccdo pode ser composta por uma rotacdo em
torno de OX que leve o plano XOZ a ficar paralelo ao eixo do cilindro, seguida de uma
rotacdo em torno do eixo OY que leva finalmente OZ a ficar paralelo ao referido eixo.

Por conseguinte, a rotacéo pode ser expressa pela seguinte matriz ortogonal

[OcosBy O sinBy Ol 0 0 0O
m _ m m_ [ O m s onm[]
R"=Ry"Rx"=5 0 1 0 D%) cos}  sinb}

HsnBy 0 cosOyHED -sinby cosByH

em que, por exemplo, SEbm]Z +[c”‘]2 £0,



36

: b™ c”
sinby = cosby = -

R R N R R §

ney = - “[bm] +[C ] , cos@y =- a”
V[T o]+ e’ V2] o]+ e’

Assim, a transformacéo de coordenadas total sera dada por

5im =R"(P, -PF") ,

sendoP™ = (x",y",z™) (i=12..8).

Resumindo, um algoritmo para ajustar um cilindro de revolucéo pode ser organizado da
seguinte forma :
i) Dada uma estimativa inicial’ & (xo°, yo°, o0, @°, b°, &, 1%, com a2+b2+c2=1
e
axp+ byotcz=0 ; m< O;
i) Aplica-se a transformacédo de coordenadas, que leva OZ a coincidir com o eixo do
cilindro definido por i, sobre os pontos dados, obtendo-se assim as coordenadas

transformadas
P"=R"™(P -Py") (=12..8);

iif) Resolve-se o sistema linear
AT(U™ AMU™ ™ =-AT(U™) d(U™) ,
obtendo-se a solug&o que designaremossfibe r;“ o & B Sr’“]T;
iv) Determinacdo da aproximacao seguinte, dada por

U =U"+5"=[0 0 0 0 r"]" +[30 &y 37 3" 37| =
—[xm xXm Xxm xm xXm m]T.
=[er &y &7 &y dr+r"|
v) Passagem para o referencial através da transformacéo inversa, fazendo

Xo x'g 0O

ek

T8 BB Ao

vi) se se pretender que o vector director do eixo continue a ser unitario e que o ponto
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Po a considerar, desse mesmo eixo, continue a ser 0 mais proximo da origem h& ainda que

fazer a passagem

@Fﬂ*‘l |:| 1 |:a’ m+1 |:|
m+1 |:| % m+1 |:|

erag AT+ + 6] gy

D(m+1 |:| |j m+1 |:| ®m+l |:|
S/mﬂ 0_ % m+1 D m+1~ m+l bm+1 yom+1 + Cm+1zom+1)%m+l B
ﬁomﬂ gomﬂ E @mﬂ E

m+1 m+1 m+l _m+l pm+l _m+l _m+l
a ,b,c )

Chega-se assim & aproximacao seguint®™* 2™, yo™*, 2 T

vii) se o critério de paragem nao foi atingido,-mm + 1 , voltar a ii)

4. Determinacao da aproximacao inicial® =uxo’, yo’, z°, & b° c°, r% :

Ao contrario dos casos anteriores, agora ira ser necessario impor uma ordem de entrada
aos pontos P (i =12..,5) por forma a facilitar o calculo da estimativa inicial para os
parametros definidores do cilindro.

Uma das estratégias usadas consiste em tentar medir os 3 primeiros pontos segundo uma
circunferéncia num plano sensivelmente ortogonal ao eixo do cilindro e os 3 seguintes
sobre outra circunferéncia nas mesmas condicdes e o mais afastada possivel da primeira.

Determinando a equacdo, no plano que a contém, de cada uma destas duas
circunferéncias, podem-se obter as coordenadas dos centros e 0s raios. Assim, a estimativa
para o eixo do cilindro podera ser obtida a partir dos dois centros, enquanto a aproximacao

incial para o raio pode ser dada através da média dos dois raios das circunferéncias.

Ajustamento de um cone de revolugao

1. Parametrizacao :
Um cone de revolucdo pode ser definido por

I) um eixo, que por sua vez pode ser dado por

-um ponto  B= (Xo, Yo, 2) ;

- um vector v = (a, b, ¢), unitario, isto é, tal que2+b2+c2=1;

i) angulo entre o eixo e uma directriz do cone, que designaremos por semi-
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amplitude @;

iii) informacé&o sobre a posicdo do vértice.
Quanto ao eixo do cone poderemos usar a mesma parametrizacdo que consideramos
para o cilindro.

Se em vez de escolher o ponto do eixo mais préoximo da origem, fosse seleccionado para
Po 0 vértice do cone, ficariamos logo com o caso iii) resolvido. No entanto, para cones em
que @ € pequeno o0 posicionamento do vértice seria pouco preciso. Para evitar esse
problema pode-se escolher em vez disso o parantetaefinido pela distancia deo Pa

superficie do cone, ver figura (1.10). Aqui o problema da estabilidade numérica pbe-se para

valores de@ préximos deg mas essa estabilidade podera ser aumentada se o critério na

escolha do ponto oPsobre o eixo for ligeiramente alterado; prearbes].

A sequéncia ordenada dos parametros definidores do cone podera ser entdo ser dada
por u= (Xo, Yo, Z0, &, b, C, @, t).
2. Estabelecimento da func@® a minimizar :

Designemosg, como sendo a distancia de=(R, yi, z) ao eixo do cone & como a
distdncia do mesmo ponto ao plano ortogonal ao eixo do cone e que passaveor P
figura (1.10). Projectando estas distancias sobre a perpendicular a superficie do cone que
passa por Pi, facilmente se obtém a expressdo do désvdesse ponto ;Pao cone a
ajustar, que sera dada por

d=¢ cosp-fi sinp-t, (=12..8) ,

sendo
e =|vxPP| =YW@ +vZ+w?
com
Ou =c(y; = Yo) —b(z - 2)
L
v, =a(2. =25) = ¢(X = Xo)
BN =b(x = xo) —a(y; = ¥o)
e

f; =RyP- v = a(x = %) +b(Y; = Yo) +o(z ~ %). |

Figura 1.10 Desvio de

Portanto, cada desvio UM ponto a um cone.
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di=e cosp-fi sinp-t
é funcéo de 8 parametros (ndo todos independentes) :
- X0, Yo, 20, @s 3 coordenadas de um ponto arbitrario sobre o eixo do cilindro;
-a, b, ¢, as 3 componentes do vector director do eixo;
- @, a semi-amplitude do cone.

- t, que poderemos designar por ‘raio’ do cone egn P

Como ja foi dito, estes parametros ndo sédo todos independentes, pois podem-se estabelecer
entre eles as seguintes relagoes :

az+b?+c2= 1, pelo facto de se tratarem das componentes de um vector unitario;

a xo+ byo+ czp= 0, se o ponto {for escolhido por forma a que seja o ponto do eixo

mais proximo da origem.

Portanto, a funcéo a minimizar neste caso sera inicialmente
S ) S .
E(W=3 d’ )= [ (Wcosp- f; (u)sinp-1],
i=1 i=1

gue é uma funcao de 8 variaveis reais (X, Yo, 20, @, b, ¢, ¢, t) ligadas pelas 2 condicdes
a2+b2+c2=1 e aXot+ byt C%=0.
3. Determinacdo do minimizante de :

Seguindo aquilo que foi feito para o caso do cilindro, vamos tentar desembaracar-nos
das condicbes de ligacdo, exprimindo a funcd® em termos de 6 parametros
independentes para depois tentar resolver o problema usando o méBaussedewton.

A partir das 2 condigdes

az+b2+c2=1 e aXo+ byo+ CZ=0,
vamos exprimir localmente a fun¢d em termos de apenas 6 parametros independentes.
Tal como no caso do cilindro, se a orientacdo do eixo do cone for talcqueio se
aproxime de zero, entdo pode tomar-se para vector director desse eixo
) ElA =alc
V =(A,B,C), com [B=bl/c.
H =1

Nas condi¢cfes impostas diremos também aqui que o cuasevertical.
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A condicao imposta sobre a escolha do pontaddeixo mantém-se
Axo+ Byo+ 20=0,

logo
Z0=-Ax - Byo.

Consequentemente, o desvio

d=¢e cosp-fi sinp-t, (=12..8) ,

do ponto P ao cone, ter4, em termos dos 6 parametspg, A, B, @, t, a expressao
d = \/@m&p_ AX = %)+ B ~Yo) * (& ~Z0) gy
A"+B +1 VAZ +B2 +1

(Vi = Yo) - B[Zi = (=A%, - BYO)] = —ABX, - (BZ +1)y, =Bz +vy,
Az - (- Axo = Byy)] = (xi = %o) = ABY, + (A +1)X, + Az = X
B(X = %o) = A(Y; = Yo) = —BX, + Ay, — Ay, + BX

com

=

=<

Para usar o método @auss-Newton teremos de estabelecer o sistema linear para este

caso
AT(UMAMUM 8™ =-AT(U™) d(U™) , (m=01.2,.),
em que agora U= (xo", yo™, A", B™, @, t™).
Os s elementos da matriz-colurd(U™) seréo dados por

UM =r,U™-r", (=12..5),

As s linhas da matrizZA sdo dadas por

od, ad, ad, ad. ad O
x, dy, oa’ ob o Eum)

, (=12...8).

Para simplificar os célculos das derivadas aplicou-se aqui também uma transformacéao
de coordenadas ao conjunto de pontos dafd®@si=1,2,.,S} para permitir passar de
Um= (" yo", A", B", r'™) para U™=(0, 0, 0, 0Oy™ ; o que corresponde uma mudanca
de referencial de forma a que OZ coincida com 0 eixo do cone e o pgnimoniPa
origem.

A transformacao de coordenadas sera dada por
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P"=R"™(P. -PRy") , (1.5)
com P™=(x",y",z") , (i=1,2..s) e R™ a matriz de rotagdo correspondente.
Assim, as expressdes anteriores tomardo a forma simplificada :
d™ =r" cosp" - Z"sing" —-t" ,

em que agora

—m12 —m12
X1+
e ass linhas da matrizA serdo agora dadas por

m om m

[FX'cosp,” —Yy; cosp,” —X W, i o" _1E’ (i:1,2 ..... S).
I I

sendo w" = z"cosp™ —r,"sin@".

Portanto, um algoritmo para ajustar um cone de revolugdo pode ser organizado da
seguinte forma :

i) Dada uma estimativa inicial’ & (xo°, yo°, zo’, @°, b°, ¢, ¢°, 1%, com a2+b2+c2=1
e

axp+ byotczp=0 ; m< O;
i) Aplica-se a transformacdo de coordenadas (1.5) sobre os pontos dados, obtendo-se

assim as coordenadas transformadas

P"=R"™(P, -Py") (=12..8);
iif) Resolve-se o sistema linear
AT(UMAMUMS™=-AT(U™ d(U™) ,
obtendo-se a solucado que designaremossfioe r;“ o &y & By 3{“]T ;
iv) Determinacdo da aproximagao seguinte, dada por
U =U"+5"=[0 0 0 0 " t"]' +[3] 3 3 & &7 3| =
m xXm xXm xm xm m xm m]T
=[oy &y 37 & dy+q" & +t"|;

v) Passagem para o referencial através da transformacéo inversa, fazendo
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X0 k'O B o B @E™0 [S;“S
m+ D mD =m m+ D m
570 iin S/OD R'g & o > @’_ lD:RT%JD'
FH B H %5'“5'“- 5'H E™H H1H

qj’n+1:(pm+8¢m e 1:m+1:tm_+_8tm.

Vi) se se pretender que o vector director do eixo continue a ser unitario e que o ponto
Po a considerar, desse mesmo eixo, continue a ser 0 mais proximo da origem h& ainda que

fazer a passagem

@Fﬂ*‘l |:| |:a’ m+1 |:|

g)mﬂ B: — 1 . . %m+l%

G [a™] +[bm+1] +[e™] Fmig

D(m+1 |:| |j m+1 |:| ®m+l |:|
S/mﬂ 0_ % m+1 D am+1)~(-0m+1 bm+1y m+l Cm+1zom+1)%m+l B
ﬁomﬂ gomﬂ E @mﬂ E

Chega-se assim a aproximacdo seguint& i (xg™?, yo™?, z™*, a™*, b™* ™ g™,

tm+l)
vii) se o critério de paragem nao foi atingido,-mm + 1 , voltar a ii)

4. Determinacéo da aproximagcao inicial® =uxo’, yo°, z°, &, b°, c°, ¢, %) :

Tal como no caso anterior, aqui também ir4 ser necessario impor uma ordem de entrada
aos pontos P (i =12..,5) por forma a facilitar o calculo da estimativa inicial para os
parametros definidores do cone.

Uma das estratégias usadas consiste também em tentar medir os 3 primeiros pontos
segundo uma circunferéncia num plano sensivelmente ortogonal ao eixo do cone e os 3
seguintes sobre outra circunferéncia nas mesmas condicdes e o mais afastada possivel da
primeira.

Determinando a equacdo, no plano que a contém, de cada uma destas duas
circunferéncias, podem-se obter as coordenadas dos centres(c;€,c3) e C’' =
(c/,c2’,c3’) e os respectivos raios e r’; consideremos quer <r’ .

Assim, a estimativa para o eixo do cone podera ser obtida a partir dos dois centros,

fazendo



Vo= (ao,bO,CO) :g’r
ject

[a°0]
—(a’, +b’c, + c°c3)%)° =

#°H
se o ponto Py for escolhido por formaaser o ponto do eixo

v
mais proximo da origem. y

A aproximacao inicial para a semi-amplitude pode ser o
Figura 1.11 Estimativa

inicial para o cone.

=

D]]I:IIII:II:I
@I\)
OO

]
KX
w
O

dada por
=), ¢ O[0],
¢ =actan(), ¢ 00,5

enguanto que a estimativa para o parametpmde ser obtida através da expresséo

t°=rsec¢’ ,
sendo

r®=r+sign(a) P,Ctang’, com o =-(a’c, +b’, +c’c,) .

" Neste caso costuma-se convencionar que o vector director do eixo aponta da circunferéncia de menor raio
para a de maior raio.



Capitulo2

Ajustamento de Quadricas pelo Método dos Minimos

Quadrados

2.1 Introducéao

Como vimos no capitulo anterior, existe ja “software” para ajustamento de quadricas
particulares. Elementos geométricos tais como planos, esferas, cilindros de revolugdo e cones de
revolucdo sdo alguns exemplos comuns de quadricas mas esta familia é muito mais vasta,
contendo as familias de superficies elipticas, hiperbdlicas e parabdlicas.

O objectivo principal deste trabalho consiste em construir um algoritmo geral para

obter o elemento geométrico que melhor se ajusta mas na familia mais geral das quadricas.

As quédricas séo as superficies que tém como representacdo analitica, em relacdo a

um certo referencial cartesiano rectangular dird®®(O,i,j,k) , a equacao geral

811X2+ a22y2+ &3322+ 2a12xy+ 23.13XZ+2&23yZ+ b1X+b2y+b32- d=0. (21)

em que ag, axp, as3, ai2, a13, &3, b1, by, b3 e d representam 10 parametros reais (alguns
eventualmente nulos).

Para o problema em causa e como veremos mais tarde, na familia das quadricas sao os
elipsoides e os hiperboléides que podem ser considerados quadricas gerais. Todos 0s outros tipos
de quadricas, como cones, paraboldides, cilindros, etc, serdo considerados singularidades que nac
ocorrem na pratica. Por exemplo, em vez de um cilindro eliptico podera resultar um elipséide

com um eixo muitissimo maior do que os outros dois.

2.2 Formulacao do problema

Consideremos um conjunto de s pontos P, (i = 1.2...s), dados pelas suas coordenadas
(X, ¥i, z) num certo referencial cartesiano rectangular directo R, suficientemente representativo

do elemento geométrico em causa.



45

Pretende-se determinar a posicao e a forma da quadricargli®r se aproxima desses
pontos no sentido darinimos quadradodsto significa que, de entre todas as quadricas, se vai
escolher aquela para a qual a soma dos quadrados dos seus desvios aos pontos dados toma
valor minimo.

Assim, para cada ponto dade=RXx, Vi, z) , (i =1.2..S), deve ser obtida a formula para
o desviod;, de R auma quadrica geral Q, para depois se minimizar a soma

> 2
EQ)= Zl d-.

Portanto, tal como para o problema de ajustamento dos elementos geométricos analizados
no capitulo 1, &€ necesséario ultrapassar as seguintes etapas :

i) escolha dos parametros que descrevem uma quadrica geral (a sua forma e
pOSICa0 no espaco);

ii) determinacéo do desvio de um ponto a uma quadrica, em termos dos

parametros definidores desta;
e depois, ha ainda que encontrar
iii) um método numérico eficiente que permita determinar uma boa aproximacgao

para o minimizante d& considerada fungcéo desses parametros.

2.3 As Quédricas e a sua parametrizacao

Uma quadrica pode ser definida implicitamente a custa de uma equacao da forma de (2.1)
e, portanto, cada quadrica é completamente definida no refer&ci@r uma

sequéncia de 10 parametros reais
(au1, Az, Ags, A12, A13, 23, b1, 2, b3, d )R,

gue nao sao todos independentes : como se pode supar gde se anula (de factd, s6 sera

nulo se a origem do referencial pertencer a quadrica, e , nesse caso, basta uma adequade
translacdo da superficie para se ternao nulo; no final do processo, executa-se a translacao
inversa para se ter a solugdo no referencial original), basta dividir ambos os membros da
igualdade (2.1) pod para obter apenas 9 parametros definidores.

Conclui-se deste modo que qualquer quadrica pode ser descrita como o lugar geométrico

dos pontos B (x,y, 2) do espaco para os quais é nula uma funcdo polinomial’eite Brau
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total menor ou igual a2
F(XY,2) = A1 X+ Apa VP + Agzs 2+ 2A1o Xy + 2A13XZ + 2A03yZ + B X + By y + B3 2-100. (2.2)

A equacéao
F(xy,2 =0

pode ser escrita na forma matricial, que € frequentemente mais vantajosa :

P'AP +B'P - 100= 0, (2.3)
com
Ay A AgD (B, X0
A= A, A BB Psdp (24)
s As AsH B:H S4S

As matrizes A e B chamamos coeficientes da quéadrica (correspondentes ao termo
independenteD = 100), enquanto qu® € a matriz coluna formada pelas coordenadas do ponto
P no referenciaR .

Qualquer quadrica pode ser assim completamente determinada em rdRipao @ma
sequéncia ordenada de 9 valores reais

(Aa1, Agz, Ags, Az, Auz, Ags, By, B, Ba),

correspondente ao termo independete 100 .

Embora a forma geral de uma quadrica Q possa ser caracterizada a partir dos seus
coeficientes :

Q = (Awx, Az, Asz, Axa, Auz, Aoz, By, By, Ba)r

ou seja a partir da sua equagéo geral (2.2),[pard 00, em relagdo a uma referencld] essa
caracterizacdo é mais simples se se considerar a equacao da quadrica em relacdo a um referencic
conveniente. A mudanca de referencial obtém-se por aplicagdo ao primeiro de uma
transformacdo geométrica que € composta por uma rotacdo e por uma translacdo, definidas a
partir dos coeficientes da quadrica. Nos paragrafos seguintes iremos deduzir sucintamente essa

equacao, diteaquacédo reduzida de uma quéadrica

2.2.1 Reducdo as direc¢des principais

R =(0,i,],k) continuaarepresentar um referencial cartesiano rectangular directo. Seja

" Escolheu-se D =100 por razdes de estabilidade numérica.
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Q = (A11, Az, Ags, A1z, Aaz, Az, B1, By, B3)r, Uma quadrica qualquer definida nesse referencial.

ComoA € uma matriz simétrica , 0s seus valores préprios, que designarembsiper
v, sdo todos reais. Sejamny, V, e V3 vectores préprios unitarios associados respectivamente a
A, 1 ev, considerados de forma a constituirem uma base ortonormada directa. As direccdes

destes vectores proprios definem diseccbes principaisda quadrica. Do ponto de vista

geomeétrico, estas direc¢des representam eixos de simetria da quadrica.

A reducdo de Q as direccBes principais consiste em passar da equacao geral (em relacao
a R) para a equacéo da quadrica no sistema de referBe(®,v1,V,,V3). Esta passagem faz-

se através da rotacdo cuja matriz associatldem por colunas as componentes dos vectores

proprios V1, V, e V3 da matrizA em relacdo & base inici@i, j, k} .

A matriz P'=[xX y Z]', cujos termos s&o as coordenadas no novo referencial R’ do

ponto P=(X,Y, 2r € definida através de
Pi — HT P , (2.5)
donde
P=HP,

pois H , sendo uma matriz associada a uma rotacao, é ortogonal.
A partir das relagdes (2.3) e (2.5) obtém-se para equacdo de Q em relacdo ao
sistema de referénci
PTAP +B TP’ -100=0,
emque A =H' AH =diag]A,uv], [By BY By]=B'=B"H ; D =100 mantém-se

invariavel.

A equacdo anterior podera ser escrita na forma

AX?2+uy?+vZ2+ B X+ B, y+B3g'Z -100=0, (2.6)

pelo que a quadrica Q no novo referencial passara a ser determinada por

QE ()\! “‘1 Vv, O! 01 O’Bl,; BZ’; B3,)R .

2.2.2 Reducéao ao centro
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Seja entdo Q uma quadrica qualquer determinada pela sequéncia ordenada
Q=(@A,u,v,0,0,0B, By, B3)r,

no referencial R'=(0,V1,V2,V3) que lhe esta associado.
Estudemos a ac¢do de uma translacéo do referdrciabs parametros de Q .

Considere-se a translacdo que desloca a origem do sistema de referéncia do ponto O
para um ponto C qualquer. A matriz-coluRa=[x y Zz]' associada a um ponto P no novo
referencial Re (C, V1, Vy, V) estd ligada & matriz-colur@=[x y Z]" associada ao mesmo

ponto mas no referencidk pela relagcéo
P=P'-C" ou PP=P +C,

em que os elementos da matriz-coluna C’ =[c,’ ¢»’ c3']" sdo as coordenadas do ponto C no

sistema de referénci® ,isto é, C''=H'C.

No novo referenciad R, aequacdo da quadrica passara a ter a seguinte forma

matricial
PTAP +B'TP -D =0,
emque [B'1 B, B3 =B =2A'C'+B’, D =100-(C''A'C’ +B''C’) e A’ mantém-
se invariavel, ou seja, a quadrica passa a ter a seguinte equacdo cartesiana em relacao a

referencial R :

AX 2+ 1y 2+vzZ 2+B 1 X+B,y+B3z -D =0 (2.7)

A equacao anterior toma uma forma particularmente simples se o ponto C satisfizer a
relacdoB” = 2A'C’+B’ = 0. Nesse caso, se existir, C' seré solugéo do sistema linear

A 0 00xO B, 0

AX=-3B ,istoé, D p 0gHH= —% B0 (2.8)
B 0 vEEH B,H

Sempre que este sistema seja possivel, os pontos cujas coordenafs aemstituem essas

solucBes designam-se pentros da quadrica

Os casos mais significativos que poder&o surgir sdo 0s seguintes :

1° Caso: Apv #0.
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A matriz A’ € regular e o sistema anterior é possivel e determinado; a quadrica tem um e
um soé centro : o ponto C que, no referen&tal tem por coordenadas
B’ B’ B
- 21 _ 22 _ °3
(2% ~ 200 ~ 2R
No referencial R'=(C, V1, V,, V3) a quadrica terd entdo a equacdo simplificada

AX2+uy?+vz2D =0,

com
. BZ B B2
D =100+ +70t 20

Esta-se assim na presenca duma quadrica centrada em que o ponto C é o seu centro.
Podera ser entdo um elipséide, um hiperboléide (de uma ou duas folhas) ou um

cone, como mostra a tabela 2.1 .

Tabela2.1
Tipos de quadricas centradas.

A Il Vv D Tipo de quadrica

>0 | >0|>0|>0 elipséide

>0 | >0| <0| >0| hiperboldide de 1 folha

>0 | <0| <0| >0 hiperboldide de 2

folhas

>0 >0| <0 =0 cone

2°Caso: Ap=0,v=0eB3'#0.

O sistema (2.8) ndo tem solugéo, o que significa que a quadrica ndo tem nenhum centro.
Trata-se de um paraboldide eliptico ou hiperbdlico, quadricas ndo centradas. Neste caso, a
equacao (2.6) pode ser escrita na forma

AX + Enzepy + Bayap, 2z -p =0, D =100+51452
2\ H 2y 3 : VYN TR

0 que mostra que se escolhermos para origem do novo referene{@l, R, V, V3) 0 ponto
C, de coordenadas

_ B, _ B, 1 Byf B’%
(= 2x = 720 B, @0+ T 70))R,
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em R, aequacdo da quéadrica reduzir-se-a a
AX2+uy2+Bs'Z =0

no referencialR . Dividindo ambos os membros da equacdo anterioBgo(por hipétese, ndo
nulo) pode-se obter assim a equacgéao geral reduzida do paraboléide

A S
B—,3x+B—,3y+Z—O.

3°Caso: Ap=0,v=0eB3=0.
A matriz A’ é entdo singular e o sistema anterior € possivel mas indeterminado.

A quéadrica admite assim uma recta de centros de coordenadas

_ B’l _ B’2 ,
( 3% 2u )R,

emque Z é um qualquer valor real. Trata-se de um cilindro eliptico ou hiperbdlico cujo eixo é a
referida recta dos centros.
Por razées de estabilidade numérica, escolhetizse0 e no referenciaR a guadrica
ter4 agora a equacao
AX2+uy2-D =0,

com
. B? B2
D _1OO+H+4_M'
Resumindo :

Através da mudanca de coordenadas definida por
P=H"P-C, (2.9.1)
com C’' escolhido de acordo com o tipo da quadrica em questdo, a equacao geral
A X+ Ao VP + Ass Z+ 2A10 Xy + 2A13 X2 + 2A03yZ + By X + Boy + B3 2-100=0,

pode ser sempre reduzida a forma mais simples
AX2+Hy2+vZ2+BgZ-D =0, (2.9.2)

ondep, v, B ou D' poderdo ser eventualmente nulos.
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Elipsdide Hiperbolbide de 1 folha Hiperbolbide de 2 folhas

7 Az
0
Y
Y
X
X
Cone Paraboléide eliptico Paraboléide hiperbdlico
A 7 A 7 R ,
b W
0 1 » O >
% A% D >
Y
d —
X / X
\ X \
Cilindro eliptico Cilindro parabdlico Cilindro hiperbdlico

Figura 2.1 Quadricas.
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2.4 Desvio de um ponto a uma quadrica em funcdo dos parametros que a

definem

Como ja foi referido atras, e a partir de agora, vai-se considerar uma quadrica Q
definida num sistema de coordenadas cartesiano rectangular dReetdO,i’, j,k) por

uma sequéncia ordenada de 9 valores reais
Q = (A11, A2z, Azs, Az, Ags, A1z, By, By, Ba)

correspondentes aD = 100 ou, de forma equivalente mas no contexto da notacao

matricial, pela matriz coluna correspondente
Q=[A11 Ap Ass Ay Az App By By By .

Os dados serdo sempre constituidos por um conjunso gentos R(i=12.. s),
suficientemente representativos do elemento geométrico em causa e dados pelas suas

coordenadasx( yi, z) no mesmo referencidR.

Tal como nos casos ja apresentados no capitulo anterior, para nos assegurarmos de
gue os desviogd; sao diferenciaveis, estes tém de ser definidos como valores algébricos

cujos modulos séo as distancias dos pontos a quadrica.

A distancia di| de P=(x,y,z) a Q, pode ser Q P,
calculada como sendo a grandeza do veRt,?Fri onde
Ri = (X, Yi, Z) € o ponto da quadrica Q que estad mais

Figura 2.2 Desvio de um
préximo de R isto é, ponto a uma quadrica.

e F(X,Y,Z)=0. (2.10.1)

* R pertence a normal a Q que passa pgroRjue significa que



paraalgum a; real.

Por conseguinte, uma vez fixado o ponto P;, vamos definir cada desvio d; como
sendo a funcéo
R - R

- , (=12,..,5S) (2.11)
Q- d(Q =0(ngrad F(X.Y.Z )H

onde Q= (Ai1, Az, Asz, Ao, A1z, A1z, By, By, Bs).

O sinal de d; vai assim depender do de; que sera positivo ou negativo
consoante a regido, entre as duas em que a superficie divide o espaco, em que se encontra o
ponto R. Para se obter cad#(Q) vai ser entdo necessario determioar X;, Y; e Z;

. Tendo em conta as relacdes (2.10), esses valores podem ser obtidos através da resolucao

do sistema

F(X,Y,Z) =0

B’(i = X =a; (2A X; +2A,Y +2A5Z; +B))
B Y =y (2ALX, +2AnY, +2A,Z, + By)
FZ —Z = a; (2A;X; +2A3Y, +2AZ; +By)

isto é, a expressdo do desvif{Q) do ponto P a quadrica G (A1, Az, Ass, Az, Ars,

A1z, B1, By, B3) em termos dos parametros definidofas, A2, Ass, Az, A1z, A1z, By, By

e B; pode ser obtida a partir do seguinte sistema néo linear de 4 equacGes em relacdo as 4

incognitasa; , X, Y; eZ :

F(X.¥.2)=0
E(ZGiA11+1)Xi +2AL0,Y +2A50,Z; =X —0; B,
02AR0; X + (20, Ay + 1Y, +2A50,Z; =y, —Q;B,
D250, X; +2A50,Y, + (20, Ay +1)Z; =z — 0By

Seguindo aquilo que foi dito atras, se se passar do referencial iRiciahde Q é
determinada pela sequéncia

(Aa1, Az, Az, A1z, Az, Ags, By, By, Ba),
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para o referencial R'=(C, V1, V,, Vs) associado a Q e em relagdo ao qual Q é

determinada por

()\! u! V! 01 01 O! 01 OB3’)a

através da mudanca de coordenadas referida em (2.9.1), o sistema de equacdes anterior

toma a forma simplificada

9xf2+p\q*2+vzf2+5’3zf -D" =0

H2a A +1)X =x

20, W+ DY, =y

H2av+1)Z =7 —a,B,
emque X,V ,z) e ,Y,Z") séo, respectivamente, as coordenadas dos poneos P
R em relac&o ao referencift .

E de notar que comal e |grad F(X,,Y,,Z)| permanecem invariaveis com a

mudanca de coordenadas, 0 mesmo acontege a

Usando as 3 ultimas equacdes, podem-se obter as seguintes igualdades :

. X, . A . Z-aB
X=—"— % :y—' , Z =4 Ti7s (2.12)
1201 +1 20, +1 20,v +1
que relacionam as primeiras 3 incognitaXi-, Y/ e Z - com a quartaa; . Por sua

vez, a; € solucao da equacao

*

* 2 * 2 ’
)\Xi + l'lyi +V(Zi*_aiB;)2+ ' Z; aiBS -D =0
(20 A+1)? (20,p+D? (2a,v+1)? ° 20,v+1 '

Esta equacao é equivalente a seguinte equacao polinomial de gram; 6:em

16)\2u2v(B;2 +4vD") a? +

+16AU(AL + AV +v) (B, +4vD’) o® -
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—16 { AU[ V2 X 2+ AV2Y 2+ AU(VZ 2+ B,Z )~ 4uD (A + P +V) —
-+ B, T (W A+ RPVAD — 2+ A+ v} af +

+16{A u [4VD" = V([ + V) xi*z—v(A +V)y:2-(7\ + u)(vzi*2 -B,z)]+

HTUHA AP+ A2V + AW+ 2+ VD + (A2 +4h ot HiZ + A v + ) B} o +

FAHZ+ 40 V) X PO HAAV D)y (N2 AN ) (v +BiZ) -

(24 AAPH I+ ANV V2 + 4pV)D" — (A +p+2v) B ) o +
HA V)X U V)Y F ) (vz +BiZ) = (A VD - B
~(A\x“+Hy, +vz +BZ -D)=0

Tendo em conta o seu significado geométriap, sera a solucdo real com menor

valor absoluto desta equacao polinomial.

E de notar que, para alguns tipos particulares de quédricas, a equacéo anterior se

simplifica e o grau do polinémio pode ser mais baixo.

Uma vez calculadoo; , sera possivel obter tambéMy’, Yi e Z~ a partir das

relacdes (2.12). As coordenada¥, Y, Z) podem ser determinadas aplicando a mudanca

de coordenadas inversa
P=H(P +C).

sobre (X, Y ,Z"), (i=1 2.., s) e a expressdo de cada um dos desvios também pode ser

obtida a partir dessas coordenadas. Com efeito, como

L2
diz(All’ Ay Ay, A, A Ay, B B, By) :”Ri P ” =(X; - Xi)2 +(Y, - yi)2 +(Z, - Zi)2
nao depende da mudanca de referencial, tem-se
0P(Au1, Az, Agz, Arz, Aus, Ag, By, Bo, Bs) = d°(\, 1, v, 0, 0, 0, 0, 0Bg)) ,

e usando as relacdes (2.12), vem
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0% = (Xx)*+ (Yioy)*+ (Z2)" = (K7x)"+ (Yy )+ (202 =

|:| )\2 *2 2 *2 * * 2|:|
og " % + Hy, L(Bs+2vz) ol
H2o A +D%  (20,u+D?  4(20,v+1)* |

— 2

Finalmente, a expressao

E(AL Ay Agzy Aps Arzs Ay By, By, Bg) =
5 *2 , 2 X X
0 Ax + Hy, +(B3+2V2i)2E

S
=4 a? 3
Z CH2aA+D)? (2au+D)? 420V +D)? F

permite logo obter o valor dE sem ser necessario voltar ao referencial inicial.
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2.5 Construcdo de algoritmos numéricos para a determinacdo de

S
minimos locais da funcao erroE = > d?
=1

2.5.1 Introducéo

O problema agora consiste na minimizagcédo da funEdoa soma dos quadrados
das funcdes néo lineara, em relacdo as 9 varidvers:, Az, Ass, Acs, Auz, A, By,

B, e Bs.

Sao conhecidos varios algoritmos numéricos para aproximar a solucao deste tipo de

problemas.

Numa primeira abordagem e por ser de simples implementacéo, tentou-se aplicar
um algoritmo de minimizacdo que usasse apenas 0s valores da féEnga@pesar da
previsivel baixa eficiéncia. O principal objectivo era testar a expresséo obtida para a funcao
E a minimizar para depois se poder avancar com mais seguranca para algoritmos mais

complexos e eficientes.

Tentando depois seguir aquilo que tinha sido feito anteriormente para a esfera, o
cilindro e o cone, e levando em linha de conta o facto de se tratar também aqui da
minimizacdo de uma soma de quadrados, passou-se a implementdMgEtodio de Gauss-

Newton, ja utilizado naqueles casos.

Em relacdo aos algoritmos de Gauss-Newton e apesar de serem mais especificos do
gue aqueles que aproximam minimos locais de funcdes gerais, ndo hé total unanimidade de
gue eles sejam os mais eficientfd,(pg 170 €12], pg 27). Implementou-se ainda, por
isso, um algoritmo para a minimizagcdo de uma funcdo geral (ndo necessariamente uma
soma de quadrados), com vista a fazer uma comparacdo quanto a eficiéncia destes dois
tipos de algoritmos.

Como as rotinas de minimizacgao utilizadas se baseiam em processos iterativos, foi
ainda necessario calcular uma estimativa inicial para a solugdo do problema - os

parametros da quadrica ajustada.
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Sao estes os objectivos do presente paragrafo que passaremos a desenvolver, ou

seja :
1. Determinacéo da aproximacéo inicial;
2. Descricdo de um algoritmo numérico para a minimizacdo da funcae emeando

apenas os valores desta,;
3. Descricdo de um algoritmo numérico para a minimizacdo da funcadeerrbaseado
no

método de Gauss-Newton;
4. Descricdo de um algoritmo numérico para a minimizacédo da funcacEemoe néo
tem

em conta o facto desta ser uma soma de quadrados.

Daqui em diante e para simplificar a notacdo, passamos a designar as variaveis

independentes da seguinte forma :
U =A11 , U =Ax» , U3 =Asz ,Us =Ax , Us =Asz , Us = Az ,
Uz =B; , Ug =B2 e ug =Bs ,

logo,

Q = (ug, Uy, Ug, Uy, Us, Us, Uz, Ug , Ug ).

2.5.2 Determinacgéo da aproximag&o inicial

Para a determinacdo da aproximacdo inicidl =Qu.°, u.’,... ,us’ ) utilizou-se
outra definicdo para os desvios de cada ponto a uma quadrica, dado que isso vem
simplificar

significativamente os calculos, como verefmos
vi = F(%, Vi, 2), (i=1,2....S). (2.13)

Apesar destes valores ja ndo coincidirem, em valor absoluto, com a distancia dos
pontos P=(x,Vi,z), i=12..S, aquadrica de equac&{X,Y,Z2) =0, eles tendem para

zero quando a quadrica se aproxima dos pontos. Por isso, a quadrica para a qual a soma

" Recordamos que a escolha dos desvios d; teve de ser feita de acordo com as normas aceites em Metrologia.
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S
D(Q =Y v*(Q) (2.14)
i=1

€ minima constitui, em geral, uma boa aproximac¢éao para a solu¢ao do problema.
Uma vantagem imediata na consideracao desta funcao erro reside no facto destes

novos desvios serem lineares em relacao aos parameings..., Uy, Pois
Vi = Up X2+ Up YiP+ Uz Z2+ 2Ug X Vi + 2Us X Z + 2Us Y Z + U7 X + Ugyi + Ug Z -100, (=12,..S),
Definindo cada uma das colunas duma matrizs! por
[X* y? 22 XYi Xz iz % Y% Z]'(-12.9
e as matrizes coluna

b= [bi](izl,zm 9 » Ccom b; = 100, (i = 1,2,...S),

V=[Vli-12..9 € U=[U]lG12.9 ,
de (2.13), vem
v=Mu-b ,

e em notacao matricial teremos entdo, para a funcadoerro
D(Q) = Vv'v= (MQ-b)'(MQ-b) . (2.15)

Para que &= (u%, uy, ...,uy’) torne minimo o valor deD é necessario que o

gradiente deD em @ seja nulo, isto é,

—(Q)——@ @Q)—zz[ (Q )—'(Q =0, (=12...9).

Como
g(Q )D M=l (F12es 1i=12..9),
fica
z[m,. vi(@)]=0, (=12..9)
isto &,

0=M"v=MT(Mu-b).

Daqui resulta o designado sistemadeacdes normais
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M™Mu=MTb,

com 9 equagdes lineares em relacéo as 9 incognitasy, ...,Ug , Cuja matriz associada -
M™M - é simétrica.
Resolvendo este sistema, obtém-se a desejada aproximacéo inicigueQ em

geral, esta ja muito perto da aproximacéo final da solucdo dada pela minimiz&gao de

2.5.3 Algoritmo numeérico para minimizar a funcao erro usando apenas

os valores da funcéao

Como ja foi referido, logo que se dispbs da expressadb detentou-se aproximar
imediatamente o minimo local dessa funcdo através de rotinas numéricas que apenas

requeriam os valores da fung&o a minimizar.
A rotina EO4JAF da NAG esta nessas condicoes.

Depois de implementada, esta rotina foi aplicada a conjuntos de pontos cujas
coordenadas foram medidas por uma CMM Tesa Micro Xcel sobre superficies de pecas

cujas formas se aproximam de quédricas.

Para as formas geométricas mais simples, referidas no capitulo anterior, foi possivel
fazer uma comparacédo entre os resultados obtidos e os que sao produzidos pelo “software”

QUINDOS para um mesmo conjunto de pontos.

A utilizagdo do “software” QUINDOS , tal como outros produtos do mesmo
género existentes no mercado, exige, no entanto, que se indique a priori se se trata de uma
esfera, um cilindro ou um cone de revolucao, sendo o elemento geométrico que melhor se
ajusta escolhido apenas na familia indicada, enquanto que o algoritmo aqui implementado

tem um dominio mais vasto de escolha que é a familia das quadricas.
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Figura 2.3 Esquema da rotina implementada para o ajustamento de quadricas
usando para isso apenas os valores da funcao erro.

Os resultados obtidos através do algoritmo implementado foram os seguintes

| - Paraaesfera
Tabelal (esfera)
(Quindos)
i X Yi Y4 di di
1 | 347894 -28.2571 109.2005 | +0.0002 | +0.0000
2 | 30.8157 -28.5139 99.7348 -0.0010 -0.0016
3 | 307801 -20.2621  104.4037 | +00010 | +0.0016
4 | 309376 -20.3765 114.0745 -0.0008 +0.0004
5 | 30.8161 -28.4909 118.8653 | +0.0000 | -0.0006
6 | 30.8397 -36.7487 114.1413 | +00002 | -0.0001
7 | 309484 -36.5933  104.4109 | +00001 | +0.0003
8 | 216670 -37.8164 995159 | +00004 | +0.0012
9 | 21.6878 -42.0155 109.5536 | +00004 | +0.0021
10 | 21.6687 -38.1174  118.7843 -0.0010 -0.0015
11 | 21.6750 -28.4822 1227896 | +00005 | -0.0008
12 | 21.6523 -19.1728  119.0249 | +0.0006 +0.0010
13 | 21.5853 -15.0366  108.9591 -0.0013 -0.0003
14 | 226823 -18.9968  99.8415 | +00013 | +0.0005
15 | 21.6539 -28.5103 95.8101 -0.0008 -0.0022
s
E= z di2 = 0.000009 | 0.000021
i=1

Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estdo na tabela I, no referencial em que as coordenadas foram

dadas, sao :

A11= 0.6358  Ax»=0.6355 Agz= 0.6358

A;2=-0.0001  As3= 0.0000 Ax3=-0.0001

* Em Metrologia a unidade de comprimento usada é normalmente o milimetro (mm). As coordenadas
fornecidas pela CMM usada apresentam 4 casas decimais, no entanto, nas condicbes em que foi usada, a
precisdo dessas coordenadas nado ira muito além das centésimas de milimetro.



B:= 6.3358 B,= 0.0410 B3=-0.0325
Os valores préprios da matrix (2.4) e o escalab™ (2.7) associados a Q s&o0 :
A =0.635832 , u=0.635799 ,v=0.635503 eD =115.785354.

Portanto a quadrica Q obtida € um elipséide cuja equacao reduzida é

2 2 2

X + y + z =
1349452 1349487 13.4980°

sendo (21.2974 , -28.5256, 109.2995) as coordenadas do seu centro no mesmo referencial.

Il - Para o cilindro de revolucéo

Tabela Il (cilindro de revolucéo)

(Quindos)

i X Yi Z di di
1 0.3099 -13.0213 5.2582 +0.0006 +0.0065
2 9.2471 -9.1595 5.2121 -0.0010 +0.0000
3 | 13.0153 -0.0678 5.3576 -0.0005 +0.0016
4 | 9.2633 9.1430 4.7462 +0.0011 +0.0013
5 0.3033 13.0199 4.7288 -0.0020 +0.0069
6 | 0.3410 13.0106  24.6834 | +0.0016 -0.0020
7 9.2431 9.1608 24,7187 +0.0007 -0.0008
8 | 13.0130 0.0614 24.6958 +0.0004 -0.0005
9 9.2467 -9.1526 25.2493 +0.0013 -0.0046
10 0.3279 -13.0146  25.2489 +0.0013 +0.0007
11 0.3665 -13.0140  45.2372 -0.0028 +0.0017
12 9.2302 -9.1719 45.2651 -0.0015 -0.0022
13 | 13.0143 -0.0779 45.3248 -0.0005 +0.0012
14 9.2480 9.1579 44,7654 -0.0010 +0.0006
15 0.3039 13.0099 44.6766 +0.0006 -0.0041
16 | 0.3702 13.0083  64.6978 -0.0002 -0.0044
17 9.2338 9.1745 64.7297 -0.0008 +0.0020
18 | 13.014 0.1016 64.6671 +0.0007 +0.0027
19 9.2249 -9.1749 65.2327 +0.0012 -0.0034
20 | 0.3416  -13.0095 65.2150 | +0.0008 -0.0031

s
E= Z df = 0.000028 | 0.000199
i=1
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Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estdo na tabela Il, no referencial em que as coordenadas foram

dadas, sao :

Ai1= 0.7804  Ax»n=0.7816 Ag3=-0.0001
A;2=-0.0003 A;3=-0.0001 Ay3= 0.0000
B1=10.0609 B,=-0.0028 Bz= 0.0014
Os valores préprios da matrix (2.4) e o escalab” (2.7) associados a Q s&o :
A=0.781635 ,pu=0.780326 ,v=-0.000051 eD =132.373644.

Portanto a quadrica Q obtida é um hiperboldide de 1 folha cuja equacao reduzida é

X2 y2 22

130136° 13.0146° 1608.4846°

sendo (-0.0070, -0.0008 , 66.9886) as coordenadas do seu centro no mesmo referencial.

I11 - Para o cone de revolugao

Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estdo na tdbelao referencial em que as coordenadas foram

dadas, sao :

Ai1= 14304  Axp=1.4293 Az3=-0.1029
A;2=-0.0003  A;3=-0.0008 Ay3=-0.0003
B1=-0.0543 B,=-0.0177 Bsz= 6.4063
Os valores préprios da matrix (2.4) e o escalab” (2.7) associados a Q s&o :
A =1.430524 , u=1.429245 ,v=-0102934 e D =0.325048.

Portanto a quadrica Q obtida é um hiperboldide de 1 folha cuja equacao reduzida é

XZ y2 Z2

047672 047692 17770°
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sendo (0.0755, -0.0174 , 51.3774) as coordenadas do seu centro no mesmo referencial.

Tabela Ill (cone de revolugéo)

(Quindos)

i Xi Vi Z di di
1 | 10.7464 00394  11.5542 | -0.0008 | -0.0008
2 | 55027 91281 115415 | +00004 | +0.0021
3 | 55228 90090 115585 | +0.0004 | -0.0001
4 | -106440 -00971 115434 | -0.0004 | -0.0012
5 | 55424 91567 115147 | -0.0001 | +0.0026
6 | 56125 91696 115302 | +0.0006 | -0.0003
7 | 44360 71565 202345 | +00004 | -0.0012
8 | -4.3772 -7.1102 20.2785 | +0.0000 +0.0008
9 | 83137 00798 202180 | +0.0004 | -0.0026
10 | -4.3903  7.0706  20.2213 | -0.0010 | +0.0002
11 | 44296 71019  20.2695 | +0.0009 | -0.0001
12 | 84278  -0.0879  20.2264 | -0.0007 | -0.0016
13 | 60849  -0.1276 289882 | +00015 | -0.0022
14 | 32362 51027 289878 | -0.0009 | +0.0025
15 | -3.1747 50508  29.0183 | -0.0002 | +0.0005
16 | -5.9600 -0.0656  28.9919 | +00012 | -0.0019
17 | -31775  -51035  28.9947 | -0.0008 | +0.0023
18 | 32289  -51488  28.9930 | -0.0007 | +0.0010

S
E=%df= | 0000010 | 0.000046
i=1

No caso destes 3 elementos (esfera e cilindro e cone de revolucédo) foi possivel
verificar, por comparacdo com os resultados obtidos pelo “software” QUINDOS, que o
algoritmo implementado parecia estar a produzir resultados coerentes; vejamos alguns

exemplos disso:

- no caso da esfera fomos obter um elipséide com 3 semi-eixos quase iguais; a
diferenca entre a média dos 3 semi-eixos obtidos e o raio obtido pelo QUINDOS foi de

-0.0006;
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- no caso do cilindro fomos obter um hiperboloide de 1 folna com um valor préprio
associado praticamente nulo, enquanto que os outros dois sdo quase iguais ; a diferenca
entre a média aritmética dos dois semi-eixos respectivos e o raio obtido pelo QUINDOS foi

de 0.0015;

- no caso do cone fomos obter um hiperboléide de 1 folha comDinmuito
pequeno e dois semi-eixos quase iguais; calculando a média desses valores para obter
depois a semi-amplitude do cone correspondente e fazendo a diferenca com a semi-
amplitude dada pelo QUINDOS obtém-se o valon260.

Com as boas indicacdes obtidas atras, passamos a aplicar esse algoritmo a quédricas
mais gerais (elipsoéides, hiperboldides, paraboldides). Para essas quadricas os resultados

foram os seguintes :

IV - Para o elipséide

Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estdo na tabela 1V, no referencial em que as coordenadas foram

dadas, sao :
A11=11.1482 Axn= 4.0075 A= 2.0471
A= 0.0021 A;3=-0.0038 Ayx3=-0.0023

B1=-0.0085 B,= 0.0003 Bz= 1.4631

As coordenadas do centro no mesmo referencial sdo : (-0.0021 , -0.0009 , 0.0073). Os

valores proprios da matria (2.4) e do escalab™ (2.7) associados a Q sdo:
A =11.148228 ,u=4.007475 ,v =2047095 e D =100.261420.

Portanto a quadrica Q obtida € um elipsoéide cuja equacao reduzida é

2 2 2
X z
TR -

299892 50019° 6.99842
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Tabela IV (elipsoide)

i X; Yi Z di
1 3.0015 -0.0024 0.0016 -0.0047
2 | -0.0053 5.0053 0.0029 -0.0043
3 0.0036 0.0065 7.0066 -0.0009
4 | -3.0041 0.0044 0.0018 -0.0031
5 0.0035 -5.0068 -0.0043 -0.0041
6 | -0.0010 -0.0098 -6.9930 -0.0019
7 2.7006 -0.0065 -2.9957 +0.0049
8 | -27171 -0.0063 -2.9957 -0.0051
9 | -0.0087 4.5080 -3.0027 +0.0047
10 | -0.0011 -4.5179 -2.9984 +0.0016
11 | 23184 2.3236 -3.0046 -0.0018
12 | 2.3184 -2.3317 -2.9950 +0.0001
13 | -2.3255 2.3212 -2.9969 +0.0007
14 | -2.3177 -2.3222 -3.0025 +0.0073
15 | 2.4587 -0.0040 4.0020 +0.0028
16 | -2.4690 0.0047 3.9972 -0.0043
17 | -0.0050 4.1073 4.0058 -0.0007
18 | -0.0083 -4.1048 3.9988 +0.0021
19 | 21143 2.1054 3.9972 +0.0008
20 | 21131 -2.1063 4.0040 -0.0007
21 | -2.1035 2.1207 3.9996 +0.0068
22 | -2.1178 -2.1024 3.9937 +0.0002
S
E=%Vd i2 — 0.000282
i=1

V - Para o hiperboléide de 1 folha

Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estdo na tabela V, no referencial em que as coordenadas

foram dadas, séo :

A11=11.0702 Axp=3.9864 A= -2.0184
A= 0.0021 A3=-0.0067 Ax= -0.0038

B;=-0.0289 B,=0.0036 B3=-1.4398
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As coordenadas do centro no mesmo referencial sdo : (-0.0013 , -0.0014 , 0.0080). Os
valores proprios da matria (2.4) e do escalab™ (2.7) associados a Q sdo:
A=11.070178 ,u=3.986397 ,v=-2018394 e D =99.743245,

Tabela V (hiperboldide de 1 folha)

i X; Yi Z d
1 3.0015 -0.0024 0.0016 -0.0011
2 | -0.0053 5.0053 0.0029 -0.0046
3 | -2.9964 0.0065 0.0066 +0.0066
4 | -0.0041 -4.9956 0.0018 +0.0079
5 3.2674 -0.0068 -3.0043 -0.0048
6 | -3.2649 -0.0098 -2.9930 +0.0019
7 | -0.0100 5.4333 -2.9957 +0.0019
8 | -0.0065 -5.4461 -2.9957 -0.0021
9 2.7901 2.7892 -3.0027 +0.0079
10 | 2.7977 -2.7991 -2.9984 +0.0006
11 | -2.8046 2.7981 -3.0046 -0.0014
12 | -2.8047 -2.8062 -2.9950 -0.0041
13 | 3.4540 -0.0031 4.0031 -0.0003
14 | -3.4487 0.0020 3.9975 +0.0015
15 | -0.0032 5.7548 4.0020 +0.0006
16 | -0.0071 -5.7541 3.9972 -0.0048
17 | 2.9579 2.9669 4.0058 +0.0021
18 | 2.9545 -2.9644 3.9988 +0.0039
19 | -2.9596 2.9571 3.9972 +0.0008
20 | -2.9609 -2.9581 4.0040 -0.0018
21 | 3.0076 0.0096 -0.0004 -0.0072
22 | -3.0067 0.0088 -0.0063 -0.0037
S
E=Nd i2 — 0.000359
i=1

Portanto a quadrica Q obtida é um hiperboldide de 1 folha cuja equacao reduzida é

2 2 2
X z
LY

300172 50021° 7.02972
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V1 - Para o hiperbol6ide de 2 folhas

Tabela VI (hiperboldide de 2 folhas)

i X; Yi Z di
1 0.0015 -0.0024 7.0016 +0.0005
2 -0.0053 0.0053 -6.9971 +0.0023
3 3.0642 0.0065 -9.9934 | +0.0064
4 -3.0647 0.0044 -9.9982 +0.0015
5 0.0035 5.0942 -10.0043 | -0.0048
6 -0.0010 -5.1108 -9.9930 | +0.0090
7 2.6145 2.6180 -9.9957 | -0.0060
8 2.6179 -2.6307 -9.9957 -0.0020
9 -2.6332 2.6149 -10.0027 | +0.0014
10 | -2.6255 -2.6248 -0.9984 -0.0019
11 | 3.6307 -0.0007 10.9954 | +0.0012
12 | -3.6425 -0.0074 11.0050 | -0.0021
13 | -0.0012 6.0578 11.0031 | -0.0004
14 0.0065 -6.0589 10.9975 | +0.0004
15 3.1151 3.1143 11.0020 | +0.0001
16 3.1112 -3.1136 10.9972 | -0.0021
17 | -3.1233 3.1224 11.0058 | -0.0010
18 | -3.1266 -3.1198 10.9988 | +0.0029
19 1.6631 -0.0057 -8.0028 +0.0011
20 | -1.6579 0.0048 -7.9960 -0.0013
21 0.0076 2.7760 -8.0004 | +0.0070
22 | -0.0067 -2.7577 -8.0063 -0.0126
. 2 0.000429
E ; di

Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estao na tabela VI, no referencial em que as coordenadas foram

dadas, sao :

A;1=-11.3761 A»=-4.1003 Asz= 2.0912
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Ai>= 0.0003 A13=-0.0019  Ay= 0.0003
B1=-0.0176 B,=-0.0235 Bs;=-4.5640

As coordenadas do centro no mesmo referencial sdo : (-0.0033 , -0.0034 , 0.0013). Os

valores proprios da matriA (2.4) e do escalab™ (2.7) associados a Q sdo:
A =-11.376106 ,=-4.100252 ,v =2.091190 eD =102.490151.

Portanto a quadrica Q obtida € um hiperboldide de 2 folhas cuja equacéao reduzida é

XZ y2 Z2

300152 499962  7.00072

VIl - Para o paraboloide eliptico

Os valores dos parametros definidores da quadrica Q que melhor se ajusta aos
pontos cujas coordenadas estdo na tabela VII, no referencial em que as coordenadas foram

dadas, sao :

Ai1= 0.3170  Axp=0.7133 Asz= 0.0024
A= 0.0001  A;3=-0.0001 Ayxy=-0.0027
B;= 0.0017 Bo= 0.0022 B3=-22.8241

As coordenadas do centro no mesmo referencial séo : (3.4607 , 40.3377 , 5021.7124).
Os valores préprios da matrix (2.4) e do escalab” (2.7) associados a Q S&0 :
A= 0.713316 ,pu=0.316978 ,v= 0.002380 eD  =54824.428265.

Portanto, a quadrica Q obtida, que, a partida, seria de esperar que fosse um paraboldide
eliptico, jA& que o conjunto de pontos dado era representativo desse tipo de quadricas,

degenerou num elipséide desproporcionado cuja equacao reduzida &

XZ y2 Z2 _

+ + =
277.2338%> 4158845 4799.7448°
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Esta degeneracao foi provocada pelo facto de nenhum dos valores préprios se anular
totalmente devido aos pontos ndo pertencerem exactamente a um paraboldide eliptico, o
que levou ao ajustamento de um elipséide e da consequente perda de estabilidade

numeérica.

Tabela VII (paraboléide eliptico)

i X; Yi Z di
1 2.0015 21.9976 222.0016 +0.0014
2 16.6917  22.0053 225.0029 -0.0018
3 | -126934 22.0065  225.0066 -0.0085
4 1.9959 31.8023 225.0018 +0.0061
5 2.0035 12.1952 2249957 +0.0043
6 10.1514  30.1426 225.0070 -0.0046
7 10.1424 13.8411 225.0043 -0.0046
8 -6.1589 30.1461 225.0043 -0.0021
9 -6.1611 13.8381 2249973 +0.0053
10 209726  21.9997 227.0016 +0.0008
11 | -16.9795  21.9993 226.9954 +0.0052
12 1.9941 34.6417 227.0050 -0.0072
13 1.9988 9.3478 227.0031 +0.0004
14 125312  32.5267 226.9975 +0.0075
15 12.5215 11.4713 227.0020 +0.0010
16 -8.5318 32.5294 226.9972 +0.0058
17 -8.5297 11.4794 227.0058 -0.0054
18 244416  21.9985 228.9988 -0.0003
19 | -20.4467  21.9943 228.9972 -0.0004
20 2.0020 36.9714 229.0040 -0.0031
21 2.0076 7.0430 228.9996 +0.0004
o 2 0.000418
E ; d;
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Concluindo : este processo, apesar de ser pouco eficiente, dado necessitar de um
grande numero de chamadas da funcao e de iteracdes (ver quadro | mais a frente), fornece
ja resultados que nos permitem avancar com mais seguranga para outros processos mais

eficientes.

Existem outras rotinas que usam informacédo explicita sobre as primeiras derivadas,
como as que se baseiam no método de Gauss-Newton, que passamos a estudar no paragrafo

seguinte.

2.5.4 Algoritmo numérico para minimizar a funcdo erro baseado no

meétodo de Gauss-Newton

Tal como ja foi feito atras para a determinacédo, por ajustamento pelo método dos
Minimos Quadrados, de outras figuras geométricas mais simples, tentou-se em seguida
usar oMétodo de Gauss-Newton para o problema mais geral que estamos agora a

analizar.

Portanto, o objectivo agora é a minimizacaokle funcéo das variaveisy, U,...,

Ug , usando para isso o Método de Gauss-Newton.

Vai ser entdo necessario estabelecer a férmula iterativa desse método que, tendo em

conta (1.1), é dada por

Q¥ =Q* +8* (=012.),
com QX a matriz coluna que contém os parametrog, uxX,..., U< da quadrica

correspondente & k-ésima iteracéd‘e a solucéo do sistema linear

AT(Q¥) A(Q¥) % =-AT(Q¥) d(Q¥) , (2.16)

onde
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dy od, - 940
.0 Eau1 du, 6u9D
od, od ad
|]:IZD K D—Z 72 . 2]
dQ“)= g°0 e AQY)= hu, du, au9
O O 0 : A O
[0 Loy bdy ods | ods [
oy, 0u, aug QQ )

Por conseguinte, vai ser necessario conhecer nao sé os ddsyiog1, 2...., S),
em fungdo dos parametros; , (=1, 2,.., 9), mas também a matriA das derivadas

parciais desses desvios em relacdo a esses mesmos parametros.

A expressao dos desviosi sao ja conhecidas, falta agora determinar as das

derivadas parciais.

Para simplificar, vamos introduzir a notacgn= |grad F(X,,Y,,Z))| , o que leva a
escrever os residuos na forma

d =09 , (=12..,8S).

Uma vez quea; e g, tal comod , sdo funcdes dei, Uy,...,Us , derivando em

ordem avu; , obtém-se

g—i:%gi+a gﬁ (=1.2..5 ;j=12..9). (2.17)
Como
\/BT(X"Y"Z)EZ gﬁ(X.,Y.,Z)g gﬁ<><.,v.,2)§
vem,
dg. 1 EoF 0 [OF O, oF 0 [OF

E:_@X(Xl’Yl’ [ U g(XUYUZJH (XI’YI’ZI)a g(XI’YI’ZJE

(2.18)
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T Xv.2) 2 @?{(x,,v.,zo%

Mas a relacao (2.10.2) pode ser escrita na forma

Ok, - X, :Gia_F(Xi’Yi’Zi)

0
%yi _Yi:Gi _(XI’ i’ |)
O
Ei_zi:ai (Xw ;)

e, derivando em ordem @ ambos os membros das 3 igualdades, obtém-se

_da; OF a DF
Er(a—uj) ou ax(x"Y"Z) au X (X.,Y,,Z)Q

U oY 60( oF a F
-(E0 - 00 (.2 = L
D ou  ou; aY u; BBy

0z, aa oF a oF
__ -—— XI1YI!Z al
0 (au,) au; oz )= u; Bz

(X"Y"Z)Q (2.19)
(X.,Y.,Z)Q

dado que, paracada i 0 {12, .., s}, ascoordenadas X;, Y; e Z doponto R; dependem

dos parametrosj; .

Entdo, como de (2.18)

dg, _ 1 BoF 0 OF
aia_uj g g) Oy (XY Z) a 6uj BT(XUYUZ)E

S0 2 o gﬁm.m,z,)g L XY.Z) g&xﬂv.,zo%

usando as relagdes (2.19), tira-se que

" Sempre que seja necessario distinguir entre derivada total e derivada parcial, vamos considerar que, em

of . of . .
geral, que (&) representa uma derivada total enquanto %El(e representa uma derivada parcial.
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Ogi 1 [oF 0X; o0a; oF 0
o == G (XY, Z) [ ) S (X0, Z
ouj g EﬁX( ) @auj) ou; ox )H+
oF oY, . oa; oF 0
+ (XY Z) A + T (XYL Z
oy K 2) @au,-) ou oy K0 ')H

oF 9z,
+22(X,Y,Z) =y +
0z %2 5

Dagui pode-se obter facilmente que

ai"—F(xi,Yi.zi)g.
ou; 0Z

oy, _ 1 [fF X . OF N o az.
. - X,Y,Z — ) +— X’Y’Z — Ny + - X,Y,Z i)+
i auj gi @X( it |)(auj) OY( it |)(auj) az( it |)(auj)
99, 420 (2.20)
+ 1 .
au 9 B

Se considerarmos as funcoEs dos 9 parametros;, Up,...,Ug , definidas por

Fi=FQ&,Yi,Z)

, (=1,2,..., S),

aplicando o teorema da derivada da funcéo implicita a rela€&qY; ,Z ) =0, vem

oF  oF 0X.

oF, oY,
(

L) + oF (azi) =0 (2.21)

I+ | | +
ou; 6Xi(0uj)

E, porque

aY; "ou;

0Z; "0u;

F(X ,Y,Z): U1X2+ U2Y2+ U3Zz+ 2uq XY + 2U5XZ+2U6YZ+ uy X+ U8Y+ UgZ- 100,

e,portanto,
O = 9F (%, %.2)
auj auj
O % v,2,)
oY, oY

vem

O _F vz

©ooX,  oX
9% _9F % vz
0z, oz
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oF 0X; oF oYi
(XYL ZDER) (X0, Z) () +
ax KW ZIGD + G OGNZ)E )

oF oZiy __OF o 5
+E(Xi,\ﬁ,zi)($)— (Xi. ¥, Zi).

i ou;
Usando este resultado na relaccao (2.20), obtém-se

%_DiaF(Xi,Yi,Zi)_aai ]

J J

pelo que, substituindo na relacéo (2.17), se obtém finalmente

dd, 1 oF
—':—a—(Xi,Yi,Zi) . (=12...8 ;j=1,2..9). (2.22)

ou; g au

Determina-se assim a matrfz que sera dada por

e Y ZD 22X, 2XZ 2%Z, X% Y, Zi
Dglz g]é 912 gl gl gl gl gl gl B
E}lﬁz Y, Zy 2%Y, 2%Z, 2%Z, X, Y Z
A= Dgz g, 0, g, g9, 9 9 0, 9, -
Eb(:z D : : : P B
s Yo A 2XYs 2X%sZs 2YsZs X5 Y Zs
Ebs Os Os Os Os Os Os Os Os 0

Depois de utilizar a rotin&04YAF da NAG para verificar numericamente se as
expressdes das derivadas parciais eram bem calculadas, o que aconteceu com sucesso, foi
implementado o Método de Gauss-Newton como foi j& descrito no paragrafo (1.3.2),
usando na férmula iterativa correspondente (1.4) as matrizes que acabamos de deduzir. A
aproximagcao inicial foi calculada como se indica no paragrafo (2.5.2).

Por vezes o Método de Gauss-Newton simples revelou-se pouco eficiente,
chegando mesmo a divergir quando a proximagao inicial ndo era suficientemente boa por
forma a que a aproximacao (1.3) seja valida.

Por isso, utilizou-se um método de Gauss-Newton modificado usando para isso a

rotinaEO4GDF da NAG.
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Entrada da matriz
Q = (uy, Uy,..., Ug)
Entrada de Passagem das coordenadas Entrada dos pontos
dos pontos R parao R.=(X: Y. 7
HeC referencial inicial = (X5 Y5, Z3)
R=H(R+C) contidos nametriz R

Calculo das derivadas parciais Entradados
parametros
odi 1 oF y
SoE (X Y,z) ai
an Ji an
(=1,2.....)

Saida da matriAA calculada pard)

Bd 0 |
A= 0,30=12,....5j=12,....9)
%ﬂj

Figura 2.4 Esquema da rotina implementada

para determinar a matriz A.
Com os mesmos dados utilizados para o agoritmo anterior foram obtidos os

mesmos valores para 0s parametros ajustados mas com um ndamero muito inferior de
iteracOes e de chamadas da funcdo (ver quadro I).

Quadro | :

Comparacédo quanto ao numero de chamadas da funcao E entre os 2 algoritmos.

Tipo de N° de chamadas da funcéo efo
Quéadrica EO4JAF EO4CGDF
esfera 106 2
cilindro 152 2
cone 84 2
elipsoide 96 2
hiperboléide de 1 folha 118 2




hiperboloide de 2
folhas

paraboldide eliptico

124

427

79
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2.5.5 Algoritmo numeérico para minimizar a funcédo erro ndo tendo em

conta a sua forma particular de soma de quadrados

Como ja foi afirmado, apesar da funcd® ser uma soma de quadrados, ndo ha
gualquer garantia a partida de os métodos de minimizacdo mais especificos, que levam essa
particularidade em linha de conta, sejam mais eficientes do que os métodos gerais de
minimizacdo. Tivemos também em conta esta questdo, implementando um método mais

geral para podermos comparar a sua eficiéncia com a do algoritmo do paragrafo anterior.

Para que essa comparacao fosse fiavel, utilizou-se um algoritmo que, tal como o
método de Gauss-Newton, necessitasse apenas das derivadas de 1% ordem. Para isso,
seleccionou-se a rotin&04DG- da NAG que satisfaz essas condi¢cfes e, além disso,

permite ainda um controlo numérico no calculo das derivadas.

Mantivemos com estimativa inicial para a solu¢do aquela que ja foi obtida atras,
pelo que bastou determinar a expressao do gradiente da fEnpaca a referida rotina ser

implementada.

O gradiente da funcd& serd, por definicao, dado por

_[OOE, OE oE .0
Oe:= aul) (6u2) (aug)E :
A partir da expressao d&(Q) dada por

S S
E(Q = Zdiz = Z(Xi - Xi)2 +(y, _Yi)2 +(z _Zi)2
1=1

1=1

e derivando em relagédow, obtém-se

. oo By v @Ky r iy vy 0N _,\9%,E
(a—uj)—zégxi Xi)(auj)+(Yi yi)(auj)+(zi Zi)(auj)g-

Considerando novamente a relacdo vectorial (2.10.2), na forma
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I_XI_Cx (XI’ i |)
] a
|:b/i_Yl_cx (XH i |) ’
5
Ezi_zl_ (XI’ i |)

vem,
- X, oF oY, oF 0z; |
(_)_ 2 %(Xu|1Z)(auj)+aY(Xi!Yi!Zi)(auj)+az(xi!Yi’Zi)(auj)E’

e finamente, a partir de (2.21),

(—)—ZZ (X.,Y.,Z.) (=12 ..9).

Conseguentemente, o gradiente de E sera dado por

d
=N

g = 2%0{ X2 zaYZ za z? 2za XY, 2za X Z; 2zaYz zax zaY zaz

Depois de termos confirmado, através da roi@4DGF, que os valores para 0s
parametros ajustados estavam de acordo com aqueles que ja tinham sido determinados
atras (e que as derivadas eram bem calculadas através das expressdes anteriores),
adoptamos a rotinB04KDF para a minimizacdo por ser mais adequada as dimensdes do

Nnosso problema.

Comparando os resultados obtidos através da r&d&DF com os que foram
determinados atras através B@4CDF (ver quadro ll), verificamos que h& um ligeiro
aumento de eficiéncia neste ultimo algoritmo, ja que se nota alguma reducédo no numero de
chamadas da funcgéo; isso € mais notério nos casos mais instaveis como o do paraboléide

eliptico que passou de 7 para 2.



Entradade
Q=(uy, Uz,..., Uo)
Entrada de Passagem das coordenadas Entrada dos pontos
dos pontos R parao Ri=(X'.Y. 7
HeC referencial inicial = (XY
R=H(R+C) contidos namatriz R
Calculo das somas Entradados
s parametros
oF OE ¢ ,
25 o (X, ¥, 2) = = .
= an an )
(=1,2,....8)

A 4

_E

Saida do gradiente calculado pdg

oE

OE

Oe = %Ul

o 0

Uga

Figura 2.5 Esquema da rotina implementada para determinar
o gradiente da funcao erro E.

Quadro Il :
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Comparacgdo quanto ao numero de chamadas da funcdo entre os 3 algoritmos.

Tipo de N° de chamadas da funcéo dfo
Quéadrica EO4JAF | EO4GDF | EO4KDF
esfera 106 2 2
cilindro 152 2 2
cone 84 2 2
elipséide 96 2 2
hiperboldide de 1 folha 118 2 2
hiperboldide de 2 124 3 2
folhas
paraboldide eliptico 427 7 2
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Capitulo3
Propagacao dos erros nas coordenadas aos parametros

da quadrica ajustada

3.1 Formulacédo do problema

As coordenadas a partir das quais é feito o ajustamento sdo obtidas através de um
processo de medicdo. Consequentemente, essas coordenadas estardo afectadas de erros
inerentes a medicéo.

Em condicBes normais, os erros sistematicos sao corrigidos durante a fase de
aquisicdo de coordenadas. No entanto, os erros aleatdrios ndo podem ser eliminados e irdo
propagar-se aos parametros da quadrica durante o processo de ajustamento.

Portanto, € importante conhecer em que medida pequenas variacdes nas
coordenadas dos pontos podem alterar os parametros da quadrica ajustada.

Supondo entdo que os erros sistematicos foram eliminados, sera necessario agora
um modelo que permita estudar a propagacdo dos erros aleatorios. Sera pois este o

objectivo do capitulo'3

Este problema pode ser tratado através de um modelo probabilistico em que se
associa o resultado de uma medicdo a wamdavel aleatériacontinua - ou a uma

sequéncia ordenada de variaveis aleatérias continuas que formasntanaleatorio

A medicéo das 3 coordenadasy e z de um ponto situado sobre uma superficie
pode ser considerada como uma experiéncia aleatoria descrita p@ctomaleatorio
(Tx, Ty, T2). Nestes casos costuma-se utilizar um modelo em que cada uma das 3 variaveis
aleatérias, condideradas continuas, obedece alistn@uicdo normalo que significa que
0 vector aleatorio gnultinormal.

Usando uma notacdo mais compacta, vamos comec¢ar entdo por associar aos

observaveis, que aqui irdo ser as coordenadas dos pontos

P:: (p11 p21---! QS) = (Xll y11 Zl! X2! y2! 221---!XS! y51 ZS) 11:

" Salvo indicagdo em contrario, usaremos a mesma notacgéo que nos capitulos 1 e 2.
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as variaveis aleat6rias normais={T1, Ty, ..., Tss) ; designamos por

2
%)-pl Opyp, Oplpss O
2
Sep = |j)-p2pl Opz 0p2p3s O
0 : o I
0 , O
®pssp. Opssp, 0p33 B

amatriz de covarianciaestas variaveis aleatorias.
Da mesma forma, para os parametros definidores da quéQrddai 1, Uo,..., Uog),
obtida por ajustamento aos referidos pontos e que iremos considerar como realizacéo do

vector aleatério & (U, U,,..., W), vamos denominar a sua matriz de covariancia por

2
BIIUl O, Ouu B
2
250 = %Uzul OUZ Ouats O
AT |
U 2 U
(Pusty  Ouguy Oug 0

Supondo que existem relacdes funcionais lineares entre as variaveis aleatorias, isto

e’, relagcbes da forma

Uj = myTo+mpTot 4masTas +y, M, OR, (=1,2,..,35 ; j=1,2,..,9),
ou, matricialmente
U=MT+N, M :=[Mjlg-12.3:j-12..9 € N:=[NlG=12..9, (3.1)
a relagéo entre as matrizes de covariancia € dada por
S50=MZpM'. (3.2

Por conseguinte o primeiro passo a dar sera tentar obter uma relacéo da forma (3.1)
entre as variaveis aleatérias U e T. Para isso e com base na definicdo (2.11), mas
permitindo agora que os pontos; ,P(=1, 2.., S) , possam variar, comecamos por
considerar as funcdes desvio mais gerais

d:R°xR%* LR

, (=1,2..,8),
(Q.P)—d(Q.,P)

*Iremosusar P= (py, Pa,..., P3s) para tornar a notagéo mais leve ou Ry, 71, Xo, Y2, Zov..., Xs, Vs, Z), para
tornar a notagcdo mais clara, consoante aquilo que nos parecer mais conveniente.



em que Q=(Uy, W,..., Us) determina uma quadrica qualquer; e P é um elementc®le R
que corresponde & matriz colu=[x1 V1 21 X2 V2 Z ... Xs Ys Zs]' cujos elementos
sdo as coordenadas cartesianas dpontos também variaveis £ 9) , R=(x, Vi, z); €
di(Q,P), adistancia algébrica do i-ésimo pontoaluadrica Q .

Representemos pd?P®= [x° yi° z° x° y2° 2° ... x° ys° z°]" a matriz coluna
gue contém as coordenadas de pontos obtidas por medicdo e, portanto, afectadas de
erro, e por Q° = (G,0y,...,Ty) a quadrica que melhor se ajusta a esses pontos.

Linearizando cada funcéal através do desenvolvimento em série de Taylor na

vizinhanca de Q° P% , vem

d;(Q.P)=d;(Q°,P) + (u -1 ) '(Q P°)+(u, -0, ) '(Q NOLE
i 0 i 0 0 ad| O 0
(U — Ug) —(Q P)+ (% =) —(Q P7)+(y1 = y1) W(Q P)+-

-+ (Z —25) od, (Q°P%) , (=12..5).
S
Definindo as matrizes coluna

dQP =[d QP]gz.s) 5 &= [d Q@ Py )

(3.3)
0(QP)=d@QP)-d” ; 5=Q-Q°; n=P-P°;
e ainda as matrizes
9d, ad, od, od, 9d, = 04,0
Uax, o az_
,  0u, au9 ] 1 Yi s [
d, od, D Eﬁdz od,  od, B
A° = u ou, D e B°= ax ayl . azS 0 (3.4)
: . . : .. ]
@ds ads adS [] E@d od ad D
S S ..
@ul ou, ou, QGO,PO) Eax oy, 0z 4 aQ )

podem-se escrever as relacdes anteriores na forma matricial

o (Q,P) =A% +B|.
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(3.5)

Considerando agora que para (Q,P) na vizinhancaQ@® R° , Q= (uy, Uy,..., Ug)
€ a quadrica que melhor se ajusta aos pontos em P ; isso significa que Q € o minimizante

da funcéo erroEp associada aos pontosem P :
Er: R° - R;
Q HEP(Q)—zd QP

Na forma matricial, Ep (Q) pode ser dada por

Er(Q) = [d° +0(Q.P)] [¢° +o(Q.P)].

e, se Q corresponder ao minimo locale , entdo tem de satisfazer as 9 condi¢cdes

E(Q) 0; (=12..9),

isto é,

o:aiuj{[do +0QP)]'[¢° +o@PJQP =
= 214" +20T (@ Pd° +0"(Q.P) 0(Q.P)|=
an
=25 o @Rl o @P o@P)

Passando a notacdo algébrica para tornar mais claros os calculos, pode-se escrever

S [Bw, 0 9 _ B
2y G, QP QP S SHef@P]=0, (<1209 (3.6)
onde w,(Q,P) , (=1 2..,S), representa o elemento na linha i da matriz colui(®, P) .
Como,
600. 0
au @P) ——[d QP -di(Q%P )]——(Q P)
e

—[oo @P)= z e GICLRICRID B

)] ad;

S
:2;[di(Q,P)—di(6°,P° QP=
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_ 2% o (0.p) O
- 2; Wi (Q! P)a_UJ(Q’ P) y
substituindo em (3.6), vem

2i%(Q, P) di (Q°,P°) +2§ooi QP @QP=0, (=12.9.

&1 0u; Bl ou;

Voltando a notacdo matricial, podem-se escrever as equacdes anteriores na forma
[A]"(d° +©) =0, 3.7)

onde A representa a matriz correspondentd’a mas agora com as derivadas calculadas

em (Q, P), talcomas =w(Q,P).

Recordando que (Q, P) pertence a vizinhanca@&, P°) , ter-se-a, a partir de
(3.5)
o =A% +B ,
sendo n=P-P° e §=Q-Q°% as matrizes-coluna que contém respectivamente 0s

incrementos nas coordenadas e as respectivas variagdes nos parametros da quadrica
ajustada aos pontos.
Substituindo em (3.7), obtém-se entdo
[A]" (d° + A% +B%n) =0.
No entanto, para o efeito da propagacao dos erros, pode-se tomar a aproximacao

A=A,
de onde resulta
[A°] d® +[A°] A% +[A°]'BOn=0.

Atendendo a que, por (1.2), o gradiente e@?(P? da funcao EPO (analoga aEp) é

dado por 24°7d° e como Q° é minimizante dessa funcdo, vem

A°Td° =0.
Entédo finalmente pode-se escrever

§=L%n, com L°=-(A°TA%)1A0TBO| (3.8)
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0 que nos da uma relacdo linear aproximada entre os incrementos nas coordenadas dos
pontos P, (=1,2..,S), € as consequentes variagdes nos parametros da quadrica ajustada a

esses pontos, através da matti2 de dimensdes x3s .

3.2 Determinacéo das matrizes A e B das derivadas parciais

A matriz A das derivadas de d; em ordem a u; ja foi determinada no paragrafo
(2.5.4). Falta entdo determinar as derivadad; @n ordem as coordenadag, Vi, Z ,
(ik=12..5).

Como na fungéo
d:R°xR® LR

QP Hd@QP)

di(Q,P) representa a distancia algébrica do i-ésimo ponta uadrica Q , uma vez

fixada a quadrica Q ¢i(Q,P) depende apenas do poniq I&go, paraik=1,2,..,S ,

ad; _ad;, _ad,
= = =0, se izk|.
OX, 0y, azk

Resta entdo apenas a determinacao das expressoes das derivadas

od  oad od.
I ’ I e I y 6:1,2 ..... S)

ox 0y, 0z

Considerando uma quadrica de equaE@¥,Y,Z) = 0 arbitrariamente fixada, como
d(@Q,P)=aig,
com

g = O(ngréd F(X, ,Yi,zi)H =

= q, \/[—(xl, ,,Z)] [—(xl, ,,2)] [—(x,,\c,Z)]Z,
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vem
ody _ 00 o 4o %9 (3.9)
ax 0X; ox,

onde

agi_ GF

2 - o Sl et Bl

AR Ea Fa e R ES) (3.10)

Considerando de novo a relagéo vectorial (2.10.2) na forma

X = al:XYZ
g =X = a5 (XY, Z)

oF
ay, -Y, =q; _(Xi’Yi’Zi)'

|

OO

Ezi_zi:a oF (XI’ i |)

e derivando em ordem>»x ambos os membros de cada uma destas 3 igualdades, obtém-se

Bwﬂﬁmmzf(%oﬁjﬁhﬂﬂl
ox, LoX J 0X; ox. 0X

0 [oF Y., oda, oF

Xa i1 Ao Mo Av XI’ ir & ) 3.11

Ep"ax oy 2)|= “Gx) "ok, oy G2 (841
O 9 roF 0Z, aa oF

.——X,I,I P |’|’
5u'axi .az( ! ) (ax) 0X, OZ( Z)

Assim, de (3.10), vem

s A AL I KR
oy Oz e [T 00 2] T zy o [ ox v 2]

e de (3.8),
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dg. 1 [OF 0, OF 0
a 2= (XY, Z T (XY, z)+
=z g - T (XY g

oF oJda. dF L]
+SUIXY, .)@ oy a2

Ja, 6F [
+—(X.,.,Z)§ “ o oz OB

agi . 1F oX, aY
i Ao _F(Xl’ i |)(_I) +_(X|’ i |)(7I) +_(X|’ i |)(_)+

oa, o
a_lgl —(Xi,Yi,Zi)E, (i=12..5). (3.12)

Mas como (?) =0, porque a quadrica ndo depende ¢e 1Bgo
X

OF 0%, OF O OF 3z, _
OX. “ox  aY, ox’ 90Z ox

e substituindo na expresséao (3.12), vem entao

0g. oa. 10F
a; — = XY, i1 &
' ox, X, g+ g; 0X ax 4,

de onde finalmente, a partir de (3.9) se obtém

od, _ 1 0F
—=——(X,.Y,, =1,2,.., :
g o NZ) L (2es)

As derivadas del em ordem ay; e y; obtém-se de forma analoga.

Portanto, teremos entao
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o _LOF oy
ox. g, 0X
ﬂ:ia_lz i’Yi’ZI)’
ay| gi aY
9d _ 1OF y v.2)
0z g 0Z
Portanto, amatriz B sera dada por
ha e Fza 00 0 g g o o O
» o :
F, F,, F
g=00 0 0 X2 Y2 22 5 o9 0 0
O. . % 9 9% d
DI : : : : : t. : : ID
Foo Fog F
Ho o o o o o ..-X2 Y8 280
L Os UOs gsD

em que
oF oF oF
Fy :W(XK’YK’ZK)’ Fx :W(Xk’Yka)’ Fr :ﬁ(xk’Yk’Zk) , k=1,2..8).

No nosso problema, os elementos das matriZzese B s&o calculados em
(Q°P), isto &, usando as coordenadas medidas dos pontos e os parametros da quadrica

resultante do ajustamento, a esses pontos, pelo método dos Minimos Quadrados.
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3.3 Determinacao da matriz de covariancia dos parametros ajustados e

dos respectivos semi-eixos do elipsoide de confianca

Os acréscimos definidos porH = T - P e A=U-Q° , associados

respectivamente aos acréscimos e 6 , considerados anteriormente, sdo vectores
aleatdrios com a mesma dispersdo de T e U, respectivamente, logo as suas matrizes de

covariancia coincidem, isto &,
zr]r] =2pp € 25 = 266 (314)

Usando (3.2) e (3.8), estamos entdo agora em condi¢cdes de determinar a matriz de

covariancia Z 55 do vector aleatério U a partir da relagéo

g0 = Zs = LOZ[L0]' (3.15)

Como em Metrologia se adopta a hipétese de que as variaveis aleatdras..T
Tss (associadas as coordenadas dos pontos) sdo independentes, elas sdo néo
correlaccionadas dado serem normais. Por conseguinte, considerando que o desvio-padréo

dos observaveis é um valor comuaira matriz de covariancia € diagonal, quer dizer,

%52 o - OB
0 o? 0
Zrm:%: : 5S=02|35’
a2 : 5
DO o ... O'zlj

em quelss representa a matriz identidade de ordesn 3

Da relacédo (3.15) tira-se entdo a igualdade

S00 =25 =0°L% s [L°] =a’LOL]], (3.16)
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que permite determinar a matriz de covariancia para os parametros definidores da quadrica
ajustada a partir da matriz® e do desvio-padrdo das coordenadas, supostamente igual

para todas.

A matriz de covarianciaz, vai permitir obter umaegido de confianggara os

parametros da quédrica, como veremos de seguida.

Atendendo a relacdo entre T e U, e como estamos a considerar uma distribuicéo
multinormal para T , também U sera multinormal. A densidade de um vector aleatorio
multinormal V= (V41, Va, ..., Vo) qualquer € dada por

f(v) eq-3(v-w I v -p)|.

1
=
(2m)2 \/det(T)

em queVvOR® , ¥ é a matriz de covariancia de V e o respectivo vector das médias.
Como esta matriz covariante é simétrica e positiva definida, o0 mesmo acontece a sua

inversa™, logo todos os valores proprios desta s&o reais positivos. Assim, para um valor

realk arbitrario, a equacédo
(v-p) =7 v-p) =k? (3.17)

representa um elipséide no espacd, Rom centro emu . Sobre este elipséide a funcéo

densidade tem o valor constante

f(v) 1k2],

1
= g—exp[—§
(2m)2 \/det(Z)
dai se dar a este a designacaeligesdide de densidade constante

Tal como en R®? para obter os semi-eixos deste elipséide comegam-se por
determinar os valores préprios d&' que s&o iguais aos inversos dos da mafrizOs

eixos de simetria do elipséide sdo determinados, aqui também, a custa dos vectores

proprios dex™ . Efectuando a mudanca de referencial através da rotacdo

V=H"v,
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cujas 9 colunas da sua matriz H associada sdo constituidas pelos vectores proprios
normalizados dez™ , obtém-se, no novo referencial d& Bujos eixos coordenados sdo

paralelos aos eixos de simetria do elipséide, a equacao (3.17) simplificada (reduzida aos

eixos)
@Ay O 00
H ) 0
0 A 0
< _ . A\T[] 2 - _ — |2
V-m'g. EAIDESSS
%O 0 )\‘1%

em quel;, A2, Ag, Sdo os valores proprios da matkiz Designando poW o vector

aleatoério associado a variavel transformata a sua matriz de covariancia é

W2 O oom O 0O
O ) 0 0
P Bo or. 0 o= P X 0 (3.18)
w0 oo :
O 0
50 0 25 P 0 - A

logo, os semi-eixos do elipsdide de confian¢a, que designaremas ficr1, 2, ..., 9) , Sao

dados por

a? =k ,(=12..9),

isto é,

a = kWA |, (=12 .. 09). (3.19)

A probabilidade de uma realizacdo do vector aleatorio V cair dentro da regido de

confianca delimitada por este elipsoide € dada por
v -z (v -p) <k,

ou, usando as variaveis transformadas, essa probabilidade também pode ser dada por

P[(V—M)TZl(V-u)<k2]:PE(V1_ul) +(V2_u2) +...+M<k28:
SRy X, X, g
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— 2
. , . Vi _Hi) i ~ . Pt
Como as variaveis aleatorlagi , (=1,2 .., 9, sado normais, de média

2
Vi

nula e desvio-padréo unitario, a sua soma obedece a lei do qui-quadrado, isto é,

. 2 — 2 — 2
XS (V1;ZU1) +(V2 _ZUZ) +.“+(V90;U9) ’

1 V, Vg
obtendo-se entéo finalmente a igualdade
PV -T2 (V - ) <k = Px§ <K7].

que permite calculak a partir da probabilidade ou o reciproco, através da consulta de uma

tabela dox?; por exemplo para uma probabilidade de 0.95, kend.11.

Finalmente as relagbes (3.19) permitem calcular os semi-eixos do elipsdide de

confianca, a partir dos valores proprios da matriz de covariancia.

No nosso caso concreto, em que= @° e V=U, e atendendo a que, como ja
vimos,

g0 =25 =02LL],

se designarmos pohy, A, ...,Ae, 0s valores préprios da matriz de orderh®L°" que
ndo dependem da precisdo das coordenadas nem do método numérico de minimizacéo
usado, e atendendo as relacdes (3.18) e (3.19), os semi-eixos do elipséide de confianca

podem ser dados por

a =kaoA, |, (=12..9).

Apresentamos seguidamente, no quadro lll, os valores dos semi-eixos obtidos em
relacdo a propagacdo dos erros para 0S elementos geométricos ajustados atras,

considerando um grau de confianca de 93%% (4.11) e um desvio-padrdo para as



95

coordenadas de ¢ = 0.0010:

Quadro 1l :

Semi-eixos dos elipsdides de confianca a 95%.

Cilindro de | Cone de Hiperboldide [Hiperbolbide | Paraboldide
Esfera | revolugdo | revolucéo Elipséide | de 1 folha | de 2 folhas eliptico
0.0055 0.0005 0.0073 0.0432 0.0660 0.0167 0.0017
0.0056 0.0011 0.0089 0.0522 0.0720 0.0264 0.0052
0.0077 0.0020 0.0093 0.0932 0.0992 0.0424 0.0064
0.0079 0.0052 0.0142 0.0950 0.1413 0.1481 0.0078
0.0080 0.0062 0.0215 0.1905 0.1659 0.1683 0.0154
0.0292 0.0222 0.0236 0.2559 0.3942 0.2038 0.0700
0.0781 0.0285 0.1205 0.3220 0.4046 0.5113 0.0908
0.0799 0.0690 0.1274 0.3648 0.5397 0.5723 0.1363
0.1897 0.1579 0.1403 0.7099 0.6273 0.8717 0.4003
Médias| 0.0457 0.0325 0.0526 0.2363 0.2789 0.2846 0.08[L5

Como se pode ver, apesar de haver alguns semi-eixos cuja grandeza, em termos
absolutos, parece ser demasiado grande, existe uma certa concordancia entre os valores

para os varios elementos testados.
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Capitulo4

Osdesviosdeforma

(uma aplicacéo do ajustamento de quadricas)

4.1 Preliminares

Apols a execucdo do ajustamento, € importante saber em que medida € que os pontos
medidos se aproximam ou afastam do elemento geométrico ajustado. A primeira ideia seria
analisar os residuos de cada um dos pontos depois do ajustamento concluido. No entanto,
para se poder fazer uma comparacdo com os resultados de outros ajustamentos, convém
condensar a informacdo no numero minimo de parametros possivel, designados por
Desvios de Forma, que déem uma ideia global da medida em que o elemento se ajusta aos
pontos. Para isso, existem ja definidos dois desvios de forma :

- Um deles resulta directamente do processo de ajustamento e chaesviseMédio

Quadraticq sendo definido por

S
2

d; —
; _ |E(Q)
s—-n s-n

emqgue s € o numero de pontos usados no ajustamenté,0 nUmero minimo de pontos

que permitem definir o elemento geométrico em cauBa@) ¢ o valor da funcéo errg
calculado para a quadrica ajustad@ . O valor de S é expresso nas mesmas unidades

gue di que, em Metrologia, € normalmente o milimetro.

- O outro, que se costuma designar Pesvio por Amplitude, é calculado com base nos
desvios méaximos dos pontos. E a distancia entre dois elementos geométricos da mesma
familia do elemento geométrico ajustado, concéntricos ou paralelos a ele, que passam
respectivamente pelos dois pontos mais afastados, por forma a limitarem uma regido do
espaco onde se encontram todos os pontos medidos (ver figura(4.1)). Este conceito de

desvio de forma é bastante utilizado em normas fixadas para a metrologia, nomeadamente
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Esfera Plano

Figura 4.1 Desvio de forma por Amplitude.

nas normas internacionais ISO . Também neste caso a unidade utilizada é normalmente o
milimetro.

Ambos os desvios de forma referidos sdo grandezas absolutas, expressas em unidades.
Assim, o seu valor ndo permite uma avaliacdo imediata da qualidade geométrica da forma
da peca sob teste, se as dimensdes dessa peca nao forem conhecidas. Por exemplo, ndo se
pode dizer que o Desvio Médio Quadratico ou o Desvio por Amplitude de uma pretensa
esfera € pequeno sem conhecer a ordem de grandeza do seu diametro. Portanto, havera
vantagem em se usarem desvios de forma expressos em termos relativos (adimensionais).

Outro problema que se p6e quanto a definicdo do Desvio por Amplitude tem a ver com
o facto de se tratar de um desvio local, isto é, dependente apenas dos 2 pontos com maior
desvio e ndo da totalidade dos pontos medidos, o que nao reflecte de forma global o defeito
de forma.

As definicdes de desvios de forma que vamos propor de seguida vao ter em conta 0s

aspectos referidos.

4.2 Definicao de desvios de forma a partir do ajustamento de quadricas

Utilizamos o ajustamento de quadricas para definir outros desvios de forma para as
figuras geométricas que ocorrem com frequéncia em Metrologia Geométrica : o plano, a
esfera, o cilindro de revolucéo e o cone de revolucéo.

Antes de apresentarmos as suas definicbes, vamos enunciar 0s principios que serviram
de base a sua concepcdao, tendo em conta as razoes ja salientadas no paragrafo anterior.

Pretendemos que os desvios de forma sejam
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1. iguais a zero quando se trata de uma forma perfeita,
2. grandezas relativas (adimensionais),

3. invariantes em relagdo a equagdl, Y, Z) = 0 que representa o elemento

geométrico em causa e gque esta directamente relacionada com o referencial usado,
4. tao globais quanto possivel.

O primeiro principio é assegurado desde que se escolham valores residuais que, nos
casos ideais, sejam nulos.

Para obedecer ao principio 2, ha que dividir o residuo por um valor da mesma natureza
do parametro envolvido e que reflicta também a dimensdo do elemento geométrico em
causa.

Em relagé@o ao principio da invariancia, vamos tentar usar, sempre que possivel, valores
intrinsecos ao proprio elemento (ligados portanto a sua forma), que ndo dependam da
posicdo que ele ocupa no espaco.

O principio da globalidade é naturalmente satisfeito quando se usa, no ajustamento das
quéadricas, um conjunto de pontos suficientemente representativo da forma geométrica sob

teste.

Com base nestes principios, propomos novas definicdes para desvios de forma usando,
nesse sentido, o ajustamento de quédricas tratado no capitulo 2.

Vamos comecar por ampliar a tabela 2.1 do capitulo 2, considerando agora todas as
quédricas que possam definir superficies com interesse para este problema dos desvios de
forma (ver tabela 4.1).

No entanto, como ja foi visto, todas as quadricas que resultam de um ajustamento sédo
elipséides ou hiperboldides. As restantes quadricas nunca ocorrem na pratica - sdo simples
singularidades. Por exemplo em vez de um cone, vamos ter, por aparecer sempre um
pequeno residuo enD” , hiperboléide de 1 ou 2 folhas, consoante o dito residuo seja
positivo ou negativo, respectivamente. O mesmo acontece nos outros casos em que seria de
esperar algum valor préprio oD nulos, como vai haver sempre um residuo vamos

sempre cair no caso de um elipséide ou um hiperboldide.
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Tabela 4.1
Centro| o | p | v | D Tipo de quadrica
um >0 >0|>01| >0 elipséide

um >0| >0| <0| >0} hiperboléide de 1 folha

um >0| <0| <0| >0} hiperboléide de 2 folhas

um >0| >0 <0| =0 cone

nao >0 >0, =01 =0 paraboloide eliptico

nao >0| <0| =0 | =0 | paraboloide hiperbdlico

recta | >0 >0/ =0 | >0 cilindro eliptico

recta | >0 <0/ =0 | >0 cilindro hiperbdélico

nao >0 =0| =01 =0 cilindro parabdlico

NoOs casos em que se esperaque A, ou outro valor proprio, seja nulo poderiamos

definir o defeito de forma, que designaremos for como sendo

A
fy = ,
A /)\2+u2+vz

onde A ¢é o residuo obtido para a quadrica ajustada e o denominador se destina a

normalizac&o e a tornar o desvio invariante com respeito ao referencial.

Nos casos em que se espera Queseja nulo, podemos definir de forma analoga o

defeito de forma, que designaremos fior como sendo
D*

onde D" representa o residuo obtido.

fp =
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Em relacdo ao desvio das formas de revolugdo (de secgOes circulares) para formas
com

seccdes elipticas vamos usar a excentricidade

sendoa o maior eb o0 menor dos semi-eixos da seccéo eliptida e 4 0s respectivos

valores proprios.

Portanto, para o plano, a esfera, o cilindro de revolucdo e para o cone de revolucéo,

vamos propor os seguintes desvios de forma :

Plano:

Dado que o plano € uma superficie muito simples, quando se ajusta uma quédrica a um
conjunto de pontos representativos de um plano, o resultado pode ser quer um elipséide
quer um hiperboldide de 1 ou 2 folhas.

Porém, o nosso algoritmo de ajustamento revelou-se numericamente instavel para este
caso; para todos 0s conjuntos de pontos representativos de planos que usamos obtivemos

valores extremamente elevados para 0s semi-eixos dos elipséides de confianca.

Esfera:

Quando se ajusta uma quadrica a um conjunto de pontos representativos de uma esfera
obtém-se, como seria de esperar, um elipséide em que os 3 semi-eixos tém comprimentos
quase iguais entre si. O desvio da forma esférica devera entéo reflectir a diferenca entre
esses semi-eixos, 0 que podera ser feito através das 3 excentricidades que se podem
calcular combinando esses semi-eixos dois a dois. O desvio de forma esférica poderia
assim ser dado pela excentricidade maxima, que designaremegpor

No caso dos valores da tabela | , obténegg= 0.0228 .

Cilindro de revolugéo :

" Para sistematizar esta classificacdo considerou-se\qeeD” sdo sempre ndo negativos, o que se pode
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O cilindro de revolucéo tende para um elipséide alongado ou para um hiperbol6ide de 1
folha, consoante o valor préprio residual seja positivo ou negativo, respectivamente.

Em ambos os casos, o desvio em relagdo a forma circular (de revolugéo) pode ser dado
pela excentricidade da seccéo eliptica (no caso do elipséide usam-se 0s 2 semi-eixos mais
pequenos).

Para se quantificar a degeneracdo das rectas geratrizes em elipses ou parabolas pode
usar-se a quantidade

Y

em que se supde que € o valor proprio que se deveria anular.

f, =

No caso dos valores da tabela Il , obténese).0124 ef, = 0.000046.

Cone de revolugao :

Como ja foi referido, neste caso vamos obter um hiperboldide de 1 ou 2 folhas
consoante o valor residual d® seja positivo ou negativo, respectivamente.

Tal como no cilindro, o desvio em relagcédo a forma circular (de revolugéo) pode ser dado
pela excentricidade da seccéo eliptica.

Quanto a quantificacdo da degeneracdo das rectas geratrizes em hiperboles pode usar-se
a quantidade também ja referida

*

D
/)\2+H2+V2 )

No caso dos valores da tabela lll , obtémesed.0290 efp = 0.1605.

fo =

obter multiplicando, se necesséario, ambos os membros da equacédo da quadrica por (-1) e efectuando uma
conveniente ordenacgédo dos valores préprios.
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Conclusoes finais

Como foi dito no inicio, o objectivo deste trabalho era a construcéo de algoritmos para o
ajustamento de quadricas pelo critério dos minimos quadrados, no contexto da Metrologia

Geométrica.

Nesse sentido, a concordancia entre os resultados tedricos e os valores numéricos

obtidos permitem-nos acreditar que esse objectivo foi atingido.

Em relacdo ao estudo sobre a propagacdo dos erros, os resultados numéricos
encontrados nado foram totalmente satisfatorios, especialmente no caso dos valores obtidos
para os semi-eixos dos elipsoides de confianca; possivelmente, isso deve-se mais ao facto
do modelo usado para a propagacdo dos erros ndo ser o mais adequado do que a propria

instabilidade dos algoritmos de ajustamento.

Finalmente, em relacdo a proposta de novos desvios de forma, pensamos ter contribuido
para dar outras perspectivas em relacdo a esse assunto, no sentido de cada parametro de

desvio conter o maximo de informacéo sobre a forma das pecas sob teste.

Quanto a futuros desenvolvimentos deste problema, para além de um estudo mais
extenso e aprofundado dos erros inerentes a estes algoritmos, ha ainda a resolver o
problema daorreccdo do palpadofver [1], pg 169) para o caso das quadrigaando se usa

uma CMM na aquisi¢cao das coordenadas.

Outro importante problema a estudar sera o desenvolvimento de algoritmos mais globais
que permitam descrever superficies através da juncdo de seccbes de quadricas de Vvarios

tipos, tendo em especial atencéo as linhas de unido dessas seccoes.
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