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Introducao

Pode definir-se a Metrologia como a ciéncia dmedi¢do Nela sédo englobados multiplos aspectos, que
sdo muitas vezes menos familiares para a maioria das pessoas. Por esta ciéncia sdo tratados, com especia
atencédo, os problemas relacionados com os instrumentos e com as técnicas de medi¢do e ainda com o tratamentc
dos resultados da medicao.

Devido a existéncia de uma grande diversidade de grandezas a medir, houve necessidade, em dada
altura, de separar letrologia em diversos ramos distintos. Surgiu assiMetrologia Geométricaque tem
como principal objectivo a analise das propriedades geométricas dos objectos. Dentro deste campo inclui-se a
Metrologia por coordenadas, onde o processo de avaliagdo das figuras geométricas é realizado de uma forma
indirecta, tendo como base a medi¢cdo de coordenadas cartesianas, em relagdo a um referencial ortogonal directo,
de pontos localizados sobre a superficie do objecto a estudar, seguida do tratamento desses dados, executadc
com o objectivo de obter toda a informacdo necessaria a determinacdo das caracteristicas geométricas
pretendidas. O nimero e localizagdo dos pontos devem ser tais que permitam a aquisicdo completa da forma e
dimens&es do objecto em causa. Apesar de tudo, continuam a utilizar-se actualmente as técnicas tradicionais da
Metrologia Geométrica que sdo baseadas no uso de instrumento classicos de medi¢do directa: régua,
micrémetro, etc.

Na Metrologia Geométricaonsidera-se que um objecto pode ser descrito pela unido de um nimero
finito de elementos geométricos (superficies ou curvas) definidos, cada um deles, num dado referencial, por um
conjunto finito de pardmetros. Serdo os valores destes pardmetros definidores, obtidos pelo processamento das
coordenadas medidas, que vdo permitir comparar os resultados obtidos para cada pe¢a com os valores tedricos
ideais, 0 que serd a base da técnica de controlo da qualidade na producdo industrial, uma das aplicacdes
fundamentais dWetrologia por coordenadas da actualidade.

Hoje em dia praticamente ndo existem pecas, produzidas industrialmente, cujas caracteristicas
dimensionais ndo possam ser determinadas através de uma maquina de medicdo de coordenadas. A indUstria
automével, a construcéo naval e aeronautica, a metalomecénica e a industria de moldes e de plasticos sdo alguns
dos sectores onde aquela técnica é usada em larga escala. Este caracter universal, juntamente com o elevado gra
de automatizagdo alcancado, é a razdo mais importante para justificar a tdo rapida evolugdo desta técnica, que se

verificou nos ultimos 25 anos.

Para a medicdo das coordenadas de pontdgleteologia Geométricautiliza varias técnicas e
instrumentos, entre os quais destacamos as charhd@sinas de Medicdo de Coordenad@3oordinate
Measuring Machine - CMM que constituem o objecto do nosso trabalho. Existem, no entanto, outros processos
de aquisigdo, que sdo utilizados especialmente quando o objecto a medir € de grandes dimensdes. Entre estes
métodos, refiram-se os sistemas moéveis de aquisicdo de coordenadas, como por eséstgrita movel 3
sistema fotogramétrice o sistema de figgque séo sistemas portateis, montados em redor do objecto a medir.

A principal caracteristica de uma maquina de medicdo de coordenadas consiste na sua capacidade em

medir uma extensa variedade de formas geométricas, de um modo rapido, flexivel e, em grande medida,



automatico. O funcionamento de uma maquina de forma eficiente implica a existéncia de um dispositivo de

medicao (que € @MM propriamente dita), um computadsoftware e um operador qualificado.

No entanto, tal como sucede com qualquer outra técnica de medicdo, o processo de aquisicdo de
coordenadas por meio de uma maquina de medi¢do, ndo esta totalmente isento de erros. As irregularidades
residuais da estrutura daMM, resultantes da sua construcdo, adicionadas as pequenas modificacdes dessa
mesma estrutura, resultantes do seu uso, provocam a existéncia dos erros sistematicos da maquina. Estes erros
geométricosou cineméticossdo devidos aos desvios de rectilinearidade dos movimentos das diversas pecas
moveis da maquina, a nao linearidade das escalas e a ndo ortogonalidade dos movimentos relativos dessas pecas
A nédo repetibilidade do posicionamento, devida, entre outras coisas, a vilpapador e erros reversiveis,
origina os erros aleatérios GMM.

A precisdo dos resultados das medidas efectuadas por uma maquina de medicdo de coordenadas é
determinada por propriedades relativas

— & estrutura mecéanica da maquina,

— ao sistema de aquisicdo de coordenadas,

— ao sistema dpalpacéq

— ao sistema de motores que faz deslocar as partes moveis da maquina,

— ao controlo dos movimentos,

— ao software utilizado para avaliar os parametros que definem as caracteristicas geométricas das

pecas,

— a precisdo numérica do computador onde esta implementadsofbsaes,

— aestratégia de medigdo da peca,

— as propriedades da peca e seu modo de fixacao.

O objectivo deste trabalho é o estudo de processos de estimacao dos erros de uma maquina estacionaria
de medicdo de coordenadas, sendo para tal construido um modelo que descreva o seu comportamento, que
servira de base a elaboracéo de processos de estimacao dos erros geométricos.

O primeiro capitulo deste trabalho terd como propdsito a descricdo dos constituintes e modo de
funcionamento de uma maquina de medicdo de coordenadas, dos erros a ela associados e, pela construcao de ur
modelo que descreva o seu comportamento, do modo como esses erros afectam as coordenadas fornecidas pel:
CMM.

Para melhorar o grau de precisdo dos resultados fornecidos por uma maquina de medicao de
coordenadas sao possiveis duas abordagens:

— Aumentar a precisdo mecanicaCdM.

— Corrigir os erros existentes nas coordenadas fornecidas pela méaquina, ussoftieare do

computador a ela ligado.



Ao compararmos estas duas abordagens verificamos que até ha pouco tempo foi despendido um maior
esfor¢co nadesign, fabrico e manutencdo das méquinas com vista a adquirir maior precisdo mecéanica, do que na
correcgdo dos erros existentes por meicsaftware. A correc¢do dos erros presentes nas coordenadas tem a
vantagem adicional de evitar 0 custo inerente a compra de novas maquinas. Esses resultados podem ser ainda
utilizados para efectuar o diagnéstico das fontes de eEdMdh

No capitulo dois deste trabalho, baseados nos resultados obtidos no primeiro capitulo, estudaremos
processos de determinar e corrigir 0s erros geométricos de uma maquina de medicéo de coordenadas. Sera dade
especial relevancia a um método indirecto de estimacéo de erros - o procastucakbracad. Serdo ainda

apresentados resultados numéricos referentes a algumas implementagfes praticas realizadas.

! sdifcalibration



Capitulo 1

Modelo cinematico de uma

maquina de medicao de coordenadas

1.1 Introducéo

Uma maquina de medicdo de coordenadamrdinate Measuring Machine - CMM) € um sistema
mecéanico e electronico cujo objectivo Ultimo é a obtencdo de coordenadas cartesianas de pontos sobre
superficies solidas. No entanto, devido a existéncia de diversas fontes de erro associadas ao sistema, o0s
resultados por ela fornecidos ndo sdo exactos.

O objectivo principal deste capitulo é explicar, de uma forma breve, em que é que consiste uma
magquina de medi¢cdo de coordenadas, qual a sua utilidade e modo de funcionamento e construir um modelo
cinematico para 0 seu comportamento mecanico, que nos permita corrigir as coordenadas lidas pela maquina, a
partir da consideracdo dos chamaedoss geométricas

Existem diferentes tipos de maquinas de medi¢cdo de coordenadas que se caracterizam habitualmente
com base no que se designa geguéncia cinematicda CMM, ligada aos movimentos das suas pecas.

Embora o estudo que aqui apresentamos seja valido para outros tpMMdéaremos uma descri¢éo
um pouco mais detalhada dos principais constituintes e do modo de funcionamento de uma méaquina de medicdo
de coordenadas dita g®rtico mével e demesa fixa, nomeadamente, no que respeita ao procedimento de
calibracdodo palpador, ao modo como a maquina adquire as suas coordenadas e a consideracdo das suas fontes
de erro e consequentes erros, sendo dada especial relevarmi@ageométricogdesvios de posicionamento
detranslacdq de rotacdoe de ortogonalidade descritos por um total de 21 parametros).

Pela consideracdo do movimento geral de trés sélidos, materializados pelas pecas roMigissdaa
estabelecido um modelo matematico que, descrevendo com fidelidade o seu comportamento, permite obter as
coordenadas corrigidas a partir das coordenadas lidas pela maquina e dos divessggeométricou

paramétricos Este modelo sera posteriormente utilizado no capitulo 2.

1.2 Sequéncia cinemética e tipos d&MM

Como referimos antes, o objectivo Ultimo de uma& MM consiste na obtencdo de coordenadas
cartesianas de pontos sobre superficies sélidas. Existem variados tipos de maquinas, que diferem entre si
essencialmente pelo tipo de construcdo e pela precisdo de medida, apresentando todas elas, no entanto,

caracteristicas comuns.



Uma maquina de medi¢édo de coordenadas € constituida essencialmente por quatro corpos rigidos - trés
pecas moéveis e uma base fixa - que se encontram ligados uns aos outros huma sequéncia que vai desde a peca

medir até agalpador® (figura 1-1).

O

exol €ixo 2 exo3

00

o s ——corpo 1 corpo 2 corpo 3 corpod|——

pal pador

peca a medir
figural-1 - Sequéncia cinematica de u@islM

Os eixos d&CMM sé&o designados p@X, OY e OZ, e encontram-se ha maquina por uma ordem que &
escolhida arbitrariamente pelo construtor. No entanto, existe uma ordem intrinseca a propria maquina, a qual
chamamosequéncia cinemética da CMNrara efeitos de modelacdo da maquina de medicdo de coordenadas,
apenas é relevante a ordem pela qual surgem os eixos (e ndo a ordem pela qual surgem os corpos). Por
convengdo, assume-se que 0s eixos sao considerados pela Ole@Y-OZ e que OX, OY e OZ
correspondem aos eixos dos movimentos dos corpos 2, 3 e 4, respectivamente (ver figura 1-1).

A classificacdo dos variados tipos@&M em relacdo a sua estrutura é baseada na posi¢do da base fixa
da maquina naequéncia cinematic&or convencao, considera-seseguéncia cinematiague;

- o corpo 1 suporta a peca a medir, seB¥odefinido pela direccdo da géigue liga o corpo 1 ao

corpo adjacente (corpo 2);

— Oz é definido pela direccdo da guia que liga o corpo que supoaibega de palpacderespectivo

palpadorao outro corpo adjacente aquele;

— QY é definido pela direccéo da terceira guia.

A introducdo do conceito deequéncia cinematicaz com que seja possivel considerar uma Unica
formulacdo matemética para o problema de modelar o comportamektha

Existem variados tipos d8MM entre as quais destacamos, devido a ocorrer com maior frequéncia, a
magquina demesa fixa e portico mével. Para além desta, e especialmente devido & necessidade de outras
estruturas mais bem adaptadas a certas tarefas especificas, encontramos outros tipos de maquinas, entre as qual
podemos resumidamente referir as seguintes: maquimErtieo fixo e mesamévef; maquina decoluna e
portico fixo e mesaduplamente mdével (segundo as direc¢c@®é e OY); maquinas deoluna mével emesa
fixa; maquina debraco horizontal fixo e mesamovel; maquina déraco horizontal fixo e mesafixa (onde a
coluna executa movimentos horizontais segundo duas direc¢femrecomove-se verticalmente); maquina de

tipo cantiliver de mesa fixa; maquina deantiliver mével emesa mével; maquina do tipgantry (sdo maquinas

! Veremos mais a frente o gue se entendegimador.

2 O conceito de guia seré posteriormente referido.

3 Este tipo de maquina é semelhante ao tipo mais comudMie (maquina demesa fixa e portico mdvel). A principal
diferenca reside no facto de agorpdstico se encontrar fixo e ser a mesaque se desloca segundo o eixo OX. Com td tipo de
construcao pretende minorar-se 0s erros que sdo consequéncia da instabilidade associada ao meidrtiento do



de grandes dimensdes ondep@rtico se pode resumir a uma viga, que se move sobre outras duas vigas

horizontais); maquina de semrtico’, etc. Nafigura 1-2 encontram-se representados alguns tipos de maquinas.

figura1l-2 - Tipos de maquinas de medicdo de coorden@®hs

1.3 Maquina demesa fixa e pértico movel

1.3.1 Principais constituintes

Iremos, sem perda de generalidade, descrever a maquina de medicdo de coordenesdafixdee
portico mével, que constitui o tipo mais comum @®IM (figura 1-3). Esta categoria de maquina encontra-se
com maior frequéncia devido a sua racionalidade do ponto de vista mecénico e econémico.

Nesta maquina a peca a medir encontra-se solmesa (que correspondera entdo ao corpo 1 da
sequéncia cinemati¢a Ligada & mesa encontra-se portico, que serd o0 corpo 2 e consequentemente
deslocar-se-a ao longo do eix@X . Ligado aopdrtico encontra-se o carro (corpo 3) que se deslocara ao longo
do eixo QY. Por fim, temos o corpo 4, desighado prago, que se movimenta ao longo de OZ .

Genericamente as CMM de poértico mével emesa fixa tém uma base de suporte (em aco) sobre a qual
assenta umanesa, geralmente em granito. A elevada estabilidade quimica e homogeneidade desta matéria
natural, permite criar uma superficie que apresenta um elevado grau de planicidade e cuja dureza faz com que
seja resistente aos choques motivados pelo uso (que, mesmo sendo violentos, apenas causam danos a hivel loca
sem deformar todamesa). Namesa existem alguns orificios, com roscas de aluminio, que servem para fixar as

pecas a medir pela maquina.

* A necessidade de medir pecas de grandes dimensdes levou, em certos modelos, a spdditaipa uma coluna em
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figura1-3 - Maquina de medicdo de coordenadame® fixa eportico mével (ZEISS)19]

Em ambos os lados da base de suporte, fixadas a estrutura, encontram-se as guias doXitearris
horizontais), através das quaipd@rtico da maquina se encontra ligado a base e que o obrigam a ter movimentos
de translacdo segundo aquela direccdo (embora as diversas fontes de erro perturbem esse movimento). A
eliminacdo do atrito no movimento g@drtico (e das outras partes méveis) obtém-se normalmente pelo uso de
almofadas de ar comprimido, o que implica a existéncia de um compressor independente que forneca ar
comprimido & maquina. As diversas posicfes quértico assume sdo referenciadas pela sua distdncia a um
ponto fixo e traduzem-se pela coordengad® movimento de translagao gortico de uma CMM esté sujeito a
desvios significativos, que sdo consequéncia do seu grande volume, peso elevado e reduzida base de apoio.
Assim, € natural que seja necesséario um cuidado especial na concepcao desta parte movel.

Sobre opdértico da CMM encontram-se as guias do eixo OY, que irdo suportar e orientar 0 movimento
do carro da maquina. Este, por sua vez, ird deslocar-se s@igico, segundo aquela direccdo. A translacéo do
carro, que por principio se pretende que seja efectuada perpendicularmente a tranglacimodoaterializa o
movimento de um plano coordenado vertical, paralelo a OXZ

Ligada ao carro encontra-se fixada a guia do eixo OZ, dentro da qual se desloca, na vertical, segundo o

referido eixo, o brago da maquina. A guia do eixdZ é um tubo, cuja forma é, na maior parte das vezes,

forma de “L” invertido.
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guadrangular, hexagonal ou cilindrica, que devera ser simultaneamente perpendicular as linhas de movimento do
portico e do carro (o0 que na realidade ndo acontece exactamente).

Na extremidade inferior dbraco localiza-se o sistema de palpagéou de contactg composto pela
cabeca hastee esfera de palpacadesignamos por palpadoro conjunto formado pela hastee pela esfera As
esferas de palpacésdao normalmente feitas de rubi, que € uma substancia com grande homogeneidade e com
elevada resisténcia ao desgaste e como tal adequada para a elaboracdo de esferas de alta precisédo. O desvio ¢
forma esférica de unesfera de palpa¢éé geralmente inferior a 0.28n. Serd no processo dalibracao(mais
a frente descrito) que o operador introduz o valor do ra@sfiaa de palpagdo

E nacabecague se concentra a parte electronicasigtema de palpacéd\ conexio entre palpador e
a cabecaé, na grande maioria das vezes, feita por um sistema de rosca ou baioneta, possibilitando assim a
utilizacdo de diferentegalpadores. Podem ainda existir sistemas automaticos que modificam a orientagdo das
hastes.

Na base daabeca no seu centro, encontra-se o ponto de referéncigéfigura 1-4), em relagédo ao qual é

referenciada a posicéo galpador.

figura 1-4 - Ponto de referénciaa cabeca de palpaga®conjunto de palpadoreqZEISS) [19]

Este ponto, extremamente importante, especialmente quando utilizamos difeakpaidsr es, ndo esta
necessariamente materializadoGMM. No caso em que a ligacdo entrbagte e acabecaé feita por meio de

um sistema de rosca,ponto de referénciaitua-se no centro da rosca. A determinacdo da posicdo do centro da
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esfera de palpacdem relacdo aponto de referéncia@ feita através de um procedimento denominado por

calibracaa

1.3.2 Calibracao dgpalpador

Antes de ser usado, o palpador é sujeito a operacdo dmalibracdq que pretende cumprir dois
objectivos:

- determinar a flexao daaste sob a acc¢do das forcas de contacto com a pe¢a a medir;

- determinar a posic&o do centroasfera de contacto em relagdo aponto de referéncialo bracc’.

O palpadorexerce sobre a pe¢a a medir uma for¢a de contacto localizada no pesiépadgue toca a
peca, o que produz da parte da peca, solpapador, uma reaccdo
oposta e de igual grandeza. Esta reac¢éo tem por efeito provocar uma
deflex@o dahaste, tal como esta representado na figura 1-5.

O efeito de deflexdo dhaste traduz-se num deslocamento
espurio adicional dponto de referénciafalseando-se, deste modo, a
leitura de algumas das coordenadas. Na pratica, € com@aganlor

entrasse dentro da pecga. Serd pois necessario introduzir uma correc¢do

as coordenadas lidas, que passa pelo céalculo de uma matriz de deflexao.

Devido a sua complexidade e por sair do &mbito do presente

trabalho, ndo sera feita a descrigdo exaustiva do processtdilitacdo

figura1l-5 - Deflexdo dadaste do palpador(ver [6]).

do palpador [6] De forma breve, para redlizar a calibragéo € utilizada uma
esfera de calibracéde alta precisdqver figura 1-6). Apés efectuada a
calibracdodo palpador, estara determinada a sua matriz de deflexdo e
ele ficard localizado em relacdo ponto de referéncjauma vez que serdo as coordenadas deste ponto que a
maquina regista. A passagemmmto de referénciao palpadoré equivalente a uma translacéo do referencial.
Suponhamos que temos um conjunt@al@adores (a que chamamaombinacéo de palpadoresque
pretendemos calibrd-los. Pelo processocdibracdg vamos determinar, para além das varias matrizes de
deflexdo, a posicdo dos diversos centrosedéeras de palpacdem relacdo aponto de referéncicEm termos
praticos, isso significa que iremos localizar as posicSepapadores posteriores ao primeirpalpador, em
relacédo a este, o que é equivalente a assegurar que todas as coordenadas medidas, por meio de qualquer um dc
palpadores, dizem respeito ao mesmo referencial - o referencial do prirpalpador, para todos os fins
praticos. Refira-se que o operador deve indicar o raio de cada uesfatas de palpacao
Ap6s efectuada ealibracéo, utilizar o conjunto de diferentes palpadore$ é equivalente a utilizar um
Unico palpador ficticio, comesfera de palpac¢éade raio nulo, e supor que ele pode aceder a todas as posicdes da

peca a medir (ver figura 1-7).

® Veremos, mais a frente, que esta operacéo so6 tem significatboqueamos mais do que ymad pador.

® Geralmente é uma esfera em aco ou porcelana, com um diametro nominahmee 5®m um desvio de forma esférica
inferior a 0.2um.

" Quando se pretendem medir determinadgs® com estruturas mais complexas, para ser possivel atifagrds pontos
destas, € muitas vezes necessario recorrer a vagalgasores, orientados segundo diferentesdgdes.
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figura 1-7 - Resultado dalibragdode uma combinacao ¢alpadores[19]
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1.3.3 Modo de efectuar a medicdo de coordenadas

Para que a CMM mecga as coordenadas de um dado péntsituado no volume util de medicdo da
maquina, o operador (ou o computador que comar@ili) tera que deslocar sucessivamente as trés partes
méveis (para fixar ideias, sempre segundo a orgéntico, carro e brago) até que galpador entre em contacto
com a peca onde se mardduSupomos que 0s movimentos das trés pecas moveis sédo independentes.

Junto aos eixos guia das trés partes moveis da maquina, paralelamente a estes, encontram-se réguas de

cristal (escalas) onde serao lidas pela maquina, de forma automatica, as coordepaitasdgoreferénciaja
gue ao dar-se o contacto elsfera de palpacdocom a pec¢a a medir, é accionado um interruptor que fara com que
sejam registadas as coordenadas daquele ponto. As coordenagasitalode referénciaque se supde
inicialmente coincidente com a origem do referencial, sdo obtidas pela medicdo dos deslocamentos das partes

moveis: a amplitude de translag&o lrtico origina a coordenada x; do ponto de referéncijeo deslocamento
do carro origina a coordenada y,; desse mesmo ponto e, finalmente, a sua coordenada z; € obtida pela

translacédo dbraca

Como é sabido, as coordenadas de um ponto dependem do referencial escolhido, 0 mesmo nao
acontecendo com, por exemplo, os angulos e distancias, que ndo dependem do valor intrinseco das coordenadas ¢
sdo independentes do referencial considerado. Habitualmente a maquina fornece, em vez das coordenadas do
ponto de referénciaas coordenadas do centro da esfera de palpa¢d@fectuando uma translacéo associada a um
vector com origem nponto de referéncido brago e extremidade no centro da esfera dgalpador, vector que é
conhecido a partir do processoaddibracdq sendo esta mudanga de origem de referencial indispensével sempre
gue se utilizam diferentgmlpadores na mesma tarefa de medicéo (a cada um deles correspondera um vector de
translagéo diferente).

As coordenadag,,, Y, Z, fornecidas pela maquina para o poRtséo entdo assim obtidas:

= Ym=VYd*tYo
- Zn=7gtg

com Xg, Yo, Zg as componentes do vector que ligagonto de referénciao centro da esfera dgalpador.

Os deslocamento das trés partes méveis da maqgpimdicg, carro e braco) podem ser efectuados
directamente pelo operador (manualmente), ou através de motores que fazem com que essas pecas se
movimentem. Neste segundo caso, o comando pode ser efectuado pelo operador (por mg¢oystiekiynou
pode ser feito directamente por um computador ligado a maquina.

Em resumo, podemos afirmar que as componentes mais importantes de um sistema de medi¢do de
coordenadas sdo as seguintes:

— A estrutura mecénica com 0s trés eixos de movimento e com os sistemas de medicdo de

deslocamentos;

— o sistema de palpacacapaz de efectuar o contacto do palpadorcom as pecas, segundo diversas

direccdes espaciais;

— o sistema de comando dos movimentos das partes mpueisd, carro e braco);

— 0 computador e o softwarepara o calculo e representacao de resultados.
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Como referimos, para levar a extremidade do palpador ao ponto a medir P efectuam-se deslocamentos
das trés partes méveis da maquipdrtico, carro e bracgo), correspondendo todo este processo, para a esfera de
palpacéq & composicdo de trés movimentos:

— 0 primeiro resulta do movimento @drtico;

— 0 segundo resulta do movimento do carro;

— oterceiro resulta do movimento do brago.

carro

pértico
v
braco
7 ¢
0] & Palpador
/ ' é
X

mesa

figura1-8 - Congtituintes principais de uma maquina de medi¢do de coordenadas de

mesa fixa e portico movel

O movimento do portico (respectivamente do carro, do brago) seria de translacéo segundo a direc¢éo
OX (respectivament®Y, OZ), se ndo existissem diversos erros que afectam o funcionamento da maquina de
medicao de coordenadas que levam a que, na prética, aqueles movimentos sejam muito mais complexos.

Iremos a seguir fazer uma breve descricdo das fontes de erro que afectam os resultados fornecidos pela
CMM.

1.3.4 Fontesdeerronuma CMM

Nas operac¢fes praticas executadas c@il as coordenadas fornecidas ndo sdo, como ja referimos,
completamente destituidas de erros. Estes erros tém origem em diversos factores, que podemos classificar em
dois tipos fundamentais: os factores enddgenos, com origem na prépria maquina e os factores exégenos,
consequéncia das condic6es ambientais onde ela opera.

Entre os factores exdgenos salientamos a temperatura, capaz de provocar dilatagbes que originam

mudanca de forma do objecto a medir e de certas par@didacom especial relevancia para as guias e para as
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escalas. E importante referir que, para um mesmo instante, a temperatura varia de ponto para ponto da maquina e,
por outro lado, para um mesmo ponto, a temperatura varia também ao longo do tempo, originando assim
gradientes de temperatura espaciais e temporais. Devido a isso, da-se o encurvamento das réguas de cristal con
inevitaveis consequéncias nos valores dos deslocamentos medidos. De forma a minorar a influéncia desta fonte
de erro, a temperatura ambiente e a temperatura da peca a medir deverdo permanecer dentro de determinados
limites especificados, sendo isso conseguido, na grande maioria das vezes, pela utilizacdo de sistemas de
condicionamento de ar.

Outros factores exdgenos também importantes sdo: a humidade ambiental (que provoca mudanca de
volume damesa da maquina e que ainda é capaz de, a longo prazo, provocar corrosdo das componentes da
CMM), as vibracdes a queGMM possa estar sujeita, as variacdes da corrente eléctrica, a variacdo da pressao de
ar, etc. Mesmo o operador pode introduzir diversos erros na medicdo, devido a variadas causas, tais como:
negligéncia, escolha menos acertadapdipadores e de direc¢do de contacto com a peca, escolha menos
correcta de elementos para construcdo do referencial da peca, etc. A prépria peca pode ser ainda um factor de
erro. Como exemplo disso, pode referir-se a dificuldade de definir elementos geométricos de referéncia, ou ainda
as caracteristicas fisicas da prépria peca, tais como a sua rugosidade ou a possibilidade de sofrer deformacéo
(caso das pecas plasticas).

O factor endégeno mais importante é, sem divida, o desvio do referencial @déMdam relacéo ao
referencial ideal. Com efeito, devido a variados factores, quer enddgenos, quer exdgenos, o referencial da
maquina sofre imperfeicées. Essas imperfeicfes traduzem-se, entre outras coisas, em deficiéncias na forma e
orientacdo das guias e em folgas nos eixos guia. Como consequéncia disto, as partes méveis da maquina, quandc
se deslocam ao longo desses eixos, tém um movimento que ndo é de translacéo rectilinea. Na realidade, em vez
de se dar apenas a translacdo desejada segundo o eixo correspondente, ocorrem também pequenos desvio
segundo direccdes transversais a essa direccdo. Além disso, a partgpartee) €arro ou braco) sofre ainda
pequenas rotagdes. Desta forma, a trajectoria descrita pelo ceefferdalo palpador ndo é uma justaposicao
de segmentos de recta. Por outro lado, as escalas de cada um dos trés eixos e o sistema de medicdo a ela
associado sofrem também deficiéncias que irdo produzir desvios segundo a direccdo do deslocamento da parte
mével, provocando erro na coordenada correspondente a direc¢do do deslocamento, além de que na realidade
esses eixos ndo sdo perfeitamente ortogonais dois a dois.

Em resumo, para cada parte méveCiaM (portico, carro e braco), temos 0s seguintes erros:

— desvio segundo a direc¢do do eixo do movimento, também designadagaie posicdmu de

posicionamentp

— desvios segundo direcgdes transversais a direcgdo do movimento principal, que sdo decompostos

segundo as direc¢Bes dos outros dois eixos de movimento, designadospate translacaou
desvios de alinhamento

— movimento geral de rotacao que é decomposto segundo trés rotacdes elementares, em torno dos trés

eixos coordenados, denominadas goos de rotacap
e, em adicdo aos erros inerentes a cada uma das trés partes méveis da maquina, ha que considerar ainda que o
eixos de deslocamento dessas trés pegas ndo sdo ortogonais entre siersé® desafinidade, erros de

esguadria, desvios de ortogonalidade ou erros de falta de ortogonalidade entre os eixos.
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No seu conjunto, estes erros sdo conhecidos poranematicoou geométricos
E de referir a conveniéncia em utilizar referenciais ortogonais, uma vez que a definicdo das
transformacdes geométricas e as expressdes que descrevem as figuras geométricas se simplificam

significativamente quando se utilizam referenciais deste tipo.

1.3.5 Descri¢ao dos vinte e um parametros de erro

Vamos de seguida tecer algumas consideracdes sobre estes desvios que ocorrem na maquina e que
influenciam as coordenadas dos pontos fornecidas por esta. Faremos apenas referéncia aos erros sisteméticos
nao entrando em conta com 0s outros tipos. Os desvios sistematicos sdo geralmente descritos por 21 parametros
de erro, parametros esses divididos em quatro grupos, segundo destesvérs de posicialesvios de
translacéq desvios de rotacdedesvios de ortogonalidade

Analisaremos, em seguida e separadamente, cada um deles.

1°- Desvios de posicionamento

Devido a nao linearidade das escalas, as trés partes moveMMapresentam, como ja referimos,
desvios de posicadsto significa que a coordenada lida pela maquina, referente a direccdo segundo a qual aquela
peca mdvel se movimenta, ndo corresponde a coordenada exacta. Teremos asss ttégposicdaum para
cada parte mével da maquina e correspondente eixo de movimento, designados genericanogute padé
o representa o eixo do movimento.

Por exemplo, para 0 movimento plértico, se x, for a abcissa indicada pela maquina, contada a partir
de uma posicéo zero, % for a abcissa exacta para aquela posi¢goddico, define-se 0 erro de posigaopx
atraves de:

XPX = X, = Xy

Da mesma forma, paracarro, que se desloca segundo a dired@&pexiste ocerro de posicionamento
ypy e para dracao que se desloca segundo a dired@Zpo erro de posicionamento zpz, dados respectivamente
por:

YOy =Y, =Ya € 2PZ=27 ~Z
onde, analogamentsy, e z, designam a ordenada e a cota indicadas pela maquinaeez, , a ordenada e a

cota exactas.

2°- Desvios de alinhamento

Como ja foi referido, no movimento de cada parte mov&M¥ dao-se translacdes segundo direccdes
transversais a direc¢do principal do movimento. Estas sdo decompostas segundo as direc¢Bes dos outros dois
eixos que nao correspondem a direccdo principal. S8o estes os desvios designados pler translagao
denotados genericamente patf”, ondea representa o eixo principal do movimentp e eixo segundo o qual
se d& o desvio de alinhamento. Desta forma, dado que temos trés pecas n@Mdsengue, para cada um dos
correspondentes eixos dos movimentos, consideramos duas direc¢des transversais, temos nertotseis

translacaq representados no quadro (1-1).
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Direcc¢des dos desvios
OX 0)4 oz
Direccdes | OX (pértico) xty xtz
do QY (carro) ytx ytz
movimento OZ (braco) ztx zty

gquadro 1-1 - erros de translacéo

3°- Erros de Rotacéo
Os movimentos de rotacdo ou balangos indesejadgsddizo, carro e bragco da CMM podem ser
descritos como composi¢cdes de rotacdes elementares em torno dos trés eixos coordenados (ver apéndice B).
Esses balangos, trés por cada parte movel, serdo osemosede rotacdprepresentados genericamente por
“arP”, ondea representa o eixo principal do movimenop@ra oportico, Y para o carro e Z para o braco) e 3
representa o eixo em torno do qual se da a rotagdo elementar. Os nove balanc¢os, representados no quadro 1-2

correspondem a angulos de amplitude muito reduzida e tém o nowolardento, cabeceio e deriva.

rolamento cabeceio deriva
portico XX Xry Xrz
carro yy yrx yrz
braco 1z zrX zy

gquadro 1-2 - erros de rotagéo

4°- Desvios de ortogonalidade
As guias das partes méveis G®IM ndo sdo ortogonais, pelo que o referencial da maquina é também
ndo ortogonal. Osrros de afinidade ou defalta de ortogonalidade entre os eixos coordenados, designados por
XWY, Xwz e ywz e representados na figura 1-9, sdo definidos da seguinte forma:
90° + xwy = < OX, OY>
90° + xwz = < OX, 0Z>
90° + ywz = < QY, 0Z>

onde, por exempla; OX, QY > representa a amplitude do angulo, em graus, entre as guias dd3XxQ¥.
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figura 1-9 - Desvios de ortogonalidade entre eixos coordenados

Em concluséo, teremos assim, por peca moéveCl¥, seis erros, correspondentes a desvio de
posicionamento, doisdesvios de alinhamento e trésdesvios de rotacafver figura 1-10 correspondente aos erros
do carro), vindo, no conjunto, 21 parametros de erro: &rées de afinidade entre eixos e seis erros por parte

movel da maquina (figura 1-11).

figura 1-10 - Efeitos dos desvios correspondentes ao movimeotoracdaCMM [23]
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figura 1-11 - 21 erros paramétricos de uma maquina de medic&o de coorfig8ladas

1.3.6 Primeiro modelo matematico para a obtencdo das coordenadas em funcédo dos

erros geomeétricos

Tal como referimos antes, para levar o palpador a entrar em contacto com a peca onde se encontra o
pontoP cujas coordenadas se pretendem medir, € necessario deslocar as trés partes méveis da maquina, que, sen
perda de generalidade, uma vez que consideramos 0s movimentos independentes, podemgsirslp@ se
ordemportico-carro-brago.

As coordenadas de P fornecidas pela CMM sdo as coordenadas do centreesfera do palpador, que é
um solido ligado aos trés solidos méveis da maquuaeti¢o, carro e brago).

Se a CMM fosse perfeita os trés sdlidos descreveriam trés movimentos de translagdo segundo as direc¢des
dos trés eixo©X, OY e OZ do referencial da maquina, suposto ortogonal e as coordenadas dadas pela maquina,
medidas através daquelas trés translacdes rectilineas, seriam exactas.

No entanto, devido a existéncia de movimentos espurios, quando o centro da gxigsaddo coincide
com P, cada uma das trés partes mévpigitico, carro e brago, efectuou na realidade um movimento mais
complexo. Apesar destes movimentos terem uma componente predominantemente de translacdo segundo a
direccdo do eixo respectivo, terdo também componentes de translagdo segundo as direc¢Bes dos outros dois eixos

e de rotacdo em torno dos trés (embora todas elas de pequena amplitude). As cooxdgngdaes z,, deP,

fornecidas peldMM (obtidas a partir da leitura nas escalas que se encontram solidarias com os eixos do seu
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sistema de referénci@XYZ e portanto de forma aproximada), vém afectadas de erros que tém origem nas
diversas fontes referidas anteriorménte

As coordenadas exactas do poRtgque vamos designar pary e z) podem ser determinadas em
funcdo dosrros geométricogela consideracdo dos movimentos das trés partes moveis da maquina.

O movimento de cada uma dessas partes € descrito por seis parametros que resultam da decomposicéao
do movimento geral (ApB-14):

— numa translacéo (que se pode decompor airglmde as direc¢des daqueles trés eixos);

— em trés rotacdes em torno dos mesmos.

Considerando, numa primeira aproximacao, que o referencial associado a n@¥¥ifaé ortogonal,
0 movimento de cada peca pode entdo ser descrito por um vector de translacdo e por trés rotagfes elementares
determinadas pelas trés matrizes (ApB-7):

a o 0 O

Ré,l):%) COosw —sinoog

M snw coswH

Ocose 0 sineO

(2 _0O O
Ry’=p O 1 0p
H-sng 0 coseH
[Gosk -sink 0O
R,@z%m( COSK OB
HO 0 1

ondew, @ e K representam,
— no caso do movimento gmdrtico, w = Xrx, @=Xry e K = Xrz;
— no caso do movimento do carro, w = yrx, @=yry e K = yrz;
— no caso do movimento do braco, w=zrx, g=zy e K =212
Estas trés rotaces, aplicadas sequencialmente e pela Qreleg-r,, , determinam a rotagdo da peca

em torno de um ponto, descrita pela matriz:

[COSQCOSK — COSWSINK +SINWSINQCOSK ~ SINWSINK + coSwSiN@cosK [
M = gzoscpsim( COSWCOSK +SiNWSIN@SINK = SiNWCOSK +coswsincpsinkg
H -sng sinwcose COSWCOS(Y H

O movimento geral de cada uma das pecas leva o cedfnesfera de palpacade uma posicéo inicial

Q = (XO,YO,ZO) em relacdo a posicao do referencial solidario com a peg¢a no inicio do movimento desta, para a

posicaoQ, cujas coordenadds(,Y,Z) se obtém a partir da relagao matricial:

8 . . . o
Recordamos que, no que segue, e tal como referimos atras, vamos apenas considesayensnétricas
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g

S(QCOSK — COSWSINK +SINWSINQCOSK  SinwsSiNK + coswsingcosk 00X, 0
0S@PSINK  COSWCOSK +SINWSIN@PSINK  — SINW COSK +cosmsin(psinKEElYog (-1
-sing sinwcosQ COSW COSP HEZo H

WEOR

DIII:”:II:I
25
D+|:l|:|

aulwin

onde X4, Yn, Z5 correspondem as coordenadas da posi¢cdo ocupadpqueto de referéncid (que é um
ponto solidario com o movimento da pe¢a em questéo), depois de efectuado o movimento dessa mesma peca.

O movimento daesfera resulta, entdo, da composicdo de trés movimentos deste tipo e portanto as
coordenadasg, y e z podem ser obtidas em fungéo de trés vezes seis parametros, que determinam trés rotacdes e
trés translagdes por peca movel.

Vamos seguidamente obter as expressdes dee z em fungéo destes dezoito parametros, simulando
sucessivamente os trés movimentos. Pretendemos assim determinar as coordenadas Calzesaa de
palpacdq no fim dos movimentos das trés partes moveisCiM, que se supdem efectuar-se na ordem

portico-carro-braco

1°- Movimento dopérticoda CMM

Tendo em conta a escolha ja referida anteriormente, comegamos por considerar que se realiza em primeiro
lugar o movimento d@ortico da CMM, que se sup8e efectuar-se predominantemente ao longo do>tido
referenciaI(O,él,éz,és) da maquina, mantendo-se fixosavro e obraco.

Supomos que a posicéo inicidl, do ponto de referéncigd coincide com a origem do referencial
(0,8,,6,.,6;) e que o ponto C, centro da esfera do palpadorocupa a posicd€, de coordenadafy, Yo.2),

dadas pelo processo dalibragéo do palpador, em relagéo

=
braco ao mesmo referencial (figura 1-12). O vec®C € um vector
ligado aos trés solidos que séo as trés partes mévesikia

N
e a sua posicao inicial 8,C, , dada por

e d e d R R R
AoCo = OCq = Xo€ + Yo€, + 2565

N
& No final do primeiro movimento, doportico,

predominantemente de translacdo segubdpque devido a

\4

existéncia de movimentos espurios tem que ser considerado

& (X0,Y0:2) como um movimento geral de um solido, a posi¢godo
-

esfera de palpacéo centro daesfera de palpaciale coordenadas (xl,yl,zl) em

relacdo @OXYZ, obtém-se a partir de
figural-12 - Posicdo dgalpador em

- — —
relacdo agonto de referéncielo braco OC, = OA + ACy,
daCMM com

- >

- OA = AA :(xd +xpx)él+xty§'2 + xtze;,
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onde, usando a notagéo consagradia,e xtz representam carros de translagédo portico segundo
as direccde®Y e OZ, respectivamentexpx 0 seuerro de posicionamento e x; 0 deslocamento do
portico ao longo da guia que materializa 0 eixo OX;
— 0— 0
- AGC = rpEAUCOE1
onde r, representa a rotacdo gartico em torno de A; (ponto solidario com o movimento do

portico). A matriz de r,, nabase {q,@,ég} , representadapor R, € dada por (ApB-7):

Ry = M(r, f61.,.65})
%:osxry COSXIZ —COSXIXSINXrz+SiNXIXSINXIyCOSXrz — SINXrXSiNXrz+ COSXrXSinxry COSXrz B

= [POSXITYSINXIZ  COSXIXCOSXIZ+SINXIXSINXTYSINXIZ — — SINXIXCOSXIZ + COSXIXSiN Xry SiINXrz[j
B —sinxry Sin Xrx cosxry COSXIX COSXIY H

com xrx, Xry e xrz, oserros de rotagaao portico da maquina de medigdo de coordenadas.

Logo no referenciadDXYZ, as coordenadz{sq,yl,zl) de C, sdo dadas através da igualdade matricial:

X O Xg +Xpxd X, O
00 0 0
-0 X otRe S’OD (1-2)

mE B 2 B BB

2°- Movimento docarro da CMM
Depois do segundo movimento, o do carro, predominantemente de translacédo segaa posicaoC,

ocupada pelo cent© daesfera de palpacasera dada por

- -

N
OC, =0A + AC,
com

—_
— 0A, = (x; + xpx)e, + Xty +xiz8;

— —

- AG = AA+AC,

N
AA, é o vector associado a componente de translagdo do movimen#ordopredominantemente

segundo a direccdo dg’'= rp(éQ); no entanto, ha que ter em conta 0os movimentos espurios de trafalagsio

de translagdoe de posicionamenjo traduzidos por ytx na direccdo deél’:rp(él), ypy na direccéo de

&’'= rp(@) eytz na direccéo de;’= rp(és), vindo

Ai_)AZ = yIXE '+ (yd + ypy)éz’+ ytzey’
= yxry (&)+ (v + yoy)r, (&) + vizr (&)
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onde yy € a amplitude do deslocamentoadoro, lida pelaCMM. Uma vez quer, € uma transformacao linear,

vem

—

AA = rp(ytxél+ (yd + YPY)éz + WZQ)

-
e as componentes;, b, ¢, de A/A, na base[él,@,%} podem obter-se a partir da igualdade matricial:

3, O 0 yix O
gﬂlm_ 0 0
0= Ry, DV + YYD

H vz

N
Quanto ao vectoA,C, , que é determinado pela componente de rotagdo do movimecaordoé dado

por
— 0—-0 00— 00— O
ACa =1 A= By LACo = 11y ) EACo

A matriz da transformacéo linegr em relacéo a bas@’,éz’,es} , que corresponde a rotagcdo em torno

do ponto A, solidario com o movimento dw@rro, é

rR=M(r. {eee))
%:osyrycosyrz — COSYrXSiNyrz + Sin yrxsin yry cosyrz sinyrxsinyrz+cosyrxsinyrycosyrz%
= [COSYrySINyrz — COSYrXCOSYrz+sSinyrxsinyrysinyrz — —sSinyrxcosyrz+ cosyrxsin yry sinyrzpj
H —-sinyry Sinyrxcosyry COSYrXcosyry E

ondeyrx, yry e yrz representam oaros de rota¢éodo carro da CMM; e amatriz de r. nabase {él, €, ,és} , que

representamos por R, é dada por
R =PR'P™
ondeP, a matriz de passagem da béépéz,%} para a bas{él’,éz',?%'} , coincide comR,, .

Entéo
, -1
R.=RyRe (Rp)
A matriz da transformagéq o r, em relagdo a ba{” ,éz,%} e, portanto,

-1
R R, =R, RC’(Rp) R,=R, R’  (1-3)

- d— 0O
e as componentes, , b,, ¢, de A,C, = (rC ° rp)gﬁbcog na base[él,éz,?%} séo obtidas a partir da igualdade

matricial:
a 0
P2 O Eko 0
0= Rp R’ Do O
. H o H
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Deste modo, as coordenadas (xz,yz,zz) da posicdoC, do centro da esfera em relagéo ao referencial
OXYZ serdo entdo dadas por meio de

Lk, U Ek +xpxIj U yix D Lk
020 0 O
V. 0= D Xty D+R D’d+ypyD+RpRc Do

wHHxz § Hw f

(1-4)

o
mMmOoOoO;

3°- Movimento dobragoda CMM
Finalmente, apds o terceiro movimento, oltaco, predominantemente de translacdo segubdoas

coordenadas da posic& do centroC daesfera de palpacdem relacéo &XYZ podem ser obtidas a partir de

- o

N
0OC; = OA+ ACs,
sendo
g g - - - - - - -
OA, =OA+ AA = [(Xd + XDX)el +Xye, + thee] + rp(ytxel + (yd + ypy)ez + ytzee),
cujas componentes,; , ay,, 8,3 Na base{él@,és} podem ser calculadas matricialmente por meio de

La,, O Gk, + xpxd O wix O
g e PP g W g
RepO=0 Xy [+ Ry Vg tYPYO

Bed H x2 § H wz H
- - -
AC3 = Ag Ag+ ACy
—_
O vector A,A; ¢é determinado pela componente de translagdo do movimentobraigo,
predominantemente segundo a direcca@de= r, (%) no entanto, tendo em conta os movimentos espurios de

translacdo, traduzidos paix na direccdo des,’'=r, (él) zty na direccdo de&, ' =r, (@ ) e zpz na direccéo de

€; :rc(és’),vem

AQ_)A3 = 2x&, "+ 2y &, '+ (2 + 2p2)8,”
= 7x rc(él’)+ zty rc(éz’)+ (Zd + ZPZ) rc(%’)
=r.(axe, + 2y8, + (2, + 22)es)

Az_)As - rC(Zter(él)‘* ztyrp(é2)+ (Zd + sz)rp(%))
= to{rp(axe, + 2y, + (zg + 2p2)es)
(o 8 -l

—_
Tendo em conta (1-3), as componendgs, as,, as; de A,A; na base{él,éz,%} serdo entéo dadas

através da igualdade matricial
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Chy, O O ax O
00 0 0
Re0-RyR'0 2y O

%335 E?d + ZPZH

N
Quanto ao vector A;C;, que é determinado pela componente de rotagdo do movimebtagbpé dado

por
- 0—-d
ACs =1 ARG, D (1-5),
onde r, representa a rotagao Hoaco em torno de A; (posicdo dgonto de referéncid do brago, que é um

ponto solidario com o movimento daquela pe¢a moével). A matrig, de base{@”,@”,@”} , designada por

R,” . é dada por

R,"= M(n. {6,667} =
Leoszrycoszrz —coszrxsinziz+sinzaxsinzycoszz — sinzxsinzrz+ coszrxsinzry coszrz U
= Eq:oszrysin Z'Z COSZAXCOSZIZ+SINZIXSiNzrysinziz  —SINZXCoSZrz+ coszZrxsinzrysin zrzgy
H -sinzry sinzrxcoszry coszrxcoszry H

com zrx, zry e zrz os erros de rotagdo do bragco da CMM; a matriz R,’ da transformacéa, na base
{él’,éz’,%’} , € dada por
,,,,,, _ , vy ANt
R=M( {ere 6 =R'R (R)
e a matriz da transformagcég na base{él,éz,%} , que vamos representar pBf , € entéo dada por

R =M {66 6)= R R/ (R,) =Ry [RR (R (R,

N
Deste modo, tendo em conta (1-5), as componenge$;, c; de A,C; na base{él,éz,?%} séo dadas

matricialmente através de

&P
mooo

-1 —1%28
=R [RRR)(R,) %
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—_
Finalmente, as componentes x, y, z de OC; na base {él,éz,és} (que correspondem as coordenadas

correctas do centr@ daesfera de palpacéq depois de realizados os movimentos das trés partes méveidhda

e gue se considera coincidir com o podta medir sobre a peca) seréo:

XO Xgq + xpxO O ytix O O zx 0O X, O
3=0 %y R Be+wyIrRR'D 2y F+R,R'R o (16)
BH H xz H B wz H Fq + 2028 FoH

Atendendo ainda que

X = Xg T X,
ym:yd+y0;
Zn =24 +2,

as coordenadas de; no referencia(o,él,éz,ég) séo também dadas por

O Dk =xo+xpxd O yix O O zx O Lko U
oo o o O g 0 g ._.0°0
oFO Xty OFR,Dm—YotYWOrR,R'OD 2y  OFRR'R"Dvn (1-7)

7Hd x § H w f M = 20 + 207 %o

1.3.7 Linearizagdo do primeiro modelo

A relacéo (1-6) permite obter as coordenadas corre(txt@sz) do pontoP em funcdo dos valores das
translacdes dominantes, , y; e z; das pecas moveis, das coordena(d@syo,zo) da posicdo dpalpador em
relacdo aponto de referéncido bracoe dos dezoito erros paramétricos. Podemos escrever:

X0 O, (xpx, Xty, Xtz, Xrx, Xy, Xz, yix, Ypy, Ytz, yrx, yry, yz, zix, zty, zpz, zrx, zry, rz) 0
5/5: sz (xpx, Xty, Xtz, Xrx, Xry, Xz, ytx, ypy, Ytz, yrx, yry, yrz, ztx, zty, zpz, zrx, zry, ZrZ)D
FBH  His(xpx, xty, xtz, xrx, Xry, Xz, yix, ypy, Kz, yrx, yry, ¥z, 2x, y, zpz, zx, 2y, 2z)H
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A fungéo F = (fl, f,, f3) que permite calcular as coordenadas corrig(dag, z) é complicada e, por

exemplo, para a determinacdo de erros, torna-se necessario possuir um modelo mais simples, que descreva ainde
com boa precisdo o comportamento da maquina. Para tal usa-se um modelo linearizado, obtido pelo

desenvolvimento da funcdd- em série de Taylar em torno do vector dos erros geométricos
(xpx(o),xty(o),><tz(°),~~~,zry(°),zrz(°)):(0,0,0,‘-',0,0), considerando apenas o0s termos correspondentes a
primeira derivada (uma vez que todos os erros apresentam em geral um valor préximo de zero, é licito no
desenvolvimento em série, desprezar os termos de ordem igual ou superior & $egunda)

No nosso caso particular, a funcBioé uma funcdo deR'® (dezoito erros paramétricos) ehR®

(coordenadas corrigidasy e z), dada através da expresséao (1-6). A sua forma linearizada sera

[XpXO]
0
G0 xpx @ 5ty @ 37 .. 7y © 7, @)0 %ﬁym
! 0  OxzO

oo OJNOIG © 0 z
OO box ™ xy ™ stz ™ o2y ™, 22 [0k 3, O 0
0: 0
H gl(xpx(o) xy @ xtz9 .. Zy©@, zrz(o))g Bzry B
Brzg

considerando osrros geométricopela ordem: xpx, xty, xtz, Xrx, Xry, Xrz, ytx, ypy, ytz, yrx, yry, yrz, ztx, zty, zpz,

ax, zy e zz e que o desenvolvimento em série ¢é feito em torno do ponto

(xpx(o) , xty(o) , xz©® TN zry(o) , zrz(o)) = (0,0,0, .o ,0,0) .

Como a matridacobiana, calculada en(xpx(o), xty(O), xtz(o),--~,zry(°), zrz(O)), é

® Dada uma funcad- :(fl, fo,, fm) emn variaveis:
F:IR" - IR™
(X11X2""1Xn)'_> F(X11X2""’Xn):(ylvy21"'vym)

e sendo
v Bl
0 0 0 ... ©
y(o) = EVz: E: Efz(xl ,x2. % )E, a matriz coluna da imagem da fun@no ponto(xl(o),xz(o),---,xn(o)),
o .0t : d
@’m(o) g Hm(xl(O) , Xz(o) " Xn(o))H
D"D i O O
Dax 0x 0X
71 2 .n . . () (©0) (0 (©)
=Qq : i A [ i , u = ,
N %’y o 5 [ @ matrizJacobiana deF, calculada enx™ = (xl X5 X )
m mo m [J
Hox,  ox, 0%, H
e
x0
. (0
Ax=x-xO = S(Z .XZ E 0 vector dos acréscimos,
o ° .0
Q(n - Xn(o) @

a forma linearizada de sera
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a 00 0 Zy+tzy —Yq—Y 1 00 0 3tz Y 1 00 0 z -yo0
0
3= 10 -z-2 O X% 010 -z-z 0 x 010-z 0 xi
B 01 ya*tyo ~—X 0 001 vy =% 0 001 vy -% O0Ff
e

Efl(xpx(o),ﬂy(O),ﬂZ(O) e 2y, Zrz(o))g Ek +x,0
o, (x @, xy @ 2. Zry() ZrZ(O))D_ Ba + Yo
Qfs(xpx(o) xty @ xtz@ ... zy© zrz(o))g o + 21

O

vem, naformalinearizada

XO X + %0
0_
5/ %*yom
BH Bu+z%H
Xpx[J
yO
1 00 0 Z4+2Z —Yg-Yo 1 0 0O 0 4tz -y, 1 00 0 'z -y, ZE
010 -z-2 0 X, 010 -z-2 0 %X 010 -2z 0 x 91.0
t 0
W01 yi+yy —X% 0 001 Yo - Xo 0 001 vy, -% O yO
0°0
BrzQ

Ou a expressao equivalente

XO kg0 KO Ckpx+yix+zxOd [ —xrz Xy +yry (OXy O

VE= Yot dogr UV D 0 a0y

70 B o BeryzeanE 0 o 0 BRE

O 0 —Xrz—yrz—zrz Xry+yry+zy (1,0
+erz+yrz+zrz 0 = XX = YIX =X Yo
EFXxry—yry—zry  Xxrx+yrx+zrx 0 BB

Para um determinado conjunto de erros paramétricos, vamos comparar as coordenadas verdadeiras

(x,y, z) , calculadas a partir das coordenadas lidas@elsl, quer usando o modelo:

XO X4 + XpxO O ytx 0O 0 ztx D X, O
Eg’dy D*RS”'VF’VD*RF%DZ‘V D+RRCRb %D
EH B xz § H w H Fy + 2028 Fro B

guer usando a sua linearizagéo:

XO g0 KgO DX+ ytx+zx0 [0 —-xrz Xy +yry [IXq 0

= o o VYYD 0 XXX
20 Bl Bl sy B ox 0 [0

O 0 —Xrz-yrz-ztz  Xry+yry+zry [Ix,0
+erz+yrz+zrz 0 — XX =YX = ZX Yo
BExry-yry-azry  xix+yrx+zix 0 S5

Na simulac&o numérica foram utilizados os seguintes vélgras os erros:
xpx = 0.016;

y Dy(o) + I AX
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ypy = 0.010;
zpz = - 0.030;
xty = 0.010;
xtz = - 0.005;
ytx = - 0.018;
ytz=0.012;
ztx = - 0.015;
zty = 0.013;
xrx = - 10.0;
xry =12.0;
Xrz=-5.0;
yrx = 8.0;

yry =7.0;
yrz=-15.0;
zrx=-12.0;
zry =17.0;
zrz=13.0.

As coordenadas do palpador em relacdo agonto de referénciado bragco tomam os valores
(X0:Y0:%) = (30,50,-100) e os pontos correspondentes as leitUpas, Vo, zm) = (Xg + Xo. Yo + Yo.Z4 +2o)
foram considerados de forma a estarem situados sobre uma recta paralelgO&odeixeferencial da maquina,
sobre uma paralela a bissectriz do primeiro quadrante de um plano paralelo a{aeaobre a bissectriz do
primeiro octante.

Com o conjunto de erros indicados e aplicando as transformacgfes acima definidas, obtiveram-se os
seguintes resultados (enm):

Coordenadas indicadas Coordenadas corrigidas pelo modelo Coordenadas corrigidas pelo modelo
pelaCMM completo linearizado
Xm Yim Z X y z X y z
10.0000 1.0000 1.0000 9.9823 1.0323 0.9763 9.9823 1.0323 0.9763
100.0000 1.0000 1.0000 99.9823 1.0323 0.9763 99.9823 1.0323 0.9763
1000.0000 1.0000 1.0000 999.9823 1.0323 0.9763 999.9823 1.0323 0.9763
10.0000 10.0000 1.0000 9.9826 10.0323 0.9759 9.9826 10.0323 0.9759
100.0000 100.0000 1.0000 99.9847 100.0323 0.9715 99.9847 100.0323 0.9715
1000.0000 | 1000.0000 1.0000 1000.0066 | 1000.0323 0.9279 1000.0066 | 1000.0323 0.9279
10.0000 10.0000 10.0000 9.9834 10.0324 9.9759 9.9834 10.0324 9.9759
100.0000 100.0000 100.0000 99.9939 100.0333 99.9715 99.9939 100.0333 99.9715
1000.0000 | 1000.0000 | 1000.0000 | 1000.0986 | 1000.0420 999.9279 1000.0986 | 1000.0420 999.9279

19 os valores dos erros de posicionamento e de translagdoencontram-se en mme os dos erros de rotaga@ncontram-se em
segundos de arco.
1 emmm
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Pela andlise dos resultados presentes na tabela verifica-se que, apesar dos erros considerados tomarem

valores elevados, ndo existe diferenca até a quarta casa decimal (dégima eletre os valores obtidos por

meio do modelo dito completo, e pelas equacbes mais simples, obtidas pela sua linearizacdo. De facto, como se

verifica no quadro seguinte, as diferencas entre coordenadas homdélogas sdo da ordem da mijésima de

Foram ainda realizadas outras simulacdes semelhantes, considerando erros de valor mais elevado e outras
posi¢des para os pontos, sendo obtidas as mesmas conclusdes. Os resultados fornecidos pelo modelo linearizadc
aparecem assim com precisdo semelhante aos obtidos pelo modelo completo, pelo que utilizaremos, em

aplicacdes posteriores, o modelo linearizado, sem perda de preciséo sigrifficativa

AX (em mm) Ay (em mm) Az (em mm)
-6.68x 107 2.19x 10° 1.96 x 10°
-6.68x 107 2.19x 10° 1.96 x 10°
-6.68x 107 2.19x 10° 1.96 x 10°
-6.67x 107 2.19x 10° 1.96 x 10°
-6.93x 107 2.18x 10° 1.96 x 10°
-9.47 x 107 2.04x10° 1.96 x 10°
-3.49x 10° 7.21x 10”7 1.96 x 10°
-7.16x 107 2.13x10° 1.92x 10°
-1.20x 10°® 1.58x 10° 1.54x 10°
-6.07x 10° -3.97x10° -2.32x10°

1.3.8 Segundo modelo matematico

No modelo descrito anteriormente, supds-se qOMB apenas tem em conta a componente dominante
do movimento efectuado por cada uma das suas pecas moveis: 0os movimentos de translagdo dominantes do
portico, carro e brago respectivamente segundo as direccdes dos €Y e OZ, associados as guias
daquelas trés pegas moveis.

No entanto, se forem medidas as coordenadas de véarios pontos, efectuando apenas o movimento do
portico (respectivamente carro, bracg ndo variam somente as coordenadas seg@xd@respectivament®Y,
0Z2), mas registam-se variagfes também ao nivel das outras duas.

Deslocando apenas uma das pe¢as moveis da maquina, mantendo fixas as outras duas, e medindo pela
CMM as coordenadas de alguns pontos, obtém-se uma curva que ndo coincidir4, em geral, com a trajectoria
descrita pelo centro desfera de palpacadSera essa curva (e ndo a trajectoria descrita) que vamos aproximar
pelo que designamos peixo médioNa figura 1-13 esta representado o movimentoadoro daCMM, que se
considera efectuar-se predominantemente ao longo dd&ixA curva descrita no espaco foi projectada sobre
os planos coordenad@YZ e OXY, originando ai duas curvas, designadas na figura g8, respectivamente.
Podemos assim dizer que o movimento de cada peca é essencialmente de translagdo segundo a direc¢do de ur
eixo médio Todavia, esses movimentos ndo sdo de translacéo rectilinea e tera que se considerar ajustamentos

através dos parédmetros de erro, tal como no modelo que acabdmos de descrever.

2 T3l é também a opinido da maioria dos autores.
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Assim, o eixo médiodo movimento do carro (respectivamente do brago e do pértico) sera a recta que
melhor se ajusta, por exemplo segundo o critério dos minimos quadrados, a trajectéria do esfara dia
palpacéono movimento produzido pelo deslocamento do carro (respectivamente do braco e do portico). Deste
modo, ao movimento isolado de cada uma das trés partes moveNIMa(portico, carro e brago), esta

associado uraixo média

Recordamos que, através do critério dos minimos quadrados, se procura a recta para a qual € minima a

soma dos quadrados das distancias de cada um dos pontos da curva a referida recta. E utilizado o algoritmo a

—— Linha descrita

- - - Eixo coordenado
figura 1-13 - Deslocamento ao longo de um eixo coordenado
seguir descrito.
Conhecido® pontos da curva
(Xlaylizl) 1 (Xn:ynvzn) ,
— calcula-se o centro de masisg;, Y. Zg ) definido por

n

0
(XGvyGIZG): Ei:; ,
H

— de seguida séo construidas as matrizes B lidbas e 3 colunas, e A, de trés linhas e trés colunas:

X —Xs Y1~ Yo 4~ ZgU

[

QOOO000
mlm

n~X Yn"Ye %4~ Z4c[
—-pTp.
A(3x3)—B B;

— calculam-se depois os valores préprios da matriz A;

— determina-se para o maior valor préprio de A um dos vectores proprios unitarios a ele associado,

Ug = (o, Mp. o) -
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A recta gjustada (eixo médid passa por (Xg,Ye.Zs) € tem (lo,my,n,) como vector director. A sua

equacao é, entdo,

X_XG _y_yG _Z_ZG (1_9)

O primeiro modelo indicado é bastante pobre para descrever a realidade do funcionan@ivikd. da
Podemos, no entanto, aproximar melhor este funcionamento, supondo GMBMaao registar as suas
coordenadas ainda tem em conta apenas trés movimentos de translacéo, mas na@Xe@YreloZ: segundo
o0s tréseixos médiogue obtivemos em (1-9).

De entre todos os movimentos de translacéo rectilinea, sdo efectivamente os efectuados na direccao destes
trés eixos os que melhor aproximam os movimentos qUblle tem em conta e as coordenadas exactas do
centro daesfera de palpacambtém-se pela aplicacdoCade trés movimentos gerais, cada um deles efectuado

predominantemente ao longo de airo médipe que levam aquele ponto de C, (posicdo inicial dgal pador)
ao pontoC; (posicéo final da centro dafera).

As coordenadas do centro dsfera de palpacapodem ser entdo determinadas em fungcéo dos erros
geomeétricos, pela consideragdo dos movimentos das trés partes moveis da maquina:

— Quando se efectua o movimento piirtico, o centro da esferando descreve uma recta (ou seja o
movimento dopdrtico ndo € um movimento de translacéo rectilineo). No entanto, numa primeira
aproximacao, pode ser considerado de translacdo rectiligeadsea direccdo deixo médiodo
portico.

— Raciocinando analogamente para 0os movimentos do carro e do brago, podemos definir o referencial
(O,él,éz,é3) com Og;, Og, e Og; os eixos médioseferentes ao movimento, respectivamente, do
portico, do carro e do braco, supostos, todos eles, de translacdo rectilinea. Este é o referencial
tedrico que melhor aproxima o movimento das partes mévetddih quando sédo considerados de
translagéo rectilinea.

Todavia, 0 movimento de cada peca ndo é na realidade de translacdo rectilineo segundo cada uma
daquelas direc¢bes. Mais uma vez, como se trata de sélidos, cada um desses movimentos € descrito por seis
parametros que resultam da decomposicao de cada movimento geral (ApB-14):

— numa translacéo (que se pode decompor airgimde trés direc¢des);

— em trés rotagbes em torno de trés eixos.

O caso dos eixo0g,, O, e O8; serem ortogonais, foi ja considerado no modelo descrito
anteriormente. No entanto, os t&igos médigssendo obtidos ja a partir de aproximagfes, ndo séo, de uma
forma geral, ortogonais. Em relagdo ao primeiro modelo, a diferengca est4 apenas na expressdo das matrizes
associadas a componente de rotacdo do movimento de cada parte mével, que eram no modelo descrito da
seguinte forma

[COSPCOSK —COSWSINK +SINWSNPCOSK  SINWSINK + CoSwSiNQCcosK [

M = B:osq)sim( COSWCOSK +SiNWSIN@SINK = SINWCOSK +coscosin(psim<g
H -sneg sSiNwcose COSW COSP H



Entéo, para que o movimento de rotagdo de cada parte mével possa ser descrito por uma matriz do tipo

de M, teremos que efectuar a ortogonalizagéo do refere(@jél,éz,%) constituido por ess@&ixos médigsa
que as coordenada@m,ym,zm) lidas pela maquina estdo agora referidas ao referencial ndo ortogonal

OXwYnZym, Ou (O,él,éz,é3), onde OX,,, OY, e OZ, representam respectivamente egos médioglo

movimento do pértico, carro e braco.

1.3.8.1 Ortogonalizagdo dum sistema de referéncia
Consideremos o referencial (O,él,ég,?%) constituido pelos tré&sixos médiosonstruidos anteriormente,
gue é um referencial directo, por construgdo, mas ndo ortogonal. Vamos estudar um processo que permita

associar a este referencial um referenc(@lél*,éz*,é;) ortogonal e construir a matriz que relaciona as

coordenadas (x,y,z) no referencial (Oélézés) com as coordenadas(x*,y*,z*) no referencial

(O, & .6 %) de um ponto arbitrari® no dominio de medi¢do da maquina.
Vejamos em primeiro lugar como ortogonalizar um referencial plano.
Suponhamos conhecido um referen((i@lél,éz) néo ortogonal. O processo de ortogonalizagdo que
vamos utilizar consiste na construcdo de um

referencial ortogonal(o,él*,é;) tal que 08

coincide comOg, .
VAR Y 7 P Vem entdo para as coordena((aé,y*)
N N ! do pontoP em relagéo z(o,él* ,éz*):
eZ* e2 // :
o ¥ =xovedae)
. > B =ysin(e&)
O 21: ‘)* X )(*

onde x e y representam as coordenadasPdeo

referencial inicial (figura 1-14).

figura 1-14 - Ortogonalizacdo de um referencial Na forma matricial:

I 6
plano|[6] a0 a cos(él@
VE b e
BB n(€.&)
A matriz H = 5) Sééell zgg chamamos matriz de ortogonalizacéo: trata-se da matriz de mudanca da

base{él* éz} para a bas{eél,éz} ;

& =6

& =0c036,,6)8 +Sin(6,6,)6,
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Construamos agora, por analogia, o referencia (O,él*,é2 ,63 ) por ortogonalizacdo do referencial
(O,él,éQ,Q), anteriormente considerado, do seguinte modo:

1) os dois referenciaiéo,él* 6, ,ée*) e (O,él,éqﬁ%) tém origens coincidentes;

2) os eixosOg e 0§, coincidem:;

3) os plano0é,'é, e O&8é, coincidem.

O novo referencial fica determinado pela express&o da{lﬁsé{,é{}, ligada a(O,él*,éz*,Q*),
como combinacéo linear dg, €, e &;, e portanto, tal como no caso do plano, pela matriz de passagem da base

{él,éz,és} para a bas{éf ,éz* ,é;} . Os elementos dessa matriz séo fungbes dos erros de afiidacte/z e

yWz.
Temos:
() & =¢ (pela 22 condicdo de ortogonalizacéo)
(i) & =aé +B& =ag +PBE, (pela 32 condic&o de ortogonalizacg&o)

coma e dois escalares que se calculam facilmente a partir das duas condi¢des:

*.4. * - O
%* %*
. .6 =1
que traduzem a ortogonalidade eréfee &, e o facto des,” ser unitario.
Tendo em conta (i) e (ii), estas condi¢Bes sdo equivalentes a
[0 +[6,.6, =0
U2, n2 5 —
M- +p° +20P€.6 =1
e tendo em conta ainda que:
6.6, = cog8,,6,) = cog(90 + xwy) = —sinxwy
vem
o = Bsinxwy
Ep(z +PB? - 20Bsinxwy =1
ou seja ainda,

D = Bsinxwy
B3zcoszxwy:1

donde vem finalmente
= tan xwy
(iii) __ 1
EB COSXWY
E de notar que foi escolhida a raiz positiva flede forma a que se mantenha a orientacdo do

referencial, uma vez que os angulos de afinidade apresentam valores muito reduzidos.

A partir de (i), (i) e (iii) vem entao:
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Nol
I

%él* +%é{ = -sinxwy@, +Ccosxwyé,

Resta exprimir o vector €; como combinag&o linear na ba{s’g* & ég} :

&=~

Tendo em conta que

e ainda que
6;.6 =6,;.6, = Cog6},6;) = cog90 + Xwz) = —sinxwz
6.8, = @,3,.(0((5l +[3é2) = a(éd.él)+ B(@.éz) = a(-sinxwz) + B(és.@)
e sabendo que
€,.6; = Cos(E,,&;) = cog90+ ywz) = —sinywz
vem, substituindo,

—SiNXWysin Xwz — sin ywz
COSXWY

6,.6, =a(-sinxwz)+pB(-sinywz) = tanxwy(- sinxwz) + (-sinywz) =

- relativamente a componente dg segundo%*, que representaremos pgy, e usando o facto de o

vector €; ser unitario,

. s inxwz—sinywz(l
7, =+ 1- (~sinxwz)? - Sin Xwy Sin xwz smysz _
a COSXWyY |

sin? xwysjn2 XWZ +sin? YWZ + 2Sin Xwy Sin xwzsinywz
cos? xwy

= i\/l—sinz XWZ —

sin® ywz _ 2sinxwysin xwzsin ywz
coS? Xwy coS? Xwy

i\/cosz xwz — tan? xwysin? xwz —

A matriz H de mudanca de base pretendida é entdo a seguinte:

O O

O a

Ei - sinxwy - sinxwz E
H=D0 cosxwy —sinxwysinxwz — sin ywz O
0 COSXWY 0

O 5 . . . O

0 4 coszxwz—tanzxwysinzxwz— SIN” ywz _ 2sinXwySINXWZsin ywz

cos? Xwy cOS? XWy H

Para que o novo referencial seja ainda directo, o determinante desta matriz tem que ser positivo. Como
det H = cosxwy z;
e tendo o angulo de rotacAey um valor reduzido, positivo ou negativepsxwy € positivo e por conseguinte o
determinante dél tem o sinal dez;. Por essa razéo, para terd que ser escolhido o valor positivo e finalmente

a matrizH sera dada por:
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i a

s 0

Ei - sinxwy - sinxwz B
H=[00 cosxwy —SiNXWysinXwz —sinywz .
g COSXWY 0

o i n2 . . . 0

0 oS xwz — tan? xwysin? xwz - =1 YWZ _ 2SN XWySinXwzsinywz

cos® Xwy cos? xwy g

Esta matriz permite determinar as coordenadas (x*,y*,z*) de um ponto P em relacdo ao referencial

ortogonal (O,él*,éz*,é;), conhecidas as suas coordena(lm,sy,z) em relagdo ao referencial ndo ortogonal

(0,6,.8,.8):
x2 a0
Y EHEE (110
7H E8

Para determinar as coordenacﬂasy,z

~—

do pontoP, conhecidas as coordenac(aé,y*,z*), utiliza-se

ainversaH ™ deH:

*

I
B=H SERCREY
H = H

A existéncia da inversa da matkizé garantida pelo facto d¢ ser uma matriz de mudanca de base. O

seu determinante, diferente de zero, é dado por

. 2 . . .
det H = cosxwy, |cos? xwz - tan? xwysin? xwz - S YW2 _ 2sinxwysinxwzsinywz
cos? xwy cos? xwy

:\/cos2 XWy — sin® xwz - sin? ywz — 2sin Xwy sin X\wzsin ywz

Podemos calcular a inversa da mattimsando, por exemplo, a seguinte relagédo:

T adj H
detH
vindo:
Hi =1;
Hpy = tanxwy ;
SiN Xwz + sinXwy sin ywz
1 COSXWY
Hig = 5 5 ; ! : '
\/coszxwy—sm XWZ = Sin“ ywz — 28N Xwy Sin X\wzsin ywz
Hyi =0;
- 1
Hz = ;
COSXwWy
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SinXwysin xwz + sin ywz
COSXWY

Has — — . . . ,
\/COSZXWV_S” XWZ — SIN° YWZ — 2SN XWY SiN XWZSin ywz
1.
Hz =0;
. 1
H3§: — . . .
cos? xwz - tan? xwysin® xwz - Sin“ ywz _ 2sinxwysin Xwzsin ywz
cos? xwy cos? xwy

1.3.8.2 Construcao do segundo modelo

Uma vez definidos os eixos médios indicado um processo de efectuar a ortogonalizagdo de um
referencial, estamos em condicbes de estabelecer o modelo que descreve o processo de aquisicdo das
coordenadas do centro dafera de palpacda@ue resulta da aplicagéo do primeiro modelo uma vez efectuada a

ortogonalizagdo d&XYZ. Assim, obtém-se, neste caso, sucessivamente
— depois do movimento dportico as coordenadas (xl,yl,zl) do centro da esfera do palpadoséo

dadas por

Lk, O Lk, + xpxU ER
oo o¢ O .4 0
im0 Xy gtH "Ry H Dy

=B H xz Yo

onde H representa a matriz de ortogonalizagéo.

0
5 @12
H

— depois do movimento dcarro as coordenada(s<2,y2,22) do centro dasfera do palpador sdo dadas
por

%(2 %( +pr|:| |:| y[x |:|
0.0=0 Xy mHlRde+ypym+HlR R.’H

%H § wz H H vz H %o

— depois do movimento dbrago as coordenadas (x, y,z) do centro da esfera do palpadosédo dadas

Ck
0o
Yo

DI:II:I

g
0
0 (1-13)

por

50 G, + i 7 yx O 0 ax O 50
V=D o+ H'R, HD’d"’YPYD"'HlR R'HQO 2y D+H‘1R R'R'H Voo (1-14)

¥H H xz § H vz 2 + 202 Fo 8

Deste modo, apds efectuar os trés movimentos das peCMMiaegundo as trés direc¢gbes dos ¢kss

médios obtemos as coordenadas do ponto C; que coincide com o ponto P a medir sobre a peca. E também usual

exprimir (x, Y, z) em funcéo dos valores das leituras efectuada<OdéM, x.,, Y, € Z,, vindo:

XO Xy — X + XpxO O yix O O ztx O X, O
o a, - 0, - o 0, - T a
oo Xy ot H lRpHS’m_YO*'ypyD*'H 'R, R, Hp 2y H 'Ry R'Ry HS/OD(]-']-S)

EEH xz H H wwe H Hm =2 + 2025 Fo
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) Bef B8
5/m= S’OD‘”B’dD
FmH BoH Bu B

Todas estas coordenadas encontram-se referidas ao referencial ndo ortogo@,,,Y,,Z,,, -

Se pretendermos as coordenadas no referencial ortog@dqaly,, Z,, usamos novamente a matiiz e

obtemos:
Ek*g Xq + Xpx[J O yix O O zx 0O X0
O FHE Xy SrRH +ypyEF Ry ROHD 2y TFR,RCRHEGH  (1-16)
ZH B xz H H viz H g + 2pz8 ol
e
&, O O O
|]m*D 0|:| d|:|
Om OF HYogt HYa g
BB BH B

1.3.9 Linearizacdo do segundo modelo
A linearizacdo da relacdo (1-14) conduz a:

XO g0 KgO OXpX+ytx+zx0 [0 —xrz Xy +yry [IXq 0

E: B'd%%o%%dwypyﬂty%% 0 —xrx—yrx%/d%
B0 BuE Bl Busyermd B xx 0 [rE

(1-17)
O 0 —Xrz-yrz-ztz  Xry+yry+zry [Ix,0
+ B Xrz+yrz+zrz 0 = XX = yrx— zrx%/OD
BExry-yry-azry  xix+yrx+zix 0 S5

onde agora todas as coordenadas estéo referidas ao referencial ndo o@3gphdl,, .

1.4 Comentario

Antes de terminar este capitulo, parece-nos pertinente fazer algumas consideracdes acerca das duas

abordagens que acabamos de descrever para o problema do estabelecimento de um modelo cir@vidtico da

Em primeiro lugar, convém referir que tudo que foi dito s6 tem validade quando sao verificados certos
pressupostos oportunamente referidos (por exemplo, as pe¢as moéveis da maquina serem consideradas como
corpos rigidos, etc.).

Além disso, actualmente e segundo a literatura mais rétersa-se o primeiro modelo aqui descrito com
uma interpretacdo fisica dos erros paramétricos diferente, que permite conciliar aquela abordagem com a
correspondente ao segundo modelo. Assim sdo apenas consideradas dezoito parametros decawsdes 3

posicionamento (Xpx, Ypy, zp2); os 6erros de translacadxty, xtz, ytx, ytz, ztx, zty) e os 9 erros de rotacadgxrx,

13 Ver referéncia§7], [8], [9], [10], [12], [13], [14], [15], [20], [21] e[22].
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Xry, Xrz, yrx, yry, yrz, zrx, zry, zrz), sendo nesta abordagem considerado subjacente um referencial ortonormado.

No entanto, os erros de esquadria, devido ao facto de terem um caracter global (e ndo local como os
dezoito restantes) e por ndo serem independentes deles, ndo sdo referenciados explicitamente, mas sao
considerados incluidos nos valores dos diveesass de translacaalas partes moveis (nas translacfes espurias
designadas poty, xtz, ytx, ytz, ztx, zty).

Em resumo, enquanto os dezoito erros correspondentestagdes translacbese desvios de
posicionamentsao erros locais e independenteserros de falta de ortogonalidade tém um caracter global,
podendo ser considerados a nivel local como parte constituinte desrggide translacéo

Veremos mais a frente que existem essencialmente duas filosofias distintas em relagdo a questao da
determinagdo dos erros paramétricos. Na primeira identificam-se isoladamente cada um dos erros, sendo possivel
dessa forma, determinar os valores eloss de afinidade entre eixos (veeixos médigs Na segunda (designada
por autocalibrac@9 os erros sdo determinados conjuntamente, ndo aparecendo nesse caso 0s erros de

ortogonalidade, mas apenas os seus efeitos englobados noutros erros paramétricos.

Os modelos linearizados obtidos em (1-8) e (1-17) podem, em casos particulares, ser escritos numa forma

simplificada. De facto, sempre que se utiliza apenaspalpedor, as coordenadas do centro efera de
palpacdoem relacdo aponto de referéncido braco (que designamos pc(lxo, yO,zo)), sao convencionalmente
consideradas nul¥s Na pratica, isto é equivalente a colocar a origem do referencial associpddiemno

centro da esfera de palpacae portanto a maquina identifica os deslocamentos das pecgas moéveis, designados por

X4, Yq € 24, com as leituras que efectua para as coordenadas de qualquer ponto a medir e que correspondem as
coordenadas do centro @dgfera do palpador (designadas po(xm,ym,zm) ), OU Seja, Xy =X, Ym=VYq ©
z, = Zy . Desta forma, sempre que se considera um (maipador, o modelo apresenta a forma simplificada:

XO X4 + XpxO O ytx O O zx 0O

0_4d O O O O
oo X g Ry S’d +ypy+ Ry R 02y g (1-18)

#8 B x= B B y H EXSEE

com

I

DIII:”:II:I
PR
Mmoo

sendo a seguinte a sua forma linearizada:
XO XgO Xpx+ytx+zx0 0 —xrz  xry+yry Oy 0
O 0 0
V= D Sy +ypy+ayr 0 —xx-yxeg  (1-19)
B Bul Baz+yz+zzH B xx 0 HE

O

onde

S

mOR0
s
mooo

N

% Tal é considerado pela generalidade dos autores. Ver, por exgadplo,
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Observando atentamente a expressao acima, verificamos que nela ndo se encontram presentes 0s erros de
rotacaoyrz, zrx, zry e zrz. Deste modo, e como veremos posteriormente no procesaatatalibracio estes
quatro erros ndo séo determinaveis caso se use apepakpador’®. Se pretendermos determinar também estas
quatro rota¢gBes espurias devemos utilizar dois palpadores e nesse caso usaremos a expressdo completa (1-8)
Veremos adiante, e com mais pormenor, como tal é feito.

Seré a primeira abordagem (modelos linearizados (1-8) e (1-19), com a interpretacdo fisica dos erros
paramétricos que foi introduzida no comentério, e a consideragcdo de um referencial ortogonal) que sera utilizada

no capitulo seguinte.

5 ver[20].
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Capitulo 2

Medicao e compensacao de erros

2.1 Introducéo

Pretende-se no capitulo 2 explicar como se podem determinar 0s erros paramétricos de uma maquina de
medicdo de coordenadas, com o intuito de realizar, pela utilizacdo desses resultados, a compensacdo das
coordenadas por ela fornecidas.

Esta ideia de compensac¢do de erros sistematicos nas maquinas de medi¢do de coordenadas tem uma
historia ja bastante longa, embora a aplicacdo generalizada deste conceito seja mais recente. A correc¢do por
meios mecanicos dos erros sistematicos existentes nos variados tipos de maquinas foi preponderante durante
mais de 100 anos. O interesse em sistemas de compensacdo de erros baseadossofiwsse fleresceu na
década de 70: pensa-se que a primeira implementacdo prética tenha sido realRadaghen em 1977, sobre
umaCMM modeloMoore N.5. Desde entdo deu-se uma exploséo das actividades baseadas nesse principio, com
a introducédo de diversos conceitos chave e com a sua implementacdo numa enorme variedade de maquinas
existentes no mercado.

A razdo principal para a adopg¢ao do conceito de medicéo de erros geométricos e sua compensagao por
técnicas deoftware é resumida paob. C. Thompson que afirma:

“A existéncia de modernas e poderosas ferramentas de calculo computacional torna a aplicacdo da
compensacdo activa dos erros a partir de um modelo, via software, uma alternativa econémica ao
aumento da precisdo obtido por melhoramentos no design e construcado das maquinas. Sendo assim,
a precisdo mecénica da CMM apenas necessita ser suficiente, de forma que se possa efectuar a
compensacdo dos erros para se atingir o nivel de precisdo requerido. Para tal serd apenas
necessario que as caracteristicas dos erros (como a repetibilidade e variacdo no espago) sejam

compativeis com o sistema de compensacéo dos erros”.

Neste capitulo, comecaremos por uma breve abordagem ao que se faz actualmente em termos de
compensacédo de erros das maquinas de medicdo, referindo-se os tracos gerais de funcionamento dos processo:
de determinacéo e de compensacado de erros, com especial relevancia para os métodos de compensacao por mei
de software.

Embora este trabalho se debruce essencialmente sobre o0 método de determinagéo de erros pelo processc
designado poautocalibracédq sera também feita uma curta referénciaraédos directode medicao de erros
paramétricos. Os resultados obtidos por qualquer um dos métodos poderao ser utilizados para efectuar posterior
compensacgédo das coordenadas, sendo indicado 0 modo com podem ser armazenados € como a compensacao
realizada, fazendo-se referéncia aos seus limites de validade e aos efeitos da temperatura. A qualidade dos
resultados da compensacdo pode ser avaliada a partir da sua incerteza, conhecidas que sejam as incerteza:

respeitantes a cada um dos erros.
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Finalmente ser& descrito, com detalhe, o procedimendotdealibracde sendo referidos os principios
em que se baseia, os padrfes utilizados e o modo de realizar a sua implementacdo pratica, onde serdo
apresentados alguns resultados experimentais obtidos.

2.2 Errosecalibracéo

Como vimos no capitulo 1, um ereé definido como a diferenca entre o vaéxacto de uma
determinada caracteristio&) e o valor para ela indicado pelo instrumento de medi&4o (

e=A-A

O valor numérico do erro pode ser depois aplicado como correc¢do, ou seja, permite obter o valor

exacto a partir do valor lido pelo instrumento:
A=A +¢

Qualquer resultado de uma medicdo tem associado um determinado giacertkiza que é
guantificavel. Tal acontece também para os erros e correcgfes referithosttéza define-se como sendo a
estimativa que caracteriza o intervalo de valores no qual se situa o valor exacto da grandeza medida, para um
determinado valor indicado.

Entende-se pocalibracdo o conjunto das operagBes que estabelecem, em condi¢cbes especificadas, a
relacdo entre os valores indicados por um instrumento e/ou técnica de medi¢do e osonatmesnal mente
exactos' de umpadrad ou de um material de referéncia, relativamente & medicdo de uma determinada grandeza
[3]. Alternativamente, podemos defini-la como o conjunto dos procedimentos experimentais que permitem a
determinagdo de erros referentes as indica¢des do instrumento de medida para uma determinada grandeza. A
norma DIN 1319 definecalibracido como a operagcdo que determina os desvios entre o valor lido num
instrumento e o valotonvencionalmente exacto. Portanto, para calibrar um determinado instrumento, € sempre
necessério dispor de um outro instrumento que seja mais exacto, isto é, que forneca intervalos de enquadramento
mais apertados. Conhecidos os desvios para alguns valores tabelados, é possivel, a partir deles, determinar por
interpolacdo, os desvios para valores intermédios e depois é facil calcular, por simples adicao ou subtracgédo, os
valores exactos. Aalibracdondo elimina completamenteeoro sistematicolntroduz-se por isso o0 conceito de
remanescente do erro sistematicoqual tera que ser estimado e sobreposermoaleatéria No valor global
daincerteza temos a considerar entdo a parte aleatdria e uma parte que estima o erro sistematico desconhecido,
incluindo oremanescente do erro sistemataqds acalibracda

2.3 Conceitos de repetibilidade, reproducibilidade e histerese

A quaidade de um instrumento de medicdo avalia-se pela dispersdo dos resultados das medicdes, em
torno da média. Esta dispersdo é normalmente quantificada pelo desvio adraa maneira semelhante de
encarar a questdo consiste em examinar de que modo diferentes resultados de medi¢des estdo proximos uns do:

outros, sob as mesmas condi¢cdes. Diremos que existe uma condi¢gpetid®lidade quando o mesmo

1 Obtidos por meio de uma medicdo de rigor claramente mais elevado que o referente a medi¢cdo em causa.

2 Designa-se pgpadrdoo instrumento de medicdo ou o sistema de medicao destinado a definir ou materializar, conservar ou
reproduzir uma unidade ou um ou vérios valores conhecidos de umazgrgrata os transmitir por comparacéo a outros
instrumentos de medicd8].



observador procede a medicdo da mesma grandeza por um método especificado e sob as mesmas condi¢des
laboratoriais, dentro de um curto intervalo de tempo.

Outro conceito importante € o conceito réproducibilidade. Neste caso o método de medicdo € o
mesmo, assim como 0 objecto a medir. Podem no entanto variar as condicbes da medi¢do: instrumentos ou
laboratoérios diferentes, ocasides diferentes.

Nalguns instrumentos de medicao a aproximacéo a posicdo de pediédiazer-se por varios sentidos
diferentes. Em consequéncia disso é frequente encontrarem-se resultados diferentes. Esta propriedade é

designada padhisterese.

2.4 Medicédo e compensacéao de erros de ureMM

A medicéo de erros ou a criagcdo de um mapa de erros de uma maquina de medi¢cdo de coordenadas,
guando realizadas para representar e descrever a distribuicdo espacial duma determinada categoria de erros, sok
condicdes de operacéo bem definidas, é utilizada aqui como sinénaatibiacad.

A medicao de erros néo é utilizada exclusivamente com o intuito de efectuar posterior compensacgéo dos
resultados fornecidos por un@MM (caso em que € necessario ter uma cobertura espacial completa do volume
da maquina), mas também para determinar problemas no estdigiegiee desenvolvimento da maquina, para
efectuar testes de aceitacdo, para verificacdo periddica da sua precisdo e também para efectuar revisGes
periddicas dos dados utilizados para realizar compensacéo dos €iMbidao longo da sua vida util.

O conceito decompensacao de errade uma maquina € utilizado para descrever o procedimento,
geralmente implementado pelo fabricante, que, apés o procesaldbdacao, introduz correcgdes no sistema de
medicdo. Acalibracdo (medicdo de erros) e a compensacaospfiware (compensacdo de erros) sdo levadas a
cabo em tempos significativamente diferentes.

Ha duas formas fundamentais de efectuar a compensac¢édo de erros de uma maquina. Consideremos, por
exemplo, um erro de rectilinearidade de um eixo guia de uma das pecas méveiCidMinEzsse erro pode ser
compensado por técnicas exclusivamentbaldware, ou seja, por modificacdes na estrutura fisica da maquina
(por exemplo tornando mais rectilineo o movimento através da diminui¢cdo da rugosidade da guia), ou entdo, por
técnicas exclusivamente deftware, modificando os numeros que indicam a posi¢do transversal dessa peca

mével. O nosso trabalho debruga-se exclusivamente sobre técnicas de compensaftaangor

2.5 Compensacéao de erros paoftware

As técnicas de compensacdo por meiosditware exigem que exista uma descricdo dos erros
armazenada na memoria do computador. Para reduzir o nUmero de pontos em que serd necessario realizar a
medicdo dos erros, torna-se necessario possuir um modelo matematico que descreva o comportamento
verdadeiro daCMM (tal foi o propdsito do capitulo 1 deste trabalho). Assim, partindo de apenas algumas
medidas, serdo calculados os coeficientes do modelo ou as componentes dos erros (fungbes das variaveis
medidas). O modelo matemético da maquina, armazenado na memaria do computador, associado as funcdes de

erro, permitira a posterior compensagdo dos resultados. O controlo numéricMMaé geralmente

A paavra calibracdo € geralmente utilizada quando nos referimos a um instrumento de medicdo, enquanto que a
designacdo demedicdo de errosé mais aplicada a sistemas que ndo efectuam medi¢cdes, como, por exemplo,
maguinas-ferramenta.
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implementado pelo fabricante da maquina e por isso é facil integrar a compensacdo de erros por meio de

software.

2.5.1 Condicdes necessarias a compensacao gmbtware
Em relacdo a compensacéo de erros por meisftigare é sabido que apenas 0s erros sisteméticos
podem ser compensados. Além disso, para que essa compensacao seja mais eficaz, € da maior conveniéncia que
se verifiqguem as condic¢des a seguir descritas:
— 0 erro sistematico a ser compensado deve ser significativamente maior que os erros aleatérios subjacentes
a qualquer medicéo (por outras palavras, deve epepttibilidade);
— as vantagens esperadas pela compensacao, isto é, o incremento da precisdo dos resultados fornecidos pele
CMM, devem justificar os custos envolvidos nessa compensacao;
- a taxa de variagdo espacial dos erros paramétricos deve ser reduzida quando comparada com as
dimensdes dos intervalos dosdroesutilizados;
— amaquina deve ter um sistema de coordenadas absoluto;
- o desempenho dos motores e/ou computadores (resolucdo espacial, velocidade de calculo, preciséo, etc.)
deve ser adequado;
— deve estar disponivel um modelo matemético da maquina, que lhe esteja bem adaptado. A partir desse
modelo deve ser possivel estabelecer relagdes funcionais entre as fontes de erro e 0os consequentes erros
finais nas coordenadas. A partir dele poderdo ser derivados métodos para a medi¢cdo dos pardmetros dos

erros que nele constam.

A existéncia de um modelo matematico simplificado pode reduzir drasticamente o nimero de medidas
necessarias para descrever os erros da maquina em todo o seu volume de medig&o. Por exemplo, se se der um
mudanca significativa dos erros em cada intervalo de amplitusarb se tivermos I’ de volume (til de
medicdo da maquina entdo, caso ndo se possua um modelo matemé&hM daerdo necessarias cerca de
28000 medicBes das componentes espaciais dos erros presentes nas cobrdmdhsso esses resultados s6
seriam validos sob as condi¢cdes ambientais existentes no momento da sua obtencao.

Considerando apenas fontes de erro geométricas (que originam o0s erros que designamos por
geomeétricosou cinematicoy a existéncia do modelo matematico torna possivel a determinacao dos erros que
afectam as coordenadas em qualquer ponto do volume da maquina a partir do conhecimento dos valores dos
erros cinematicos (geralmente conhecendo as funcdes que os descrevem). Este processo é reversivel, isto €,
medindo os erros existentes nas coordenadas ao longo de certas linhas ou planos é possivel a determinagédo da
funcbes de erro. Possuindo um modelo matematico € possivel ainda determinar as componentes de erro das
coordenadas em todo o volume Util da maquina. Tudo isto serd a base para a existéncia quer dos métodos de

medicao directa de erros quer do método desighadauypacalibracdo que posteriormente sera descrito.

2.5.2 Etapas da compensacao de erros paftware

* Num cubo com 1 m de aresta podem definir-se 21x 21x 21 pontos separados de 50 mm segundo as diccdes das arestas.
Considerando 3 componentes de erro em cada ponto (segundoeaedir dos trés eixos), teremos um total de
3x 21x 21 x 21 = 27783 diferentes componentes de erro.
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A compensacdo de erros por meiosdfware € um processo que pode ser dividido em trés etapas

fundamentais:

— A complexa estrutura da maquina é descrita por um modelo cinematico, que necessita de ser
simples, mas que deve reproduzir adequadamente o verdadeiro comportamento e desempenho da
maquina de medicdo de coordenadas. Os aspectos geométricos desta descrigdo simplificada sao
expressos por meio de um modelo matematico, o também chanuaitido geométrico dos erros
(que foi obtido no capitulo 1).

- E estabelecido um procedimento experimental para medir, directa ou indirectamente, os parametros
do modelo geométrico dos erros. Quando necessario, 0os resultados experimentais sdo processados
de forma a calcular os parametros que caracterizam o modelo geométrico de erros, para finalmente
obter as funcées de efrdD grau de eficiéncia dos resultados, isto é, a qualidade com que eles
reproduzem o comportamento da maquina, é também avaliado.

— Tabelas de compensacgéo de erros ou fungdes de compensacdo de erros sdo entdo construidas e
aplicadas aos resultados da méaquina durante o seu uso, com o propésito de incrementar a sua

preciséo.

2.5.3 Principio da sobreposicao dos erros e modelo de corpos rigidosOiaM

O principio de sobreposicdo dos erros € universalmente assumido quando aplicamos modelos para a
compensacédo de erros poftware. Assim, erros devidos a diferentes causas, por exemplo, devidos a posi¢éo, a
direccdo, a velocidade, a aceleragéo, a gradientes de temperatura, a distribuicdo de massas, a tempo, a estratégi
de medicdo, asoftware, etc., sdo estudados separadamente e os seus efeitos sdo finalmente adicionados,
considerando implicitamente a hip6tese de que eles séo independentes. A maquina é, deste modo, vista como um
sistema linear: cada factor de erro tem causas que podem ser isoladas e controladas ou medidas. E aceite pels
generalidade dos autores que todos os modelos geométricos de erros utilizados actualmente tém coeficientes de
erros nas equagfes que sao independentes entre si. Na producdo industhitMslasstao hoje em dia a ser
feitos alguns estudos com o objectivo de realizar compensacdo em tempo real dos erros causados pelos
gradientes de temperatfira

A consideracgdo das ligacdes entre 0s corpos presensesju@ncia cinematicda maquina (conforme
descrito no inicio do capitulo 1) e da hipétese que os diversos corpeidMasdo corpos rigidos, permite
considerar cada uma das dezoito fungdes de erro como sendo fungcdo de uma Unica variavel. O modelo
cinematico descrito neste trabalho pode também ser aplicado a maquinas que sofram deformacdes elasticas das
suas guias, devidas a desigual distribuicdo de massas das partes que a compdem, sendo, nesse caso, cad
deformacdo apenas funcdo de uma variavel do movimento. A designacdo de nadeldgido é
habitualmente utilizada para descrever esta situacdo. Nesse modelo, a existéncia estrita de rigidez esta confinada
aosistema de palpacé® amesa que suporta a peca a medir. No entanto, ho ambito deste trabalho, consideramos
um modelo deCMM constituida por corpos rigidos e ndo tomamos em conta as componentes de erro devidas as

°0 procedimento realizado pelo computador é por vezes denominado por procadsotifecacdo
© A correcgdo térmica das maquinas, consitimao efeito da existéncia de gradientes de temperatura, tem sido
implementada comercialmente nas maquinas desde 1988, em conjunto com aagAopdnEIros geometricos.
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possiveis deformac¢des elésticas das pecas da maquina. Por outras palavras, mesmo que existam deformagdes, o
seus efeitos serdo entendidos como fazendo parte dos diversos erros geométricos descritos.

O facto de podermos considerar um modelo matematico comum que descreva o comportamento de
variados tipos de maquina (e correspondentes estruturas diferentes), € bastante importante, pois permite a
elaboracdo dsoftware comum, utilizavel em diversos tipos @8 M, reduzindo assim, consideravelmente, os

custos de desenvolvimento dos programas.

2.5.4 Observagoes

Qualquer método de medi¢céo de erros e determinacdo de fungdes de erro deve verificar as seguintes

condicdes:

— A magquina deve ser calibrada da mesma forma como ela é usada.

- As medidas efectuadas devem revelar os erros da maquina em todo o volume (til de medic¢éo e sob
qualquer tipo de condi¢gbes ambientais especificadas.

— Os instrumentos utilizados nas medi¢bes ndo devem ser muito dispendiosos. A sua utilizacéo deve
consistir no conjunto de operagfes simples, que possam ser executadas rapidamente, sem haver
necessidade de o operador receber formacéo especifica para o fazer.

— Dado que os erros sdo medidos para realizar posterior compensacdo da maquina, a incerteza com a
gual eles sdo conhecidos deve ser conforme com a preci€idhda

— Uma vez que a preciséo da maquina deve ser garantida no seu ambiente de funcionamento e durante
toda a sua vida util, a medi¢cdo dos erros deve ser realizada imediatamente apds a instalacdo da
maquina e repetida em intervalos de tempo regulares.

2.6 Métodos directos de medicéo de erros

Os métodos directos de medi¢cdo de erros geométricos (também designados muitas vezeEsipsr
paramétricoy sdo métodos experimentais e especificos para medir individualmente cada fonte de erro. Estas
técnicas sdo amplamente exploradas pelos fabricantes de maquinas de medigdo, fundamentalmente porque dao
evidéncia directa da precisdo mecanic&M. As aplicacdes praticas destes métodos podem ser classificadas
em duas categorias principais: utilizacdo de um padréo de referéncia diferente para cada tipo de erro, ou
utilizac@o de um unico padréo de referéncia para medicdo de todos os erros.
2.6.1 Medicao de erros com diferentes padrdes de referéncia

Na primeira categoria referida atras, evsos de posicaopx, ypy e zpz sdo medidos através de um
padréo de comprimento ou de deslocamento. Para determinar erros de periodo curto, como erros nas subdivisbes
das escalas da maquina, utilizam-se geralmente padrdes do tipo continuo como interferometros laser (no entanto,
neste caso, 0s erros respeitantegpapador da CMM nado se encontram incluidos e como tal ndo se podem
avaliar). Para reduzir custos de equipamento e evitar dificuldades inerentes ao seu uso é possivel usar padrées
materiais do tipo descontinuo.

Para medir oserros de translacaoxty, xtz, ytx, ytz, ztx e zty sao utilizadas referéncias de
rectilinearidade.

Para medir osrros de rotacaoxrx, Xry, Xrz, yrx, yry, yrz, zrx, zry e zrz pode utilizar-se uma

multiplicidade de dispositivos como, por exemplo, niveis ou interferometros laser.
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Além disso, e em adicdo aos 18 erros paramétricos indicados, h4 ainda a considerar a medicdo de trés
angulos que exprimem aesvios de ortogonalidade dos deslocamentos das trés pecas moveiSMid. Nos
métodos directos oaros de afinidade (que designamos pomvy, xwz, ywz) sdo considerados explicitamente,
enquanto que nos métodos indirectos, como, por exempl@uttealibracdo eles estdo implicitamente
incluidos nos seisrros de translacad\os quadros 2-1, 2-2, 2-3 e 2-4 estdo indicados alguns dos dispositivos ou

referéncias utilizados para a medi¢éo directa dos diversos tipos de erro.

Erros de translagédo
xty, Xtz, ytx, ytz, ztx e zty

Referéncias de rectilinearidade Quadro 2-1 - PadrBes e dispositivos para a

+ Faces planas mecénicas ou Opticas medicéo derros de translagéo
+ Reflector em asa

* Feixes laser
Indicadores de deslocamento

» Interferémetro laser de espelho plano

» Fotodiodo
Erros de posicionamento
XpX, ypy € zpz
 Interferémetros laser Quadro 2-2 - Padrdes e dispositivos para a
* Combinagdes de blocos padrédo medic&o derros de posicionamento.

* Blocos padrao escalonados
* Matrizes de esferas (barras, placas |ou
paralelepipedos de esferas)

Erros de rotagddderiva, cabeceio e rolamento)

XX, Xry, Xz, YrX, Yy, Yz, ZIX, Zy € ZIZ

«  Autocolimadores Quadro 2-3 - Padrdes e dispositivos para a

* Interferémetros laser angulares medicdo derros de rotagéa
* Niveis mecénicos

* Niveis electrénicos
» Dispositivos de medi¢&o de rectilinearidade
separados por uma determinada distancia
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Erros de afinidade entre eixos

XWY, XWZ, YWz
+ Esquadro mecénico com colimador Quadro 2-4 - Padrbes e dispositivos para a
» Padrdes de perpendicularidade (Gpticos|ou medicdo derros de afinidade.

fisicos)

* MedicBes diagonais

Nas figuras 2-1, 2-2, 2-3, 2-4 e 2-5 encontram-se alguns dos dispositivos utilizados na medi¢éo directa

de erros parameétricos.

figura 2-1 - Autocolimador
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figura2-2 - Bloco-padrédo escalonado
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figura 2-5 - Interferémetro Laser
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2.6.1.1 Principais vantagens e desvantagens do uso de diferentes padrdes

A principal vantagem em usar processos directos de medicéo de erros € que existem j4, estabelecidos e
testados, muitos métodos, para todos os erros, baseados no uso de diferentes padrées. No entanto, este tipo de
métodos apresenta diversas desvantagens. Em primeiro lugar, refira-se que para os utilizar € necessario possuir
varios instrumentos e padrdes diferentes, que sdo, na maioria dos casos, bastante dispendiosos. Em segundc
lugar, qguando comparado com outros métodos, € necessario prestar bastante atencdo a convencdo de sinal
adoptada para os diversos erros, 0 que é bastante importante quando, posteriormente, se utilizam os valores dos
erros para corrigir as coordenadas fornecidas pela maquina. Uma terceira desvantagem é a necessidade de um
operador bastante qualificado para realizar as tarefas inerentes a determinagédo desses erros. Por ultimo, refira-se
gue, nestes processos, ndo é possivel utilizar a capacideivtide efectuar medicdo de forma automatica.

Dois problemas bastante sérios estdo inerentes a esta técnica de determinacdo de erros. Primeiro, o
procedimento de medicdo dos erros € essencialmente diferente da situacdo que ocorre quando a posterior
compensacdo das coordenadas é efectuada; por outras palavras, a maquina, nas duas situacgdes, interage col
objectos diferentes. Em segundo lugar, as incertezas existentes nos diversos erros paramétricos determinados pol
este método, sdo combinadas em conjunto, quando as compensacfes nas coordenadas sdo calculadas, sem ¢
efectuar qualquer controlo estatistico.

Para simplificar os procedimentos de medicdo dos erros, para reduzir 0os custos ineaditties;ao
periddica dos instrumentos usados e para incrementar a precisdo de medida, alguns fabricantes ndo utilizam os
interferometros laser para medir egos de posicionamento. Como consequéncia disto, sdo evitados os
problemas relacionados com a calibracdo do comprimento de onda do laser, com o indice de refraccéo do ar e
com o alinhamento do interferometro. Nesse caso, 0 comprimento de cada escala da maquina é calibrado através

da sua comparacéo com um padrdo material de comprimento.

2.6.2 Utilizacdo de um Unico padrao calibrado para medir todos os erros

Na medicéo de erros paramétricos podem ser utilizados padrées materiais calibrados com uma, duas ou
trés dimensodes,. A diferenca entre as indicacd&MM e valores conhecidos de coordenadas ou de distancias
do artefacto utilizado, podem servir de base, quer para a determinacéo dos diversos erros, quer para a construcdo
directa de mapas de erro. O dispositivo utilizado € colocado no interior do volume de medi¢éo da maquina.

Uma variante interessante e largamente testada desta técnica foi proposta pelos investiga@Bfes do
uma placa de esferas, ou outro artefacto bidimensional calibrado equivalente, é medida pela maquina que se
pretende avaliar, em diferentes posi¢cdes, encontrando-se em todas elas o referencial da placa colocado
paralelamente aos eixos da maquina. Por comparacao dos resultados obtidos para os diversos erros medidos, po
exemplo usando pontos com as mesmas coordepadgast possivel separar as funcées de erro que dependem
apenas de uma coordenada, onde, neste exempissa coordenada.

A principal vantagem da utilizacdo do métodoRI®, em oposicdo ao método detocalibracao(que
serd posteriormente descrito), € que no primeiro sdo utilizadas rela¢cdes matematicas muito simples. Um

utilizador que ndo possua experiéncia na resolucdo de sistemas de equacgbes ndo lineares com um ndmero
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elevado de equacdes, pode aplicar a técnidaT@outilizando apenas um vulgar computador. A aplicacao deste
método é efectuada de uma forma bastante rdpida e o padrédo utilizado pode ser construido com dimensdes
adaptadas ao tamanho do volume de medicao da maquina.

A principal desvantagem do métodoRIEB é que o procedimento experimental deve ser rigorosamente
executado. As diversas posicOes ocupadas pela placa de esferas dentro do volume de naMidadedam
estar separadas por apenas alguns centimetros. Além disso, as diversas esferas presentes na placa também né
devem estar separadas mais do que poucos centimetros. E conveniente referir que a placa de esferas que se usa
um objecto calibrado, que deve permanecer fisicamente estavel ao longo do tempo, sendo ainda necessario

possuir uma infra-estrutura adequada para a calibrar.

2.7 Breve descricdo do método dmutocalibracao

O processo de autocalibracdosera posteriormente descrito com maior detalhe. No entanto, faremos
aqui uma breve abordagem a esta técnica de determinacdo de erros, colocando maior énfase nas diferencas entre
este método e os processos de medicao directa de erros.

A técnica deautocalibragdoconsiste num processo cujo objectivo é a obtencédo doss cinematicos
de uma CMM, baseado na medicdo das coordenadas espaciais de um artefacto, quando este é colocado em
diferentes posi¢cdes no volume util de medigdo da maquina. Considera-se que as distancias entre os pontos do
artefacto séo invariantes em relacdo a posi¢do ocupada por ele ao longo do tempo necessario a realizacdo do

conjunto de medicdes.

Usando um artefacto com pontos definidos, medido em posi¢cdes diferente§p23), estardo

definidas 3np coordenadas epn(n—l)/2 serd o numero total de equacdes de erro nas distancias, isto é,
equacdes do tipo (2-1).
Considerando a distancia euclidiana entre quaisquer dois pAn®o8 do artefacto, que é uma

quantidade invariante com a posi¢c&p (i :LZ), podemos escrever um conjunto de equagfes da seguinte

forma, onde=. significa igualdade no sentido dos minimos quadrados:

2 2
gxs _XA)Plz +(yB - S/A)Pl2 +(ZB _ZA)HZS = gxs - XA)PZZ "'(YB - yA)PZZ +(ZB - ZA)PZZS (2-1)

Conjugando o conjunto destas equacdes com a equacgdo (1-8), escrita na forma algébrica para cada
coordenada, obtém-se um sistema de equacdes, ndo lineares, que devera ser resolvido por um método baseads
geralmente no critério dos minimos quadrddés incognitas deste sistema sdo, na maioria das vezes, 0s
coeficientes dos polindmios que descrevem as funcdes de erro.

Podem ser efectuadas duas abordagens a este problema:

— O artefacto esta parcialmente calibrado: neste caso as distancias entre quaisquer dois pontos do

artefacto séo conhecidas e o segundo membro da equagéo (2-1) é substituido por esse valor.

— O artefacto ndo esta calibrado: neste caso é utilizada directamente a relacédo (2-1).

" Physikalisch Technische Bundesantalt.
® Muitas vezes, antes de aplicar o @dét dos minimos quadrados, cada uma das equagdes obtidas é previamente linearizada.
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O processo de autocalibracdoé um procedimento que minimiza o custocdéibracéo do artefacto e
reduz de forma dréstica a necessidade de o artefacto apresentar estabilidade dimensional a longo prazo
(consequentemente reduz o seu custo de produg¢édo). Um aspecto importantecdébracdoé que certas

operacdes podem ser feitas automaticamente pela maquina.

2.8 Formas de efectuar a compensacao dos erros
ApOs realizar a determinagdo dos erros, as correcgbes a efectuar sdo guardadas na memodria do
computador sob a forma de:
— Gredhadeerros: Esta forma de armazenar é aplicada a uma maquina de medicao de coordenadas
que esteja a funcionar com o uso de apenagalpador. Os valores dos erros nas coordenadas séo
armazenados para um namero muito elevado de pontos, distribuidos mais ou menos uniformemente

no volume de medicdo daMM. Se pretendermos ter na grelngontos por eixo coordenado,

entdo serd necessario guardam® componentes de erro nas coordenadas. Para obter as
coordenadas corrigidas de qualquer ponto no volume Util da maquina, calculam-se as correcgbes a
dar as coordenadas lidas p€&®&M, por meio de interpolagdo na grelha de erros. Quando se
pretende fazer interpola¢é@o linear na grelha consideram-se os dados respeitantes a oito pontos
adjacentes ao ponto pretendido. Este método de compensagéo reduz ao minimo o tempo de calculo
e é 0 mais adequado quando os erros paramétricos ndo sdo fun¢des de uma Unica variavel. No
entanto ndo é possivel usar esta técnica quando se pretendem usar simultaneamente varios
palpadores.

— Tabela de erros: Quando se consideram os erros paramétricos como funcdo apenas da posi¢do
sobre o eixo coordenado, as 18 fungdes cinematicas, em que cada uma delas é apenas funcao de
uma variavel sdo armazenadas numa tabela que tem 18 colunas (uma para cada funcéo de erro) e
n linhas (supondo que se considemarpontos por eixo). Desta forma sdo armazenados na tabela
18n valores de erros paramétricos. Para um dado ponto a corrigir, é efectuada interpolacdo linear
na tabela para determinar os valores dos erros paramétricos correspondentes a essa posigao.
Posteriormente as fun¢bes de erro sdo combinadas de forma a obter as desejadas correc¢cbes nas
coordenadas.

— Tabela de coeficientes. Quando as fungbes dos diversos erros paramétricos se apresentam na
forma analitica (por exemplo, polinémios @bebyshev, de Taylor ou delLegendre, B-splines,

funcdes dd-ourier, etc.), armazenam-se os coeficientes dos polindmios.f&ea ordem desses
polinémios, o numero de valores a representar na tabeIaB(eral) . O esfor¢o computacional é

bastante superior aos dois casos anteriores e o célculo das funcdes de erro e das correc¢des das

coordenadas é executado simultaneamente.

A segunda solugdo indicada tem a vantagem de, quando os erros sdo medidosdosr divéttos, 0s
pontos da tabela serem pontos medidos com elevada precisdo. Além disso, como ndo é feito qualquer

ajustamento (como no terceiro caso), ndo existem os erros inerentes a qualidade do ajustamento. As segunda e

°o que é, de longe, 0 caso mais comum.
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terceira solugBes podem ser utilizadas para diferentes configurag@atpadores enquanto que a primeira

apenas é utilizavel parapalpador na posi¢cdo com a qual foram medidos os erros.

2.9 Incerteza na compensacao

Tal como j& vimos, os erros e as compensacdes sao fungbes de um numero elevado de parametros,
estando a cada um deles associada uma determinada incerteza. Quando os erros sdo medidos por meio de
métodos directos, a avaliagdo da incerteza dos resultados é feita directamente a partir das contribuicdes das

incertezas associadas a cada um dos erros. Para tal é usado o seguinté¢}esultado

Sejam X = [Xl Xy Xn]T eyY= [YlY2 -~~Ym]T dois vectores aleatérios relacionados através
de uma equacédo matricial
Y=CX+D
em queC é uma matriz de tiponx n e D uma matriz de tipanx 1.
Designamos por
2 xx e 2y
as matrizes (quadradas) de covariancia, respectivamente, assoclaglasya de orderm em, e
por
Hx e Hy
as médias, respectivamente, associadas ay.
As médias e as matrizes de covariancia dos dois vectores aleXtéoestio relacionadas
através das equacdes
Hy =Cu, +D
e (2-2)
2w = Cox c’

No caso em estudo, se quisermos comparar as incertezas presentes nos dezoito erros paramétricos com
as incertezas finais nas coordenadas, usamos a segunda equacdo de (2-2). Represemfamogegtor

aleatdrio correspondente aos dezoito erros paramétricos:
X =[xpx Xty Xz ytx ypy Ytz zX Zty Zpz XrX Xy X(Z YIX Yy Yrz 1% zry zrz]T
e porY o vector aleatdrio correspondente as coordenadas finais corrigidas:
Y= [x y z]T
Tal como vimos no capitulo 1 (na parte referente ao estudo dos movimentos das partes méveis da

CMM), os elementos dos vectores aleatéX@sY estdo relacionados pela equacdo matricial {1-8)

19 ver[6].
™ Tal como no resto deste trabalho, usamos aqui a relago linearizada.
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XO g0 KgO DX+ ytx+zx0 [0 —-xrz Xy +yry [Ty 0
= o dogt U YRV D 0 X yx
BH BuH BB Bazt+ytz+zozH B xix 0 HxHE

O 0 —Xrz-yrz-ztz  Xry+yry+zry [Ix,0
+ B Xrz+yrz+zrz 0 = XX = yrx— zrx%/og
Bxry-yry-azry  xix+yrx+zix 0 S5

Podemos escrever esta relacdo na forma matrit@ICX + D, onde as matrize€ e D sdo dadas,

respectivamente, por

@ 00100100 0 Z4+2y —Yq—Yo 0 Zy+tzy -y 0 zg -yoO
C=0 10010010 -z-2 O X0  ~z-% 0 X -z 0 X0
01001001 ys+y, =X 0 Yo X% 0 Yo -% OfH
e

Xq + %o O

0

D=VatYor

Fa +2%H

Neste caso teremaa=3 e n=18.
Uma vez que consideramos 0s erros paramétricos independentes, a matriz de covariancia a eles
associaday ., € uma matriz diagonal de dimenséo 18. Na diagonal principal estdo as variancias de cada uma dos

erros que compdem o vecidr

gjzxpx 0 0 S
Sy = 00 o% - 0
* 0 : O
O , O
E 0 0 g zrz@

A matriz de covariancia das coordenadas corrigifias,€ também uma matriz diagonal que, neste

caso, contém na diagonal principal a varidncia de cada uma das coordenadas corrigidas:

b’ 0 00O
0 O

Avaliamos a incerteza presente nas coordenadas corrigidas usando
— T
Yyw = CY«C

Quando, para se determinarem 0s erros paramétricos, se utilizam as técraasscalibracdo as

incertezas nos resultados sdo estimadas através da matriz de varidncia-covariancia, que pode apresentar
dimensdes da ordem d®0x 100.
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2.10 Limitesde validade da compensacao de erros paoftware

Sintetizando e sistematizando a analise previamente feita, podemos referir que a compensacédo de erros

por meio desoftware apresenta as seguintes limitacdes:

— Apenas os erros sistematicos podem ser compensados. Para que a compensagdo dos erros seja
eficiente, a ordem de grandeza dos valores dos erros sistematicos deve ser significativamente
superior a ordem de grandeza dos valores dos erros aleatérios (que devido a sua natureza nunca
poderdo ser compensados).

— Quando se utiliza um modelo matematico para descrever o comportamento cinematico da maquina
de medi¢cdo de coordenadas, as possiveis imperfeicdes existentes no modelo sdo uma limitacéo
importante a ter em conta. Qualquer engano durante a fase de medicdo de erros é interpretado como
um erro inerente a propria maquina e os seus efeitos podem modificar as fun¢des que descrevem os
erros cinematicos, originando posteriores compensacdes incorfeofaLCresto’, através da sua
experiéncia com numeros&MMs, observou que uma maquina, cujos erros geométricos foram
determinados por métodos directos (e posteriormente compensados), pode, apds efectuada a
compensacao, apresentar ainda erros sistematicos bastante significativos. Tal comportamento néo
pode ser descrito por um modelo matematico baseado num modelo rigido ou quase-rigido. Tal ndo
acontece quando a mesma maquina de medicdo € calibrada pelo processocaléracdoe
posteriormente compensada.

- A méaquina deve ter associado um sistema de coordenadas absolutas. As medi¢cdes e posteriores
compensaces de erros devem ser referidas a esse referencial.

— Os erros de periodo reduzido (tais como os erros existentes nas subdivises das escalas dos eixos)
nao podem ser compensados.

— A gualidade dos resultados obtidos na compensac&Mdla por software depende das condigbes
térmicas da maquina e dos objectos utilizados naalimacéa Esta €, provavelmente, a limitacdo
mais importante a compensacdo de errosqitware.

— O tempo de resposta do sistema de compensacdo ndo deve lipgtbormance da maquina de

medicao.

Os métodos descritos para identificar e medir os erros geométricos das maquinas, que utilizam um
modelo cinematico baseado na consideracao de um modelo rigido ou quase-r{gidbl,dgela sua natureza
ndo permitem a separacéo dos efeitos provocados pelas deformacdes elasticas das estruturas-t&siésjuina
efeitos sdo identificados como erros de translacéo. A possibilidade de stiftaare pouco dispendioso para
compensar as deformacgBes elasticas, fez com que se tornasse mais facil projectar e construir maquinas de
medig&o mais leves e mais rapidas. Nos Ultimos dez anos houve um acréscimo de um factor proximo de cinco na
velocidade méaxima de deslocamento das partes méveisia

Podem ser aplicados diferentes métodos para verificar se uma dada maquina cumpre 0s requisitos
necessarios para a considera¢do de um modelo de estrutura quase rigida. De facto, € actualmente possivel medii

mudanc¢as no desvio de forma plananazsa da CMM, devidas as diferentes posigées assumidas pelas partes

2 ver[20].
% Estas deformac@es séo devidas a desigual distribuicdo das massas das diversas partes constituintes da maquina.

58



moveis da maquina. E também possivel comparar amplitudes de angulos entre direccdes de movimentos
efectuados ao longo de diferentes linhas paralelas. Além disso, também se podem comparar medidas de
comprimento de um padrdo material alinhado com um eixo cinematico, assumindo diferentes posicdes em
relacdo um outro eixo e mantendo constantes as coordenados em relagéo aos dois eixos restantes. Se, em toda
estas situacBes descritas, as variacdes veriffaftasm muito reduzidas (e como tal explicadas & luz do
conceito deepetibilidade daCMM), entdo a maquina verifica as condicdes que permitem a consideragdo de um
modelorigido ou quase-rigidgpara a sua estrutura.

2.11 Efeito da temperatura na compensacédo de erros cinematicos
As medicBes efectuadas pela maquina de medi¢éo de coordenadas, com vista a determinacdo dos erros
cinematicos, podem ser executadas a uma temperatifarente da temperatursiandard de 26 C. Se a
temperatura n&o variar no tempo e no espaaquelas medicdes podem ser utilizadas para gerar compensacdes
referidas a 20C, desde que o coeficiente de expanséo térmica da peca a medir seja igual ao do padréo utilizado
para medir os diversos erros. Destas consideracdes derivam trés consequéncias:
— ¢é aconselhavel efectuar a medicao dos erros em condi¢cdes ambientais semelhantes aquelas onde a
maquina vai operar;
— a estabilidade e a uniformidade da temperatura no ambiente de trabalho da maquina sdo mais
importantes que o seu possivel afastamento em relagdo astamadiard de 20 C;
— para medir os erros geométricos de uma maquina, é aconselhavel usar um padrdo com um
coeficiente de expansdo térmica o mais proximo possivel do coeficiente do tipo de peca que é
habitualmente medida peGMM.

Deve ser compensado o erro devido a diferehgaentre os coeficientes de expansédo térmica da peca
e do padrdo utilizado para medir os erros. Em certos casos, a compensacao dos erros devigodeaser
feita de forma automatica, quer durante o processoatieracdg quer durante as medi¢cdes subsequentes
executadas pela maquina. Estas correcgBes ndo sdo exactas devido a incerteza que existe no valor dos
coeficientes de expansao térmica. Esta incerteza pode aiitadi.

No entanto, a temperatura varia no tempo e no espacgo. A solucdo para os problemas de temperatura
ambiente passa pela utilizacio de sistemas de condicionamento de ar que fagam com que a temperatura da peca
medir, das escalas e da estrutura da maquina se mantenha estavel num valor préxXimGo Est2@olucio é de
implementagéo relativamente simples e conduz a minimizagéo do erro residual.

A solucdo adoptada n&MVMs para compensar os erros relacionados com a temperatura é, na grande
maioria das vezes, modificar os coeficientes das fun¢des paramétricas de erro, de acordo com as condicdes
térmicas. Foram propostos jgahs modelos que descrevem o comportamento térmico da maquina e que sdo no
fundo adaptacdes do modelo descrito neste trabalho, nos quais se tomam em conta os efeitos da temperatura. Pol
sair do ambito deste trabalho, este assunto ndo sera aprofundado.

Existem varias normas que fazem referéncia aos efeitos da temperatura.

14 VariagBes no valor dos desvios de forma plana da mesa, nos angulos entre direc¢des e nos comprimentos dos padrdes.
B peca a medir, 0 padrao usado para avaliar os erros e a estrutura da maquina apresentam a mesma temperatura.
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2.12 Custos

A compensacao dos erros cinematicos por técnicagfitéare proporciona uma reducgdo de custos que
alguns fabricantes consideram quaele variar entre 5% e 50%. Um facto incontroverso é a redugéo de custos de
producdo da€MMs que se verificou nas Ultimas duas décadas, reducéo essa especialmente devida a aplicacao
das técnicas de compensacaogoftware.

O quadro 2-5 descreve, de forma sucinta, a evolugéo verifica@MMsentre 1980 e 199R1]:

1980 1995
Erro maximo (6+8D) tm (3+4D) m
Velocidade de medicao 02m/ min 0.7m/ min
Velocidade de translacdo 5m/min 26 m/ min
Materiais utilizados aco / granito também aluminjo
Temperatura admissivel 20°C +2°C 25°C +10°C
Métodos de compensacao de erjos  por melhoramento dgor software
precisdo mecénica
Custos de produgéo 100 =5

Quadro 2-5 - Quinze anos de evolucdo das maquinas de medicdo de cooftdenadas

2.13 “Expert CMM” e CMM virtual

A CMM virtual, proposta pelos investigadores do PTB, simula num computador o comportamento de
uma magquina de medicao de coordenadas. Os modelos geométrico e térmico da maquina sdo armazenados ne
memoria do computador, bem como o modelo de errgmlghador. Na execucdo do programa sdo introduzidas
as condicdes locais (por exemplo, pressédo e temperatura ambientes), temperaturas da pe¢a a medir, medicdes &
efectuar, procedimento de medicdo (estratégia de medi¢do: nimero e distribuicdo de pontos a medir, sequéncia
de medicdo, etc.). A introducdo deste conjunto de dados € facilmente executada, dado que séo simuladas estas
accdes no monitor do computador. Como resulta@M® virtual fornece, entre outras coisas, a incerteza dos
resultados da medigdo efectuada. Existem vérios laboratérios e industrias, nomeadamente na Alemanha, Holanda
e Reino Unido, a trabalhar no desenvolvimento deste projecto.

Existe outro projecto também em desenvolvimento, designadtEppert CMM”, de origem italiana,
cujo objectivo é a construcdo deftware que auxilie o operador da maquina a seleccionar a estratégia éptima
para uma dada medigé&o.

E introduzido no programa o valor maximo admissivel para a incerteza final do resultado de medigéo,
bem como a descri¢do fisica da maquina, as condi¢cdes ambientais e a definicdo da peca que se pretende medil
pelaCMM. A saida do programa consiste numa sugestao para a estratégia de medigdo, que é definida pelo

ndmero, localizacéo e sequéncia dos pontos a serem medidos pela maquina.

8 ¢ considerada uma maquina de medicao de coordenadas com uma resoluciondea @rplitude da menor subdivisdo
das escalas é 0jfim) e com um volume atil de 18 x 0.6 m x 0.5m. O custo de producgéo esta corrigido da inflagso.
representa o comprimento ao longo de qualquer direccéo.
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Este programa resolve, num certo grau, o problemainverso resolvido pela CMM virtual.

2.14 Desenvolvimentos futuros
De acordo com uma publicacéo recéhtexistem actualmente em uso, em todo o mundo, cerca de
200000 méaquinas de medicéo de coordenad&\ViM é hoje em dia um instrumento de medida universalmente
aceite com uma grande implementacdo e importancia na inddstria. No entanto, existem ainda alguns problemas
nao resolvidos ou ndo completamente resolvidos, que se pretende que sejam solucionados a breve prazo. Por
exemplo, ainda ndo existe actualmente uma maquina de precisdo muito elevada, capaz de calibrar diferentes
tipos de artefactos de referéncia dimensional. Também néo existe ainda nenbdm cagtz de efectuar a
compensacgdo completa e efectiva dos efeitos da temperatura e existem ainda varios problemas a nivel da
estimacgédo da incerteza nos resultados.
No campo da correccdo dos errosGlM, tem-se ja em implementagdo, ou a muito breve prazo, as
seguintes ideias:
- Integragdo das correc¢bes geométricas e térmicas no funcionamenBMiEs bem como a
eventual aplicagdo de técnicas de redes neuronais (prevé-se que todos os erros que apresentem uma
variagao lenta possam ser tratados por estas técnicas).
— Construcdo de modelo de erros mipador ou conjunto depalpadores e a sua integragcdo num
modelo mais flexivel da maquina de medicdo (um UGmpapador, multiplas configuracBes de
palpadores, etc.).
— Compensacdo dos erros devidos aos efeitos dindmicos e a néo rigidez da est@iMa da
— Construgdo de uma maquina que tire 0 maximo partido dos métodasodalibracao
— Estudo dos erros inerentes ao progoftware e avaliagcdo dos seus efeitos.

— Formacao dos operadores das maquinas na avaliacdo da incerteza das correccoes.

2.15 Estudo da autocalibracéo

Pretendemos neste ponto explicar os principios e as técnicas do processo designadogtibracéo
De uma forma simples podemos definir autocalibragcdocomo o método que permite determinar de forma
conjunta, pelo uso de padrdes, esos cinematicdd de uma maquina de medicdo de coordenadas e, em
seguida, baseados nesses resultados, efectuar a correc¢éo, por soitiaade sempre que possivel em tempo
real, das coordenadas fornecidas pela maquina.

2.15.1 Nocoes gerais

Na figura 2-6 encontra-se representado, de uma forma simples, o processo de autocalibracéo Muito
sucintamente, podemos descrever 0 processo de autocalibragdo da seguinte forma. Em primeiro lugar €
necessario conhecer a estrutura da maquina e saber, por exemplo, quais as pe¢as mdveis, quais as fixas,
identificar os eixos coordenados correspondentes aos movimentos de cada uma das pecgas, saber de que forme

sdo adquiridas as coordenadas, etc. Baseado nesta estrutura, € entdo construido o modelo matematico que

17 3. A. BOSCH - Co-ordinate measuring machine and systems, Marcel Dekker Inc., Nova lorque, 1995.
% ou melhor, fungbes que descrevam com boa aproximacgéo os diversos erros cinem@itids da

61



descreve o comportamento cinematico da maquina de medi¢do de coordenadas. Em seguida, apds a escolha dc

padrdo a usar e ap0s a elaboracdo da estratégia de medicdo, sdo medidas as coordenadas de pontos sobre es

padrdo. Conjugando o modelo cineméatico com os dados adquiridos na medicdo, sdo determinados os

coeficientes das funcdes que descrevem os diversos erros paramétricos. Para tal usa-se uma técnica de

ajustamento que, geralmente, é baseadaritério dos minimos quadradofela analise dos parametros das

funcdes de erro € possivel corrigir, goftware, as coordenadas fornecidas pela maquina em qualguer processo

de medicgéo.

estrutura da maquina

modelo cinematico

medic&o de coordenadas
sobre um padréo

v

ajustamento do modelo
por determinacéo dos
coeficientes das funcdes de erro

analise dos

parametros de erro

v

diagnostico das fontes

de erro ddCMM

v

correccao posoftware dos

erros presentes nas coordenadas

correccao dos erros cinematic
por ajustamento
mecanico da maquina

0S

figura2-6 - Breve descri¢cdo do método aletocalibracéo

Caso seja pretendido, é possivel detectar e diagnosticar fontes de erro inerentes a propria estrutura da

CMM, fazendo a analise das funcdes de erro, com o fim de poder efectuar, mais tarde, a correccdo mecénica da

maquina.
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Além disso, aautocalibragcdo é um método que se pretende realizavel de forma automatica e
independente da temperatura média do ambiente onde a maquina opera. Deseja-se aiadidaplibracao
forneca correccdes validas, mesmo quando a maquina opere em condic¢des diferentes dasstamtigdies

2.15.2 Padrdes utilizados nautocalibragcéao

Para readlizar a autocalibracdo utilizase um artefacto, ndo necessariamemté-calibradd®, que
unicamente devera ser estavel durante as medi¢des efectuadas para os seus pontos. Habitualmente é utilizade
umaplaca de esferas ou barra de esferas (ver figuras 2-7 e 2-8), embora, no entanto, existam outros artefactos

com semelhante func&o

figura2-7 - Placade esferas

Para estimar os coeficientes do modelo baseado nas 18 funcdes cinematic&, des eoordenadas
dos pontos dessgadrdo sdo lidas pela maquina (e posteriormente registadas), e para tal ele é colocado em
diferentes posi¢cbes, que se pretende que cubram de forma homogénea o volume de méhiEo Qa
software construido com base no modeinematicodos erros, pode ser mais tarde utilizado para corrigir em

tempo real as coordenadas indicadas pela maquina na medi¢do de pontos sobre qualquer peca.

¥ Na processo de autocalibracdoque vamos descrever utilizamos sempre padrdes calibrados. Tal consideracdo permite

reduzir de forma significativa o “esforco” computacional. No entanto € possivel efecutrcalibracdocom o uso de

padrBes nédo calibrados. Neste caso o numero de equagbes necessérias para realizar o ajustamento das fun¢des de erro se
superior.

2 poderso também ser utilizados blocos-padrao e blocos-padréo escalonados.

21 Os erros considerados sdo os 3 erros de posicionampxitgpy, zpz), 0s 6 erros de translagaay( xtz, ytx, ytz, ztx, zty) e

0s 9 erros de rotacamrx, xXry, Xrz, yrx, yry, yrz, zrx, zry, zrz). Os efeitos dos erros de falta de ortogonalidade entre os eixos da
maguina encontram-se incluidos nos diveesoss de translagdoconforme referimos no capitulo 1.
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figura 2-8 - Barra de esferas

2.15.3 Desenvolvimento do método deautocalibracdo

Define-se o erro de medicdo @&MM, E(m) , como a diferenca entre a leitura efectuada pela maquina

M :(Xmaymvzm)

e as coordenadas exactas
P= (x, Y, z)
do ponto medido, onde, como no capitulo 1 onde se construiu 0 modelo cine(rxé.pjw,,zm) representam as
coordenadas lidas pela méquinéxey,z) as correspondentes coordenadas corrigidas. Assim
E(m=P-M
Este erroE(m) € decomposto segundo duas componentes: uma que é resultado dos erros sistematicos,

designada poE(M), gue é funcéo das leituras efectuadas @M, e outra devida aos erros aleatoérios (que se

supbem ter distribuicAdgaussiana). A contribuicdo desta segunda componente é bastante reduzida quando

comparada com a da primeira.
O erro sisteméticcE(M) € inerente ao movimento galpador da maquina e pode ser decomposto em
erros de translacdale posicionamente de rotagcaa

Tal como vimos no capitulo 1, podemos obter as coorder(a(dy,sz) de qualquer pontB situado no
volume Util de medi¢8o d@MM, a partir dos valores dry, y, € z; (valores das translagfes dominantes das
pecas moveis, necessarias para alcangar a posi¢cdo ocup&ja qas coordenada(S(O,yo,zo) da posicao do

palpador em relagdo agonto de referénciao brago e dos dezoito erros paramétricos correspondentes as
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rotacfestranslacbes desvios de posicionamendas partes moveis @MM. Tal como j& referimos, usamos o
modelo (1-6):

xXO Xy + xpxd O ytx 0O O zax 0O X, O
0.0 0 0 .0 0 o0 0
om0 Xy D+RD5'd+ypyD+RPRC 0y g-RR'R"Fog

BH H xz § H ykz H By + 2028 BoH

o~ &
mOoOd

y
Fr

onde as coordenadas estdo referidas a um referencial ortogonal.

Fsx
DIII:”:II:I
R
D:I:]I:I+I:II:|

Esta relacdo é bastante complexa e de dificil manipulagcdo matematica. Como ja referimos, torna-se por
isso util possuir um modelo mais simples que descreva ainda com boa precisdo o comportamento cinematico da
magquina. Para tal € usada a lineariza¢&o da relag&o anterior (1-8):

kO kg0 KO Ckpx+yix+zixOd [ —xrz  xry+yry (IXy O
o gt dorr Yy F D 0 -y
FH BuH BoB Baz+yz+zpzH B xx 0  EH

2-3

O 0 —Xrz-yrz—-ztz  Xry+yry+zry [Ix,0 (23)
+ iz + yrz+ 2z 0 = XrX— rx—zrx%/ J
0 yr y! o
Bxry-yry-azry  xix+yrx+zix 0 S5

Como foi referido no final do capitulo 1, na avaliagdo dos erros cinematicos vamos considerar 0s erros
de ortogonalidadexwy, xwz e ywz, como implicitamente incluidos nas seis translagdes espisiastz, ytx, ytz,
ztx ezty.

O processo dautocalibracdoconsiste na determinacdo conjunta dos dezoito erros cinematicos a partir
da medicdo pela maquina das diversas posi¢cdes ocupadas por pontos de um padrdo que, sem perda de
generalidad®, é um artefacto calibrado, no qual estdo definidos diversos pontos, sendo conhecida com grande
exactidao a distancia entre eles. Este artefacto € normalment@amuraau umaplaca com diversas esferas, na

qual se conhecem as distancias entre os centros das esferas (figura 2-9).

dAB

figura2-9 - Representacgéo simplificada de uma barra de esferas

2 E também possivel realizar o processauat®calibragdosem possuir um padréo calibrado, tendo, para efeito, que efectuar
um ndmero maior de medigdes.
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N , . - _ n(n-1)
Supondo que temos um padrédo com n esferas, € possivel definir por meio dos seus ce

segmentos de recta diferentes e correspondentes distancias. Se colocarmos esse artefexsig@ss distintas

(n-1)

. mn(n- o
deflnem-seT distancias.

SejamA e B os pontos correspondentes aos centros de duas esferas do artefacto, que se encontra

colocado numa determinada posi¢é@o dentro do volume de medi@ﬂMaSejam(xA,yA,zA) e (xB,yB,zB)

as coordenadas exactas, no referencial ortonorr(@;ﬁg,éz,ég,), das posicdes ocupadas pelos poAt@sB,

respectivamente.
Caso se use um padrao calibrado, a distancia entre os dois pontos é fornecida pelo fabpadriiq do
sendo conhecida com grande preciséo (designa-saligidincia convencionalmente exgct®&ea d,g a

distancia convencionalmente exaetire os pontos A e B, dada por®:

dpg = \/(XB X2+ (Yo -ya) +(z-2a)" (24

As coordenadas (xA,yA,zA) e (xB,yB,zB) que surgem na relagdo anterior podem ser determinadas
em func&o dos erros paramétricos a partir de (2-3), usando as coordenadas indic&als! peleA e B*, que

representamos, respectivamente, PQf(A), Yim(A). Zn(A)) € (xm(B). Ym(B). zm(B)) € que satisfazem a relagao:

D<mg D(OE D(dg
g’mng’om“”g’dm
BnH BoH BB

onde (xo,yo,zo) sdo as coordenadas da posicadgapador em relacdo aponto de referénciao braco e

(xd Yy ,zd) sdo as amplitudes dos deslocamentos das trés partes mdveis da maquina, segundo as trés direcgdes

respectivas, necessarios para alcanc¢ar a posi¢ao ocupada pelo ponto a medir.

Podemos escrever para o poAto

2 2 2
A distancia exacta entre os dois pontdse B, dada por\/(xB - XA) +(yB - yA) + (ZB - ZA) (que nunca e
conhecida) ndo é igual ao valor da distandig; fornecida pelo fabricante deadrda No entanto a diferenga entre a

distancia exacta e o valor indicado pelo fabricante é tdo reduzida que podemosl jgmesmo o valor exacto para a

distancia entre os pontoA e B. Dai a designacéo diéstancia convencionalmente exacta

2 A CMM n3o mede directamente as coordenadas dos centros das esferas. Estas sdo obtidas a partir da medic@o de varios
pontos uniformemente distribuidos sobre a sua superficie, num minimo de quatro. A partir dessesspfinere da

maguina calcula as coordenadas do centro da esfera e o respectivo raio.

Caso sejam medidos mais do que quatro pontos (0 que € recomendavel), os valores das coordenadas do centro e do raio da
esfera sdo ajustados por meio do critério dos minimos quadrados (pela minimizacao da funcéo que da a soma dos quadrados
das distancias dos pontos medidos sobre a esfera a esfera ajustada).

Assim, considerando também o facto de as esferas terem um raio reduzido e de os erros variarem localmente de forma
pouco significativa, podemos considerar que o0s valores ajustados para as coordenadas do centro da esfera seréo
aproximadamente iguais aos valores que se obteriam se a maquina pudesse medir directamente as coordenadas do seu centrt
Queremos com isto dizer que os erros seriam da mesma ordem de grandeza.
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cra(AE HnlAF Fog
Ve (A= V(A Do 0
H HoH

Hy (WH Hen(A)

e uma relagéo analoga envolvendo as coordenaddis de

By (B)D Bk (B)

B)O
Fo (B)= Bm(B) -
F(B)H Em(B)E o

o0
0
o0
FoH

Serdo os valores dos deslocamentos assim calculados que irdo entrar nas equacdes do nosso modelo
linearizado.

Desenvolvendo a equagéo matricial (2-3) obtemos:
X=Xy +Xg + XPX + YIX+ ZAX = XrZyy + (xry+ yry)zd + (— XrZ—yrz— zrz)yO + (xry+ yry + zry)zo
Y= VY4 Yot Xty +ypy+zty + (— XIX — yrx)zd + (xrz+ yrz+ zrz)x0 + (— XIX = YrX — zrx)z0 (2-5)

Z=174 +2,+ XtZ+ Ytz + 207+ XrX Y +(— xry—yry—zry)xO +(xrx+ yrx+zrx)y0

Como oportunamente descrito, uma das condi¢cbes necessdrias para a aplicagdo do processo de
autocalibragdoé que os diversos erros paramétricos sejam independentes entre si e que cada um deles seja
dependente apenas da posi¢do da parte movel que o origina. Por exemplo, parezo(ertacao dgortico da
CMM em torno do eixos das cotas), o seu valor depende apenas da pog¢dticdgque se move segundo

OX), isto é, depende unicamente da amplitude do deslocamgntsendo independente das posi¢des ocupadas

pelocarro e pelobraco, ou sgja, independente das coordenadas correspondentes aos respectivos deslocamentos:
Y4 € Z, . Destaforma, o erro xrz podera ser descrito como uma funcdoxgee, de uma forma mais correcta,
onde no modelo temogrz devemos escrevexrz(xd) . Se fizermos de forma anédloga para os outros erros
paramétricos, as equacdes (2-5) tomam a forma:
X = Xg + X+ XpX(%g )+ YX(vqg ) + 2X(zg ) = xrz(x4 ) g + [xry(xd )+ yry(vq )] zy +
+ [— xzZ(xq) = yrz(yq ) - z7(zg4 )] Yo + [xry(xd )+ yry(yq) + zry(2zg )] z
Y= Yo + Yo+ xty(Xq) + Yoy(Va) + 2y(za) [~ x0x(xa) = y(ya)] 20 + 6)
+ [xrz(xd ) + yrz(yd ) + zrz(zd )] Xo + [— xrx(xd ) - yrx(yd ) - zrx(zd )]zO
2= 2, + 2+ X2, ) + YY)+ 202(2 ) + 30 ) Yo +
+ [— xry(xq ) = yry(yq ) - zry(z4 )] Xo + [xrx(xd )+ yrx(vq ) + (24 )] Yo

2.15.3.1 Utilizacdo desoftware Mathematica

Escrevamos aexpressao (2-4) na forma

(XB - XA)2 + (YB - yA)2 + (ZB - ZA)2 —dx® =0 (2-7)
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As coordenadas exactas (X, Ya.Za) € (Xg,Yg,Z) s80 desconhecidas. No entanto, por meio de (2-6),
podemos escrevé-las como fungdo das amplitudes dos deslocamentos das pecas mdveis, necessarios pare
alcangar as posicdes dos ponfo® B: (x4(A).ys(A).z4(A)) e (x4(B).4(B).z4(B)). das coordenadas da
posicdo dopalpador em relacdo aponto de referénciao braca (xO,yO,zo) e dos valores dos dezoito erros

parameétricos correspondentes as posi¢odsalr.

Vird assim para\:

X = X (A)+ g + xpx{xg () + ytx( s () + 2x(z () - xrz{xs () ys () +

+ xry(xd (A)) + yry(yd (A))] z,(A) +

+ [~ a2y () - yre{ys () - 2z (A)] o + [roy{xa (A) + yry(ys () + {24 ()] 6

Ya = Ya (A)+ yo + xty(xs () + ypy(ya (A)) + 2ty(z (A)) + [— xax(xs (A)) - yrx(yq (A))] zg(A)+
+ xrz(xd (A)) + yrz(yd (A)) + zrz(zd (A))] Xo + [— xrx(xd (A)) - yrx(yd (A)) - zrx(zd (A))] Z

2p = 24 (A)+ 2 + xt2{x (W) + ytz{yq () + 202z () + xax(x4 (A)) yg (M) +
+ [ xay(xg () - yry(vs () -y (A)) o + [y () + yrx{y () + a2 ()]

e analogamente paBa
Xg = X4 (B)+ X, + xpx(xd (B)) + ytx(yd (B)) + ztx(zOI (B)) - xrz(xd (B)) y4(B)+
+ [xry(xd (B)) + yry(yd (B))] z,(B)+
+ [— xiz{xy (B)) - yrz{y, (B)) - zr2{z (B))] Yo+ [xry(xd ®))+ yry(ya(8)) + zry(z (B))] z

Ve = Ya(B)+ yo + xty(x4 () + ypy(ya (B)) + 2y(z (B)) + [— xax(x; (B)) - yrx(yq (B))] zy(B)+
+ [xrz(xd (B)) + yrz(yd (B)) + zrz(zd (B))] Xo + [— xrx(xd (B)) - yrx(yd (B)) - zrx(zd (B))] Z
75 =7zy(B)+ 2z + xtz(xd (B)) + ytz(yd (B)) + zpz(zd (B)) + xrx(xd (B)) yy(B)+
+ [— xry(xd (B)) - yry(y0| (B)) - zry(zd (B))] Xo + [xrx(xd (B)) + yrx(yd (B)) + zrx(zd (B))] Yo

(2-9)

Substituindo (2-8) e (2-9) em (2-7) vem:
[ 6 (B) = xq (A) + xx{xs (B)) ~ (s () + yox{y () - yox{yia () + {2 () - (2 () +
+x12(%4 (A)) ya (A) - x12{x4(B)) yq (B) +
+ [xry(xd (8)+ yry(ya (B))] z(B) - [xry(xd (A)+ yry(ys (A))] 7y (A) +
+ [xrz{y (W) + yrz{ys () + 222 (A) - x12{x4 (B)) - 12y (B)) - {2y (B))] o +
+ [— xty(xs (A) = yry(yq (R) - zry(z (A)) + xay(xs () + yry(ya (B)) + zry(z (B))] 20]2 +
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+{ g (B) = v (A) + xty(x, (B)) - xty(xs (A)) + ypy(va (B)) - yiy(va () + 2ty(z4 (B)) - 2ty(z () +
+[- (g (8)) - yrx{y (B))] 2 (B) + {3y (A)) + yrx{yes ()] 2 () +

+ [~ a2y () - yrzlys () - 22z (A)) + 02y (B)) + yrz{y, () + zr2(zq (B))| o +

[ (A0)  yroya () + rx{z () -0 (8)) - yrx(y (8) - (8] o] +

(2-10)

+ (2 (B) - 24 (A) + xtz{x, (B)) - xtzlx, () + ytz{y, (B)) - yiz{ys () + 20z, () - 02z () -
xrx(xd (A)) yq(A)+ xrx(xd (B)) yq(B)+
xry(xd ( A)) + yry(yd (A)) + zry(zd ( A)) - xry(xd (B)) - yry(yd (B)) - zry(zd (B))] Xo +

+|- xrx(xd (A)) - yrx(yd (A)) - zrx(zd (A)) + xrx(xd (B)) + yrx(yd (B)) + zrx(zd (B))] yO]2 -

+

-dag® =0

Os diversos erros paramétricos que surgem na expressao (2-10) sdo, como se disse, apenas fun¢do da
amplitude do deslocamento da parte moével que os origina. No entanto essa fun¢cdo nunca € conhecida, nem
podera ser descrita por uma expressdo simples. Devido a forma como os erros variam no volume da maquina,
podemos aproximar essas fungdes erro por fungbes mais simples, podendo ser utilizados varios tipos de fungbes
como, por exemplo, funcdes Heurier, polinémios deTaylor, deChebyshev ou delegendre, B-Splines, etc.

Numa primeira aproximacao vamos considerar que as fun¢des que descrevem os erros sdo polinémios
de segundo grau. A escolha dos polinémios deste tipo é devida ao facto de eles darem uma razoavel aproximacao
para o comportamento da fungdo que descreve a variagdo do erro paramétrico e devida a facilidade com que eles
sdo algébrica e numericamente manipuléaveis. A consideracdo de um grau mais elevado para os polindmios, ou a
consideracgdo de outros tipos de func¢des, podera trazer vantagens a nivel da precisédo do ajustamento da funcao de
erro. No entanto, isso causard um aumento da complexidade do modelo e consequente aumento da dificuldade
do célculo numérico. Convém neste ponto referir que a consideragdo de um grau muito elevado para o polindmio
podera ndo ser benéfica, uma vez que isso fard com que aumente o nimero de oscilacbes da funcdo que
aproxima o erro. No caso dos polinémios, sdo habitualmente utilizados entre 4 e 7 termos.

Numa fase posterior serdo considerados outros tipos de fungbes como aquelas acima referidas. No
entanto, salvo as devidas altera¢cbes, o estudo do ajustamento, baseado no princifiondssquadrados
desenvolver, sera nesses casos semelhante ao que vamos descrever usando polinémios de segundo grau.

Consideremos para os erros dependentes do movimepttoo:
2
XPX(Xd) = az(xd) T Xy T3

xty(Xg) = by(%g)* +byxg +1y

=

Z(xg) = cy(Xa)” +CXg + (2-11)

dz(xd )2 +dyXg +dy

xry(xg) = €5(% ) +exq + &

)
)
ox(x)
)
)

1‘2(xd )2 + fixg + fg

xrz(xd
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Analogamente para o carro:
YiX(Yg) = G5(Ya)” + 91Ya + Go
ypy(Ya) = ho(¥a)” +huys +ho
Y(Ys) =i2(Ya)” +inYa +io (2-12)
er(yd = jz(yd )2 +J1Ya * Jo

kz(yd )2 +kiYg +Ko

)
yry(ve)
)

yrZ(Yd = |2(Yd)2 +lyg +lo

eparao braca

+07 +0 (2-13)

Em seguida, substituimos na expresséo (2-10) os dezoito erros paramétricos pelos polinbmios que os
aproximam, usando (2-11), (2-12) e (2-13). Obtemos desta forma, para um dado par dé goBfosma

equacdo onde se encontram presentes os deslocamentos lidos pela méq‘L(iA);:yd(A),zd(A)) e

(x4(B). va(B).z4(B)). as coordenaddss,. yo.2) da posicao dpalpador em relagéo aponto de referéncieo
braco, a distancia convencionalmente exaasatre os pontos A e B, d,gz, e 0s diversos coeficientes dos
polinémios. Para um dado par de pontos as Unicas incognitas serdo os 54 coeficientes dos paljémios:
ay, by, by, 0y, ooy P2y Goy Ghy G To T €T

Sejaf a funcé@o definida pela equacdo (2-10), com os erros substituidos pelos polindmios que os

descrevem:
fIR* o IR
(a01a1'a21b01b11b21'"1q01qlvq21r0'rlvr2)H f(a07a17a27b01b.|.7b21"'vq01qu21r0!r11r2)
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A relacéo (2-10) é equivalente a ter

f (., 8,10,by, b5, g, Oy, Uy T, Ty, T ) = O (2-14)

Numa primeira fase, foram realizados diversos programas baseadasftware de célculo
Mathematica®, sendo utilizados diferentes tipos de funcdes para descrever os erros paramétricos: polinémios de
segundo grau na forma candnica, polindmiosg-darier, polindmios delLegendre, polindmios deChebyshev e
polinémios moénicos d€hebyshev.

Genericamente, vamos entdo considerar que pretendemos detercoeéicientes (que no caso atras
exposto para os polindmios de segundo grau sdo 54). Uma vez que tecignitas a determinar, precisamos
de ter no minima equag¢8es que relacionem esses coeficientes (equacdes do tipo (2-14), por exemplo). Para tal,
utilizando opadrao calibrado colocado em diferentes posicdes dentro do volume Util de medi¢do da méaquina,
vamos medir pelo menaspares de pontos distintos, referentes a outras tantas distancias, e construir as equacdes
respectivas.

Sendoc o nimero de equag6es construidas (caem), teremosf,, f,, ..., f. func¢Bes distintas (que
no caso dos polindmios apresentam-se na forma (2-14)).

Para simplificagdo da notacdo designaremos os coeficientes a determinar (que no caso desgyito eram

a, a, by, ..., 15, 1y €1,) por Ly, Ly, Lg, ..., L4 €L, e escrevemos

fi(Ll,Lz,---,Ln):O i=1..-.c

Tal como é descrito no apéndice E, vamos, partindo de uma aproximacao inicial para os coeficientes
dos polinémios,L©@ = (Ll(O), L,O ..., Ln(O)), determinar o conjunto de parémet(dfg, Ly, I:n) que melhor
satisfazem, no sentido dos minimos quadrados, o modelo funcfp(in,Lz,-n,Ln):O, parai=1:--,cC.
Designando o conjunto das funcdefs(L,,L,,++,L,)=0, parai=1--.c, por F(Ly,L,, -+ L,)=0 e
(L, Ly, L,) por L, iremos, em primeiro lugar, efectuar a linearizagdo do modelo funcigfia) =0,

obtendo-se assim o modelo funcional linearizalo= f , ondeA representa a matrilacobiana calculada na
: x i (0). FOF . 1 (0)
aproximacao inicialL*” : oL , f representa o vector dos termos independent&gL* ), ev o vector dos
L (0)

residuos.
O programa de ajustamento realizado baseia-se num algoritmo que, de uma forma geral, consiste nos
seguintes passos:

(i) construgéo da funcd® atras definida;

(i) construcdo da matrizacobiana deF, designada pok, de dimenséeéc, n) ;

(iii) construg&o do vector dos termos independefiesm dimenséc(c,l) ;

(iv) introdugéo do vector das aproximagdes inicia® = (Ll(O), L,O, ..., Ln(O)) ;

% Mathematica para Macintosh, versdo 2.2, instalado na plataforR@ver Macintosh, modelo 6100/66.
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(v) célculo da matriA e do vectof com os valores da aproximacao iniclé(f);

(vi) determinac&o do vector dos residupde dimens&dn,l), através des = A” (AAT )_11‘ (conforme
ApE-7Y%;

(vii) célculo dos parametros ajustados por meid de L© +v, (conforme ApE-8);

(viii) atribuicdo do vector dos parédmetros ajustadbsét aproximacao inicialL® e repeticdo dos
passos(v), (vi), (vii), até que o vector dos residuos seja proximo do vector nulo (o nimero de

iteracOes a realizar depende da aproximacdo inicial e da convergéncia do método).

Vamos neste ponto fazer algumas consideracdes acerca do(‘p'atsdo algoritmo atras exposto. O

. -1 . . ~ .
célculo do vector dos residuwspor meio dev = AT(AAT) f necessita da inversdo da matriz quadrada e

simétrica AAT , de dimenséeéc, c) . Uma vez que é aconselhavel que a redundancia assuma um valor?&levado
a matriz a inverter serd uma matriz de grandes dimensées, ndo sendo aconselhavel o seu calculo numérico. De
qualquer modo, numa primeira experiéncia, foi tentada a inversdAde por meio de uma sub-rotina ja

implementada nasoftware, mas, devido as caracteristicas da ma#&#' , os resultados obtidos apresentavam
uma muito ma precisdo, uma vez que a matriz era aproximadamente singular. Tal veio a verificar-se para
gualquer que fosse o tipo de funcdo usada para descrever o0s erros paramétricos. Além disso, para matrizes de

dimensao elevada,software ndo tinha capacidade para realizar a inversao.

O problema da inversdo da matri/A” pode ser contornado através da consideracéo de um vector

. . ~ - -1 . ~ . . .

auxiliark de dimensdegc,1) , definido pork = (AAT) f , que é a solucao do sisterd’k = f , vindo depois
o vector dos residuos atravéswe A’k . Assim, neste caso, podemos decompor a determinacéo doweotor
seguintes passos:

(i) resolucéo do sistema dequacdes linearescancognitasAATk = f ;

(i) determinacéo do vectaratravés des = ATk .

O célculo dek pela resolucdo daquele sistema (por meio de uma sub-rotina pré-definida, existente no
software utilizado) é bastante mais simples, exigindo menor esforco computacional. Tal procedimento também
foi posto em pratica e mais uma vez os resultados obtidos apresentavam uma precisdo muito reduzida (conforme

mensagem dada peknftware). Pensamos que tal ndo foi devido as caracteristicas das funcdes que foram

utilizadas para descrever os erros (polinémios de segundo grau), mas sim devido as proprias caracteristicas da
matriz AAT , uma vez que usando outro tipo de funcbes ocorreram problemas semelhantes. De facto, qualquer

gue fosse o tipo de funcgédo utilizada para descrever os erros geométricos, a\Ratdra sempre uma matriz

% Esta expressao permite calcular o vector dos residuos sempre que se considera que os parametros a determinar ndo esta

correlacionados e que possuem todos 0 mesmo peso, ou seja, que a matriz désqressgonde a matriz identidade.

2 Segundo a maioria dos autores, a redundancia deve ser cerca de nove décimos do nimero de observagfes efectuadas
(nimero de distancias medidas). Assim, por exemplo, se se pretenderem determinar 100 parametros, devem ser medidos
cerca de 1000 pares de pontos e correspondentes 1000 distancias.
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mal condicionada®. Com vista a resolver o sistema AATk = f , foram entdo postos em pratica algunsoahes,

existentes naoftware disponivel, para a resolucdo de sistemas de equacdes lineares, capazes de proporcionar

melhores resultados para sistemas com matrizes mal condicionadds|(ver
« Decomposicdo do tiptU da matriz AAT (A matriz AAT é escrita de maneira Unica na forma

AAT = LU, sendd. uma matriz triangular inferior cujos elementos da diagonal principal s&o iguais
a 1 eU uma matriz triangular superior).

e Método das equacdes normaigue dado um sistema de n equacgdes lineares em
incognitasBx = b , resolve o sistema equivalerd Bx = B'b).
« DecomposicA®R da matriz do sistem#&A'k = f (AAT =Q'R).

« Método das equacdes semi-normé&iecomposicdddR da matriz do sistema, seguida na sua

substituicdo neistema das equagdes normagjue conduz a decomposicaotiel esky).

« Decomposicéo dschur da matriz do sistemadAT = QTQ").

+ Célculo dapseudo-inversa® da matrizAA" .
« Método iterativo deJacobi, que é baseado na particdd" = D - E , ondeD é a diagonal da matriz

AAT | e que resumidamente pode ser descrito na forma

0=t - aaTk0)
A9 =0 4 p 10

Qualquer que fosse a fungédo utilizada para descrever os erros, nos diversos métodos postos em pratica o

determinante da matriAAT era sempre muito préximo de zero (geralmente da ordeixd® %), ou seja, a

matriz era quase singular, e por conseguinte bastante mal condicionada. Esse mau condicionamento é
consequéncia do mau condicionamento da makobiana A (provavelmente tal é devido ao facto de
linearizarmos o modelo funcional). Além disso, a fraca qualidade dos resultados, obtidos por qualquer um dos
métodos, podera porventura também ser explicada pelo facto de termos linearizado o modelo funcional. Em
alguns dos métos, sempre que existia essa op¢cdo na sub-rotirsafth@re, foram utilizadas matrizes de
permutacdo, que permitiam efectuar uma reordenacédo das linhas da matriz do sistema, com o propésito de
realizar decomposi¢cdes com um grau superior de precisdo. Com essa opc¢ao foram obtidas algumas melhorias nos
resultados, ndo sendo estes, no entanto, de alguma forma satisfatérios. Convém ainda referir que em todos os
métodos foram executadas diversas iteracdes, sem ser obtida melhoria significativa dos resultados. Realizando
vérias iteracdes, na grande maioria das vezes o processo divergia, ou convergindo as varias solu¢des obtidas era

pouco precisas.

% Numa matriz mal condicionada as linhas ou colunas s&o aproximadamente linearmente dependentes e, por conseguinte, o
seu determinante, se existir, € sempre muito préximo de zero.

# Dada uma matriB, define-se a sugseudo-inversa B¥ (que existe sempre, qualquer que seja a nBYriatravés de

B+ = (BTB)_lBT
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Uma vez que os resultados obtidos pela utilizacdo doftware Mathematica ndo foram de forma alguma
satisfatérios, devido ao facto da matriz do sistetd k = f ser sempre uma matriz muito mal condicionada e

nenhum dos métlos implementados ser capaz de ultrapassar essa dificuldade, ndo serdo apresentados resultados
dessas implementacdes praticas. Foi entdo utilizada outra ferramenta de célculo: a biblioteca de rotinas de
ajustamento ddNAG. As rotinas ai existentes resolvem o problema dos minimos quadrados sem efectuar a
linearizac¢éo da funcdo a minimizar, facto que traz inegaveis vantagens em termos de precisdo. Além disso a sua
precisdo numérica é bastante superior a precisdo proporcionadaffvedoe utilizado antes. Seguidamente sera

feita a descricdo da sua implementacéo.

2.15.3.2 Utilizacao de rotinas d&dIAG

Os problemas de minimizacdo onde ndo sdo impostas restricbes aos valores que as varidveis podem
tomar (chama-seninimo livre ao valor obtido pela minimizacdo), podem exprimir-se por meio da seguinte
formulacao matematica:

Minimizar F(x)

X

. T
ondex OIR", ou seja,x = (X, Xy, . X, ) -

Um caso particular de minimizacdo de fun¢des ocorre quando a fungédo a minimizar pode ser expressa
como a soma dos quadrados de varias fungdes (que, no caso geral, vamos considerar que s&o fifio lineares
Nessas circunstancias, a minimizagdo é denominadprpblema dos minimos quadradesa sua formulagao

matematica € agora a seguinte:

m
. . . T _ 2
Minimizar fTf = zlfi (x) < OIR"
1=
X
onde na posicgéiodo vectorf, dem componentes, se encontra a fungfé(a) .
Recordamos queradiente da fung&o F(x), que pretendemos minimizar, € o vectgfx) cujos

elementos séo as primeiras derivadas parciaE(@, isto é,

(X)_BJF(X) Fl) éF(X)ET
=T o T O

A sua importancia deve-se ao facto de ele dever ser nulo no minimo livre de uma fungéo cujas primeiras

derivadas sao continuas.

A matriz das segundas derivadas parciaisF{&), denotada porG(x), ¢ denominada por matriz

F()

. . - J
Hessiana: 0 elemento situado na posu;éoj) corresponde a——+.

oK

2

30 contrariamente a minimizacao efectuada com o auxilisoftevare Mathematica atrds descrita, onde inicialmente era

feita a linearizac@o do modelo funcional, a minimizagdo efectuada com o auxilio das roA&s\da usar as funcgdes tal e
qual elas sao definidas, sem efectuar a sua linearizacéo prévia.
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Se a fungéoF(x) tem segundas derivadas continuas, entdo num minimo lifeadeatriz G(x) tem
de sersemi-positiva definida®.
Em problemas de minimos quadradn8o lineares é ainda habitual utilizar a matriz das primeiras

derivadas parciais do vector das fungﬁe(x) , OU matrizJacobiana de f(x) , CUjo elemento genérico situado na

posicao(i, j) corresponde ady .

J

Considerando que todas as fungfes néo lineares tém segundas derivadas continuas numa vizinhancga da

solucdo, entdo as condigcdes seguintes sdo condigbes sufipenatesie um ponta seja um minimo local livre

da fungéoF (x):

o )0

(ii) G(x*) é uma matripositiva definida®?
onde“g(x* )” representa a norma euclidianag(e(*).

Os algoritmos utilizados na minimizacdo geram iterativamente uma sequéncia de “y{&ﬁ‘&}shue,

no limite, converge para a soluc&o. Para decidir quando termina o célculo de aproximagdes sucessivas para a
solugdo da minimizagéo, € realizado em todas as iteragdes um teste de convergéncia, de forma a verificar quando
€ que a estimativa da solugdo obtida nessa iteracdo é uma aproximacdo adequada ao minimo que se pretende
calcular. A sequéncia construida satisfaz:

x4 = () 4 () p6)
onde o vectorp(k) representa a direccdo de procura'(é) é tal queF(x(k+l))< F(x(k)), sendo determinado

por meio de uma técnica de optimizacdo de fun¢des de uma variavel existente nas rotinas utilizadas.
De uma forma muita resumida, as rotinas utilizadas na minimizagédo sdo baseadas nos métodos a seguir

descritos, sendo a diferenca entre eles devida essencialmente ao nivel de informacdo existente acerca das

derivadas da funcéo a minimizﬁl(x) , hecessarias a definicdo da direccao de procura da solucao:

e Método deNewton - Este método usa a matrizessiana G(x(k)), ou uma aproximacgdo por
diferencas finitas d@(x(k)) , para definir a direccao de procura.

e MétodoQuasi-Newton - Este método aproxima a matktessiana G(x(k)) por uma matrizB(k),

gue é modificada em cada iteracdo a partir da informacgéo obtida acerca da curvatura dg funcao

ao longo da ultima direccdo de procura. Os algoritmos baseados neste método, embora sejam

1 Uma matriz guadrada A, de ordem n, é semi-positiva definida seA € simétrica @\T =A)ese xTAx=0, qualquer que
seja 0 vectoxk de dimenséa.

%2 Uma matriz quadrada, de ordemn, é positiva definida se A é simétrica e sex| AX > 0, para todo o vectox de
dimensam.
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menos robustos que os baseados no método anterior, sdo mais eficientes, uma vez que a matriz

G(x(k)) ndo é calculada nem aproximada por diferencas finitas.

Quando a funcdo a minimizar tem a forma particular de uma soma de quadrados de fun¢des néo lineares
(problema dos minimos quadrado®s algoritmos, que embora também sejam baseados nos dois métodos
referidos atras, vao explorar a estrutura particular que a rhbsizana vai tomar, de modo a incrementar a
eficiéncia computacional. Uma vez que a funcdo a minimizar é do tipo:

m
F()=Y f2(),
1=1
a matrizHessiana é da forma

m

G(x)= ZBJ(X)T J(x) + z f,(xG, (X)B,
S| S|

1=1

onde J(x) é a matrizacobiana do vector de funcée$(x) e G,(x) é a matriHessiana da func&of;(x).

Na vizinhanga da solucéo, o valor ”:fe(x)" € muitas vezes bastante reduzido quando comparado com o

valor tomado por"J(x)TJ(x)", sendo nesses cas@s(x)' J(x) uma aproximagéo bastante adequada para a

matriz G(x), trazendo isso como vantagem evitar o calculo ou a aproximagdo das segundas derivadas de

{r.60}.

Os critérios de convergéncia variam de rotina para rotina, uma vez que nalguns casos existe mais
informacéo disponivel a ser avaliada (como por exemplo a ribesszana ser positiva definida). De qualquer
modo os principios dos diversos critérios s8o0 0s mesmos e em termos ndo matematicos podem ser assim

expostos:

® asequénci{x(k)} converge?

(i) asequénci{F(k)} converge?

(i) séo satisfeitas as condigBes necessarias e suficientes para que o valor encontrado seja uma solugcao?

A decisdo de dizer quando é que uma sequéncia € convergente é necessariamente especulativa. O
critério utilizado nas diversas rotinas € considerar que existe convergéncia se a variacao relativa que ocorre entre
duas iteragBes sucessivas € menor que uma certa quantidade pré-definida. O critério (iii) € sem davida o que
oferece maior confianga, mas muitas vezes ndo existe possibilidade de verificar todas essas condi¢gdes, uma vez
gque ndo existe informacgédo disponivel. A qualidade da solucéo final é verificada através do iheidaddado
pelo programa.

Dentre as variadas rotinas existentes na biblioteca de rotifdaGlaforam escolhidas as designadas
por EO4FDF e EO4AGCF, para efectuar a minimizacdo pretendida. Qualquer uma das duas tem como objectivo a
determinagdo de um minimo ndo condicionado para a soma dos quadraddsirdg®es ndo lineares ekh

variaveis (M = N ), residindo a principal diferenca no facto de ndo ser necessario possuir quaisquer derivadas

76



para a primeira enquanto que para a segunda, que é baseadadmQuasi-Newton, € necessario dispor das
expressfes da primeira derivada das fungBes. A sua descricdo mais detalhada encontra-se presente no Apéndice
D.

Quer no caso da rotireD4FDF, quer no caso da rotirB04GCF, a funcdo a minimizar é construida
com base nas coordenadas e correspondente distancia entre doi®\oBtde um padréo calibrado, que sera
colocado em diversas posi¢des dentro do volume UtiMisl. Como vimos atras, se colocarmos um padrdo, no
qual estéo referenciadespontos distintos, emrm posicées diferentes, tereme@@ distancias definidas
pelas posicdes dos ponthe B. Seja entde o nimero de segmentos determinados por todas essas posiddes de

e B, cujas coordenadas verdadeiras representarem<{s<poyA ,ZA) e (xa 1Y 128 ) comi=1---,c, e cuja

correspondente distancia, que representaremod,@pr é dada por
2 2 2 )
dag = (XBi —XA) +(yBi —yA) +(zBi —ZA) ,comi=1..-,c

Como ja vimos, esta distancia, que designamogligtiincia convencionalmente exacéaconhecida,

sendo fornecida pelo fabricante do padréo.

Em cada uma das posi¢bes, a maquina ird ler as coordenadas dos pontos que determinam o

correspondente segmento, designadas(mr(A), Y (A), 7, (A)) e (xm (B), yi, (B). 2, (B)), que satisfazem as

relagbes
By (A)B 0 By (A)C X, (B)D X0 Gk (B)D
Dm D D I D Dm l:l D i |:| .
AD 5’0%+D’dl AD e [Vn BD OE+D'd, BI]' parai =1,---,c,
%m(AE ol e (AH %, (B)H BB B (B)F

onde (Xd, (A),yy (A),z4 (A)) e (Xd, (B).yq, (B). 24 (B)) representam as amplitudes dos deslocamentos das pecas

moveis da maquina, necessarios para alcancar as posi¢des ocupadas pelds @Bntqae sédo medidas ao

longo das suas escalas(>%, yo,zo) as coordenadas da posicaopdtpador em relacdo aponto de referéncia

do braco, determinadas pelo processo de calibragéodo palpador

As coordenadas verdadeiras dos pontos A e B, (xA1 YA 'ZA) e (xa VB ,zBI), que nunca Ssao
conhecidas, podem ser obtidas a partir das coordenadas lidas pela m%&Hiﬁa), Y (A), Z, (A)) e
(xm (B), yi, (B). 2, (B)), e dos dezoito erros paramétricos, pela consideracdo do modelo construido no capitulo
1.  Utilizando (xdi (A, yq (A2 (A)), (xdi (B).yq (B), 24 (B)) e (%Y%), em vez de
(Xm (A, ()2, (A)) e (Xm (B), yi, (B). 2, (B)), podemos escrever

X = Xy + Xo + XPX + YIX + ZX — XrZyq + (xry+ yry)zd +( Xrz—yrz— zrz) (xry+ yry + zry)zO

Y=Ya+YotXy+ypy+ zty+(— Xrx = yrx)zd +(xrz+ yrz+ zrz)x0 +(— Xrx — yrx—zrx)z0
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Z=27y +7y+ Xtz + Ytz + Zpz+ Xrx yq +(— xry—yry—zry)xO +(xrx+ yrx+zrx)y0

onde X, Y, Z X4, Yg. Z tomam os valores de respectivamente X , Ya . Za . X4 (A), y4 (A), 74 (A), e
considerarmos o ponto Aede Xg , Vg . Zg , Xg (B), Yo, (B), Zy, (B), se considerarmos o ponto B.

Em qualquer uma rotinas da NAG utilizadas a fungdo que se pretende minimizar € definida pela soma

dos quadrados defuncdes definidas pdr

f :\/(Xa ) #(¥s ~ya) (2 ~24) ~dsg, . comi=1---.c

onde as coordenadas, , Y , Zy, Xg , Ys © Zg sSdo dadas pelas equagdes anteriores. Considerando que os
18 erros geomeétricos sdo funcdes dos deslocamentos que os originam (por ezxgm@gdlmcéo dez; e com

maior rigor escrevemozty(zd) ) a funcéof,, paracada=1---,c, sera entdo uma funcédo da forma

{[xs (8= s () 5oy (BY) (g () + yix{y (B) - yix{y (W) + (2 (B)) - {2 () +
+ xrz(xd (A)) yg (A) - er(xd (B)) yq(B)+

+[xry(xs (8)) + yry(yq (B))] z(B)- [xry(xd (A) + yry(vq (A))] zy(A)+

+ xrz(xd (A)) + yrz(yd (A)) + zrz(zd (A)) - xrz(xd (B)) - yrz(yd (B)) - zrz(zd (B))] Yo+
+=xay(x (A) - yry(ya (A) - 2ry(z (M) + xry(x4 (B)) + yry(va (B)) + zry(z, (B))] z

2
+

+{ g (B) = v (A) + xty(x, (B)) - xty(x4 (A)) + ypy(va (B)) - yiy(va () + 2ty(z (B)) - 2ty(z () +
+- (s (8)) ~ yrx(ye (8))] 2 (B) + {3y () + yrxy ()] () +

+ [~ a2y () - yrzlys () - 22z (A)) + 02y (8)) + yrz{y () + zr2(zq (B))| o +

(e (A0) + yruya () + x{z () -0 (8)) - yrx(y (8) - (8] o] +

(2-15)

+|z,(B) -z (A) + xtz(xd (B)) - xtz(xd (A)) + ytz(yd (B)) - ytz(yd (A)) + zpz(zd (B)) - zpz(zd (A)) -
x1x(%s (A)) ya (A) + xax(x (B)) v (B) +

xry(xq (A)) + yry(yq (8) + zry(z, () - xry(x4 (B)) - yry(yq (B)) - 2y 2, (B))] Xo +

+|- xrx(xd (A)) - yrx(yd (A)) - zrx(zd (A)) + xrx(xd (B)) + er(yd (B)) + ZFX(Zd (B))] yorﬁyz -

+

A diferencga entre os diversos programas elaborados é consequéncia do tipo de fungdo que se toma para
descrever cada um dos erros geométricos. Assim foram considerados vérias classes de fungdes cujas

caracteristicas se consideram ser apropriadas para descrever o comportamento desses erros: polinémios na forme

# Na minimizacdo efectuada comsoftware Mathematica as fun¢des cuja soma dos quadrados pretendiamos minimizar

2 2 2
eram obtidas a partir de uma expresséo equivalénte:(xBi ~ Xa ) + (yBi ~Ya ) + (ZBi —Zp ) - dABi 2,
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canénica, polinémios déegendre, de Fourier e de Chebyshev. O resultado final do ajustamento serdo os
coeficientes ajustados de cada um dos polindmios. Sem perda de generalidade, vamos considerar polinomios de
Fourier para descrever os 18 erros (neste exemplo apenas os primeiros oito termos dé&cérier}f& através
de uma expresséao do tipo:

a,Sina +a, cosa +ag sin2a +a, cos2a + a; Sin3a +ag cos3a + a; sinda + ag cosda
onde a representa a amplitude do deslocamento da parte que origina cada um dos erros (para os erros do

portico a representa Xy, para o carro y; e para o brago z;). Para cada um dos dezoito erros teremos
diferentes coeficientes a;,a,,-:-,ag, CUjO conjunto iremos colocar num vector que designamos por X, que tera
assim 18x 8 elementos (os coeficientes estdo posicionados neste vector por uma ordem que corresponde a
seguinte ordenacao dos errggx, xty, xtz, Xrx, xXry, xrz, ytx, ypy, ytz, yrx, yry, yrz, zx, zty, zpz, zrx, zry, zrz). Os
erros paramétricos serdo entao assim descritos:
xpx = X(1)sinxg + X(2)cosxy + X(3)sin2xy + X(4)cos2xy +
X(5)sin3xy + X(6)cos3xy + X(7)sindx, + X(8) cosdxg
xty = X(9)sinxq + X(10) cosx, + X(11)sin2x, + X(12) cos2x, +
X (13)sin3xy + X(14)cos3xy + X (15)sin4x, + X (16) cos4x,

ytz = X(65)siny, + X(66)cosyy + X(67)sin2y, + X(68)cos2y, +
X(69)sin3y, + X(70)cos3y, + X(71)sindy, + X(72) cosdy,

yrz= X(89)siny, + X(90)cosy, + X(91)sin2y, + X(92)cos2y, +
X(93)sin3yy + X(94) cos3y, + X(95)sindy, + X(96) cosdy,

zz= X(137)sinz, + X(138)cosz, + X(139)sin2z, + X(140)cos2z, +
X(141)sin3z; + X(142) cos3z, + X(143)sin4z, + X(144) cos4z,

Em seguida, vamos substituir cada um dos erros presentes na funcéo (2-15) pelas expressfes anteriores,

obtendo-se assim os residuos f;, cuja soma dos quadrados pretendemos minimizar. Cada um deles

representara a diferenca entre a distancia calculada entre os pontos medidos, supondo que as suas coordenada
verdadeiras sdo obtidas por correccdo das coordenadas lidas, pela consideragdo de que o0s erros tém
comportamento que é descrito por fungdeBal@ier, e a distancia verdadeira entre Eles

Partindo de uma aproximacéo inicial para os coeficientes dos polinémios que descrevem 0s erros
geométricos, cujo valor é introduzido pelo utilizador, a rotina de ajustamento vai calcular, no sentido dos

minimos quadrados, o conjunto de parametros (coeficientes) que melhor satisfazem o modelo.

% Este tipo de fungBes foi 0 que se revelou mais adequado para descrever os diversos erros geometricos.

% Note-se gue no ajustamento efectuado cosoftvare Mathematica os residuos cuja soma dos quadrados pretendiamos
minimizar eram definidos pela diferenca entre o valor “verdadeiro” do coeficiente do polinbmio que descrevia o erro e o
valor da sua aproximacgao.
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Devido a impossibilidade de implementar na pratica o conjunto de procedimentos conducentes a
obtencdo da informagdo necesséria para efectuar esse ajustamento, foram criados, por meio de um programa
auxiliar, um conjunto de dados, referentes ao comportamento de uma maquina ficticia, ou seja, foi criado um
ficheiro de dados semelhante aquele que seria obtido caso se possuisse um padrdo calibrado e, através dele
usando um&MM concreta, fossem medidas as coordenadas dos seus pontos, de forma a posterior realizagédo do
processo dautocalibracdo Esse programa executa, resumidamente, as seguintes accoes:

— Criagao através de um gerador de nimeros aleatérios, com distribuicdo uniforme, de um conjunto de

leituras efectuadas pe@MM ficticia, referentes a um nimero suficiente de pares de pontos, sobre

um padréo ficticio, que terdo uma distribuicdo aproximadamente uniforme em todo o volume Util de
medicdo. Estas coordenadas serdo identificadas com as coordenadas que a maquina leria para os
pontos do padréo, ou seja, as coordenadas afectadas pelos diversos erros.

— Construcdo de fungBes que descrevam os dezoito erros geométricos, através das quais eles séo
gerados. Para tal foram utilizados funcdes de uma variavel, do tipo polinomial, sendo esta a que
corresponde a coordenada referente ao movimento da peca que gera o respectivo erro.

— Caélculo dos valores dos erros geométricos referentes a cada um dos pontos gerados (neste ponto foi
ainda introduzida uma componente aleatéria, de forma a procurar que esta simulacdo seja mais
préxima do que acontece na realidade).

— Pela utilizagdo do modelo construido no capitulo 1, considerando os erros gerados no passo anterior,
célculo das coordenadas corrigidas de cada um pontos antes gerados.

— Determinacdo da distancia verdadeira correspondente a cada par de pontos (pela utilizacdo das
coordenadas corrigidas), que sera identificada cdistancia convencionalmente exacta

No fim deste processo teremos um ficheiro onde constam as coordenadas lidas por uma maquina ficticia
para pares de pontos de um padréo colocado em diversas posicdes na maquina e respectiva distancia exacta. Ser
este ficheiro que servira de base ao posterior ajustamento por minimos quadrados, por forma a obter os
coeficientes das funcdes que descrevem os erros geométrico€kldtdicticia.

Além disso, é possivel, utilizando as leituras “efectuadas” para os dois pontos de cada par, determinar a
distancia que a maquina mediria entre esses pontos. Essa distancia que, devido a existéncia dos diversos erros, ¢
diferente da distancia exacta, pode ser comparada com esta. Essa diferenca é no fundo o valor do residuo (funcéao

f; ), correspondente ao instante inicial (antes de ser feito o ajustamento), e cuja soma dos quadrados o algoritmo

vai tentar minimizar.

Ao longo da execucgdo do programa, o algoritmo vai calcular aproximagdes sucessivas para o vector dos
coeficientes que se pretende determinar, e em cada uma das iteracdes é calculada a diferenca entre a distancic
verdadeira correspondente a um par de pontos e a distancia calculada usando as coordenadas corrigidas pelo
modelo, com os valores dos coeficientes calculados nessa iteracdo. Esta diferenca corresponderd ao residuo de
cada uma das distancias que diz respeito a essa iteracdo, e o programa calcula e indica a soma dos seus
guadrados. Esse valor sera considerado como um indicador da precisdo alcancada e também da existéncia e
gualidade da sua convergéncia.

Inicialmente foi utilizada a rotin&04FDF para efectuar o ajustamento e posteriormente usou-se a

rotina EO4GCF. Para os mesmos dados a segunda rotimopzionou melhores resultados, num nimero muito
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menor de iteracdes. Além disso, quando a aproximagéo inicial era ma, a primeira rotina ndo convergia, enquanto
gque a segunda convergia quase sempre. Tal € explicado pelo maior nivel de informacéo introduzido quando é
usada essa rotina, uma vez que, para além da fungdo a minimizar, sdo também indicadas as expressdes das sue
primeiras derivadas, que no caso da rdEd4FDF eram estimadas.

O ficheiro de dados elaborado foi baseado num programa que constréi fungbes de erro a partir de
polindbmios de grau 5. No entanto, de forma a simular com maior exactiddo o funcionamento de uma maquina
real, essas fungdes deverdo ter uma componente aleatéria. Porém, ndo bastara somar uma componente aleatori:
ao valor da fungéo erro em cada um dos pontos, uma vez que tal iria introduzir descontinuidades na funcédo. Na
realidade, qualquer um dos erros paramétricos de uma maquina de medi¢cdo tem uma variacdo suave, sem
“saltos”, nem descontinuidades. Para simular isso, a parte secular da fun¢do de erro (que é descrita pelo
polinémio) vai ser adicionada uma componente local. Essa componente é dada por um polinémio segmentado de
primeiro grau, obtido de forma aleat6ria, sendo para isso utilizado o seguinte processo na sua construcao.

Em primeiro lugar considera-se que a variavel da qual depende o valor da componente aleatéria do erro

geométrico, varia no domiﬁFo[O,lm] (chamamoy a essa componente, que é dependente de uma vagiavel
que, por exemplo paramortico corresponde a x4 ). Em seguida, para pontos x; daquele intervalo igualmente

espacados d€®.01", sdo criados, por meio de um gerador de nimeros aleatériosliswiluicio normal
correspondentes valores y; . Quer para os erros de translagde posicionamentoquer para os erros de rotacap
procurou-se que o gerador criasse valores situados num intervalo tal que a amplitude de variacdo da componente
dada de forma aleatoria fosse cerca de um décimo da amplitude de variacdo da componente secular. A criagao do
ficheiro de dados foi realizada roftware Mathematica que possui um gerador de numero aleatérios com
distribuicdo uniformeNo entanto pretendia-se que a componente aleatdria correspondente a cada um dos valores

y; tivesse distribuicdgaussiana e para tal, a partir do gerador de nimeros aleatérios com distribui¢céo uniforme,
construiu-se um gerador com distribuicdo aproximadamente normal. A base teérica para esse procedimento é
dada peldleorema do Limite Central®’.

Inicialmente, para oerros de posicionamento e translagdoconsiderdamos uma variavel aleatéria com
distribuicdo normal de média 0, a variar no intervalEa—O.ZSpm, 0.25,um] e para oserros de rotacao
consideramos também uma variavel aleatdéria com distribuicdo normal, de média 0, mas agora a variar no
intervalo [~ 2urad, 2urad]*.

Em seguida foi construida a funcdo polinomial segmentada (de primeiro grau), onde os vértices da linha
poligonal correspondente & sua representagdo grafica, tivessem as coordenadas dos dive(s,qsyigoama
figura 2-10 encontra-se a representacdo grafica de uma fungdo polinomial segmentada deste tipo (apenas esta

representado o interva[@,o.lm] , 0 que corresponde a 11 pon((xs, yi)):

% Consideramos que a maquina que estamos a utilizar pode medir comprimentos de até 1 metro se@oudeas ol

trés eixos, ou seja, a maquina tem um volume util de medig&cmiee as variaveis que constam nas fun¢fes que geram ou
que descrevem os erros, tomam valores no inte{\mﬂ}.

¥ No apéndice C esta enunciado o Teorema do Limite Central, que serve como base tedrica a construgdo de um gerador de
nameros aleatérios com distribuicdo normal.
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figura2-10 - Componente local aleat6ria de um erro paramétrico

Posteriormente foi adicionada a componente secular de cada um dos erros a componente criada de
forma aleat6ria, obtendo-se assim a fung¢do que gera cada um dos 18 erros geométricos. Considerando que a
funcdo que origina a componente secular do erro (polindmio de grau 5) tem a seguinte representacao grafica

naquele intervalo:

-6
6. 10_,

5.5 10_,
5. 10,
4.5 10
4. 10
3.5 10

)
-6

- 9/.[!2 0. 04 0. 0s 0.0s 0.1
2.5 10

figura 2-11 - Componente secular de um erro paramétrico

ao adicionar a componente secular com a componente local dada de forma aleatoria, obtém-se a fungdo que tem a

seguinte representacgédo grafica:

-t
-G

—&

4. 10
=6

3. 10
-G

—&

0.0z 0. 04 0.0 0.0z 0.1

figura 2-12 - Erro paramétrico no interva{lmo.lm]

B Um prad equivale a cerca de 0.2063 segundos de arco.
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Na figura 2-13 encontra a representacéo da componente secular do erro (dada pelo polinémio de grau 5
e que na figura é representada pela curva mais regular) e a funcéo de erro apos a adicdo da componente aleatéric

(que corresponde na figura a curva menos regular).

-t

6. 10
-5

5,10
—-&

4. 10
=6

3. 10
-5

2,10
-t

1. 10

0.0z 0. 04 0.0 0.0z 0.1

figura 2-13 - Funcéo de erro e sua componente secular, no intEOﬂHl’B]
Representando estas duas curvas agora no inte{ﬁ(ﬁl‘(} obtém-se o seguinte gréfico:

-5
5. 10
0.z 0.4 0.6 0.8

-
-3. 10

—0. 00001

-0, 000015

figura 2-14 - Funcéo de erro e sua componente secular, no intE@,\]ﬁ]]J

As componentes seculares dos diversos erros foram geradas pelos seguintes polinémios de grau 5:

XpX = —0.000364604x,,° + 0.000752985x,* ~ 0.000463571x,° +
+0.0000671267x,2 +0.0000100615x, — 0.00000000852243

xty = -0.000293735x,> +0.000948913x,* —0.00112775x,°> +
+0.000573426x,4° — 0000101899x, + 0000000128912

xtz = 0.000120322x,° — 0.000143961x,4* — 0.0000922542x 4> +
+0.000157851x4> — 0.0000420675x4 + 0.000000003002

ytx = 00000563424y, > — 00000106966y, * — 00000486154y, > —
~ 0.00000202618y,,> + 0.00000415557,, + 0000000143759

ypy = —0.000478058y,"° + 000125856y, — 0.00110986y,,> +
+0.000367955y,° — 0.0000378084y,, +0.0000000145628
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ytz = 0000684387y, — 0.00151943y,,* +0.0011382y,> -
- 0.000325482y,,% +0.0000293518y,, — 0.0000000275737

ztx = -0,000958381z,° +0.001899237,* ~ 00009618567, ~
- 000006213162, + 0.0000826981z, — 0.0000000127579

Zty = -0,0008149572,° +000202921z,* — 0.00160963z,° +
+0,0004209182,% ~ 0.00001751672, +0.000000226884

zpz = —0.000568409z7,° +0.00129699z,* ~ 0.00100801z,°> +
+0.00034691z,? — 0.000065922227, +0.00000000224164

Xrx = 000722501x4° — 0.0181243x,* +00159546x,° —
- 0.00575867x42 +0.000697381x, +0.00000410178

xry = 0.00157534x,4° — 0.00395857x4* +0.00321909x,> -
- 0.000755255x,42 — 0.0000505738x4 — 0.0000000349408

xrz = 0.00200413x,4° — 0.00715105x,* +0.00915898x,° -
- 0.0049275x 4% +0.000907042x, — 0.00000168907

yrx = 0.0127162y,° - 00318838y, + 00276148y, -
- 0.00946731y,% +0.00100516y, — 0.000000114348

yry = 0.0113199y,> - 0.0261053y,* + 0.0200613y,> -
- 000580892y, +0.000522364y, + 0000000812523

yrz = 0.00143818y,° — 000367518y, +0.00345768y,,° -
-0.00143416y,? + 0000210597y, +0.00000156117

zrx = -0.000378331z,° +0.00118448z,* — 0001221867, +
+0.0006736472,% — 000025491774 — 0.0000000358834

zry = 000818708z, — 0.0212371z,* +0.0189958z,> -
- 0006752342, +0.0008014222, — 0.000000057594

2rz = 000487598z, + 00100098z, * - 0.00641319z7,° +
+000127255z,2 +0.000006489667, + 0.000000540958

A representacéo grafica dos polinébmios que criam a parte secular das 18 funcdes de erro encontra-se nas
figuras 2-15 a 2-22. Em todos os graficos no eixo das ordenadas estdo representados os valores dos erros
respectivos e no eixo das abcissas os valores das coordenadas das quais dependem cada um dos erros. Para «
tréserros de posicionamento e seiserros de translacaa unidade utilizada, quer no eixo das abcissas, quer no
eixo das ordenadas, énetro. Para os noverros de rotagd@ unidade no eixo das abcissasmetyo e no eixo

das ordenadas éradiano.
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figura2-15 - Erro de posicionamento Xpx
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figura2-16 - Erro de posicionamento ypy

-

-
10
)
10
-
10
)
10

figura2-17 - Erro de posicionamento zpz
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figura2-18 - Erro de translacaocty
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figura2-22 - Erro de translacaatx
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figura2-23 - Erro de translacaaty
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figura2-24 - Erro de rotac@axrx (rolamentodo pértico)
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figura2-25 - Erro de rotagdoxry (cabeceiado pértico)

0.00003
Loo00ng
e
Loo0nz
.oooon1

[ S e B s B |

=0, 00001
—0. 00002

0.z

figura2-26 - Erro de rotagdaxrz (derivado portico)
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figura2-27 - Erro de rotagdoyrx (cabeceiado carro)
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figura2-28 - Erro de rotacaoyry (rolamentodo carro)
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figura2-29 - Erro de rotag&oyrz (derivado carro)
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figura2-30 - Erro de rotacdazrx (cabeceiado brago)
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figura2-31 - Erro de rotac@azry (derivado braco
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figura2-32 - Erro de rotacdazrz (rolamentodo bracgo)

Recordamos que a estas componentes seculares foram adicionadas as componentes locais, dadas pelas

funcdes polinomiais segmentadas, construidas da forma descrita anteriormente.

Foram realizados diversos programas baseados nas rotinas de ajustarNé@o Ala diferencas entre
eles sdo devidas essencialmente a fun¢do que se considera para ajustar cada um dos erros geométricos. S0 ele
0Ss seguintes:

— Programa 1 - programa baseado na rdi@d¥FDF, onde os diversos erros geométricos sdo descritos

por uma combinac&o linear dos polindmiosLegendre® Ry(x) a Py(x), vindo cada de erro dado

por uma expresséo da seguinte forma (oaglea;, a, e a; serdo os coeficientes a determinar):

O conjunto de polinémios deegendre, designado p01{ Pn}, é ortogonal no intervaln[—Ll]. Os polinémios de
Legendre de graus 0 a 5 sado (VErl]):

Py(x

Py(x

N

=1
X

N—
1

1
P (x) = x "3

Py(x) = x®-=x

6 3

—v4d_-,2 =
P(x) = x o
10 5
P09 =g

sendo a seguinte a sua represeid grafica no interval[)— 1 1] :
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ag +ax+a Qz—l@a @Léx@
1 2 3 3 5

— Programa 2 - baseado na rotina EO4FDF, onde os erros s@o descritos por polinémios de grau 6 na
forma canénica:

2 3 4 5 6
Qg + X+ AXT +agX® +a,X" +agX> +agX

— Programa 3 - baseado na rotE@4FDF, onde os erros sdo descritos por uma combinacéo linear dos

polinémios ménicos d€hebyshev™® T, a T :

figura2-33 - Representagéo grafica dos polinémios elgendre de graus 1 a 5.
0 0s polinémios médnicos d€hebyshev (polindmios com o coeficiente do termo de maior grau igual a um), que
representaremos pol,,, séo obtidos a partir dos polinémios @eebyshev T, efectuando a divisdo de cada um destes por
2nt (valor do coeficiente do termo de maior graulgg. Tem-se
T(=1e
T,(x) = x
Estes polindmios satisfazem a relagdo de recorréncia:
~ ~ 1~
T,(x) = xTy(x) - ETO(X)

Ta(%) = xT(%) -% T, (x), para cadn > 2
Os polinébmios d€hebyshev moénicos de graus 2, 3, 4 e 5 séo:
(=T -5 To¥) =2 -3,
- - 1= 3
T5(x) = XT,(x) _ZTl(X) =x3 —3 %
= 2

T,(x)=x* -x +%,

NG

Ta(x) = XTa(x) -
. ~y 1- 5, 5
Ts(X) = xT,(x) —ZT3(X) =x° _ng T

sendo a seguinte a repres&dio grafica dél-:l, :I:z :I:3 'I-'; e :|:5 no intervalo[—ll] :
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a, +alx+a2§><2 —%@+ a3§<3 —%x§+ a4§<4 - x2 +%§+ as@é —§x3 +1_‘Zx§

Programa 4 - baseado na rotina EO4FDF, onde os erros sdo descritos por uma combinagéo linear dos

polinémios ménicos d€hebyshev T, a T :
B e et g e e o]

Programa 5 - baseado na rotE@4FDF, onde os erros sdo descritos pelos seis primeiros termos da
série deFourier™:

a, SinX + &, CosX + ag SiN2x + a, CoS2X + a5 Sin 3X + ag CoS3X

Programa 6 - baseado na rotE@4FDF, onde os erros sédo descritos pelos oito primeiros termos da
série dd~ourier:

a, SiNX +a, CoSX + a3 SiN2x +a, Cos2X + a5 SiN3X + ag Cos3X + a; SiN4X + ag Cos4x

Programa 7 - baseado na rotE@GCF, onde os erros sao descritos pelos seis primeiros termos da

série de~ourier (semelhante ao programa 5).

Programa 8 - baseado na rotE@IGCF, onde os erros sédo descritos pelos oito primeiros termos da

série deFourier (semelhante ao programa 6).

O ficheiro de dados construido contém 2000 pares de pontos (e 2000 correspondentes distancias) e o

erro médio inicial por distanc¢faé aproximadamente 38.88n, para uma distancia média de 65c85

No quadro 2-6 apresentam-se 0s resultados obtidos para o erro médio final (que é calculado a partir do

valor da soma dos quadrados dos residuos, fornecidagfiglare), considerando o ajustamento realizado para

os dados fornecidos por esta maquina ficticia, pela utilizacdo dos referidos oito programas.

-1
figura2-34 - Representacdo grafica dos polinémios egendre de graus 1 a 5.

Este erro corresponde a média dos modulos das diferencas distémeia convencionalmente exaeta distancia que a
maguina mediria entre os dois pontos de cada par.
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Numero do programa erro médio final na distangia

1 0.844m

0.35.m
0.394m

2
3

4 0.37um
5 0.52m
6

7

8

0.344m

0.514m
0.344m

Quadro 2-6 - residuo médio final

Para este exemplo, os programas que se revelaram mais adequados a determinacdo dos coeficientes das
funcbes de erro foram os denominados por 6 e 8. Apesar de neles ser usada a mesma funcéo na definicdo do errc
(polinbmios deFourier com oito termos) existem diferencas significativas entre o funcionamento dos dois: o
programa 6, baseado na rotiB@4FDF, ndo converge se a aproximacao inicial for pouco adequada, enquanto
que o programa 8, baseado na rotE@GCF, convergiu para todas as aproximacg@es iniciais que foram
introduzidas; além disso, partindo da mesma aproximacao inicial, o programa 8 realiza 0 ajustamento num
namero de iteracdes que € cerca de vinte vezes menor que o numero de iteracdes necessarias ao programa 6
Tudo isto deve-se a maior informacdo acerca da fungdo a ajustar que € introduzida nesse programa,
nomeadamente as expressfes das primeiras derivadas.

Além disso, pensamos que o valor que o erro médio final toma, que é de certa forma significativo, é
devido & componente aleatéria introduzida nos erros, que nunca poderd ser compensada (devido a sua natureza).
De facto, ajustando, por meio do programa 8, os dados criados da mesma forma, mas sem introduzir a
componente local aleatéria dos erros, obteve-se um erro médio final de apenas.D8IEE consequéncia do
comportamento “demasiado” regular da funcéo utilizada para criar o erro (polinémio de grau 5), que é facilmente
ajustada pela série &@urier.

No final da execucdo, os resultados queoftware proporciona serdo os diversos coeficientes das
funcdes que irdo descrever cada um dos erros. Na figura 2-33 encontram-se os graficos da funcéo que gerou o
erro Xpx (componente secular mais componente local aleatdria) e da fun¢@o construida com os coeficientes
resultantes da execucdo do programa 8 (polindmiBadeier com 8 termos). Nesta representacao, verifica-se
gue as duas func¢des tém comportamento muito semelhante naquele intervalo, o que confirma a boa qualidade do

ajustamento (tal foi também verificado numericamente e graficamente para todos os dezoito erros paramétricos).
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figura2-33 - Erro xpx

Usando novamente os referidos oito programas, para gjustar agora dados criados por um procedimento
que considera as mesmas componentes seculares para os erros paramétricos (0s mesmos polindmios de grau

indicados atras), mas introduzindo a parte aleatéria por fun¢des polinomiais segmentadas com maior amplitude

(o intervalo [~ 05um, 05um| para oserros de posicionamento e translac&oe o intervalo [~ 10prad, 10prad]

paraos erros de rotacap obtiveram-se os seguintes resultados (quadro 2-7):

Numero do programa erro médio final na distangia

1 3.77um

1.59um
1.73um

2
3

4 1.67m
5 2.34m
6

7

8

1.54um
2.28um
1.52um

Quadro 2-7 - residuo médio final

Nestas execucgdes verificou-se maior dificuldade de escolher uma aproximacéao inicial e, em geral, foi,
em cada programa, necessario um maior numero de iteracdes para realizar o ajustamento. Os erros médios finais
apresentam valores elevados, que pensamos serem justificados pelo peso significativo da componente aleatdria
introduzida nos erros. Mais uma vez verificamos serem 0s programas 6 e 8 0s que se revelaram mais adequados.

Para controlar o bom funcionamento dos programas, foram utilizados dados criados pelo mesmo tipo de
funcdes que depois irdo ser utilizadas no ajustamento (por exemplo, dados criados por polindmios de grau 6 e
ajustados por polinémios de grau 6). Em todos eles, o erro médio final obtido era aproximadamente zero e os
coeficientes calculados eram aproximadamente iguais aos coeficientes utilizados para gerar os erros, o que

confirmou o pretendido.
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Além disso, também se efectuou, por meio do programa 8, o ajustamento de dados criados de forma a
simular uma méagquina ficticia onde os erros ndo apresentavam nenhum comportamento definido. Para tal, foram
introduzidos erros aleatérios directamente nas coordenadas lidas pela maquina. Partindo de um erro médio inicial

de 48.34pm, obteve-se, apds o ajustaméhitam residuo médio final de 39.9dm, o que veio confirmar a

ideia de que uma maquina em que 0s erros tém um comportamento aleatéria, nunca podera ser devidamente
compensada.

Pelo uso dos 8 programas, efectuaram-se ainda ajustamentos utilizando outro conjunto de dados cuja
parte secular foi criada também por polindmios do mesmo grau 5 (embora com coeficientes diferentes). As
conclusdes obtidas, em termos de precisdo, foram semelhantes as anteriores.

Baseando-nos nos resultados das diversas aplicacdes praticas realizadas, aparentemente podemos
concluir que os polinémios dE&ourier com 8 termos sado os que melhor se adaptam a descricdo do
comportamento dos erros. No entanto, hdo poderemos generalizar estas conclusdes, visto que necessitariamos de

efectuar mais experiéncias, de preferéncia com dados fornecidos por uma maquina concreta.

4 Cuja solucao final ndo oferecia garantias de ser um minimo (vaiigdi&l a tomar o valor 5).
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Conclusoes finais

Como foi dito no inicio, o objectivo deste trabalho consistia no estudo de processos de estimacdo dos
erros de uma maquina estacionaria de medicdo de coordenadas. Para tal, foi construido um modelo que
descrevesse o comportamento de @M, pela consideragdo dos erros que afectam as coordenadas por ela
fornecidas, e realizado o estudo de processos de determinacao e compensac¢do dos seus erros geometricos.

No capitulo um construimos o modelo pretendido, pela aplicagdo do estudo do movimento geral de um
sélido aos deslocamentos das peg¢as moveis da maquina. Procedendo a sua linearizacéo, foi obtido um modelo
mais simples, semelhante ao indicado pela generalidade dos autores e cuja obteng&o nunca foi demonstrada ng
literatura disponivel.

O objectivo principal do segundo capitulo consistia no estudo e simulagdo numérica de um dos
processos de estimacdo de erros paramétricos - o métaalatatalibracdo Apoiado no modelo matemético
obtido no capitulo precedente, foi estabelecida a formulacdo matemética conducente a implementagcédo de
algoritmos que, baseados aatério dos minimos quadradppermitissem a estimagéo dos erros paramétricos
associados a uma@MM. Através da elaboracdo e execucdo de diversos programas, foram obtidos resultados
capazes de proporcionar algumas conclusdes, especialmente no que respeita a escolha de fun¢des que melhol
descrevem o comportamento de cada um dos erros paramétricos. No entanto, uma vez que foram usados dados
simulados numericamente, devido a ndo estarem disponiveis valores relativosGMMmeoncreta, estas
conclus@es tém uma validade relativa.

Quanto a futuros desenvolvimentos deste assunto, para além de efectuar um ndimero mais elevado de
testes numéricos, de preferéncia sobre dados obtidos patMMareal (por forma a confirmar as conclusdes
obtidas), podemos referir a realizacdo de algoritmos mais eficientes, baseadofbvane de minimizagéo

menos exigente em termos computacionais.
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Apéndice A

Algumas propriedades das rotagdes no espaco tridimensional

No que segue, consideraremos o espaco afim tridimengiawddre o espaco vectorial dos vectores livres
E e um referencial cartesiano rectangular dir€g@¥Z associado ao pont® e a base{él,éz,és} de E,

ortonormada directa.

Supomos conhecidas as noc¢des de translagéo e rotacéo e consideramos que a rotagdo em torno de um eixc
€ positiva se se fizer no sentido directo para um observador colocado ao longo da parte positiva desse eixo a
olhar a origem. Assim as rotacdes em torno dos €LY e OZ produzem no eixo seguinte um deslocamento
no sentido daquele que se lhe segue pela ordem ckMiGaYZX, ZXY (por exemplo, uma rotacdo positiva em

torno do eixaQY faz com que a parte positiva do e@4d se aproxime da parte positiva do e).

Recordamos que a rotacdo em torno do @Zaegundo o dngulé , que vamos representar pgf?),

— deixa fixos todos os pontos @&,

- transforma os vectored , €, e &, respectivamente nos vectories j, , k. assim definidos:

i) = cosk & +sink &,

i® = —sinke, +coske,  (ApA-1)

pelo que a matriz desta rotacdo na b%eézég}

sera

Ny
> e

[CosKk —sinK OO g=ko & X

RO =Hink cosk 03 (ApA-2)
5o 0 1f

figura ApA-1 - Rotacdo em torno @

Entdo qualquer pont® de coordenada@g Y, z) no referencialDXYZ é transformado no pont®’, tal

que
— ()D—>|:J
opP’=r,% CopU
o O

cujas coordenada(s<’, y’,z’) sao obtidas a partir da igualdade matricial

X'00 [Gosk -sSink OOxO

SI'B: %nk COSK OES/E (ApA-3)
FH BO 0 15HH
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Analogamente para as rotac;c”xég e r(gz) , respectivamente em torno @X segundo o angulo e em
torno deQY segundo o angulg, vem

- parar):

i®=

kY = —sinwe, + coswé,

COSWE, +SiNWe;

e portanto a matriz desta transformacdo na base

{ee.8} ¢

Ny,
7
o o 0 O 91:?(1) Y
© = %) —sined ’
Ry = Cosw —SiNW (ApA-4) i 5
D snw  cosw [ figura ApA-2 - Rotacdo em torno @X

PV

— para I’qu) .

i@ = COSQE; — Sin &,
0

?(‘()2) — éz

—

Eq()z) = SinQé, + cosQe,

v

sendo a matriz desta transformacdo na base

{6,686}

~

A\

»_?2 g z
Ocose O singll &= y?
RP=20 1 00 (ApASD)

figura ApA-3 - Rotacdo em torno @@/
Hsng 0 cosgH
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Apéndice B

Breves consideragfes sobre o movimento geral de um solido

O movimento de um s6lids em relagdo a um referencié:D,él,éz,%) tem, no maximo, seis graus de
liberdade: é completamente determinado pelo movimento de um dos seus pontos e por trés das nove

componentes, relativamente a ba{@,éz,és} previamente escolhida, de uma b{ﬁef,l?} constituida por

vectores ligados &
Os movimentos mais simples de um sélido sdo os movimentos de translagdo e os movimentos de rotagédo

em torno de um eixo. O estudo destes movimentos é extremamente importante uma vez que se prova que
qualquer movimento de um sélido pode ser obtido pela composi¢cdo de quatro movimentos: um do primeiro tipo

e trés do segundo. Justifica-se, por isso, uma referéncia breve a cada um destes movimentos.

Movimento de translacéo
Dizemos que um so6lid8 esta animado de um movimento de translacdo, num dado intervalo de tempo
em relacdo a um dado referencial, se qualquer vector ligado ao solido permanecer constante durante todo o

movimento:
OP,QOS  PQ(t)=¢(P,Q)
onde 6(P,Q) representa um vector que apenas depenéeedg

Conclui-se imediatamente a partir da definicdo que:

1) O movimento de um sélid8 é de translacdo se e s6 se, dada uma base ortono{n’rﬁzidﬁ}

constituida por vectores ligados ao solidg, | e K permanecerem constantes durante o movimento.

2) O movimento de translagdo de um solido fica completamente determinado pelo movimento de
gualquer um dos seus pontos. S0 entdo necessarias trés fungdes reais de varidvel real para descrevel
este movimento. Isto equivale a dizer @tem neste cagvés graus de liberdade

A lel do movimento de um ponto PS é determinada pela lei do movimento de um pofto

considerado arbitrariamente &n

—

e portanto, em cada instante, as coordenadag e z deP podem ser obtidas através da igualdade matricial:

D(IZI BINE Dtl(A P)

D=k (AP (ApB-1)
@E B Es(APH
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onde X5, Yp € 1z, representam as coordenadas de A no instante em questdo e a constante
¢(A P)=c,(A P) & +c,(A P) & +c5(A P) & € conhecida a partir das condigdes iniciais.

Entdo todos os pontos do soli#tém, em cada instante, a mesma velocidade e a mesma aceleragéo.

Movimento de rotacdo em torno de um eixo
Diz-se que um s6lid8 esta animado de um movimento de rotacdo em torno de um eixo (em relagdo a um
dado referencia(O,él,éz,és)) se existirem dois pontos distintdse B de S, ou invariavelmente ligados a ele,

gue permanecem em repouso durante todo 0 movimento.

Existindo dois ponto# e B fixos, qualquer ponto da recé permanece fixo. AAB chamamos eixo de
rotacdo de&.

Embora esse eixo possa nao estar contido no soélido, ele esta invariavelmente ligado a ele. Sem perda de
generalidade, consideramos, em vezSde sélido SO AB e falaremos do eixo do sélidbcomo constituido
por pontos dé&.

O movimento de rotagcdo de um sélido em torno de um eixo tem um s6 grau de liberdade. Com efeito,

— € conhecido a partida o movimento dos poAte8 deSe
oL = ~ O
- escolhendo—séol,i ,j,k) de modo qued; = A e k(t) = AB (versor deAB), em todos os instantgs

e considerando-se, sem perda de generafidadeferencial “absoluto’(O,él,éz,%) de forma que

O .
O= A eé§; = AB=Kk(t), tem-se, no plan@€, e no instante arbitrario

['(t) = cose(t) & +sinb(t) &,
[ (t) = -sinB(t) & + coso(t) &,
() =¢,

onde8(t) = <élf(t)> representa o angulo entre os vectags i (t) .

A funcdo 8 que determina completamente o movimentoSaghama-se habitualmenteordenada
angular deSouéangulo de rotacdale S.
Assim, as coordenadas x, Y, z de qualquer ponto P de S no instante arbitraribpodem ser obtidas a partir

da igualdade matricial (ApA-3):

(X0 [tosO(t) -sin6(t) 00X, O
E: Egne(t) cosh(t) OE OE
B H O 0 1HEH

onde Xy, Yy, Z, representam as coordenada®d® instante inicial.

1 se o referencid (O,él,éz,(%) for dado a priori, considera-se um novo referencial absoluto (O’,él’,éz’,és’) com
o .
O=Aeé'=AB= k(t) e passa-se depois do referencia (O’,él’,éz’,és’) ao referencia (O,él,éz,és) por meio de
uma mudanca de coordenadas adequada.
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figuraApB-1 - Angulo 6(t)

M ovimento em torno de um ponto

Antes de provar que o movimento geral de um sd@ide pode decompor num movimento de translagéo
determinado por um ponty, arbitrariamente escolhido égne em trés movimentos de rotacdo em torno de trés
eixos, € util, como veremos, estudar outra classe de movimentos dos sélidos: os movimentos em torno de um

ponto.
Dizemos que o s6lid& estad animado de um movimento em torno de um dos seus pantee A

permanece fixo em relac@o a esse referencial, durante todo o movimento. @ per&escolhido como origem
do referencial absoluto que representaremos(Ao@l,éz,%) e do referencial ligado ao séli((aé\,ﬂ i IZ).

S tem trés graus de liberdade, dado que, conhecendo o movimento doApdatsélido (esta em
repouso), o movimento ds fica completamente determinado pela expressédo da base ortono{imq’idé}

ligada aS, como combinagéo linear d@g, €, e &,.
Habitualmente utilizam-se os chamadagulos de Eulepara fixar a posi¢cdo dgem cada instante. Estas

trés funcdes reais de varidvel real sdo assim definidas, para Gada
= (t) = (ew.n(t))
onde ﬁ(t) representa um dos versores da recta interséa@igplano (Aéléz) com o plano

(A,T(t), f(t)). Este angulo esta contido no plaf®,é,,&,).
- 6(t) = (&5.k(t))
Este angulo esta contido no plano perpendiculé(t b
- o(t) = (A(t).i (1))
Este angulo esta contido no plano perpendiculé(’t}i.
Os trés vectores (t), j(t) e k(t)* podem ser obtidos a partir da balg,é,,6;} pela aplicagéo

sucessiva de trés rotagdes em torno de um eixo no espaco tridimensional:

2 Estando invariavelmente ligado ao sélfgpodemos supor, sem perda de generalidade, que esse ponto pertence ao sélido.
3 Quando €; = IZ, ou seja, quando os plancﬁd\,él,éﬁ) e (Ar(t)f(t)) coincidem, escolhe-se paﬁ(t) um dos
versores de qualquer direccdo desse plano.

4

Para simplificar as notagdes usaremos aindaj , k e ri para representar os vectoreft), j(t), k(t) e fi(t)
correspondentes ao instante genétj@ssim comal, 6 e ¢ em vez dqu(t) , G(t) e ¢(t) .
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1) a rotagéorlf) segundoy = (él,ﬁ> em torno deA&;, representada pela matriz (ApA-2), em relacéo a
base{€,,&,,6&;} :

[Cosy -sny OO
Rt(f):%mp cosy OB

HO 0 1H
A
&
que transformeg,, €, e €; em, respectivamente,
iy, j; e k;, dados por:
iy =cosYé& +sinPé, =i
1 =-snW§ +cosyé (ApB-2)
A Ny,
~ 7
k, =€ >
1=8 e,
com j; simultaneamente ortogonaleg e fi. > Y

>
n

e,

figura ApB-2 - Rotagéoqgg)

2) a rotagéo re(l) segund09:<?%,lz> em torno de An (ApA-4), cuja matriz em relacdo a base

{Aie} &
o o 0 O
Rél) = %) cosf —sineg
B sin6 cosb H
e que transformai, j; e & em, respectivamente, A
iy, j» ek,, dados por:
i,=i,=n
j, =cosB ], +sinB&, (ApB-3)
k, =—sin@; +cosBé; =k N 1. 7
) k \|® =~
com j, simultaneamente perpendicularize ak . 0
N >
n=i J1

figura ApB-3 - Rotagéuse(l)
3)a rotagéorqgs) segundo¢ = <ﬁ,f> em torno deAk (ApA-2), cuja matriz em relagdo a ba%iz L,IZ}

[cosdé -sind OO
Rq(,s) = %nd) cosd OB
HO 0 1H
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e quetransforma fi e j,, respectivamente, em i’ e
j , osvectoresligados a S, através de

i =cospri+sing j,

j =-singni+cost j, (ApB-4)

mantendok invariavel.

figura ApB-4 - Rotagécvq,@

A substituicdo sucessiva de (ApB-3) e (ApB-2) em (ApB-4) permite obter, como se pretendia, os vectores
da base{f,f,l?}, ligada ao sélido, como combinacgéo linear {c@,éz,(%} fazendo intervir apenas os trés
parametros), 6 e ¢ .

A posicédo do solid& no instante pode entdo ser obtida a partir da sua posgfamo instante inicial
pela aplicacdo sucessiva de trés rotaqé@s re(l) e rq,(3), nesta ordem, ou seja, pela aplicagédo da transformacao
geomeétricar ,

Fp = rq,(g) o re(l) o rq(,g)

A matriz M da transformacda, na base{él,éz,?%} € igual ao produto das matrizes daquelas trés
rotacdes consideradas em relacdo aquela base e a sua express@o em termos dosEuigulps @e ¢, que

representaremos pavl (¢,9,L|J), € obtida do seguinte modo:
M(6.0.6)= M(rafer e e)) = M@ da 6.6} M2 (s 66} M(, O e 6,6}).

onde porM (f {éléz%}) representamos a matriz da aplicagéo lifiean relacdo a baiél,éz,és} .

Mas
M(re(l)’{él'ézvés,}): P M(re(l),{ﬁjl,?%}) p=R,O R (Rw“‘))_l,
ondeP, a matriz de passagem da b4égé, ,&;} para a bas{ﬁ, fl,és} coincide CoquJ(3) .

Analogamente
M(r¢ (3),{ﬁ, Il,?%}) = Re(l) R¢(3) (Re(l))—l

pelo que, em relagdo a ba@,éz,%} ,

M (rq) (3)!{élv%vé3}) - R¢(3) (Re(l) R¢(3) (Re(l))_l) (RqJ (3))_1_

102



A matriz da transformacén, na base{€;,€,,6;} sera entdo

M(5,6,0) = E%e)(Re(l) R, (R9<1))‘1) (R¢<3))—1Eaa(s)%(l)(%(s))—lg%@
= RqJ(S) Re(l) F\’¢(3)

[cosy -sny OO O 0 0Ogosd -sing 0O
:%inlp cosy 0%%) cos@ —sineg%nq) cos¢ OE
HO 0 150 snB cosb 55 0 0 1A

(ApB-5)
[¢osy cosd —sincosBsing -—cosPsing —sincosbecosp sinPsinB O
:%inwcos¢+coswcosesin¢ —sinysing + cosy cosb cosd —coqusjneg
H sinBsing sinBcosd cos6 H

As coordenadas, y e z da posicdo ocupada no instanfeelo pontoP, tomado arbitrariamente e&

podem entdo ser obtidas a partir de (ApB-5):

(xO [eosycosp —sinPcosBsing —cosPpsing —sincosBecosd  sinPsin® Ok, 0

E: %ntpcos¢+oosmpoosesin¢ —siny sing + cosy cosb cosd —coqusinGES/OE (ApB-6)
BH H sinBsing sinBcosf cos®  HEH

onde (xo, yo,zo) séo as coordenadas da posigéo inicid.de
Assim, o movimento de rotagdo de um séiglem torno de um pontA pode ser considerado em cada

instante como composigéo de trés movimentos de rotagdo em torno de trés eixos: movimento de rota¢éo em torno

de A&; segundo o angulap = (él,ﬁ>; movimento de rotagdo em torno d¥l segundo o angul® = <%,IZ>;

movimento de rota¢cdo em torno A segundo o angul¢ = <ﬁ,T> .
Existem, todavia, outros conjuntos de trés parametros angulares capazes de determinar completamente o
movimento de um sdlido em torno de um ponto, como composi¢éo de trés movimentos de rotacdo em torno de

eixos.

Em Metrologia, em vez dos anguloskder, é habitual considerar os trés angulp® e K associados a

seguinte decomposicéo da mawiz

[€osk —sink OOdcose O snedl O 0 O
M= R,Ss)R((pz)Rg) = %im( COSK OEE 0 1 0 E@ COSW —sinmg
HO 0 1HEsne 0 coseHH) snw cosw H
(ApB-7)
[EOS(COSK — COSWSINK +SINWSIN@PCOSK  SINWSINK + cosSwsin@cosk [J
:%oscpsim( COSWCOSK +SINWSIN@SINK = SINWCOSK +coscosjncpsian
H —-sing sinwcos COSWCOSQ H

0 que corresponde a seguinte decomposicao da transformacéao

ST G

onde rK(3), rq,(z) e rw(l) representam rotagdes, respectivamente, em torndZdesegundo o angula ,de AY’

segundog e em torno deAX’ segundo o angulo.
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Com efeito, considerando um ponto P, arbitrariamente no s6lid® suposto ainda animado de um

movimento de rotagdo em torno deem relagdo ao referenciahXYZ, e designando porAX'Y’'Z’ um

referencial solidario com o movimento 8gue no instante inicial coincide coAXYZ , a rotagaar, ®) vai levar

o referencial mével & posi¢cdo que denotamosAXy’Y,’Z;’, cuja base associada é representade[ibdﬁ, Rl} ,
e o pontoP & posi¢cdoP,. Uma vez queP é solidario com o referencial méveAX'Y'Z' as coordenadas
(., ¥1,2,) de P, em relacio aAXYZ podem obter-se a partir das coordenadgsy,,z,) da posicdo inicial de

P, através de

—_
%€ + V18, + 2,8 = AP, = X, (COSKél+SiI’IKéZ)+ yo(—sinKél +005Kéz)+20§3
= (xO COSK — yosim()él +(xosinK + Yo COSK)é2 +27,6
tendo em conta (ApA-1), ou ainda, matricialmente,

X0 [Gosk -sink 00X,0
5/1%: %im( COSK OE OE (ApB-8)
BB HO 0 1HEH

A rotacao rq,(z) em torno do eixoAY’ do referencial movel, que ocupa agora a posiBdg, leva este

referencial a posi¢cad@X,'Y,’Z,", cuja base é designada ;{65 I 122} , € 0 pontd® a posicaoP, .
As coordenadafx,, Yo.2), (%*.Yo*.2*) € (X2,Y,,2,) deste ponto respectivamente, éX,’Y,’Z,’,

AX,'Y;'Z," e AXYZ , estéo assim relacionadas:

— d = g
AP, = Xolp + Yoz + 2ok,
= xo(cos@i; —singk, ) + o, + 2 (singi; + cosgk,)
= (%o cos@+ 2, ST, + Yo, + (= X Sin@+ 2 cos)K,
ou ainda, matricialmente,

Xo*O Ocose 0 sinedXyO
0_ 0O ag, d

o *H Bsine 0 coseHf,H
pois, tendo em conta o Apéndice A, temos:
i, = cosgi; - sin@k,
sz = Tl

k, = singi; +cospk,

Quanto as coordenadé&z,yz,zz), de R, no referencialAXYZ , tendo em conta (ApB-8) e (ApB-9):
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[k, 0 [Bosk =-sink 00K, *0O
Slzgz%m COSK OE O*E
mE B0 0 1ER*E
(ApB-10)
[Gosk —sink O0Ocosgp O sneOX,0O
:%nK COSK OEE 0 1 0 E@OE
HO 0 1HHsne 0 cospHE,H

Aplicando, por ultimo, a rotagéow(l) em torno do eixoAX’ do referencial mével, agora na posicao

AX,’, este referencial passa a ocupar a sua posicdo final, representada tamb&Xi\a@' (cuja base
associada é designada r{ci?r,f,l?}), e 0 pontoP ir4 ocupar a posi¢ad;. As suas coordenadz{xo,yo,zo),

** Vo ¥*,25%*) e (X3,Y3,Z3), respectivamente nos referenciadeX’Y'Z’, AX,’Y,'Z," e AXYZ, estdo
X0 (T4 3:1Y3: 43 2 Y2 &2

relacionadas como segue:

- — . —

AP = Xol +Yo] +20K
= Xoip * Yo (cosooT2 +sinoo|22)+ zo(—sian2 +coscol€2)
= Xy, +(yo cosoo—zosinoo)T2 +(yosinoo+zocosoo)lz2

porque (Apéndice A):

_.L
Il

i2
j = cosw j, +sinwk,
k =-snwj, +coswk,

e portanto, matricialmente,

X**O0 1 0 0 0Ox,O

%% _ .00, 0
5’0 D‘E) COSW —smeS/OD (ApB-11)
B *H B snw cosw HEy,H

Tendo em conta (ApB-10) e (ApB-11),

k30 [@osk -—sink O0Ocose O sn@OXKg**O

O_ O, 00 0 O
5/35: %mK cosk 0 O 1 0 DS/O**D
HH HO 0 15Esne 0 coseHEn**H
(ApB-12)
[cosk —-snk O0OOcose O snedl O 0 0Ox,0
:%im( COSK OEB 0 1 0 E%) Cosw —sinoo% 0%
HO 0 1HHsne 0 cospHH) snw cosw HEHH

0 que prova que, efectivamente, a transformagcée rw(l)or(p(z)or,(@) na base{él,éz,és} é descrita pela
matriz:

[Cosk —-sink O0OOcose O sned O 0 O
M(K,(p,w):%nk COSK OSS 0 1 o0 Bg) COSW —sinw%

HO 0 1HHsne 0 cospHH) sinw cosw H
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[COSECOSK —COSWSINK +SINWSNQCOSK  SINWSINK + COSWSINQCOSK [
M(K,(p,w) = %:oscpsink COSWCOSK +SiNWSIN@SINK = SINWCOSK +coswsin(psim<g
H -sno sinwcose COS() COS(Q H

Resta agora mostrar que qualquer movimento de rotagdo de um sélido mantendo um ponto fixo pode ser

descrito por uma matriz deste tipo, ornde @ e w tém os significados que Ihes foram atribuidos anteriormente.
Na verdade, para cada ter(1p,6,¢), tomado arbitrariamente num dominio que especificaremos mais a frente (e
que é o dos problemas que trataremos neste trabalho), e>('tstq>,K) de forma que
Rg’) Rgl) Rq(,g) =M= R,Eg) R((pz) R(E,l). E 0 que passamos a demonstrar:

Seja entd& um solido em movimento em rela¢do a um dado refere(@ié{,éz,(%) , mantendo fixo um

dos seus pontosh. As coordenadasx, y e z da posicdo ocupada no instamt@elo pontoP, tomado

arbitrariamente erf§, podem portanto ser obtidas a partir da relagédo (ApB-6).
Pretende mostrar-se que existem valape® e K, de tal forma que as coordenadasPdpossam ser
obtidas através da igualdade

(X0 [BOSQCOSK —COSWSINK +SiNWSN@COSK  SINWSINK + coswsin@cosk Xy

B: %:oscpsink COSWCOSK +Sinwsin@sink —sinm005K+coswsin(psinKE OE (ApB-13)
FH H -s€no sinwcose COSW COSP Hezo H

0 que é valido tendo em conta que o sistema de nove equacdes nas inEygretas

[ros@cosk = cosy cosd —siny cosBsing

E— COSWSINK +SINWSIN@COSK = —cosy sind — siny cosB cosd
LENWSINK +coswsiN@Ccosk = siny sinf

g S@SinK =siny cosd + cosy cosBsing

[LOSWCOSK +sinwsin@sink = —siny sing + cosy cosO cosd
ELSinu)COSK +coswsn@sink = —cosY sin®
sing=sinBsing
%&nwcoscp:sjnecoscp
EPoswcosg = cosd

tem uma e uma sé solucdo que, representandenpar termo na linha e colunaj da matriz |v|(¢,e,qJ), é
obtida a partir de

-sin@=my =sinBsing
ms sinBcosd
Mg cos@

My _ siny cosd + cosy cosBsind _ tany + tan¢ cosO
my;; cosycosp —sinycosbsing  1-tany cosBtand

tanw = = tanBcosd

tank =
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ja que no ambito dos problemas de Metrologia que abordamos neste trabalho, o facto de as amplitudes dos seis

angulosy, 6, ¢, w, @, K serem pequenas (e portanto variando num dominio conti(%g:mga, garante

ndo sO que sao diferentes de zero todos os denominadores considerados, como também a unicidade de solugac

naquele mesmo dominio.

Estas fun¢Bes trigonométricas determinam assim completamente os anguéos se os considerarmos,

, . . . T Tt
como € o caso neste trabalho, a variar num dominio conti e4mZH

Movimento geral de um solido

Estamos agora aptos a abordar o estudo de qualquer movimento de um sélido.
O movimento geral de um séli&pode ser considerado como a composi¢do de dois movimentos:
— O movimento de translacdo determinado pelo movimento de um ppatditrariamente escolhido

emS
- O movimento de rotagdo em torno #e determinado por um sistemEi,f,lZ} constituido por

vectores ligados &

Assim, tendo em conta (ApB-1) e (ApB-13), as coordenaday, z da posi¢cdo ocupada no instahte
pelo pontdP tomado arbitrariamente efpodem obter-se a partir de:

[(XO [Xo0O [Cos@Cosk —CoSwSINK +SiNWSINQCOSK  SINWSINK + coswsin@cosk OX, O
5/%: S’AE"L B:oscpsim( COSWCOSK +SiNWsSIN@SiNK —SianOSK+COS(USin(pSinKES/OE (ApB-14)

FHH HAH B -snoe Sinwcos@ COSWCOSY B H

onde, como anteriormentes,, Ya, Z, representam as coordenadas da posicdo ocupadd pormesmo
instantet e X,, Yy, % as coordenadas da posi¢do iniciaPde

E 6bvio que o movimento de translacdo depende do poegoolhido ens.
O movimento geral de um solido fica determinado por seis parametros: trés do movimento de rotagdo em
torno de um ponto (por exemplo os trés anguloEuder ou os trés angulas, ¢ ek definidos anteriormente) e

trés do movimento de translagéo, isto é, do movimento de um ponto qualquer do sélido.
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Apéndice C

La Uniformee Teoremado Limite Central

Le Uniforme
Diz-se que a variavel aleatéiXasegue a lei uniforme no interva[e a, a] (X ~U [— a, a]), seX é uma
variavel aleatdria absolutamente continua, com fun¢éo densidade de probatji(ixl)a,ckmada por:

%S@ asxsa

4
ED, caso contrario
Se X~U [—a,a] entéo

E(X)=0

v(x):""—62

onde E(X) representa a média ou a esperanga matematke ¥ X) a variancia de".

Teorema do limite central

! Define-se esperanca matemética)deE(X) , por

E(X) :f:xf(x)dx

onde f (X) € a fungdo densidade de probabilidadXdgesde que
J'+°°|x| f (x)dx < +oo

No caso em estudo, a hip6tese anterior € sempre valida uma vez que o integral se reduz a um integral de uma funcéo
continua num intervalo fechado.
Entao

E(X):faxz—ladxzo

Designamos pdv’(X) a variancia da variavel aleatc’JP(aV(X) existe se existilE(X 2).

v(x) = E[x - E(X)]" = E(x?)-[E(X)]°

Dado que, no presente caﬁ(,X) =0ef (x) é a funcéo densidade de probabilidade thI[;-i- a, a] , vem

A variéncia define-se por:

2

v(x) = E(x?) :J'_:ox2 f (x)dx :faxzz—ladx :%
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Segja X uma variavel aleatéria com média e desvio padrdoo >0. Seja (Xl,XZ,---,Xn) uma

amostra deX, isto é, X;, X,,--+, X,, sdo varidveis aleatdrias independentes, seguindo todas a mesmX.lei de

Entéo,
1 n
i X _
7— segue assimptoticamente a {0,1)
Jn
No caso em estudo temos; ~U [— a,a], i=12,---,n, 0 que implica quem=0 e que
N S
6 6
Podemos entdo afirmar que, para um valon deficientemente elevado, a variavel aleatéria definida
por

Quando se empregam distribuicBes assimptéticas pde-se naturalmente o problema de averiguar a partir
de que valor de se esta seguro de que sdo desprezaveis 0s erros cometidos. A resposta a esta questdo depende
como € ldgico, das estatisticas consideradas. Para a distribuicdo da média de amostras de dimensao 30,
recolhidas de popula¢gBes que se saipaori ndo serem muitos assimétricas, a aproximacao Normal é bastante

boa [18]. No nosso caso partimos de uma populacdo simétiGasegue uma lei uniforme no intervalo

[-a.a]).

Na simulagdo numérica realizada neste trabalho, surge, em determinada altura, a necessidade de possuir
um gerador de nimeros aleatérios com distribuicdo normal. No entsoftevare utilizado apenas dispbe de um
gerador de numeros aleatorios com distribuicdo uniforme. Baseado no Teorema do limite central foi construido, a
partir daquele, um gerador com distribuicdo aproximadamente normal. Para isso, tal como é feito habitualmente
guando se pretende construir um gerador normal a partir de um gerador uniforme, foram consideradas amostras
de dimensao 10n(=10).

2 O desvio padréo é a raiz quadrada da variancia.
3 por N(O,l) representa-se a lei normal de média O e desvio padréo 1.
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Apéndice D

Descricao das rotinas d&NAG EO4FDF e EOAGCF

ROTINA NAG EO4FDF

Objectivo
A rotina EO4FDF da biblioteca de rotinas de Fortran da NAG consiste num agoritmo simples cujo

objectivo principal é a determinagdo de um minimo, ndo condicionado (minimo livre), da soma dos quadrados de

M fungBes néo lineares el variaveis (M > N). N&o é necesséario serem conhecidas as expressdes das

derivadas das diversas fungdes.
Esta rotina é destinada a fun¢des continuas, que tém primeira e segunda derivadas também continuas.
No entanto, a rotina funciona habitualmente, mesmo que as derivadas daquela ordem tenham descontinuidades

ocasionais.

Especificagcéo
SUBROUTINE EO4FDF (M, N, X, FSUMSQ, IW, LIW, W, LW, IFAIL)
INTEGER M, N, IW(LIW), LIW, LW, IFAIL
DOUBLE PRECISION  X(N), FSUMSQ, W(LW)

Descricdo
A rotina EO4FDF é essencialmente idéntica a sub-roti$hIDN1 do “National Physical Laboratory

Algorithms Library” e é aplicavel a problemas que se apresentam na forma:
M 2
Minimizar F(x) =3 [,(X)]
1=1

onde X = (Xl,XZ,m,XN)T e M =N . As fungBesf,; (X) sdo também designadas pesiduos O utilizador
deve ainda introduzir a sub-rotina LSFUN1 que calcula os valores tomados pelas diversas fun¢oes; (X) em
qualquer ponteX.

A partir de uma aproximagéo inicia((l), fornecida pelo utilizador, a rotina gera uma sequéncia de
pontos X(Z), x@ , ..., que se pretende que seja convergente para um minimo loEéXde(minimo da soma
dos quadrados das diferentes func;fbﬁ(s()). A sequéncia de pontos é calculada por meio de:

x () = 5 (k) 4 o (W) p(K)
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onde o vector P®) representa a direc¢do de procura @ € escolhido de forma quE(X(k) +a(k)P(k)) e

aproximadamente um minimo a respeitooo(é). Os pontos séo gerados usando estimativas para a curvatura de
F(X).

o vector P utilizado depende do valor da reducéo na soma dos quadrados obtida durante a iteragéo
anterior. Se a soma dos quadrados € suficientemente reduzida,Féﬁ‘?téé) uma aproximacgdo a direcgdo de
Gauss-Newton; caso contrario sé@o feitos calculos adicionais para a funcao, de mod(ﬂueepresente da
forma mais aproximada possivel a direccadldston.

Este método foi elaborado de forma a assegurar uma evolucdo bem direccionada das aproximacdes

sucessivas para o vectdr qualquer que seja a aproximacao iniciel! , de modo que se verifique uma rapida

convergéncia do método tiewton.

Par&metros e Rotinas introduzidas pelo utilizador

a) Parametros de entrada

e M - variavel do tipo inteiro.

e N - varidvel do tipo inteiro.

Na entradaM deve especificar o nimero de residub$X) e N o numero de variaveisX; . E
obrigatério que:

1<sNs M
Os valores d&1 e deN néo séo alterados durante a execucdo do programa.
« X-vector de elementos de dupla precisdo, com dimens&o niNnima

Antes de efectuar a chamada da rotina o utilizador devera ter atribuido aos diVe(nQos

(j = ],2,--~,N), uma estimativa para o minimo dessa variavel. Por outras palavras, é necessario que o utilizador

indiqgue um valor para a aproximacao inicial do vector das variaveis, que designén)o@ parpartir da qual a
rotina ird, caso seja possivel, determinar um minimo local da fuRG&®.
No fim da execucdo o vectof contém os valores das varidveis que tornam minima a soma dos

quadrados dos residuos. Assim, se na si&idd = 0, X(n) representa &-ésimacomponente do vector X

correspondente ao minimo da fun¢do

 FSUMSQ - variavel de dupla preciséo.

Na saida da rotinaFSUMSQ contém o valor da soma dos quadrados dos residEgx,),
correspondente ao vectdrgue torna minima a func&o

* |W- vector de elementos inteiros de dimenisad.

Este vector é usado como vector auxiliar.

e LIW- variavel do tipo inteiro.

Na entradalIW deve especificar a dimensdo do vedir cujo valor deve ser igual ao declarado no
programa que chama a rotiE@4FDF. E necessario qu&lW=1. O valor deLIW ndo é alterado durante a

execucao.
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e W- vector de elementos de dupla precisdo com dimdnsao

Este vector é usado como vector auxiliar.

e LW- variavel do tipo inteiro.

Na entradal. W deve especificar a dimensdo do vedrcujo valor deve ser igual ao declarado no
programa que chama a rotiB84FDF. E necessério que:

LW=7N+N?+2MN +3M + N(N -1)/2 seN>1

LW=9+5M seN =1
O valor deLW ndo é alterado durante a execucgéao.
e |FAIL - variavel do tipo inteiro.
Antes da chamada da rotina, deve atribuir-se a esta variavel o valor 0, 1 ou -1. A menos que a rotina
EO4FDF detecte algum erro ou que dé algum dvisa saida o valor d€AIL devera ser 0.
Para esta rotina, e porque os valores dos parametros calculados podem ser Uteis mesmo que no fim da
execucao se tenhEAIL # 02, é recomendado que no inicio seja atribuido o valor -1 a esta variavel. Nesse caso

€ conveniente que no final da execugéo o programa indique ao utilizador o J&lArldgue obteve.

b) Rotinasintroduzidas pelo utilizador
e LSFUNL - Sub-rotina.
A sub-rotinaLSFUN1 deve ser definida pelo utilizador, de forma a calcular o vector dos valores dos

residuos f, (X) (i =12, M), em qualquer “pontoX. Uma vez que esta sub-rotina ndo é um parametro da

rotina EO4FDF, € obrigat6rio que o nome da sub-rotina que calcula os refefjtﬂds) seja sempre o indicado.

E aconselhavel que a sub-rotlcBUN1 seja testada separadamente antes de ser usada em conjunto com a rotina
EO4FDF.

A especificacdo desta sub-rotina é a seguinte:

SUBROUTINE LSFUN1 (M, N, XC, FVECC)

INTEGER M, N

DOUBLE PRECISION  XC(N), FVECC(M)

Nela constam as variaveis:

e M - variavel do tipo inteiro;

e N - variavel do tipo inteiro.

Na entradaM e N contém o nimero de residuos e o nimero de variaveis, respectivamente. Os valores de
M e deN néo deverédo ser alterados na execucéo da sub-rotina.

e XC - vector de elementos de dupla precisdo, com diméthsédo

Na entradaXC deve conter o ponto para o qual se pretende que a sub-rotina calcule os valores dos

residuosf; (X) . Esta ndo devera alterar os valores presente€Cem

* FVECC - vector de elementos de dupla precisdo, com dimévisao

! Mais a frente estdo especificados os tipos de aviso que podem surgir.
2 Por exemplo, apesar de a rotina ndo encontrar os resultdeos o utilizador podera querer saber os valores das
variaveis calculadas, tal como o vec¥oou a soma dos quadrados dos residuos, representaeapd8Q.
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Na saida da sub-rotina, ellﬁVECC(i) devera constar o valor d& calculado no pontXC, para

i=12,---,M.

Indicadoresde erro e avisos
Se na entradd-AIL= 0 oulFAIL= 1 ent&o no fim da execug¢éo, caso tenha acontecido algum problema
no célculo do minimo, a rotina envia uma mensagem de erro na qual se encontra uma breve explicagéo para a sua
ocorréncia. Podem acontecer as seguintes situagdes:
e [FAIL=0
Nao ocorreu nenhum erro no calculo do minimo da fuk¢@ o0 resultado obtido corresponde ao
minimo local pretendido. Este € o Unico valor da variivAlL que corresponde a ndo existéncia de erros e se
ocorrer qualquer outro valor na saida isso significa que a rotina néo funcionou correctamente.
* |IFAIL=1
Surge esta mensagem de erro sempre que ocorre na entrada uma das seguintes situacdes:
N <1
M <N
LIwW<1
LW <7N+N?+2MN +3M + N(N -1)/2 quandoN >1

LW<9+5M quandoN =1
* IFAIL=2
Foram feitas 400 chamadas da rotineSFUN1 e o algoritmo aparentemente ndo convergiu para a

solucdo desejada. Tal pode ocorrer devido a uma definicdo errada da funcdo que se quer minimizar (por

exemplo, pretender minimizar uma funcdo que ndo tem minimo local) ou entdo devido a uma aproximagéo inicial
x® de muito ma qualidade. Neste Ultimo caso é aconselhavel efectuar uma nova chamada da sub-rotina
EO4FDF utilizando para aproximagéo inicial o resultado final obtido ao fim dad d6@madas deSFUNL.

e |FAIL=3

No fim da execucéo o pon¥obtido ndo satisfaz as condi¢es para a sua aceitagdo como solugdo para
0 minimo da fun¢g&&. No entanto néo foi possivel encontrar um resultado melhor.

* |FAIL=4

Uma rotina auxiliar que a rotifa04FDF usa ndo foi capaz de efectuar a decomposi¢céo por valores

singulares (que é necesséria a estedodtnum numero razoavel de sub-iteragdes.

 |FAIL=5
* IFAIL=6
e |FAIL=7
 |IFAIL=8

Em qualquer um destes casos existem davidas acerca de &pentmntrado pela rotirlB04FDF, ser

um minimo local dé-. O grau de confian¢a no resultado diminui & medida que o val&tle aumenta. Assim,
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se a variavelFAIL toma o valor 5, é bastante provavel que o resultado finaodauma boa estimativa para a
posi¢cdo do minimo pretendido, madBAIL = 8 é improvavel que a rotina tenha encontrado um minimo.
Se o utilizador ndo se encontrar satisfeito com o resultado (isto é, porque a {fafHvébma valores
entre 3 e 8) é aconselhdvel reiniciar os célculos partindo de uma aproximacao inicial diferente da utilizada, por
forma a evitar a regido que causou a existéncia do erro. Falhas sucessivas poderdo indicar que existe algum erro

na formulacdo do problema.

Preciséo
Se o problema esta bem formulado e se na saida se obtém o valor 0 para alWatidyel seja, foi
atingido um minimo local), entdo, para uma maquina taasas decimais de precisdo, é de esperar que se

obtenham:

t L L
- cerca dez —1 casas decimais de precisdo nas componentes do Xgctor

- entret-1 (se o minimo deF(X) é proximo de 1) e2t-2 (se F(X) toma um valor no seu

minimo que & préximo de 0), casas decimais de precis&e(em.

Comentarios

O numero minimo de iteracdes que é necessario efectuar para atingir o minimo daFf(mﬁtéo
depende essencialmente de trés factores:

— nuUmero de variaveis;

- numero de residuo (X) e seu comportamento;

- distancia entre o ponto de partida (aproximagéo inmigl) e a solucdo final para o vectr

O numero de multiplicacdes executadas em cada iterag@BBF é bastante variavel. Em cada uma
destas iteracdes sao feitas pelo meNos1l chamadas da sub-rotih&UN1. Assim, a menos que o calculo dos
residuos seja realizado muito rapidamente, o tempo que o programa demora a correr € essencialmente gasto nas
chamadas deSFUNL.

Idealmente o problema de minimizacdo que se pretende resolver deve ser modelado de forma que o

valor minimo da soma dos quadrados dos residuos pertenca ao in}@r&kﬁlo

ROTINA NAG EO04GCF

Objectivo
A rotina EOAGCF da biblioteca de rotinas dertran daNAG consiste num algoritmo simples, baseado

no métodoQuasi-Newton, cujo objectivo principal é a determina¢do de um minimo, ndo condicionado, da soma
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dos quadrados de M func¢des ndo lineares e variaveis (M > N). Contrariamente a rotinB04FDF atras

descrita, esta rotina exige o conhecimento das expressdes da primeira derikhdiangass.

Esta rotina € destinada a fun¢des continuas, que tém também primeira e segunda derivadas continuas.
No entanto, tal como no caso anterior, a rotina funciona habitualmente, mesmo que as derivadas daquela ordem
tenham descontinuidades ocasionais.

Uma vez que a estrutura e principal fungdo desta rotina séo bastante semelhantes a estrutura e funcdo da

rotinaEO4FDF>, ndo sera feita aqui a sua descricdo exaustiva.

Especificagdo
SUBROUTINE EO4GCF (M, N, X, FSUMSQ, IW, LIW, W, LW, IFAIL)
INTEGER M, N, IW(LIW), LIW, LW, IFAIL
DOUBLE PRECISION  X(N), FSUMSQ, W(LW)

Descricao
A rotina EO4GCF é essencialmente idéntica a sub-rotiShIDN2 do “National Physical Laboratory

Algorithms Library” e €, como no caso anterior, aplicavel a problemas que se apresentam na forma:
Y 2
Minimizar F(X) = Z[fi (X)]
1=1

-
onde X = (Xl,XZ,---,XN) e M =N . O utilizador deve ainda introduzir a sub-rotltBFUN2 que permite

avaliar os valores dos diversmsiduos f; (X),, para todos os pontos X, bem como os valores tomados pelas

suas primeiras derivadas.

Antes de minimizar a soma dos quadrados dos residuos, o algoritmo testa a consisténcia da sub-rotina
LSFUN2. A seguir, partindo de uma aproximacao inicial pXrafornecida pelo utilizador, é gerada uma
sequéncia de pontos, que se pretenda que seja convergente para o minimo da soma dos quadrados dos residuo:

Estes pontos sdo gerados usando estimativas para a curvaﬁ(rx)ie

Parametros e Rotinas introduzidas pelo utilizador

e M - variavel do tipo inteiro.

* N - varidvel do tipo inteiro.

Na entradaM deve especificar o nimero de residudgéX) e N o nimero de variaveiX; e deve-se
ter 1< N < M . Mais uma vez os valores dee deN ndo séo alterados durante a execugdo do programa.

e X-vector de elementos de dupla precisdo, com dimens&o niNnima

Antes de efectuar a chamada da rotina, o utilizador devera ter atribuido aos dim{rjéos

(j = ],2,-~,N), uma estimativa para o minimo dessa varidvel. Em seguida, a rotina testa os valores da primeira

A principal diferenca reside no facto de agora ser também necessario introduzir uma matriz que contém as ddvlvadas das
funcdes em ordem &évariaveis.
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derivada na aproximacao inicial, calculados através da sub-rotiS8UN2. E aconselhavel que o utilizador

introduza uma aproximacdo inicial ndo nula, com valores distintos para 0s Xzén'i))s(j = lZ,m,N) .

No fim da execucgdo, o0 vectot contém os valores das variaveis que tornam minima a soma dos

guadrados dos residuos. Assim, se na saida a vatigMél tomar o valor zero,X(n) representa a-ésima

componente do vector X correspondente ao minimo da fun¢éao

« FSUMSQ - variavel de dupla preciséo.

Na saida da rotinaFSUMSQ contém o valor da soma dos quadrados dos residEgx,),
correspondente ao vectdrgue torna minima a func&o

* |W- vector de elementos inteiros de dimenisad.

Este vector é usado como vector auxiliar.

e LIW- variavel do tipo inteiro.

Na entradalIW deve especificar a dimensdo do vedWr cujo valor deve ser igual ao declarado no
programa que chama a rotie@4GCF. E necessario que a variald¢W tome um valor ndo inferior a 1, ndo
sendo este valor alterado durante a execugéo.

¢ W- vector de elementos de dupla precisdo com dimdn\&ao

Este vector é usado como vector auxiliar.

e LW- variavel do tipo inteiro.

Na entradal W deve especificar a dimensdo do vedrcujo valor deve ser igual ao declarado no
programa que chama a rotiB@4GCF. E necessario que:

LW =8N +2N?2 +2MN +3M seN>1
LW =11+5M seN =1

O valor deLW néo é alterado durante a execucgao.

* |FAIL - varidvel do tipo inteiro.

Antes da chamada da rotina, deve atribuir-se a esta variavel o valor 0, 1 ou -1. A menos que a rotina
EO0AGCF detecte algum erro ou que dé algum aviso de erro, na saida o Vidétlddevera ser 0.

Para esta rotina, e porque os valores dos parametros por ela calculados podem ser Gteis mesmo que no
fim da execucéo se tenH&AIL £ 0, é recomendado que no inicio seja atribuido o valor -1 a esta varidvel. Nesse

caso é conveniente que no final da execuc¢ao o programa indique ao utilizador o N&dL dgie obteve.

b) Rotinasintroduzidas pelo utilizador

LSFUN2 - Sub-rotina.

A sub-rotinaLSFUN2 deve ser definida pelo utilizador, de forma que ela calcule o vector dos residuos
f; (X) (i =12, M) e a matrizJacobiana que contém as suas primeiras derivag%ié—(x), para qualquer

I

“ponto” X. Mais uma vez, dado que esta sub-rotina ndo é um parametro d&EO#B@EF, é obrigatério que o
nome da sub-rotina seja sempre o indicado. E aconselhavel que a subSBtINR seja testada separadamente
antes de ser usada em conjunto com a r&d&CF.

A especificacdo desta sub-rotina € a seguinte:
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SUBROUTINE LSFUN2 (M, N, XC, FVECC, FJACC, LJC)

INTEGER M, N, LIC

DOUBLE PRECISION  XC(N), FVECC(M), FJACC(LJC,N)

Nela constam as variaveis:

e M - variavel do tipo inteiro;

* N - variavel do tipo inteiro.

Na entradaM e N contém o nimero de residuos e o niUmero de variaveis, respectivamente.

e XC - vector de elementos de dupla precisdo, com diméthsado

Na entradaXC deve conter o ponto para o qual se pretende que a sub-rotina calcule os valores dos
residuosf; (X) e das suas primeiras derivad%f(x). Esta ndo devera alterar os valores presente€em

I

* FVECC - vector de elementos de dupla precisdo, com dimeévisdo

Na saida da sub-rotineFVECC(i) deve conter o valor def,, calculado no pontoXC, para
=12, M.

* FJACC - matriz de elementos de dupla precisdo, com dimehs@egor N.

Na saida da sub-rotin&JACC(i, j) deve conter o valor d%axf—‘(x) calculados no pontXC, para
j

i=12,--,M ej=12,--,N.
e LJC - variavel do tipo inteiro.

Na entrada, a varidvélJC, que ndo deve ser alterada durante a chamada da sub-rotina, contém o

nuamero de linhas da matJACC, que regra geral é iguaMa

Indicadoresde erro e avisos

Se na entraddFAIL = 0 ouIFAIL = 1 entdo, no fim da execucdo, caso tenha acontecido algum
problema no célculo do minimo, a rotina envia uma mensagem de erro na qual se encontra uma breve explicacdo
para a sua ocorréncia. Podem acontecer as seguintes situacoes:

* |IFAIL=0

N&o ocorreu nenhum erro no célculo do minimo da fui€&@o o0 resultado obtido corresponde ao
minimo local pretendido. Este é o Unico valor da variéW@lL que corresponde a ndo existéncia de erros.
Qualquer outro valor na saida significa que a rotina ndo funcionou correctamente.

* |FAIL=1

Surge esta mensagem de erro sempre que ocorre na entrada uma das seguintes situacoes:

N<1

M <N

LIW<1

LW <8N +2N? + 2MN +3M quandoN >1

LW<11+5M guandoN =1
 IFAIL=2
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Ao fim de 50N chamadas da sub-rotina LSFUN2 o algoritmo ndo convergiu para a solugéo procurada.

Tal pode ocorrer devido a uma definicdo errada da funcdo que se quer minimizar ou entdo devido a uma

aproximacao iniciaIX(l) de muito ma qualidade. Tal como na rotlB@4FDF, é neste caso aconselhavel
efectuar uma nova chamada da sub-rd&®&GCF, utilizando para aproximacao inicial o resultado final obtido
ao fim das 58 chamadas deSFUN2.

* |FAIL=3

No fim da execucdo o pon¥obtido ndo satisfaz as condi¢ces para a sua aceitagdo como solucdo para
0 minimo da fun¢dé, ndo tendo sido possivel, no entanto, encontrar um resultado melhor.
* |IFAIL=4

Uma rotina auxiliar que a rotirB04GCF usa ndo foi capaz de efectuar a decomposicdo por valores

singulares (que € necesséria a estedogdtnum namero razoavel de sub-iteragdes.

 IFAIL=5
* IFAIL=6
e IFAIL=7
 IFAIL=8

Em qualquer um destes casos existem dlvidas acerca de mtontrado pela rotindB0AGCF, ser
um minimo dé~. O grau de confianga no resultado diminui & medida que o valBAtle aumenta.
* IFAIL=9

Existe grande probabilidade de o utilizador ter cometido um erro na constru¢éo da matriz das derivadas,
presente na rotinaSFUN2.

Se o utilizador ndo se encontrar satisfeito com o resultado (isto é, porque a \faflvébma valores
entre 3 e 8) é aconselhavel reiniciar os célculos partindo de uma aproximacgao inicial diferente da utilizada, por
forma a evitar a regido que causou a existéncia do erro. Falhas sucessivas poderdo indicar que existe algum erro

na formulacdo do problema.

Preciséo
Se o problema esta bem formulado e se na saida se obtém o valor 0 para aFaAtiayel seja, foi
atingido um minimo local), entdo, para uma maquina taasas decimais de precisdo, é de esperar que se

obtenham:

t L .
- cerca dez -1 casas decimais de precisdo nas componentes do Xgctor

- entret -1 (se o minimo deF(X) é aproximadamente 1)2 -2 (se F(X) toma um valor no seu

minimo que é préximo de 0), casas decimais de precisdo no vdl%(r)@)e

Comentarios
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O numero minimo de iteracdes que é necessdrio efectuar para atingir o minimo daFf(MQéo

depende essencialmente de trés factores:
— ndmero de variaveis;

— numero de residuo$ (X) e seu comportamento;

- distancia entre o ponto de partida, definido pela aproximacao in(cff)al e a solucao final para o
vectorX.
O nimero de multiplicagbes executadas em cada iterad@GEF é bastante variavel. Em cada uma
destas iteracBes é feita pelo menos uma chamada da sub-@fldN2. Assim, a menos que o célculo dos
residuos e das suas primeiras derivadas seja realizado muito rapidamente, o tempo que o programa demora a
correr é essencialmente gasto nas chamadaSrd#N2.

Mais uma vez, o problema de minimizag&o que se pretende resolver deve ser modelado de forma que o

valor minimo da soma dos quadrados dos residuos seja um valor que pertenca ao}ﬁté[\zalo
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Apéndice E

Critério dos minimos quadrados

Iremos fazer neste apéndice uma abordagem, ndo exaustiva, ao problema de ajustamento pelo critério
dos minimos quadrados. Sera especialmente focado o caso particular de ajustamento que foi implementado
numericamente.

Chama-se modelo matematico ao sistema tedrico ou conceito abstracto através do qual se descreve uma
situacgdo fisica ou um conjunto de acontecimentos, ndo sendo esta descricdo necessariamente completa. Como urr
modelo serve um propdésito especifico, a sua formulacdo pode variar largamente de um ponto de vista para outro,
podendo, deste modo, 0 mesmo sistema fisico ser descrito por mais do que um modelo.

Um modelo matemético pode ser dividido em duas partes conceituais:

- Modelo funcional: composto por relacdes que descrevem a geometria ou as caracteristicas fisicas

do problema em questéo;

— Modelo estocastico: composto pelo conjunto de relagcdes que descrevem as propriedades estatisticas
dos elementos envolvidos no modelo funcional, indicando, por exemplo, a qualidade das
observacdes feitas, através das suas precisoes.

Quando se pretendem determinar uma ou véarias grandezas, normalmente fazem-se mais “observacfes”

do que as estritamente necessarias para a sua obtencdo. As principais razdes para a existéncia de redundanci

— permitir a deteccéo de erros grosseiros atraves da confirmacgéo dos valores medidos;
- permitir fazer uma avaliacdo mais precisa das quantidades desejadas (através da execucdo de um
ajustamento);

— permitir estimar a ordem de grandeza da precisdo obtida para os valores ajustados.

Antes de iniciar a aquisi¢do de dados, é necessario especificar o modelo matematico a considerar, que é
construido utilizando um certo nimero de variaveis e um conjunto de relacées entre elas. Escolhem-se entédo as
grandezas a observar, o nimero de observacbes que se terdo de fazer e a sua precisdo. A necessidade de s
realizar ou ndo um ajustamento vai depender do ndmero de observacdes feitas. Se estas forem mais do que o
ndmero minimo de variaveis independentes que permitem definir o modelo escolhido de uma forma Unica, sera
necessario ajustar as observacdes para que se obtenha uma solucao Unica.

Suponhamos que temos o0 seguinte modelo funcional:

G T) =0

(L L) =0
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oL e L) =0
que, parasimplificar, representaremos por
(Ll L)=0  i=120c
ou ainda por

F(rliL_Z!!L_n) =0
onde F(flL_zL_n) designa a matriz coluna constituida peldancdes, 0 a matriz coluna canelementos

nulos eL_J- o verdadeiro valor da grandeza, para j =12,---,n (valor que nunca € conhecido). Alem disso, €
necessario que>n.

Representando amc(a:L_zL_n) por L, obtém-se anodelo funcional gue descreve o problema em

questao:
F(L)=0
Devido & superabundéancia existente, teremos varias possibilidades de obter solu¢Bes para o problema,

gue serdo tantas quantas as combinagfes que podemos formar com as “observacdes”, tomadas em numero

minimo necessario para resolver o problema em questdo. Desta forma os parBmetrps..., L, ndo sédo

consistentes commodelo funcional e teremos que substitui-los por um conjunto de estimagdes, , ..., L,

(parédmetros ajustados) que satisfacamodelo funcional. Estas estimagfes séo obtidas adicionando a cada uma
das “observagfes” uma quantidade denominada correc¢do ou résjiaﬂme tal forma queI:j =L;+v;, com

j =12,---,n. No entanto existem varios valores deque dardo origem a um conjunto de parametros ajustados

consistentes commodelo funcional. Para escolhermos o “melhor” conjunto de parametros ajustados, ou seja, 0s
valores mais provaveis para as parametros ajustados, vamos utilizar um critério adicional, que é o critério dos
minimos quadrados
O critério dogminimos quadradosonsiste em minimizar a funcéo
®=v'W

ondev é o vector dos residuos associadorgparametros.,, L,, ..., L:

v
.
0
YnO

e W a matriz dos pesos dos parametros, que é uma matriz quadrada de.orPdeanparametros considerados

1

OoOoood

independentes (ou ndo correlacionados) a matriz dos pesos € uma matriz diagonal e toma a seguinte forma:

0 g
wvl O cee OD 012 O O D
O . 0 O [l
W:D(.) e . ge2d 0 }/022 u
E: . og °0 ..o O
0 0

M - 0 w 0 0 }/
" a2
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sendo w; 0 peso do parametra;, 002 a variancia de referéncia (a variancia de um paradmetro com peso

unitario) eai2 a variancia do parametrb; .
No caso de termos parédmetros ndo correlacionados, a kvedrimma matriz diagonal e a func@

toma a forma

®= i(wj"iz)

=1

No caso mais simples em que os parametros, além de serem néo correlacionados, tém a mesma precisao

(w; =1) temos
n
— 2
o= z Vi
1=1

de onde advém o nome do critério. Neste caso a matriz dos\jgésmg a forma da matriz identidade.

Assim os parametros ajustados vao ser os elementos do \ecthr+ v, sendol o vector inicial dos
parédmetros & o vector dos residuos que tornam minima a furi@ao

Frequentemente as equagfes que constituem o modelo funcional ndo séo lineares, o que complica
consideravelmente o ajustamento. Quando tal acontece € habitual proceder-se a sua linearizac¢ao, utilizando para

isso a formula d&aylor, aplicada a cada uma dasungdes f;. Desprezando no desenvolvimento em série o0s

termos de ordem igual ou superior a segunda ordem, de

(GG D) =0

obtém-se
n g O _ g
f(LO,LO,.., L)+ )3 (Lj _ Li(o))g: O.paai=1-.c (ApE-1)
=1 s (FONWONRC) E

onde (Ll(O), LZ(O),--«, Ln(O)) representa a aproximacao inicial para as gran _aB_ZL_n) que pretendemos

determinar. De uma forma simplificada, representadol.ﬁ%ro vector(Ll(O), LZ(O),---, Ln(o)), escrevemos
o\, il (7_,0)- =1 .. ;
fi(L )+ QIQ@(L L )—O, parai =1,---,C (ApE-2)

[of; O
onde E—'E representa a matriz linha das derivadas parciais da fufc@m ordem as variaveis L;,
oL L©

calculada com os valores da aproximagéo inicf3.

Considerando o conjunto dagquacdes escrevemos

1 Setivermosmfungﬁes(fl, fo,-, fm) emn variéveis(xl,xz,---,xn) , OU seja, considerando uma fungéo
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F(L®)+ %H@ (C-19)=0  (apE3)

Uma vez que os verdadeiros valores dos coeficientes dos polindmios nunca sdo conhecidos, ou seja, 0

vector (EL_ZL,]) nunca podera ser conhecido, vamos substitui-los pelos valores ajustados, o0s quais
pretendemos determinar pela técnica dugimos quadrado® que representaremos por (I:1,I:2,-~~,I:n).

Designando (I:1,I:2,-~,I:n) por [, vem

F(L®)+ %%@ (C-19)=0  (ApE4)

Designando por v 0 vector dos residuos associadosraparametrosL,, L,, ..., L, e considerando a
aproximacéo inicial para os parametid® = (Ll(O), LO ... Ln(O)), teremos
v="0L-10
Para obter os valores ajustadﬁsadiciona—se o vector dos residuogsos valores da aproximacgao

inicial L(O). No entanto, se pretendermos fazer varias iteracdes, em cada uma delas usamos para aproximacgao

L o valor ajustado obtido na iterag&o anterior. De (ApE-4) vem
(0 ? -
F(L9)+ dﬁuwv 0
Designando a matrifacobiana QZ—EQ o porAe - F(L(O)) porf, vem
LO

Av=f (ApE-5)

que é anodelo funcional linearizado (sistema deequacdes), onde:

FIR" - IR™
x>y =F(x)
comy= (yl,yz,m,ym) dado por
Y1 = fl(X11X2""1Xn)

Yo = f2(x1,x2,~~,xn)

Ym = fm(xl1x21"'vxn)
aformalinearizadade F sera

y Dy(o) + I AX

ondey representa o valor da fungBgara um ponto qualquer y(o) representa o valor dena aproximacéo iniciak(o)
(ponto em torno do qual € feito o desenvolvimento em sérigagler), J,, a matrizJacobiana (matriz das derivadas

parciais dasn fungdes f; em ordem as variaveis X; ) calculada também na aproximacéo iniciéP) e AX o vector dos

acréscimos, definido pax = x — x(o) .
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Vamos agora aplicar o critério dognimos quadradgssto é, vamos determinar a solucéo Unica para o
vector dos parametros que torfle= v' VW minimo. Para isso temos que resolver o sistema
CAv=f
EFD =v'W minimo
que é um problema de extremos condicionados e que vai ser resolvido pelo mémgtamtg’.

Vamos assim construir uma func&é, a partir de® , introduzindoc multiplicadores dé.agrange, de
modo que

W=0o+A(Av-f)

2 0 método dé_agrange para determinacdo de extremosdicionados diz que, quando se pretende determinar um extremo
relativo de uma fungdd em n varidveis, que estdo relacionadas entre sikpaondicdes @;,---,@, (com k <n),

introduzem-sek multiplicadores de_agrange A; (i =1,---,k) e estuda-se uma nova func&, de n+k variaveis,
definida por
W=1f + A0 +Ap@+ A @y

Os extremos relativos da funddserdo as solucdes do sistema

de,=0
E(pzzo
o o
a

O® =0
DG‘P_O
Cox, ~
0 1
Daizo
[ox,
0
Daw_o
[0%n
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Para simplicidade de calculo, as multiplicadores delLagrange serdo representados na forma
A =-2k", senddk um vector coluna deelementos, vindo
W=0p-2k"(Av-f)=v'W-2kT(Av-f)

O minimo da func@adP serd a solugdo do seguinte sistema:

ov .
ondea— representa a derivada da fun¢g#oem ordem ao vectat
v

Calculando a derivadabtém-se o chamadistema de equacdes normais

Bviw-2kTA=0
QAV— f=0

Para a resolucdo do sistema podem seguir-se 0s seguintes passos:
(i) resolve-se a primeira equagcdo em ordemen uma vez que se considera que a mgirg uma
matriz diagonal, vem
v=W1ATk

(ii) substitui-sev na segunda equacao e determina-se o valor de

3 sgavo vector (n,l) dado por
v = Ay

onde A € uma matriz(m, n) eyum vector(n,l) . SeA é independente detem-se:

&

|2

Sejaw aforma bilinear:
w=x" Ay
ondex ey sdo vectorein,l) eA é uma matriz quadrada de ordenBeA € independente dee dey entédo
ow

—=x"A
oy
e
ow
- = yT AT
0X
Sejau aforma quadrética
u=x'Ax
ondex € um vector(n,l) eA é uma matriz simétrica de ordene independente de Demonstra-se facilmente que

du
Sox A A =X (ArA)=2x A
X
Uma vez que se considera que as variaveis do problema em causa ndo estdo correlacionadas, a matri daspesos
matriz diagonal (e por conseguinte simétrica), o que justifica o resultado:
0
—(v'w)=2v"w
ov
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-1
k=(AwAT) "t
(iii) substitui-se k na expresséo encontrada para

v=wlAT(AWAT) ' (ApE-6)

Quando os parametros ndo estdo correlacionados e se consideram todas as observac¢des com igual
precisdo (que é o caso do nosso trabalho), a nVittema a forma da matriz identidade e o vector dos residuos
pode ser obtido por
-1
v=AT (AAT) f  (ApE-7)
Ap6s o célculo do vector dos residuos obtém-se os pardmetros ajustados através de

[=LO+y (ApE-8)

Se pretendermos realizar mais iteracdes repete-se todo o processo descrito. Jacobiaiza A e o
vector dos termos independenfeserdo agora calculados com os valoresLd@btidos no fim da iteracéo

anterior, isto €, toma-se patéo) o valor deL obtido. Calcula-se novamente o vector dos residuos por meio de

(ApE-7) e obtém-se a nova aproximagéo para 0s parametros por meio de (ApE-8). Note-se que nesta expressao

L0 corresponde ao valor de calculado no fim da iteracdo anterior e queé a nova aproximacao para o
vector dos parametros que queremos determinar. Realizam-se iteragbes até que o vector dos residuos (que
corresponde a diferenca entre os vectores dos parametros ajustados obtidos em duas iteracdes sucessivas) sej

préximo do vector nulo.
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