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Problemas directo e inverso
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1 Introducao

A medicao de distancias tradicionalmente usada em Topografia, quer com
métodos directos, quer com métodos indirectos, € inadequada para fins industri-
ais, especialmente quando o objecto a medir tem dimensoes aprecidveis e formas
pouco regulares. O cédlculo das coordenadas tridimensionais de pontos, num ref-
erencial local adaptado ao objecto em estudo, permite resolver, com facilidade
e eficiéncia, o problema da determinacao da distancia entre pontos do referido
objecto. Esta determinagdo, com uma precisdo adequada & maioria dos casos,
consegue-se com um sistema constituido, pelo menos, por dois teodolitos (de
segundos), sistema esse que, devido a fécil mobilidade dos teodolitos, constitui
um Sistema Mdvel de Medi¢ao Tridimensional.

O principio geométrico subjacente a este processo de medi¢ao é conhecido
h& muito tempo. A sua utilizagdo, na prética, nao era, no entanto, aconselhdvel
devido aos complexos algoritmos de calibragdo do sistema e & complexidade
do célculo e da compensacdo de resultados. A introducdo da electrénica nos
instrumentos de Topografia e a possibilidade de efectuar a sua ligagdo a um
computador, permite a obtencdo dos valores desejados praticamente em tempo
real, o que torna este processo uma alternativa muito védlida em Metrologia
Geométrica.

O Sistema Movel de Medi¢ao Tridimensional, ou simplesmente Sistema Mdv-
el Tridimensional (SMT), tem como fim imediato a determinacdo das coor-
denadas cartesianas tridimensionais (z;,v;,2;), ¢ = 1,2,---,n, de n pontos
P;, num referencial a definir. As componentes essenciais deste sistema sao
dois teodolitos (capazes de efectuar medigbes de angulos ao segundo do gra-
do, 1 x 107* g), que irdo ser estacionados em redor do objecto a medir. As
coordenadas de cada ponto sao obtidas por interseccao das linhas de visada,
quando se aponta a partir dos dois teodolitos para esse mesmo ponto (ver figu-
ra 1). Consequentemente, cada ponto P; terd que ser visado simultaneamente
pelos dois teodolitos.



Figura 1: Sistema Mével Tridimensional (SMT)

2 A Aquisicao de Coordenadas

O principio de medi¢ao com um Sistema Mdvel Tridimensional estd esquema-
tizado na figura 2. Para efectuar a medigdo de coordenadas, estacionam-se
livremente dois teodolitos e visam-se os pontos cujas coordenadas se pretendem
determinar P = (z,y, z), medindo-se os Angulos azimutais H4 e Hp e os angulos
zenitais V4 e Vg, indicados na figura.

A base b (distancia horizontal entre os pontos A e B, centros dos dois
teodolitos) e a diferenca de nivel H entre esses centros, determinam-se pre-
viamente visando-se, com os dois teodolitos, pontos fixos distribuidos espacial-
mente, ou os extremos de uma base de comprimento conhecido. Ao conjunto de
operagoes que conduzem & determinacao de b e de H dd-se o nome de Calibrag¢ao
do Sistema.

Assim, a primeira coisa a fazer serd definir o sistema de coordenadas ligado
ao SMT. Para isso, consideremos a figura 2, na qual P é o ponto de coordenadas
a determinar e os pontos A e B s&o os respectivos centros dos teodolitos.

De uma forma geral, as coordenadas de P sao consideradas em relagdo ao
sistema de referéncia directo (O, 7, 7, ?) Este referencial tem origem O
coincidente com o ponto A (centro do primeiro teodolito), o plano 07k éo

plano vertical que contém os pontos A e B (centro do segundo teodolito), sendo
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Figura 2: Sistema Mével Tridimensional ideal (SMT)

ko vector director (unitdrio) da recta vertical que passa pelo ponto A (no
sentido ascendente) e i o vector (unitdrio) horlzonti{ que aponta de A para
a recta vertical que passa pelo ponto B. O vector j serd o vector unitdrio
definido de tal forma que o referencial ( O, 7, 7), ?) seja ortogonal directo!.

Relativamente a este referencial, teremos entao

A=(0,0,0)

B=(b,0,H),

representando b a distancia entre os pontos A e B projectada no plano horizon-
tal, e H a diferenca de nivel entre os pontos A e B.

Utilizando os dngulos Ha, Hg, V4 e Vg, medidos em cada um dos teodolitos
quando visam os diferentes pontos P = (z,y,z) do objecto, o computador,
gracas a recepgao em linha dos valores obtidos,pode calcular, em tempo real, as
suas coordenadas (z,y, z).

As coordenadas (z,y, z) de P podem assim obter-se a partir das relagoes:

T =acos Hy

y=asin Hy (1)
L hy+ (ke + H)
2
17 = ? X 7, onde 7 X” denota o produto vectorial.
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Figura 3: Esquematizacao de um Sistema Movel Tridimensional ideal

com as quantidades auxiliares a, hi e hy dadas pelas relagoes:

- sinHB (2)

T VSin(Ha+ Hp)
SinHA

S — 3
T Sn(Ha+ Hp)’ ®)

hi = a cotg Va, 4)

e
ho = ¢ cotg Vg, (5)

onde Hy e Hp sdo os angulos horizontais ou azimutais? e V4 e Vg os angulos
verticais ou zenitais® medidos pelos dois teodolitos e representados nas figuras
2 e 3. Note-se que, tal como o valor de b, os valores de a e de ¢ correspondem
também a distancias projectadas no plano horizontal (o tridngulo de lados com
comprimentos a, b e ¢ é um triAngulo horizontal). Os valores de b e de H sdo
determinados durante a calibracdo do sistema, como veremos mais adiante.

Portanto, as coordenadas de P sdo obtidas através de &ngulos horizontais e
verticais medidos por teodolitos segundo o esquema das figuras 2 e 3.

20s angulos azimutais ou horizontais sio determinados pelas diferencas entre as leituras
azimutais efectuadas em cada um dos teodolitos para o outro teodolito e para o ponto de
coordenadas a determinar.

3 Angulos, situados em planos verticais, contados desde a vertical que passa pelo centro do
tcodolito (no sentido ascendente) até a dirccgio da linha de visada.



A grande vantagem deste método de medi¢ao em aplicagdes industriais re-
sulta da grande mobilidade dos elementos de medicao - o que permite a medigao
directa de objectos de qualquer tamanho e em qualquer localizacao - e da rapi-
dez na obtencao de resultados - estes sao praticamente obtidos em tempo real.
Além disso, é de referir a ndo necessidade de existir contacto com o objecto a
medir.

3 Materializagao Fisica do Sistema

Num teodolito podemos identificar essencialmente dois eixos de rotagio (ver
figura 4):

e 0 eizo principal ou vertical (e.p.) em torno do qual se medem os dngulos
horizontais ou azimutais e que, portanto, deve ser perpendicular ao plano
do limbo ou circulo azimutal (L.A.), que é o circulo graduado onde se
fazem as leituras azimutais;

e 0 eixo secunddrio ou horizontal (e.s.) em torno do qual se medem os
angulos verticais ou zenitais e que, por conseguinte, deve ser perpendicular
ao plano do limbo ou circulo zenital (L.Z.), que é o circulo graduado onde
se fazem as leituras zenitais.

Se um teodolito estiver correctamente construido, ou seja, se as condi¢des
de construcao se verificarem, para além dos eixos serem perpendiculares aos
respectivos limbos, eles serao também ortogonais entre si e intersectar-se-ao
num ponto, que é o denominado centro do teodolito ou centro de perspectiva
(ponto C).

Além dos eixos jd mencionados, existe ainda o designado por eizo dptico
(e.0.), que é definido pela linha de pontaria, ou seja, é o eixo que une o centro
do teodolito com o ponto visado e cuja projeccao nos limbos vai determinar as
respectivas leituras azimutais e zenitais a efectuar. Este eixo, por construgao,
deve ter movimentos num plano perpendicular ao eixo secunddrio.

No contexto dos sistemas méveis tridimensionais, para que os teodolitos
estejam devidamente estacionados, é essencial que os seus eixos principais sejagl
paralelos entre si, para assegurar a correcta definicao da direcgao do eixo O k
do referencial associado ao sistema. Na prética, o que se faz é verticalizar ambos
os eixos, usando para isso as nivelas do aparelho.

No sentido de definir a direc¢ao do eixo 071 do sistema, vai ser necessdrio
visar um ponto do eixo principal do teodolito B - Pg - a partir do teodolito
A e um ponto do eixo principal do teodolito A - P4 - a partir do teodolito B.
O problema reside agora na materializacao dos referidos pontos P4 e Pg, por
forma a ser possivel apontar para eles.

Alguns teodolitos dispoe de dispositivos, designados de autocolimag¢ao, que
permitem wisadas reciprocas, isto €, permitem apontar directa e mutuamente
para o centro de cada teodolito.
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Figura 4: Constituintes principais de um teodolito

Na falta desse dispositivo, pode-se tentar apontar para os pontos esta¢do
(intersecgdo com o terreno do eixo principal de cada um dos teodolitos), se estes
forem intervisiveis, ou entdo, pode-se usar o fio de prumo (supondo vilida a
hipétese de o eixo principal estar vertical).

Normalmente costumam fixar-se as leituras azimutais a zero quando se fazem
as visadas reciprocas, por forma a que os Angulos horizontais sejam dados direc-
tamente pelas leituras nos respectivos limbos, bastando para isso que a gradu-
acao do limbo do teodolito B seja crescente no sentido dos ponteiros do relégio
e a do limbo do teodolito A seja crescente no sentido contrério®.

Resumindo, a materializagao da direccao do eixo OF seré feita pela direcgao
dos eixos principais, enquanto que a do eixo O serd realizada a custa das
visadas reciprocas a zeros.

4 Calibracao do Sistema

Pretendemos neste momento efectuar a determinacao das constantes do sis-
tema anteriormente apresentado — os elementos b e H sao os pardmetros fixos
desse sistema. Ao conjunto de operagoes que conduzem & sua determinacéo
damos o nome de calibragao do sistema.

Para que a calibracao seja realizada, um dos processos mais simples é baseado
no conhecimento, com precisao, de uma distancia [, que é, em geral, material-
izada fisicamente por uma chamada base de fnvar®.

1Embora cstas condicdes nio scjam obrigatérias.
5 . 4, . . . P ~
°Uma base de invar é uma haste de um material muito estdvel, de dificil deformacio, com



Costuma designar-se b por base métrica do sistema, ja que é essa distancia
que vai fixar a escala em que se vai trabalhar.

Numa primeira aproximagao, vai fixar-se arbitrariamente um valor para a
escala, atribuindo a essa base um valor ¥’ qualquer’. Em funcdo desse valor
pode calcular-se a diferenca de nivel H' A escala fixada, através da relacao

H' =1} — b, (6)

Para se obterem os valores de h} e h}, apontam-se ambos os teodolitos
para um ponto qualquer (bem referenciado) e registam-se os respectivos angulos
azimutais e zenitais, aplicando-se depois as relagoes 2, 3, 4 e 5.

Para se determinar a escala verdadeira, fazem-se pontarias as extremidades
da base de fnvar, no sentido de obter as coordenadas desses dois pontos & escala
arbitrada. Usando essas coordenadas, podemos calcular a distancia !’ nessa
escala fixada”. Como essa distancia é conhecida & escala verdadeira®, pode
assim obter-se o factor de escala s, que permite passar da escala inicial para a
escala verdadeira, por meio de:

§= 7 (7)

Os parametros de calibragao na escala verdadeira sao entao dados por:

b= s/ (8)

H =sH'. 9)

5 A Aquisicao de Coordenadas

Apés a cuidadosa calibragao do sistema, estamos em condi¢es de iniciar a
determinacao das coordenadas necessérias a resolugao do problema em causa.

Para obter as coordenadas de cada ponto P;, basta entao apontar os dois
teodolitos para esse ponto, registar as respectivas leituras angulares e aplicar as
relagoes 1, 2, 3,4 e 5.

alvos nas cxtremidades ¢ cuja distadncia entre esses alvos ¢ conhecida com grande precisiao
(geralmente tem um comprimento de [ = 2.0000 metros).

6Para evitar introduzir instabilidade numérica, convém dar a b um valor da mesma ordem
de grandeza de b (normalmente basta fazer b’ = 10 metros).

- ’ 7 7 ’ 7 7 . N

"Se (x1,91,21) e [Tg,Yy,29) forem as coordenadas dos dois pontos correspondentes as
duas referéncias existentes nas extremidades da base de imwvar, coordenadas essas determinadas
por meio do SMT, usando as relacoes 1, 2 e 3, nas quais se pode fazer, por exemplo, b’ = 10,

gl ’ 7\2 ’ 7N\ 2 ’ 7\2

tem-se ! = \/(azl — a:2) + (yl — yQ) + (7;1 — 22)

8Uma vez que corresponde ao comprimento I da base de imvar (valor conhecido).




As maiores dificuldades praticas de utilizacao deste sistema residem na ne-
cessidade de todos os pontos, cujas coordenadas se pretendem determinar, terem
de ser visados a partir de ambos os teodolitos.

Por um lado, existe o problema da correcta identificacdo dos pontos, que
pode ser ultrapassado se eles forem marcados com um alvo e uma etiqueta. Nos
sistemas mais sofisticados, um dos teodolitos emite um raio luminoso para o
ponto visado, o que permite apontar o outro teodolito para esse mesmo ponto.

Por outro lado, surge o problema da visibilidade dos pontos a partir dos dois
teodolitos. Em objectos planos, como fachadas de edificios ou seccoes de cascos
de navios, por exemplo, esse problema pode ser normalmente ultrapassado por
um correcto posicionamento dos teodolitos em relacdo ao objecto a medir. No
entanto, quando o objecto tem vdrias faces a inspeccionar, torna-se necessario
mudar a posicao do sistema em relagao a esse objecto e depois, caso haja neces-
sidade disso, passar todas as coordenadas para um mesmo referencial, por meio
de uma bem definida mudanca de referencial.

Em alguns sistemas mais complexos utilizam-se vdrios teodolitos (mais de
dois), que sdo estacionados em redor da peca a medir, por forma a fazerem
uma cobertura integral de toda a superficie a inspeccionar. O principio de
funcionamento poderd ser o mesmo, s6 que agora irao coexistir varios sistemas
de dois teodolitos, ligados entre si por transformagoes de coordenadas. Estas
transformacoes podem ser definidas por meio de uma transla¢io da origem do
referencial e por uma rotacdo geral no espaco do sistema de eixos”.

Os parametros de transformagdo entre dois referenciais podem ser deter-
minados a custa do conhecimento das coordenadas de pelo menos trés pontos
nos dois referenciais. Iremos designar este processo por Método Expedito. No
entanto, podemos fazer uma abordagem diferente a este problema, através das
chamadas Equac¢édes de Colinearidade, tal como veremos de seguida.

5.1 Meétodo Rigoroso

Na abordagem anterior (Método Expedito), o problema é visto na perspec-
tiva da Topografia. Vamos agora analisar a questdo sob o ponto de vista da
Fotogrametria, ou mais concretamente, seguindo o método usado na orientagao
relativa de fotografias com sobreposicdo (o chamado modelo), através das de-
nominadas Equagées de Colinearidade (ver [4]).

Comecemos por definir um sistema de referéncia cartesiano ortogonal directo
Ry, associado a cada teodolito T}, que designaremos por referencial interno, com
k=1,2,--- ,nr, em que ny é o nimero de teodolitos usados.

As coordenadas cartesianas de cada ponto P; no referencial Ry, (s, Ykis 2ki ),
podem ser dadas por

9E de referir que, cumprindo o estipulado em relagdo a definicdo do referencial associado
ao SMT, todos os referenciais tém eixos oF paralelos, o que simplifica a rotacao requerida.

No cutanto, devido a impossibilidade pratica de verticalizar rigorosamente os cixos principais
dos teodolitos, terao que ser considerados rotacoes gerais.



Tli = Tks sin H]“' sin V]ﬂ'
Yki = Thy COS Hpg sin Vi (10)
Zli — Ty COS V]ﬂ‘

em que Hy; e Vj; sao, respectivamente, as leituras horizontais e verticais que se
fazem quando se aponta a partir do teodolito T} para o ponto P; (supondo que
os teodolitos se visam a zeros) e ry; é a distancia (desconhecida) de P; & origem
Oy do referencial associado ao teodolito Ty.

Deste modo, a relagao 10 representa a conversao das coordenadas esféricas
(risy Hriy Vii) para as cartesianas (Zgi, Ygi, 2ki)- Conhecendo 7y, seria possiv-
el determinar imediatamente as coordenadas de P; em Rj. No entanto, os
teodolitos actuais ainda nao tém a capacidade de medir essa distAncia com su-
ficiente precisao para estes casos.

Para simplificar, vamos fixar Ry, o referencial associado ao primeiro teodolito,
como sendo o referencial onde pretendemos determinar as coordenadas dos pon-
tos P;, referencial esse que serd designado por referencial externo do SMT. Deste
modo, o referencial externo do sistema coincide com o referencial interno do
teodolito T;. Consequentemente, as coordenadas de cada ponto P;, que vamos
determinar através do SMT, vao ser (214, Y1, 214)-

A relacao entre as coordenadas de um mesmo ponto em R; e em Ry é dada
matricialmente por

Py; = My, (P, — Oy), (11)

na qual Py; e Py; sao as matrizes-coluna que contém as coordenadas do ponto P;
nos referenciais Ry e Ry, respectivamente, e My, e Oy, definem a transformacao
de coordenadas entre R; e Ry do seguinte modo:

e (O é a matriz-coluna que contém as coordenadas do centro do teodolito T}
no referencial R;. Esta matriz define a translacao Oy, = [ Xy Yo Zg ]T;
e Mj é a matriz de rotacao, que pode ser dada em func¢ao dos dngulos de
rotacao wg, ¢, € ki, em torno dos eixos coordenados de Ry: Oy, Oryi

e Oz, respectivamente:

COS (b, COS Kj, — COS Wy, SiN K, + Sin wy, sin ¢y, cos K,
M; = COS . SIN K~ COSwy, COS Ky, + sin wy, sin ¢y, sin Ky,
—sin ¢, sin wy, cos ¢y,

sin wy, sin Ky, + COS wy, sin ¢y, cos K,
— Sin wy, cos K + COS wy, Sin P, sin Ky
COS W, COS Py,

Assim, os pardmetros de transformacao que permitem passar de um referen-
cial interno Ry, para o referencial externo R; do sistema moével sdo wyg, ¢, K,
X ks Yk e Zk.

10



E de notar que, escolhendo R; para referencial externo do SMT, teremos
semprew; =¢; =k =0e X7 =Y1 =2, =0.
Considerando as relacgoes 10 e 11, podemos escrever

Tii s — Xp
Yo | =M | yu— Yk
Zli 215 — 2y,
e, definindo
Tk
My = [mi5) 6 o1 2.3)
e
ugi = miy (1 — Xi) + m¥s (y1i — Vi) + mbs (210 — Z)
vk = mby (v1; — Xg) +mEy (1 — Yi) + mbs (21 — Zi,)
wr; = mby (x1; — Xg) + mBy (y1; — Yie) + mbg (210 — Zg)
vem

Ly = Tk sin Hki sin V]ﬂ' = Uk
Yki = Tk COS H]ﬂ' sin V]ﬂ‘ = Vks - (12)
Zki = Thi COS Vigg = Wiy

A partir das equagdes anteriores podemos facilmente obter

_ /.2 2 2
Thi = \[ Ug; T Vig; + Wiy,

onde ry; representa a distancia entre o ponto P;, de coordenadas (Zx;, Yri, 2xi)
no referencial Ry, e a origem do referencial Ry, que neste referencial tem, obvi-
amente, coordenadas (0,0,0).

Como 7; ndo depende do referencial escolhido (ry; representa uma distancia,
logo é um invariante), considerando no referencial externo a mesma disténcia,
que designamos agora por Ry;, entre o ponto P; e o centro do teodolito T},
cujas coordenadas estao agora obviamente referidas ao referencial do primeiro
teodolito, Ry, e que sdo (1, Y14,21:) € (Xk, Yk, Zi), respectivamente, temos
ainda que

2 2 2
Ry = \/(Iu = X))+ (y1i — Ya)™ + (21 — Z)” = Tk
Substituindo agora, por exemplo, nas duas primeiras relagoes da expressao
12, ficamos assim com duas equacoes independentes:
R]m‘ sin H]“' sin VM — Uk; — 0
R]ﬂ' COS H]ﬂ' sin V]ﬂ‘ — Vs = 0

Obtém-se assim as equagoes nao lineares:

F (Wi, Ppy Biey Xiey Yiey Zie, 14, Y14y 214) 2= R sin Hyg sin Vigg — ups = 0
FY (Wi, Oy bty Xiey Yioy Zie, T14, Y14, 214) 7= Ris cos Hygsin Vig — v =0
k:1727"'7nT7 Z':1727"'77113
(13)

11



5.1.1 Caso ny =2

No caso de termos ny = 2, ou seja, o sistema mével de medigao tridimensional
ser constituido por dois teodolitos, iremos ter 4 x np equacdes da forma'?:

F(0,0,0,0,0,0, 215, y14, 215) := Ri;sin Hy;sin Vi; —ug; = 0
Flyz (07 0,0,0,0,0, z1s, Y14, Zli) = Ry;cos Hy;sinVy; —v;, =0
k=1, i=1,2--.np

Féﬂl (WQ, (1)27 KQ,XQ,Y&, ZQ,IM,yM, Zli) = Rgi sin HQZ‘ sin ‘/QZ — U9; = 0
Y — : —
FQi (u)g, (/)2, K}Q,XQ,E, Zg,a:u,yu, Zli) = Rgi COS Hgi S1n VYQZ — V9; = 0

k=2, i=1,2---,np

Os 6 parametros wa, ¢y, k2, X2, Yo e Zs podem ser reduzidos a 5 se, por
exemplo, dermos a Xo um valor b, fixando assim inicialmente a escala de R;
num valor arbitrario'!, tal como fizemos no método anterior (Método Expedito).
Assim, vira:

Y — 3 —
FY.(0,0,0,0,0,0, 215, Y14, 215) := Ry; cos Hy;sin Vi; — vq; =0
k=1, i=1,2--,np

F§; (wa, ¢y, k2,0, Y, Zo, 214, Y14, 214) = Rog sin Hy;sin Va; — ug; = 0
Y o : _
in (LUQ, ¢2, K2, b, }/2, Zg,wli,yli, Zli) = Rgi COS Hgi Sin Vgi — V9; = 0

k=2, 1=1,2,--- ;np

Deste modo, iremos entao ter 3 X np + 5 incégnitas, que vao ser x1;, Y14, 214,
parai =1,2,--- ,np e wa, ¢y, Ko, Yo € Za, 0 que nos vai obrigar a visar, pelo
menos, 5 pontos a partir dos teodolitos 77 e T, de forma que o sistema seja
possivel'?. Portanto, cada ponto P; visado introduz mais 4 equacoes do tipo 13
e 3 incognitas (214, Y1, 214)-

No caso de serem visados mais do que 5 pontos (o que & aconselhdvel'?),
resolve-se o sistema recorrendo a um processo de ajustamento, que pode ser,
por exemplo, o Método dos Minimos Quadrados (ver [3]).

10Note-se que se considera que o referencial externo do sistema coincide com o referencial
interno do primciro teodolito, Ry, ou scja, w1 = ¢ =Kk1 =0c¢ X1 =Y1 =21 =0.

1A coordenada X2 do centro do segundo teodolito, no referencial Ry associado ao primeiro
teodolito, corresponde ao valor da base métrica do sistema movel, anteriormente designada
por b.

12G8e visarmos 5 pontos, ou seja, np = 5, teremos 4 X np = 20 equacdes e 3 X np +5 = 20
incognitas.

BPara np > 5, a redundancia tomard o valor de (4 x np) — (3 x np +5) =np — 5.

12



Ficaremos assim com um sistema de 4 X np equacdes nao lineares a 3 X
np—+5 incégnitas (np > 5), que poderd ser resolvido por um dos vérios métodos
iterativos conhecidos para o efeito (ver, por exemplo, [3]). Para aproximagoes
iniciais poderemos usar os valores dados pelo Método Ezxpedito anterior, em que
wg)) =0, d)éo) =0, Iiéo) =0, XQ(O) =1, YQ(O) =0e ZQ(O) = H, desde que se aponte
de Ty para T com leitura azimutal de 100 grados e de T, para T; com leitura
azimutal de 300 grados.

Neste caso, a fase da calibracao do sistema consiste na determinacao dos 5
parametros de transformacgao. Para tal, visam-se 5 ou mais pontos, suficientes
para permitirem resolver o sistema de equagoes nao lineares referido.

Apés a calibracao, as incognitas do problema reduzem-se apenas as coorde-
nadas, em R;, de cada ponto visado, isto é, para cada ponto P; teremos que
resolver um sistema de 4 equagoes nao lineares da forma 13, em relagao as 3
incégnitas (14, Y14, 214)-

5.1.2 Caso Geral (ny > 2)

Quando o nimero de teodolitos é superior a dois, o método aplica-se resol-
vendo agora um sistema de 2 X ny X np equagoes nao lineares da forma 13:

FF(0,0,0,0,0,0, 215, Y14, 215) := Ry;sin Hy;sin Vi; —uq; =0
F}.(0,0,0,0,0,0, 215, Y14, 215) := Ry cos Hy;sin Vi; — vy; =0
k=1, i=1,2--,np

FQIZ (wg, ¢2, K2, b, 1/2, ZQ, L1y Y14, Zli) = RQi sin HQZ' sin Vgi — Ug; = 0
Y o 3 —
Fy; (wa, g, K2, b, Yo, Za, 214, Y14, 214) = Ro; cos Ha;sin Voy — vg; = 0

k=2 i=1,2-- ,np

F3; (w3, 3, k3, X3,Y3, Z3, 14, Y14, 213) = Ra;sin Ha;sin Vg; — ug; =0
v o . _
F3, (w3, 3, k3, X3,Y3, Z3, 14, Y14, 215) := Ra; cos Hz;sin Va; — vg; =0

k=3,  i=1,2-- .np

X fy— 3 3 -
FY (Wnps Py Bnges Xovges Yongs Dy 14, Y 210) 2= Ry S Hypyi SID Vi — Ui = 0

Y —— : —
FnTi (WnTa (/)717"7 Rnpy XnTa YnTa ZnT y T1is Ylds Zli) = RnTi COs Hnrm' S1Il V;LTZ' — Unpi = 0
k:nT7 Z':1727"'777’13

Nestas equagoes constam

3an+5+6X(TLT72)
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incégnitas, que correspondem a
I3xn P
coordenadas e a

5+6 x (ny —2)

parametros de transformacao entre referenciais associados a cada um dos teodolitos'*.

Portanto, cada teodolito Ty introduzido, para além de T} e Ty (k > 2), vai
aumentar em 6 o nimero de incégnitas (wg, Pr, Kk, X, Yi, Zi) € €m 2 X np 0O
nimero de equagdes (do tipo 13).

Em contrapartida, cada ponto visado P; vai agora dar origem a mais 2 X np
equagdes (do tipo 13) e a 3 incégnitas (14, Y14, 214)-

A redundéancia do processo serd igual a

(2><nTxnp)—[3xnp+5+6><(nT—2)].

Durante o processo de calibragao, e supondo que os pontos podem ser visados
por todos os ny teodolitos, vamos ter de usar um nimero de pontos maior que'®

6xXnp—17T
2xnp—3°
para que se possam determinar os
5+6x (nr—2)
parametros de transformacao e, conjuntamente, as
3 xXnp

coordenadas dos np pontos visados.

Para aproximacoes iniciais, para o teodolito T, poderemos também usar
os valores dados pelo Método Ezpedito anterior, fazendo wg)) =0, (/)éo) =0,
k§) =0, X530 =0, v\¥ =0e 28" = H.

Para os restantes teodolitos T} do sistema, k = 3,4,--- , nr, supondo que eles
estao verticalizados, podemos considerar as aproximacoes w,(co) =0e ¢](€0) =0e,
supondo que a leitura azimutal de T} para Ty_1, que designamos por Ly p—1,

MPara o primeiro teodolito nfio ha pardmetros de orientaciio desconhecidos, para o segundo
teodolito hd cinco (wa, ¢o, K2, Y2 € Z2) e para os ny — 2 restantes hd 6 parametros por cada
um (wg, ¢y, Kk, Xk, Yi € Zg, para k =3,4,---np).

15Para que seja possivel a determinacio dos parametros e das coordenadas, é necessirio
que o nimero de equagoes disponiveis, 2 X np X np, seja superior ao nimero de incognitas,
3><1”LP+5+6>< (TLT—Q):

2Xnr Xnp > 3><np+5+6><(nT—2)<:>
6><an7

n .
P 2xnr 3
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é de 300 grados, usamos cho) = 100 — Ly—1,1 + /i,(gl, para k = 3,4,--- ,nr,
em que Ly_1,, é a leitura horizontal do teodolito T ; para o teodolito T, e se
considera que a graduacgao de todos os limbos azimutais cresce no sentido dos
ponteiros do relégio e k cresce no sentido oposto a esse.

As aproximagoes iniciais para as coordenadas (Xy, Yy, Zy) dos centros dos
teodolitos Ty, k = 3,4,--- ,ny, no referencial associado ao primeiro teodolito,
podem ser obtidas pela resolucio dos n—2 triangulos de vértices nos teodolitos!'6
Tl; T2 e Tk

Apés a calibracao, para determinar as coordenadas de qualquer ponto P; do
objecto, basta apontar, pelo menos, dois dos teodolitos para esse ponto, registar
as leituras e aplicar o método anterior, de forma a calcular os valores das suas
coordenadas (15, Y14, 214)-

A determinagdo do factor escala, que permitird passar o referencial Ry da
escala arbitrada para a escala real, é feita da mesma forma que para o Método
FEzxpedito, utilizando, por exemplo, uma base de invar.

6 Estudo do Problema Inverso

Este problema pode apresentar-se do seguinte modo:

Definido um sistema mdvel de medigdo tridimensional, calibrado, com es-
tagoes nos pontos A = (0,0,0) e B = (b,0, H), pretendem conhecer-se os val-
ores angulares a introduzir em cada um dos teodolitos para, por intersec¢ao de
visadas, se definir um ponto P = (x,y, 2).

Para isso, além de se orientarem os dois teodolitos, é necessdrio conhecer os
angulos azimutais e zenitais'’ Hy, Hg, V4 e V. Temos assim:

tg Hy = % (14)

onde y tem o sinal de sin H4 e « tem o sinal de cos H4 (e deste modo é possivel
determinar sem ambiguidade o valor do angulo azimutal H 4);

tg Hp = (15)

b—=z’

onde, da mesma forma, y tem o sinal de sin Hg e b — = tem o sinal de cos Hg;

tg Va =

16Usando, por excmplo, um reflector que ¢ visado pelos trés teodolitos que formam o trian-

gulo, e cujas coordenadas sdo medidas por eles, nos referenciais associados a cada um dos trés
tcodolitos. Note-se que os teodolitos clectrdnicos tém a possibilidade de medir directamente as
coordenadas dos pontos visados, num referencial interno com origem O no centro do teodolito
¢ cujo cixo Oz ¢ o cixo horizontal com a direc¢io da linha de visada de leitura azimutal nula,
Oz tem a direc¢do da vertical que passa pelo centro do teodolito (no sentido ascendente) e
Oy é o eixo perpendicular aos outros dois de modo que o referencial construido seja ortogonal
directo.

1"Note-se que, teoricamente, as leituras azimutais H4 e Hpg podem variar entre 0 e 400
grados ¢ as leituras zenitais V4 ¢ Vp podem variar entre 0 ¢ 200 grados.

15



(b—a)” +y?

te Ve = z— H '

(17)

relagoes que permitem determinar, sem ambiguidade, os valores dos Angulos V4
e VB.
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