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Este texto contém um resumo da matéria da disciplina de
Analise Matematica do Mestrado Integrado em Engenharia
Quimica da Universidade de Coimbra. Ele foi escrito tendo
por base o material disponibilizado aos alunos durante os
anos letivos 2019/2020 e 2020/2021, altura em que grande
parte das aulas foram lecionadas remotamente ou de modo
hibrido. Neste texto estao presentes apenas os temas prin-
cipais, assim como algumas demonstragoes que nao foram
feitas detalhadamente nas aulas, e a sua leitura nao dispensa
a frequéncia as aulas.

No final destas notas estd um apéndice com alguns dos exem-
plos/exercicios de calculo integral que foram utilizados nas
aulas teoricas. O modo como as aulas decorreram nestes dois
anos tornou dificil a resolucao deste tipo de exercicios, e por
isso pareceu-me pertinente disponibilizar estas resolugoes aos

alunos
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Funcdes de Varias Variaveis

1 Calculo Diferencial em R"

1.1 Funcoes de Varias Variaveis

Exemplo

Quantos custa o combustivel gasto, em média, num quilometro por um automovel, sa-
bendo que gastou x litros de combustivel para percorrer y quilémetros, e o preco do com-
bustivel é de z euros por litro? Nao é dificil descobrir que o custo por quilémetro é dada

pela funcao
Tz
C(z,y,z) = — euro/km .
)

Ou seja, o custo médio depende de trés variaveis, x, y e z.

DCR? — R

Definicao 1.1. Uma func¢ao de duas variaveis é uma funcao ,
(z,y) = flz,y)

onde o dominio ¢ um subconjunto de R? (o conjunto dos pontos do plano) e o contrado-

minio estd contido em R.

De modo idéntico se podem definir fungoes de trés ou mais variaveis.

Grafico de uma Funcao de 2 Variaveis
O gréfico de uma funcgao de uma funcio de duas variaveis ¢ uma superficie em R3, ou

seja no espaco.

Grafico de f = {(z,y,2) € R’ : 2 = f(z,9) e (z,y) € Dy}

Exemplo: f(z,y) =+/9 — 22 — 12

Dy ={(z,y) : 9—2*—y* >0} ={(x,y) : 2 +y* <9}

Circulo de raio 3 e centro na origem.

p={f(z.y) : (wy) € Dy} ={VI—2* =y’ : 2" + 9> <9} = [0,3]

O grafico de f é a parte superior da esfera z? + 32 + 22 = 9.



Derivadas Parciais
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Graficos de varias fungoes de 2 varidveis.
Limite de uma fungao de duas variaveis

Definigao 1.2. Sejam f : D C R*> — R, Py = (a,b) uma ponto de acumulagao de D e

P = (z,y) um ponto do dominio.

lim x,y) = L se e s6 se
(@)~ (a,b) f@.y)

(Ves0) (F5>0) 0 <|[(z,9) = (a,0)[| <o = [f(z,y) = L| <e.

Nota. lim f(x,y) = L <& lim f(x,y) — L = 0. Quando usamos a definigao é,
(z,y)—(a,b) (=)~ (a,b)
geralmente, mais facil provar que um limite é zero.

Teorema 1.3 (do enquadramento). Sejam f, g e h trés fungoes de duas varidveis tais que
D, C Dy D, Py = (a,b) um ponto de acumulagcdo de D), e numa bola aberta de centro

em Py,
f(z) < h(z) < g().

Se lim z,y) = lim x,y) = L, entao limg, .\ s h(z,y) = L.
(z,y)—)(a,b) f( y) (x’y)%(a’b) g( y) ( 7y)_>( 7b) ( y)

Corolario 1.4. O produto de um infinitésimo por uma fung¢ao limitada € um infinitésimo.

Definigao 1.5. Uma funcao f: D — R é continua em P = (a,b) € D se
lm  f(zy) = f(a.b).

(z,y)—=(a,b)



Derivadas Parciais

1.2 Derivadas Parciais

Exemplos:

1. f(z,y) =3x+zy

0

a—f(a:, y) = fo(x,y) =3+y [y funciona como uma constante.]
T

of :

a—(a:,y) = fylz,y) == [x funciona como uma constante.]
Y

2. f(z,y) =sin(a?y) + e —y°

g(x,y) = fo(z,y) = 2xy cos(z?y) + €”

0
a—z(x, y) = fy(z,y) = 2* cos(z?y) — 2y

Definigao formal
Sejam f uma fungao de duas variaveis e (a,b) € Dy.

Define-se a funcao, de uma variavel, g(x) = f(x,b).

[Fixa-se a segunda variavel y = b].
Se ¢'(a) existe, entao a esse valor chama-se derivada parcial de f em ordem a = no
ponto (a,b).

Definicao 1.6.

1. Deriwada parcial de f em ordem a x no ponto (a,b).

0 flathh) = f@b)

—(a,b) := lim
2. Derwada parcial de f em ordem a y no ponto (a,b).

ox h—0 h
of . fla,b+n) — f(a,b)
a_y(‘"b) = h




Derivadas Parciais

Interpretacao Geomeétrica

z = f(x,y) é o grafico de uma funcao f : R* = R com f(a,b) = c.

T, - reta tangente ao gréafico paralela ao plano XOZ.

: ~of
declive de Tl—%(a, b)

T, - reta tangente ao gréafico paralela ao plano YOZ.

. 0
declive de T28_;J;(a’ b)

Reta tangente ao grafico na direcao do eixo dos X X.

Exemplo
2z =4 — 2% —2y? é o grafico da funcao f(z,y) =4 — 22 — 2y%
F1,1) =1.

. 0

declive de Tl—a—i(l, 1)=-2
. 0

declive de Tg—a—gjj(l, 1)=-4



Derivadas Parciais

Definigao 1.7. Seja f : D C R? — R, entao as (quatro) derivadas parciais de segunda

ordem de f sao:

0 <8f> f

o — | — | = —=
Ox \ Ox Ox?
o (of\ _ of . . .

* 5 <8_y> = Swdy fya; [deriva-se primeiro em ordem a y e depois em ordem a z]
o (of\  o*f . o .

o 9y (%> = S0 fayi [deriva-se primeiro em ordem a x e depois em ordem a y]

o (0f _62f_
o (5) =~

Por iteracao deste processo definem-se as derivadas parciais de ordens superiores.
O préximo teorema diz-nos que, em geral, nao ¢ preciso calcular f,, se ja conhecermos

o valor de fg,.

Teorema 1.8 (de Clairaut). Seja f uma funcio de duas (ou mais) varidveis tal que as

fungoes fy. e fuy estio definidas numa bola aberta de centro (a,b) e sao continuas nesse
ponto, entao fy(a,b) = fu,(a,b).

Por iteragao deste processo definem-se as derivadas parciais de ordens superiores. O

Terema de Clairaut continua a ser valido.

Aproximacgao Linear - fungées de uma variavel

Seja f : R — R uma funcao real de variavel real.

A Aproximacao linear de f ema € R é

L(z) = f(a) + f'(a) (x — a).

5



Derivadas Parciais

Quando |z — a| ¢ uma valor muito pequeno, e f ¢ diferenciével num intervalo que contém

a e x, entdao L(x) é uma boa aproximacao de f(x), ou seja

f@) = L(x) = f(a) + f'(a) (x — a).

A aproximagao linear serve para estimar o valor de uma fungao quando apenas sabemos

como se comporta num pOHtO.

Cada funcao pode ter vérias aproximacoes lineares, dependendo do ponto a escolhido.

=
0

O grafico da aproximagao linear y = L(x) é a reta tangente ao grafico da funcao y = f(x)

no ponto (a, f(a)).

A aproximagao linear consiste em substituir uma funcao pela funcao afim que tem por

grafico uma reta tangente ao grafico da funcao.
Exemplo
Calcular o valor aproximado de v/4.017
Considera-se f(z) = /.
1
I N

Neste caso escolhe-se a =4, x = 4.01 e Ax = x — a = 0.01.
1
f(4.01) ~ L(4.01) = f(4) + f'(4) x 0.01 =2+ 1 x 0.01 = 2.0025

O valor real de v/4.01 é 2.0024984 . .., que é portanto muito aproximado do valor apro-

ximado calculado.



Derivadas Parciais

Aproximacgao Linear - fungdes de duas variaveis
Seja agora f : R? — R uma funcao real de duas variaveis.

A Aproximagao linear de f em (a,b) € R? ¢
L(z,y) = f(a,b) + fe(a,b) (x — a) + fy(a,b) (y = b).

Quando os valores |x—a| e |y—b| sdo muito pequenos, e f é diferencidvel numa vizinhanga

de (a,b) que contém (z,y), entdo L(x,y) é uma boa aproximagao de f(z,y), ou seja

f(x,y) = L(z,y) = f(a,b) + fula,b) (z — a) + fy(a,b) (y = b).

O grafico da aproximagao linear z = L(z,y) é o plano tangente ao grafico da funcao
2 = f(z,y) no ponto (a,b, f(a,b)).

A equagdo do plano tangente ao grafico da funcao z = f(x,y) é

2= L(z,y) & 2 — fla,b) = fula,b) (@ — a) + fy(a,b) (y = b).

Diferencial
1. Para uma fung¢ao de uma variavel y = f(z), o diferencial de y é

dy
dy = f'(z)dr = —dx .
y=f)de = L
2. Para uma fungao de duas variaveis z = f(x,y), o diferencial de z ou diferencial total
¢ 0 0
dz = fo(a,b)dz + f,(a,b) dy = a—;dac+ a—;dy,
onde dx e dy representam varidveis independentes.
Portanto fazendo der = Az =z —a, dy = Ay =y —be Az = f(z,y) — f(a,b), temos
que

Az =~ dz, para valores pequenos de dx e dy.

Na notagao dos diferenciais, a aproximacao linear pode ser escrita

fz,y) =~ f(a,b) +dz.



Funcido Diferenciavel

@+l b+ Ay, flat Ba, b+ By))
surface z = f(x, y) /

(a,b, f(a, b))

tangent plane

1.3 Funcao Diferenciavel

Definigao 1.9. Uma funcao f, de duas variaveis, é diferenciavel em (a, b) ponto interior do
seu dominio se tem derivadas parciais nesse ponto e existem fungoes €1 (Ax, Ay) e eo(Az, Ay)

tais que :
Az = fu(a,b) Ax + fy(a,b)Ay + 1 (Az, Ay)Ax + e2(Ax, Ay)Ay e

li Az, Ay)=0= li Az, A
(Ax,ALI)IL(O,O)El( s y) (A:r,A;;r)n%(O,O)E2( s y)

Teorema 1.10. Se f ¢ diferencidvel em P = (a,b), entio f é continua em P.

Proposicao 1.11. Se as derivadas parciais f, e f,, existem numa bola aberta de centro em

P = (a,b) e, sio continuas em P, entao f € diferencidvel nesse ponto.

Definicao 1.12. O vetor gradiente de uma funcao de n variaveis f : R® — R é

of of (9f>

—_— ey ——
0xq,’ O0xo ox,

Vi(zi,ze,...,0,) = <

Exemplo: f(z,y,2) = 2%y + 2yz

of df of

Vf(x,y,z) = (%7 a_y> %) = (Qxy,xZ + 2272y)

8



Funcdo Diferenciavel

Se considerarmos um ponto concreto do dominio, o vetor gradiente é um vetor concreto

(neste caso no espago). Por exemplo,
V£(1,2,0) = (4,1,4) .

Definigao 1.13. A derivada direcional de f : D C R? — R no ponto (a,b) na diregao, e
sentido, do vetor unitario @ = (u1,us), i.e. ||0]] =1, é
Flathuy, bthus) — f(a,b)

Daf(a,b) = lim . .

Notas.

1. Dsf(a,b) mede a variagao de f na direcao, e sentido, de .

2. As derivadas parciais sao casos particulares das derivadas direcionais. Considerando

os versores ¢ = (1,0) e j = (0, 1),

D;f(a,b) = fi(a,b) e D;f(a,b) = f,(a,b).

3. Se definirmos g(h) = f(a + huy, b+ hus), entdo Dy f(a,b) = ¢'(0).

4. Podem-se definir derivadas direcionais de fun¢oes com mais variaveis.

Teorema 1.14. Se f ¢ diferencidvel em (a,b), entdo

Dy f(a,b) =V f(a,b) = fy(a,b)us + f,(a,b)us.




Derivada da Funcdo Composta

Proposigao 1.15. Se f ¢ diferencidvel em (a,b) € Dy, entdo:

1. A derivada direcional de f em (a,b) € mdzima na dire¢io e sentido do vetor gradiente,

Vi(a,b)
IVf(a, )

ou seja para U =

2. A deriwada direcional de f em (a,b) € minima na direcao vetor gradiente, mas no

~ Vf(a,b)
IV f(a,b)II"

sentido oposto, ou seja para U =

3. A deriwada direcional de f em (a,b) € nula na dire¢ao perpendicular ao vetor gradiente.

Demonstragao. Dgf(a,b) =V f(a,b) -0 = ||V f(a,b)||||a]| cos® = ||V f(a,b)|| cosd

Como f e (a,b) sao fixos, este valor depende apenas do cosseno do angulo formado pelos

dois vetores.

O valor é maximo quando cosf = 1 < 6 = 0, ou seja quando os vetores V f(a,b) e u

tém a mesma direcao e sentido;

¢ minimo quando cosf = —1 < 0 = 7, ou seja quando os vetores V f(a,b) e 4 tém a

mesma direcao mas sentidos opostos;

e ¢ nulo quando cosf) = 0 < 6 = £7, ou seja quando os vetores V f(a,b) e u sao

perpendiculares. O

1.4 Derivada da Funcao Composta

Funcoes Vetoriais

Definigao 1.16. Uma fungao vetorial f : D C R" — R™ ¢é uma fungao que a cada ponto

de x = (1,29, ,x,) associa um vetor de R™.

f: DCR" — R™
x = (fix), fo((x), s fin((x))

As funcoes fi, fo, -+, fmn : R" — R chamam-se fungdes componentes.

Uma fungao vetorial ¢ continua (diferenciavel) se cada uma das suas fungoes componentes

é continua (diferenciavel).

10



Derivada da Funcdo Composta

Para conhecer o comportamento duma funcao vetorial, basta saber o que acontece com

as suas fungdes componentes.

Matriz Jacobiana

Definigao 1.17. Sejam x = (1,29, -+ , &), f: D CR* = R™ e fi, fo, -+, fn as respeti-

vas fungdes componentes.

A matriz Jacobiana de f no ponto x € R" é uma matriz m x n.

o 0 o T

Nhix) L - Hix)

0 0 o
Jix) = |52 R - §Rx)

8m 8m 8m

| (x) Un(x) oo Yn(x)]

e A matriz Jacobiana das fungdes reais, i.e. f: R" — R, chama-se vetor gradiente (ja

visto atrés).

e Cada linha da matriz Jacobiana é o vetor gradiente da respectiva fung¢ao componente.

Teorema 1.18 (da fungao composta). Se f : R™ — R™ ¢ diferencidvel em x € R",

e g:R™ — RP diferencidvel em f(x), entdo

Jgof(x) = Jy (f(x)) - Jp(x) . [produto de matrizes]

Corolario 1.19. A composi¢cao de fungoes diferencidveis € diferencidvel.

Derivada da funcao composta (regra da cadeia)

Teorema 1.20 (caso 1). Seja z = f(x,y) uma funcao diferencidvel, x(t) e y(t) fungoes

derivdveis, entao
d: _of do 0f dy

dt_a_xxdt+8_y dt

11



Derivada da Funcdo Composta

Diagrama de drvore

x / \ y
\ \
t t
Exemplo
z =sin(2z +y), z(t) =%, y(t) = €
dz 0z dx 0z dy

—(t) = — X —(t — X —(t) =

20 = ) x B+ o) x Do
= 2c0s(27 + y) X 2t + cos(2z + y) x €'

Quandot =1, os valoresde zeysaoz =12=1ley=cl =ec.

d
Portanto, d—j(l) =4 cos(e +2) +ecos(e+2).

Teorema 1.21 (caso 2). Sejamw = f(x,y,2), x(s,t), y(s,t) e z(s,t) fungdes diferencidveis,
entao

du_ow or ow oy ow 0:

ds Ox O0s Oy 0Os 0z 0s’

ow Ow dr OJw 0Oy OJw 0z

—X—+—X—

9t or ot "oy ot 9z ot

Diagrama de drvore

Exemplo

u=32%y —xz, v =85>+t y=2s,2=1+2

Ou Ou Odxr Ou _dy

e T T T — (6ry—2) x 25+ 32 x 2
ds 8xxas+8yxds (6wy = 2) x 2 + 327

8u_8u or Ou dz

a_%xa—k%x%:(my—z)x%—xxl

12



Derivada da Funcdo Composta

Quando (s,t) = (1,2), temos que (z,y,2) = (5,2,4) e portanto

%(1,2)=56x2+75><2=262 %(1,2):56x4—5x1:219
/U\
I\ Y z
s/ t S t

Exercicio

Num determinado gés existe a relacao PV = 8,317. Determine a taxa de variagao
da pressao(P), quando a temperatura(T) é 300k e estd a aumentar a taxa de 0,1k/s, e o
volume(V) é de 100! e aumenta 0, 2{/s.

Resolugao
Do enunciado sabemos que no instante em que
av dT
V=100eT =300; — =0,2e — =0, 1.
dt dt

d
Aplicando a regra da cadeia, obtemos que i —0.04155K Pa (verificar as contas), e

portanto a pressao esté a diminuir.

Fungao Implicita

Teorema 1.22. Sejam F: D CR?> - R e P = (a,b,c) € D tais que:
1. F(a,b,c) =0;
2. As derivadas parciais F,, F, e F, sao continuas numa bola aberta com centro em P;
3. F.a,b,c) #0;

entao a equagio F(x,y,z) = 0 define z(x,y) como fun¢io de x ey numa bola aberta B de

centro P.

Para (z,y,z(x,y)) € B, temos que:

8’2 _ Fx(.T,y,Z) aZ _ _Fy('r?y?Z)
8x(m’y) T Enye) ay(x’y) - F(z,y,2)

Em particular, podemos calcular %(a, b) e g—;(a, b).



Derivada da Funcdo Composta

Este resultado ¢ vélido para F': D C R" — R, com n > 2.

Exemplo

A equacao 422 — y? + 222 — 2 = 0 define implicitamente z como funcao de z e y numa
bola aberta de centro no ponto P = (1,2,1).

Seja F(x,y,z) = 42® — y* +22% — 2:

1. F(1,2,1) = 0;

2. F, =8z, F, = —2y e F, = 4z sdo continuas em R?;

3. F.(1,2,1) =4 #0.

0z _ E(1,2,1) 8
r )= CF(1,2,1) 0 4 2
0z F(1,2,1)  —4
AR ACICN Y R

Demonstracao. |Esbogo| Se F(x,y,z) =0 e z = z(z,y) entdo, usando a derivada da fungao

composta:

_ 9 _9(0) OF OF 0z
F(m’y’z)_():}%(F(xayaz))_%®%+%X%—O
@%__61?/830
oz OF/0z
]

Nota. Nao é dificil deduzir a expressao da derivacao implicita em cada caso a partir da

derivada da funcao composta.

14



Extremos de funcées em R"

Plano tangente a uma superficie
Seja S C R? uma superficie de equagao F(z,y,z) = 0 (por exemplo uma superficie
quadrica), com F uma fungao diferenciavel em P = (a,b,c) € S, ou seja F(a,b,c) = 0.

Se VF(a,b,c) # (0,0,0), entdao o vetor gradiente VF'(a,b,c) é normal a superficie S no
ponto P.

Portanto uma equagao do plano tangente a S no ponto P é

VEP) - (z—a,y—bz—c)=04

8_F
ox

(P) x (=) + G (P)x (5= 0) + 5 (P) x (=) =0,

e a equagao vetorial da reta normal ao plano no ponto P é:

(x,y,2) = (a,b,¢) +tVF(a,b,c), teR.

1.5 Extremos de funcgoes de varias variaveis

Definicao 1.23. Sejam f: D CR*" - Re P € D.

1. f(P) é um maximo(minimo) absoluto de f se

(VQ € D) f(P) = f(Q) (f(P) < F(Q)).

2. A fungdo f tem um méximo(minimo) local em (a,b) se

(Je > 0) [|[PQ|| < e = f(P) > f(Q) (f(P) < f(Q)).

Ao ponto P chama-se ponto mazximizante(minimizante).

Proposigao 1.24. Se f tem um extremo local em P, e as derivadas parciais existem, entao

entio elas sio nulas, ou seja V f(P) = 0.

Aos pontos P tais que Vf(P) = 0 chamam-se pontos criticos de f.

Mais geralmente se P é um ponto extremante local, entao para todo o versor u,
Dyf(P) =0 ou D;f(a,b) nao esta definida.

15



Extremos de funcées em R"

Extremos de fungoes de 2 variaveis

Teorema 1.25. Sejam f uma funcao de duas varidveis com derivadas parciais de sequnda

ordem continuas, e (a,b) um ponto critico de f.
Define-se D{a,b) = fuul,) fyyla: ) — (fuyla, )

1. Se D >0 e f >0, entao f(a,b) € um minimo local.
2. Se D >0 e f <0, entao f(a,b) € um mdzimo local.

3. Se D <0, entao f(a,b) nao é um extremo local

[(a,b) &€ um ponto sela].

4. Se D =0, entao nada se pode concluir.

Ponto Sela

A funcio f(z,y) = 2? —y? nao tem nenhum extremo local, mas tem um ponto sela (0, 0).

O grafico desta funcao deu origem a utilizacao do nome ponto sela para um ponto critico

nao extremante.

Exemplos 1.26.

L f(z,y) =a* -y’

Determinar os pontos criticos de f.
fe=0 20 =0 x=0
& =
fy=0 —2y =0 y=20
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Extremos de funcées em R"

Verificar se o ponto critico € um extremante local.

D(2,y) = fue(®,9) Fru(@,y) = (foy(z,9))* =2 x (=2) — 02 = —4 < 0.

O ponto (0,0) é um ponto sela.
2. flx,y) =2t +y* — day
Determinar os pontos criticos de f.
. =0 4o — 4y = = 23 ——
f 54 . 4 0 4 y . 4 ~
fy=0 4 — 42 =0 =13 ¥ =ux
<~ (x,y) = (0’0) \% (x,y) = (_17 _1) \4 (I7y) = (17 1)

Verificar se os pontos criticos sao extremantes locais.

D(w,y) = fre(@,y) fyy(@,y) = (fry(z,9))* = (1227)(12¢7) — (—4)? = 144a?y® — 16 =
16(922y% — 1).

D(0,0) =—-16 <0 (0,0) é um ponto sela.

D(1,1) =D(=1,-1) =16 x 8 > 0 e fuu(1,1) = fou(—1,—1) =12 > 0.
f tem dois minimos locais f(1,1) = —2e f(—1,—1) = —2.

Neste caso —2 é também o minimo absoluto.

Conjuntos fechados e limitados [revisaol

Definicoes 1.27.

1. Um conjunto é fechado se contém a sua fronteira.

2. Um conjunto A é limitado se existe L > 0 tal que para quaisquer dois pontos P e ()
no conjunto A, ||PQ|| < L.

17



Extremos de funcées em R"

Exemplos 1.28.
1. A={(z,y) : * +y* < 1} ¢ limitado, mas nao é fechado.
2. B={(x,y) : 2* +y* < 1} ¢ fechado e limitado.

3. C={(x,y) : = =y} éfechado, mas nao é limitado

FExemplos idénticos também funcionam para subconjuntos do espaco.

Teorema de Weierstrass
Teorema 1.29. Se uma fungao f € continua num subconjunto D de R™, fechado e limitado,
entao [ atinge um mdzimo e um minimo absolutos em D.

Nota. Os extremos sao atingidos nos pontos criticos de f ou na fronteira de D.

Exemplo
Seja f:[—1,1] x [-1,1] = R? com f(z,y) = 2 + y>.

e O conjunto [—1,1] x [—1, 1] é fechado e limitado.

e O minimo de f é atingido no tnico ponto critico de f: f(0,0) = 0.

e O maximo de f é atingido na fronteira do dominio: f(+1,+1) = 2.

f tem quatro pontos maximizantes

Método dos multiplicadores de Lagrange [1 restricao]
Sejam f e g fungoes continuas em D C R3 e P = (a, b, ¢) um ponto interior de D.
Se P ¢ um extremante local de f no conjunto A = {(x,y,2) : g(x,y,2) = k}, entdo

existe A € R tal que (a,b, ¢, \) é uma solugao do sistema:

fx($ay7z) = )xgx(:n,y,z)
{Vf<:c,y,z>—Wg<x,y,z> N RACIBESYICDN

9(x,y,2) =k fo(,y,2) = Ag=(z,y, 2)
g(ﬂf, Y, Z) =k
Como se provaria?
Vg(P) # 0= z = z(x,y), ou equivalentemente para  ou ¥. [T. F. Implicita)

Calculam-se os pontos criticos de h(z,y) = f (z,y, 2(z,y)) usando a deriva¢ao implicita.
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Extremos de funcées em R"

Exemplo

Qual é a distancia do ponto P = (2,1,0) ao plano de equacao z +y — z = 07

flr,y,2)=(x—2)*+ (y—1)% + 22 [v/f mede a distancia a P.]

2z —2)= A
vf('xvyu Z) = )\VQ(.I',Z/,Z) PN 2<y_ 1) = A
9(x,y,2) =0 22=X-(-1)
Z2=x+y
T—2=—z r=1

z=x+y z=1

A distancia de P ao plano é /(1 —2)2+ (0 — 1)2+ (1 — 0)2 = /3.

Método dos multiplicadores de Lagrange [2 restricoes]
O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser usado, em geral, para determinar

os extremos de uma fungao com m variaveis sujeita a n < m restrigoes.

Por exemplo, para determinar os pontos criticos da funcao f, de 3 variaveis, sujeita as

restrigoes g(z,y,2) =k e h(x,y, z) = ¢ resolve-se o sistema:

Vf(x,y,z) =AVg(x,y,z)+ ph(z,y, 2)

g9(z,y,2) =k
h(z,y,z) =c
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Integral duplo

2 Calculo Integral no plano e no espaco

Integral simples - definicao

N

2.1 Integral duplo

Particao regular com zg = a; x1 = a + b;—“, ;T :a—l—ib’T“yw ix, = b.
Particao regular dum retangulo
R = [a, b] X [c,d] - rectangulo fechado em R2.

Partigao regular de R é induzida pelas partigoes de [a, b] e [c, d].

. b—a. . ;b—a. .
xoza,x1:a+7‘l,-~~,xi:a—{—@T‘l,---,xm:b
— o — b—a. cay — s b—a. . —
Yo =C; Y1 = Cc+ na"'7yi_c+zna"'ayn_d

Area de R;; = (b=a)ld=c)

mxn

Vamos considerar uma versao simplificada com m = n.
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Integral duplo

Somas de Riemann em duas dimensoes

S(f,m) = Z Z I (@ij*, yij*) Wl# ¢é a soma de Riemann associada a particao
i=1 j=1

regular de comprimento m.

Definicao 2.1. A funcio f : R C R? — R ¢é integravel se existe

lim S(f, m) para qualquer escolha de ((x;;*, y;;%).

A esse limite chama-se integral duplo de f sobre R e escreve-se

[ rwwaa= [[ f iy,

Notas.

1. Se f(x,y) >0, entdo [ [, f(x,y)dA éigual ao volume do solido

E={(r,y,2) ra<az<b c<zx<d 0<z< f(z,y)}.

2. //9z f(z,y) dA =valor médio( f)xArea(R)

Somas de Riemann associadas a funcio f(z,y) = 16 — 2% — 2y2.
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Integral duplo

Teorema de Fubini

Teorema 2.2. Seja f: R CR?> — R continua.

Entao
//Rf(x,y) dxdy = /ab/cdf(x,y) dydx = /Cd/abf(x,y) dxdy.

Demonstragao intuitiva (Para f > 0):
Ax) = fcd f(z,y) dy é a area da secgao do solido E para x fixo.

O volume de E é igual a |valor médio de A(z)| x (b — a), ou seja

Vol(E)://Rf(x,y) dxdy:/abA(x)dx:/ab/cdf(x,y) dyda

Dominios nao retangulares

Seja D C [a,b] X [c, d] uma regiao limitada do plano.
A fungao f: D — R ¢é integravel se e s6 se a funcao g : [a,b] X [¢,d] - R, com

f(z,y) se (z,y) € D
g(w,y) = é integravel.
0se (xz,y) €D

Notas.

1. Todas as fungoes continuas num conjunto fechado e limitado sao integréveis.

2. Todas as funcoes descontinuas apenas numa curva do dominio sao integréaveis.

[E o que acontece usualmente nas funcdes definidas por ramos. |

Generalizacao do Teorema de Fubini

Teorema 2.3. Seja f: Dy C R?> — R continua, com
Dy={(z,y) eR*:a<z<b, g (x) <y< ga(n)},

sendo g1 € go fungoes continuas. Entao

b g2(x)
/ f(z,y) dedy :/ / f(z,y) dydz.
Dl a gl(m)
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Integral duplo

Y=g y

A
\
\

| | y = gi(x)
|

|
1
0 a X b X

Regido Verticalmente Simples Regiao Horizontalmente Simples

Propriedades do Integral Duplo

Sejam D uma regiao fechada e limitada de R?; f e ¢g funcoes integraveis em D.

L. //D(f(x,y)Jrg(m,y)) dA://]Jf(x,y)dAJr//Dg(%y)dA-
2. //Dkf(a:,y)dA:k//Df(x,y)dA, keR.

3. Se f(x,y) > g(x,y) para (x,y) € D, entao

//Df(x,y)dAz//Dg(%y)dA

4. Se D = AU B, com A e B conjuntos fechados, e AN B C fr(A), entdo

//Df(x’y)dA://Af(xvy)d/l-i-//Bg(x,y)dA

Integral Duplo em Coordenadas Polares

Proposicao 2.4. Sejam D uma regiao fechada e limitada do plano e D* = {(r,0)
(r cos@,r sinf) € D}, ou seja D* € a regidgo descrita em coordenadas polares.

// flx,y)dxdy = / f(rcos@,rsin®)rdrdd,
D D~
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Integral duplo

Seja g(r,0) = (rcosf,rsinf) a funcdo de mudanca de variavel. Entdo g(D*) = D e

oz Oa .
) or 0 PR,
- -/ r
a(f’g) = det J, (r,0) = det =r |
(r.0) potd rdo
Oy 9y g v
or 90 e

Teorema de Fubini em Coordenadas Polares
Teorema 2.5. Seja f : D; C R? — R continua, com

D, = {(rcos@,rsz’n@) ER*:a<O<B, h(0)<r<hy (9)},

sendo gy e go funcoes continuas. Entdao

ha(0
/ f(z,y) dxdy—/ / f (rcos@,rsin®) rdrdd.
Dy

r="h,(0)

/

ﬁ>4 \i 9=a

o ‘r=h,(0)

Regiao Simples em Coordenadas Polares

Exemplo
Como se calcula a area de uma das pétalas da figura em baixo?

Designando por D a pétala sombreada, ela é descrita em coordenadas polares por

D* = {(7’,9) < cos(20), 0 € [—% %]}

3 T cos(20) ( ,
Area(D / / 1dA = / / rdrdf = )
0 il &
N

™ 1 .
/4 5(:032(26’) R J M=ot

Rosa de 4 pétalas.

M:l

INE]
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Integral duplo

Mudanca de variavel em Integral Duplo (caso geral)
Sejam D uma regiao do plano fechada e limitada, e f : D C R? — R2, continua.

Definimos uma mudanga de variavel, de (z,y) para (u,v), através das equagoes

T =g (u,v) , onde a funcao vetorial
Yy = go (’LL, v

g : D* C R? — D & bijectiva, tem derivadas parciais de 2 ordem continuas e as suas

fungoes componentes sao as fungoes g; e gs.

O conjunto D* = {(u,v) : g(u,v) € D} é o conjunto D descrito nas novas coordenadas.

Chama-se Jacobiano da mudanca de variadvel, ao determinante da matriz Jacobiana de

ge representa—se:

oz oz
u ov
oz, ) = det J, (u,v) = det
0(u,v) oy ay
ou ov
d(x,y)

Se o Jacobiano # 0, excepto possivelmente nos pontos de uma curva, entao

0(u,v)

J[ st ety = [[ s atucon |52

Aplicagoes do Integral Duplo

dudv.

1. Areas planas

Seja D C R? uma regido do plano, entdo a area de D é

A(D)://Dldxdy://D*rdrdé.

2. O Valor médio da fungao f na regiao D é:

Media () — / /D f{ix(’;j; dxdy
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Integral duplo

3. Areas de superficie

Vamos calcular a area de superficies que sejam o grafico de uma funcao de duas

varidveis (ou a uniao finitas destes).

Para S = {(z,y,2) € R® : (z,y) € D, 2 = f(z,y)}, tem-se

as - [ ¢(g):(g)ul

D é a projecao de S no plano XOY'.

2 2 .
Nota. O valor \/ (%) + <g—£) + 1 é a norma do vetor normal & superficie no ponto

(z,y, f(z,y)), ou seja of of
i(z,y) =+ (‘%’_8_3/’1)

Exemplo

Calcular a area de uma superficie esférica S de raio igual a 3.

2 2

Vamos considerar a fungao que define meia-esfera f(x,y) = /9 — 22 — y2.

Grafico de f = {(z,y,2) €R® : 2 = f(2,9) e (v,y) € Dy}
Dy ={(z,y) : 9—a* —y* > 0} = {(2,y) : * +y* < 9}

o T
2//Df J(ﬁ) + (ﬁ) 1 dady =

2 3 TQ
2/ / \/ 4+ 1 rdrdf = 367
0 0 9 —r?
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Integral duplo

4. Volume de sélidos

Sejam f1, fo : D C R?> — R continuas e

E= {(x,y,z) €R3 . (x,y) ED? fl (x,y) SZ < f2($ay)}

VE) = [[ faw) = fiwy) dudy.
D
D é a projecao de E no plano XOY. De igual modo podemos considerar as projegoes

sobre os outros dois planos coordenados.

Exemplo
Calcular o volume da esfera cuja fronteira é

P2+ + 22 =9 2=£/9 — a2 — 2

E = {(x,y,z) ER®: (z,y) €D, —/9—22—y2< 2 < \/9—m2—y2}

D= {(a,y) : 2°+y* <9}
V(E)://D VI (0= 22— ) dady.

2m 3
/ / 2V9 —r2rdrdf =
0 0

o 2\3/273 2 21
(9 _ 2
/ _ | =O=)" :/ d@:/ 293249 — 367
0 3/2 0 o 3

0
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Integral triplo

2.2 Integral triplo

O Integral triplo defines-se num paralelipipedo [a, b] X [¢, d| X [s, t] de modo idéntico & definigao

de integral duplo num retangulo.

Teorema de Fubini

Teorema 2.6. Se [ ¢ continua em Q = [a,b] X [¢,d] X [s,t], entdo

///Qf (v,y,2) dedydz =
/ab/cd/:f(a?,y,z) dzdydm:/cd/:/:f(x,y,z) dadzdy = - - -

Generalizacao do Teorema de Fubini

Teorema 2.7. Seja f : E CR3> — R continua, com
E={(z,y,2) ER*: (z,2) €D ew (z,2) <y <uy(z,2)},

sendo uy e uy continuas em D C R?. Entao

/ / [E f(2,y,2) dudydz = / /D ( / (()) f (2,9, 2) dy> ddz.

D é a projecao de F no plano XOZ. De igual modo podemos considerar as projegoes nos
planos XOY e YOZ.
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Integral triplo

Como se calcula um Integral Triplo?

E={(z,y,2): c<y<d my) <z <h(y) ew (z,y) <z <us(z,y)}

ha(y)  puz(z,y)
// f(z,y,z) dedydz —/ / / f(z,y,2) dzdzdy.
hi(y) Jui(zy)

Com as devidas adaptacoes pode ser considerada qualquer outra ordem de integracao.

1
Exemplo 2.8. Calcular o integral triplo / / / sdxdydz, com

Elx+y+z+1)

E:{(x,y,x)€R3:x+y+z§1/\x20/\y20/\220}.

Dez+y+2<1lez2>0,

obtém-se 0 < z <1 —x —y; assim a regiao E pode ser descrita como:
E={(z,y,2) ER*: (z,y) ER N 0<2<1—2—y},
com R = projypy V definida por

R:{(:U,y)E]Rz::c—i—ygl /\xz()/\y20}:{(x,y)€R2:0§x§1 /\Ogygl—x}.

1 1-o—y 1
/// 3dxdydz:/// 5 dzdzdy =
g (@+y+z+1) r Jo (z+y+2+1)
1 _9q2=1l-x—y
// [m+y+z+ ) } da:dy—// (x+y+1 —gda:dy—

1 T
1 ——d dx = _— = dr =
/ / ~(z+y+1)7° g dydz /0 { SR 8yL0 T

Entao

1 11 11-2)? 1 1 !
(-1 += do = |- -1 1
/0 PR P [8 2 gt mles ‘L
LS H S S P
472 16 2 16



Integral triplo

Coordenadas Cilindricas

x =1 cosf
y=rsing = r?=z>+y?

=2z

/// f(z,y, 2) dedydz = // f(rcosf,rsind, z)r drdfdz,
E B*

onde a regiao E* ¢é descrita em coordenadas cilindricas.

Exemplo 2.9. Considere as superficies de equagoes z2 + y? + 22 = 3 e z = 2(2® + 9?),

respectivamente. Calcule o volume da regiao situada entre as duas superficies.

A equacao 22 + y? + 22 = 3 representa uma superficie esférica de centro na origem, e a
equagao z = 2(x? + y?) um paraboldide. Usando coordenadas cilindricas, a intersecgao das

duas superficies é dada pelas equagoes

Temos entao que a projec¢ao no plano xOy da regiao entre as duas superficies é a regiao
definida em coordenadas cilindricas por r < \/73, e o seu volume é dado pelo integral

V3

2T ? 1 7“4 2 45
/ / (M—Zﬁ)rdrd@z%r ——(3—7’2)3/2—— —or(V3—-—).
A 3 2|, 32
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Integral triplo

Coordenadas Esféricas
r = psing cosf p=yr +y2+22>0
y=psingsingd =< 0=2LXTOP' (angulo orientado) , 6 € [0, 27]
2= pcoso ¢ = ZZTOP (angulo no espago) , ¢ € [0, 7]

(r,0) sao as coordenadas polares de (x,y).

r=yx?+y?=psing

e (p, ) sao as coordenadas polares de (r, 2).

P’ & a projecao de P sobre o plano XOY'.

P'(x,y,0)

(r,y,2)  —  (n62) —  (p0,9)

a(r, 0, z)
A(p, 0, ®)

—r X p=psing x p=p’sing

///E f(z,y, 2) dedydz =

/// f (psin ¢ cos B, psin ¢sin b, pcos ¢) p? sin ¢ dpdfdg,
E.

onde a regiao E* é descrita em coordenadas esféricas.

Exemplo 2.10. Vamos usar um integral triplo para calcular o volume de uma esfera de
raio a.

Seja E a regiao de R? definida pela condicao
Py <a?, a>0.

O volume de E ¢ dado pelo integral

vie) = [[[ 1av.

Fazendo uma mudanca de varidveis para coordenadas esféricas, obtém-se,

V(E)—///Eld‘/—///lp2 sin ¢ dpde df
31



Integral triplo

com FE’ definido por
E'={(p,0,¢):0<0<2r NO<$p<m AO<p<a}.

Entao,

2m s a 2m ™ a
V(E):/ / / p* sin gbdpdqbdﬁz/ 1d0./ sin gbdgb/ PP dp =
o Jo Jo 0 0 0

374 3

T P a 4 3

=27. [—cos ¢ {—] =271.2. —=—-ma’.
Y 3 3

Aplicacgoes do Integral Triplo - Massa e Centro de Massa

Sendo E um so6lido cuja densidade é dada pela fungao d(z,y, z), continua em E, entao:

e a sua massa é dada por

m = /// d(z,y, z) dedydz ; |[densidade médiax volume|
E

e 0 seu centro de massa ¢ o ponto de coordenadas (xg, ¥o, 20), dadas por

1
Tg = —/// x d(z,y,z) dedydz
m E

1

yoz—///yd(x,y,Z) ddydz,
m E
1

20 = —/// zd(x,y,z) dedydz .
m E
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Anexo

Anexo: Exercicios Resolvidos de Calculo Integral

Integral duplo

1. Seja D = {(z,y) e R* : y > 2> A x> y?} . Calcule // 3dz dy.
D

Resolucao

A regiao D é, simultaneamente, verticalmente e horizontalmente simples. Podemos,

por exemplo, usar a seguinte defini¢ao
D:{(x,y)€R2:0§x§1 A x2§y§\/§},

para escrever o integral na forma iterada.

1z 1
//dedy:// deda::3/ VI —2tdr =
D 0 Ja? 0
3/2 371 2 1
N L Y
3/2 3], 3 3

2. Considere o integral duplo I = / / f(z,y) dx dy escrito na forma
D

Tem-se entao

fz/oﬁ /_Oy f(a:,y)dmder/; /—O\/E Fla,y) da dy

(a) Faca um esbogo de D.

(b) Inverta a ordem de integragcao.

33



Anexo

Resolucao

(a) A partir dos limites de integragao, podemos definir o dominio de integracao D

com as seguintes condic¢oes

0<y<V2 y V2<y<2
—y <z <0 —V4—1y2 <z <0

e definir D graficamente

7z

Esboco da regiao D

A recta x = —y € a bissectriz dos quadrantes pares e a equacao r = —+/4 — y?

representa a parte da circunferéncia x? + % = 4 onde z < 0.

(b) Para podermos inverter a ordem de integracao temos que definir D como uma

regiao verticalmente simples, isto ¢, com as condigoes
—V2<2<0 A —x<y<V4—22.

A esta defini¢ao corresponde o integral iterado

0 Vi—z2
I=/ / f(z,y)dydz .
,\/i —x

3. Inverta a ordem de integragao e calcule os seguintes integrais:

(a) /01 /ul\/l—izﬂdvdu;

(b) /0 3 /y gy cos (a?) dedy.

Resolucgao:

1l
(a) A partir dos limites de integragao do integral dado / / V1—v2dvdu, po-
0 u

demos definir o dominio de integracao R com as seguintes condigoes
0<u<l Au<ov<1.
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Esboco da regiao R

e definir R graficamente

Para podermos inverter a ordem de integracao temos que definir R como uma

regiao horizontalmente simples, isto é, com as condigoes
0<v<1AO0<u<uw.

Podemos entao escrever

1 1 1 v 1 v
/ / \/1—v2dvdu:/ / \/1—1}2dudv:/ \/1—1}2/ ldudv =
0o Ju o Jo 0 0

1 1 1
/ \/1—1}2[u]8dv:/ U\/l—UQdU:—i/ —2v (1—1)2)1/2dv:
0 0 0

1
(1- u2)3/2] 1 1

1
3/2 =—30-D=3

2 3

0

(b) O dominio de integracao R ¢é definido por
R:{(:c,y)ER2:O§y§3 A y2§x§9}

e esté representado na figura

Esboco da regiao R
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Para inverter a ordem de integracao temos que definir R como uma regiao ver-

ticalmente simples, isto é, com as condicoes
0<z<9AN0<y<Vz.

Podemos entao escrever

3 19 9 VT
/ / ycostda:dy:/ / y cos x° dy dx =
0 Jy? o Jo
9 Nz 9 27V
/ cos x? / ydydr = / cos 2 {y_} do =
0 0 0 2 o

9 T 1 9
/ = cos 2?dr = = / 21 cos 22 dr =
0o 2 4 Jo

Mudanca de variavel

4. Use coordenadas polares para calcular / / Va2 +y? + 1 dxdy, com
R

R={(z,y) eR*: 2’ +¢y* <4, y>0ey>ux}.

[sin :UQ]?) = i sin 81 .

e~ =

Resolugao

A regiao R é representada graficamente por

7

-2 -1 1 2

Esboco da regiao R

Fazendo a mudanca para coordenadas polares das equagoes que definem R tem-se que
P+ <4er<2,y>080<f0<mey>ze T <0< A regido

R’“z{(r,@):rﬁQe%S@Sw}
¢é a regiao do plano polar que corresponde a R.

Logo

s 2 1 T 2
// \/x2+y2+1dxdy:/ / \/7‘2+1rdrd9:§/ / (r* +1)Y22r drdf =
R = Jo = Jo

T (2 3/272 - , _ _
_%/T [%Lcﬁ_%x;é (53/_1)d@-%(5\/5—1)(7r—1)_1(5\/3_1)‘

1
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Anexo

18.(b)

Integral Triplo
Calcule o volume do soélido
V=A(z,y,2) eR¥: 22 + > + 22 <4, 22> 2> +4* 2> 0}

Resolucgao

A equacao 2% + y? + 22 = 4 representa uma superficie esférica de raio 2 e a equacao

2% = 22 + 32 representa um cone. O sélido V est4 representado na figura.

Vamos resolver este problema usando coordenadas esféricas.

A inequacio 22 + 3% + 2% < 4 traduz-se em p? < 4, ou seja 0 < p < 2. A inequacao
2% > 2? + y? traduz-se em tan? ¢ < 1, ou seja, 0 < ¢ < T ou 2 < ¢ < .

Observe-se que 0 < ¢ < 7 representa a parte de cima do cone, enquanto que ?jf <

¢ < m representa a parte de baixo.
Assim, em coordenadas esféricas, o solido V' é representado por
V={(0¢)ecR:0<p<2,0<0<2m,0<¢< T}

Assim, o volume de V' é dado por

///Vldv:/02/02”/03p2sin¢d¢d9dp= (?_%§> T

1
Calcule / / / = dV, com
E (22 +y?+ 22)>

E={(z,y,2) eR*:4 <2’ +y*+ 22 <9}

Resolugao

Atendendo a que a regiao D é limitada por duas superficies esféricas centradas na
origem, o sistema de coordenadas mais conveniente para calcular o integral dado, ¢ o

sistema de coordenadas esféricas.
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Anexo

Tem-se, entao

///E ($2+y1_{_22)§ dV://// (pi)g p* sin ¢dpdedo

com FE’ definido por

E' ={(p,0,9):0<0<2r ANO<op<7m A2<p<3}.

Podemos, entao escrever

1 2 s 31 2 s 31
dV:/ / /—singbd d¢d9:/ 1d9./ sin d./—d:
///D<x2+y2+22)§ o Jo J2 P g 0 0 0o 2 P ’

=2m. [—cos ¢y . [lnp];’:2ﬂ.2.lng:47r1ng.
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